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1. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

VOD 

AVoLDEMAK  Heymann, 

Cand,  niftUu  In  Dreiden. 


I. 

Im  XXIV.  Bande  dieser  Zeitschrift  habe  ich  karz  gezeigt,  dass  man 
die  gleichseitig  bestehenden  Sobstitntionen 

dv  dv  du  du 

du  du  dx  dx 

mit  Voitheil   bei   der  Integration   gewisser   Differeotialgleicbnngen   erster 
Ordonng  verwenden  kann. 

eine  Differentialgleicbnng,  deren  Integral 

/•,(w,i.,c)  =  0 
bekannt  ist,  so  ordnet  sich' dieser  Differentialgleichnng  stets  eine  andere, 
im  Allgemeinen   von   ihr  verschiedene   zn,   wenn   man  die  Variafaelen  u 
nnd   r  in  der  oben  angeieigten  Weise  dntch  x  nnd  y  ersetit.     Das  In- 
tegral der  nenen  Oleichnng  ist  alsdann  das  Reanltat  der  Elimination  von 

dv                                                                                  dv                dv 
«,  p,  -j-    ans   den    Gleichnngen   /"^O,   F,  =  0,    ^=■5-1    y~"j "> 

d.  h.  es  ist  gegeben  dnrch  die  beiden  Gleichungen 

f  (u,  ux~y,  a)  =  0,     /"iK  ux  —  y,  c)=aO, 
in  welchen  u  als  Parameter  anzusehen  ist.* 


*  Wenn  ei  gestattet  ist,  illuBtriren   vir  das  Gesagte  durch  folgendes  Bei- 
spiel   Die  Uleiohimg 

dv 

du 
beniit  das  Integral 

fi-f-i  n 

Die  tiaoMfonniite  Oletchaug  lautet 

amtmMtt  f.  Mtammmtlt  b,  Pbfwlk  XXYII,  i. 


Zur  lotegration  der  DiffereDtialgleicfanngen. 


1.    DifferentialgbercliiihgeB  zweiter  Ordonng. 

Um    die   Snbstitntiope«^  incb   bei   der  Integration   von    Differentiat 
gleicbnngen   der   zvrmX'*]}''  Ordnung  bentitzen  zu  können ,   betrachten  wir 
u  als  anabbüngigie 'yanabelennd  bilden 

.-.■:•;  *•  ^_    \dxJ  _  d«  _  J_ 1_ 

:■.  '**•  '"     fix     ~ dx~  ilx       fPv' 

..'•.  '.*  *  rfu         rfu' 

Man  kann  aladann  jeder  Differentialgleichung  zweiter  Orännog  eine 
andere  an  die  Seite  stellen,  und  ist  die  eine  iotegrirt,  so  ipt  es  auch 
die  andere.     Führt  man  nftmlich  in  eine  Differentialgleichung 

deren  Integral 

irgendwie  ermittelt  ist,  die  erwähnten  Substitutionen  ein,  so  erhült  man 
eine  Differentialgleichung  in  den  Variahelen  x  und  y.  Das  Integral 
dieser  Gleichung  wird  dann  gefunden,  wenn  man  die  Gleichnogen 

herticksichtigt  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  man  u  und  v  ans 

eliminirt. 

Sehen  wir  zu,  welche  Gleichung  der  linearen  Differentialgleichung 
sweiter  Ordnung 

«  ^' +  '■.(")  ^+''.M'=«' 

deren  Integral 

■)  r  =  *,  9>,  (u)  +  Atj  9g(u)  =  v(i/) 

beiasen  möge,  entspricht.     Wir  finden 


und  ihr  wird  genügt  darch 

***-y=-?T»"''"'+   — «■   +.--  +  0-U      +c. 
n+i  n 

Das  Integral  ist  sonach  algebraisch,  obgleich  die  zugehörige  DifferentialgleichnDg, 
wofern  sie  fiberhaupt  nach  -J^  auflösbar  ist,  auf  Integrale  irrationaler  Fonctio- 
nen  fflhrt  —  Noch  sei  hingewieaea  auf  die  Mher  mitgetheilte  Integration  der 


Von  W.  Hbyuann. 


1 

y  =  — 


oder 

vobei  für  /"i(y')  4-y'/i(y')  knrz  /"jCy')  geschrieben  wurde.     Du  Integral 
der  Gleichung  2)  ist  nnn  gegeben  durch 

b)  x  =  ff,'{tt),     ,v  =  u(p'(u)— (p{«), 

wo  tp{u)   das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  hedeatet,   h  aber  als 
Parameter  zu  betrachten  ist. 

Han  bemerkt,  dass  die  eben  integrirte  Differentialgleichung  2)  in 
die  Classe  der  homogenen  gehört;  es  lassen  sich  sonach  alle  homogenen 
Differentialgleichnngen ,  welche  der  Form  2)  angehören,  anf  lineare  Dif- 
ferentialgleichnngen  zweiter  Ordnnng  zurückführen.  Da  das  Integral, 
welches  durch  die  Gleichungen  b)  gegeben  ist,  im  Allgemeinen  keiner 
weitem  Reduction  unterliegt,  so  ist  klar,  dass  der  hier  eingeschlagene 
Integrationsweg  der  directeste  ist.  In  der  That«  behandeln  wir  die 
Gleichung  2)  in  gewöhnlicher  Weise,   setzen  wir 

y  — ?,    y=p^    -  =  '' 

so  erhält  sie  die  Gestalt 

ond  ihre  Integration  kommt  zurück  auf  die  Integration  von 

dp^F{p,t) 
fit        p—t 
oder 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Iftsst  sich   nicht  direct  inte- . 
griren,  ihr  Integral  kann  nur  aus  dem  der  Gleichung  1)  hergeleitet  wer- 
den ;   man  bat  nKmlich 

y      u  qt'iu)  —  <p(u)         ,  , 

<=y=    'f^  '      "^^  '    und  p  =  y'=:=«, 

mithin 

als  TollatXndiges  Integral  der  Gleichung  3). 


' SabJfftailcb,  Compeodiam  d.  bab.  Amljn».    I,  glitt. 


Zar  Integration  der  Differestialgleicbungen. 


2.    Anwendnng  auf  die  Liouville^sche  Gleicbnng 

Führt  man  hier  die  Sabatitotionen 

rfp  tPv       1 

„  =  !,,     r  =  :rj,-y.      -=x,      -^= -,, 

ein,  80  erhält  man  folgende  homogene  Differentialgleicbnng: 
2)  w"=  ^«+^»'+'^«»'' 

wobei  a  =  — a, ,  ^  =  (1^,  y  =  — (a^+ft^),  sowie  o,  ,Ag,  c,  beliebig  gegebene 
Zahlen  sind. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  fliesit  nnn  ans 
X  =  <p'(u) ,     y  =  «  (p'{u)  —  (K*  («) , 

nnter    ipiu)    das   allgemeine   Integral   der  Lionville' sehen    Gleichung* 
verstanden. 

Behandelt  man   Gleichung  2)  in   gewöhnlicher  Weise,  so   hat  man 
nach  der  vorigen  Beseichnungsart 

Diese  Gleichung  kommt  znrQck  auf 

nnd  das  Integral  dieser  letzten  lantet 

wenn  tp  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

bedeutet.  "''  '''' 

Das  letzte  Resultat  ist  insofern  bemerkenswerth,  als  wir  später  (Ab- 
ecbnitt  III,)  zeigen  werden,  dass  sich  die  Differentialgleichung 

(fl  +  26,T  +  cx>)  ^  +  Ax*  +  fl,«+  2Cxy  +  2Dx  +  iSy  +  f  =  0 

anf  Gleichung  3)  zurttckfQhren  läset. 

Bezüglich  der  Gleichung  2)  sei  noch  erwähnt,  dass  auf  dieselbe  die 
allgemeinere 

'  ''     K^  +  *i»?  +  c,)  +  KS+Äo)q'    V    dl) 

zurückkommt.     Setzt  man  nämlich 

also  M-^-B^^x,     -<,S+5,i?  +  C,  =  Sf. 


•  LiouviUe  im  „Journal  de  T^cole  polytechnique,  tom  XIU".  Ueber  die  In- 
tegration dieoer  Differenttalgleicbnng  durch  Reihen  oder  beatimmte  Integrale  ver- 
gleidbe  Abschnitt  Ult  dieses  AnhatBes. 


VOD    W.  HsrilAHN. 


1  ^  s 

so  erhält  man  eine  Gleicbnog  von  der  Form 

ax  +  ZSiz  +  j-ay" 
Ist  <4q  =  0  oder  ßj^O,  so  führt  dieses  Verrahren  nicht  zum  Ziele; 
dmnn  eabstitaire  man  direct  in  Gleichang  4) 

'lo  dp  .  »I 


du'     •'      "d«      "'     ''       "'      •'        d»p- 

rfu» 
Ka  entsteht 

«ine  Glflichnng,  deren  TolIiitSndiges  Integral  in  bekannter  Weise  ans  den 
beiden  particnlären  Integralen  der  redncirteu  Differentialgleichung  zn- 
Bammeugesetzt  wird  und  welche  in  den  Ansnahmeßdlen  benutzt  werden 
kaoD. 

Wir  fuhren,  die  Rechnung   am   folgenden   einfachen  Beispiel  durch. 

Vorgelegt  sei  die  Differentialgleichung 

Wir  substititiren 
and  erhalten 

Bestimmen  wir  1,  jt  und  v  so,  dass 
und  setzen  zur  Abkürzung 
dann  ergieht  sich 


,  ^1  ^3  ^i 


-4,  ßj  —  A^  Ä, 


und  die  DiffereDtialgleichuDg  lautet  eiofacher 

y 
y  ^ ■ 

ttx  +  y 
Führen  wir  in  diese  'Gleichung  die  Substitutionen 
dv  dv 


^  =  37..     V^»^ — «•    y=".    y 


du'     "       "du      "     ^        "'     =»         rf*^ 

du* 
«in,  so  eneheint  folgende  lineare  Differentialgleichung: 


Zar  Integratinn  dflr  Differentialgleichnngen. 


rf*f      ,  ,  rfr 

welche,  wie  leicht  zn  sehen,  das  particnl&re  Integral 
besitzt.     Für  das  allgemeine  Integral  erhält  man  alsdann 

man 

a)  a:s=    —         =      *|    +  *,  /  w"-»«"  rfu 

b)  y  =  u-^-»  =  —  *^o +  *,/««      e" 


oder 

r 
Hieraus  findet  man 


rfu 


und   diese  AnBdr&cke  stellen   das   vollständige  Integral   der  Differential- 
gleichung 


y"=     ' 


ax+y 
dar.     Da  aus  a)  und  b)  die  Besiebung 

c)  ««  + jf  =  AjW"*" 

folgt,  so  ist  nur  eine  Quadratur  zu  vollziehen. 

Es  sei  beispielsweise  a  =  -}-lj  dann  findet  man  aus  a) 

aus  c) 

mithin  das  Integral 

Ist  a  e=  0 ,  80  folgt  ans  a) 

—  du, 
aus  c) 

daher  lantet  das  Integral 


"'■Vt)- 


n. 

Integration  in  homogenen  Coordinaten. 

Setzt    man    in     einer    Differentialgleichung    a:  =  — ,    y<=u-- p, 

y'=u,  so  heisst  das  im  Grunde  nichts  Anderes,  als  man  vertauscht  die 


fnoktcoonlinal^a  mit  Lioioocoordiuateu.  Am  einfncbet^D  ge^taltpl  sicli 
BVn   dJe  SiLcbc,   wäuu  man   die  DifTercatialgleicIiuag   in  bomogeuen  Co- 

ordiaatflo  ■uff&iuil,   also    —  nnd  "-^  stAlt  X  nad   u  Bclir^ibt.     Die  DifTe- 

fvntUI«  dff,  dx  und  xätf—ffdx  (wonu  solchoB  vorkoniuii)  werdeo  pro- 
poftional   den   niffprBntialeD 

X,  dxy  -  jTj  dx^,     Xg  rfx,  -  ar,  äx^,     x^  rfx,  —  j:,  d*,  , 

■o  d««t  man  eine  Gleichaog  von   folgcndtti  Geittalt  firbält: 

««lobe  cowohl  liumogcn  in  den  t,  als  aacb  in  deu  Differeotialcu  ist.* 
Die^«  Gleichung  gebt  natürlich  in  die  nicht  homogene  Form  zurück, 
wenn  man  jj=3.r,  x^  =  y,  «a^^l  aetxu 

Kinu  OitTprenlinlglE^icliniig  /"=:  0  ordnet  jedem  Punkte  eine  oder 
uiebmre  Uicbtungt*o  zu,  wi^lcli«  nir  durch  Liniencuordinaten  nuiidrückeu 
könoeoi  d.  b  ,  die  Klomeate  der  DüTerentialgloicbong  laMeu  eicb  dar 
ttrllen  darch  dir  gleichzeitig  besteheadon  Gb'icbungon 

Die   letzte  Kelalion    drückt   aus,    dass    die  Gerade    {jC(Mi)=^0  durch   den 
inkt  X,  der  Carrc  /^=  0  geht;  soll  diese  Gerade  iu  jenem  Punkte  Tau- 
lote  aetOt  ko  fordert  die«  uocU  dte  Bedingung 
b)  I',  rfxj  +  «,  dx,  +  «g  rfj-j  =  0 , 

aod    diese    in   Vcrbindang    mit   a)    führt  auf  folgende  Proportionalitäten : 

lOter  ft  an  dieser,  wie  an  allen  anderen  Stellen  dieeefi  Absubnillefl  eiupii 
Proportionatillltsfaetor  verstanden.  Setzt  man  die  »,-  in  die  Gleichung 
^==0  ein,  Btt  ethält  man  tliatitfichlich  eine  DiSereatialglcichnng  der  be- 
pprocbeneo  Porm. 

Wird  der  Punkt  abi  Schnitt  2weicr  benachbarter  Geraden  aufgerns«!, 
•o  hat  man  der  Gleichung  a)  die  Bedingung 

«)  -Ti  du^  -\-  X,  */h,  +  Xj  du^  s*  0 

an  die  Seite  zu  stellen.     Ans  boideti   fnigen  die  ProportionalitSten 

and   diese  ergehen»  in  f^O  emgefülirt, 

/K  ''"s  -  "3  ■'"lt.  "8  <'"i  -  "t  ''"3t  S  »'s  -  "j  *'"ii  "n  «II  «a)  =  Ü  , 
d.  b.  die  DifTereulJalgleichung  iu  Liniencoordinaten. 
Ee  stellt  also  dte  Gleichung 

in  Verbiadnng  mit 

*  M«B  Tergloicb«:  CUbBch-Lindeiiiuan,  Uconietne.     Ui«  Coruiuze 
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fl,  «j  (x, dXg  —  x^ rfXj)"  +  aga:j(.rg  dx,  —  x,  rfXj)"  +  «3X3 (xj  rf.rj -  j-g  rfx,)"  =  0. 
Ihr  Integral   Ut  enthalten   in   den   gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen 

(X,-M()=     a;,U,      +      XjH,       +      XgMg       =ü 

Diese  vier  Gleichnogeo  können  wir  jedoch  durch  zwei  ersetzen,  welche 
die  »,■  nicht  mehr  enthalten.  Denn  es  lassen  sich  fllr  die  Ut  drei  pro- 
portionale Ansdrücke 

1  J-  1 

ausfindig  machen,  welche  die  Gleichnng  1)  identisch  erfüllen,  weil  or) 
besteht,  nnd  welche  die  anderen  beiden  Gleicbnngen  ß)  nnd  {x(t/,)  =  0 
in  einen  nnd  denselben  Ausdruck 

1         »--I  1  w— 1  i_        n  — 1 

i\'x^   "    +Cj"a:,  "    +6a»X3   "    =0 
tiberführen.     Verbindet  man  letzteren  mit  der  Bedingung  «),  so  hat  mau 
das   voltständige   Integral   der   Gleichnng    1)   in    Punktco  ordinalen.      Bei 
Aenderang  der  Constanten  tässt  es  sich  auch  folgendermasscn  schreiben: 

a)  C^'a^    +     Cg-«g     +     C,"a^    =o) 

b)  C\x,  •    +C,x,  -    +C3X5  -    =0i 
Der  Fall  n  =  1  bildet  eine  Ausnahme;  er  fdhrt  auf 

X,*«-«»  x,"»~"'  x^'i-^^const. 
Um  aus  dem  allgemeinen  Integral  2)  das  singuUre  abzuleiten,  haben 
wir  die  beiden  Gleichungen  a)  nnd  b)  nach  den  willkürlichen  Constanten 
Ct  zu  differenziren  und  letztere  zn  eliminiren.  Da  es  jedoch  nur  darauf 
ankommt,  dass  die  VerhfiUnisse  der  C,-  willkürlich  gedacht  werden,  so 
kann  man  irgend  eine  dieser  Zahlen  gleich  der  Einheit  nehmen.  Je 
nachdem  nun  C,,  C^  oder  C,  in  dieser  Weise  specialisirt  wird,  erhält  man 
durch  Differentiation 

■  -1  ■  — 1  »  — I  Jl  — 1 

X, »    ac,+  x,  -    a6',=o,  X3  -    ac'5+ x,~  9c,  =  o, 

w  — 1  —  1 

Xi  *    ac,+  x^~^  aCg^o. 

Hieraae  folgen  ftlr  die  Ci  folgende  ProportionaliUlten: 


nnd  diese  ergehen,  sowohl  in  2a),  als  auch  in  2b)  eingesetzt, 

'  1  t 

■*iese  Gerade  genügt  der  vorgelegten  Differentialgleichung  singuUlr. 


Von  W.  niriiANH. 


Oh  Xnlegnl  dieser  DiffereDiialgleicbaDg  iStst  sich  demnach  buh  dem 
lM«cnl  der  Jftcobi'ücbeo  Oleicliaog  Rblcitea.  Nach  detnseUien  Priaeip 
kann   man  aticli  die  allgemeinere  Glmdiung  »'*"  Orades 

ta  welcher 

0*==«»",  +  fr»«,  +  c»Wa,     X,  =  (i(w,rffig  — Warf«,)    etc. 
iat,  inUgriroD. 


N 


Eiorubruag  homogeaor  CoustaDteu. 

Wir  bebandeln  eioige  aodere  Oifferontialglpichangeii  in  liomognpoD 
CoiirdiDatcD,  deren  Totegralo  boztlglich  ihrer  Knrm  vielleicht  Tntereatie 
haben  dürfte». 

I.    Sei  die  DifTereotialgleichung 

is  welcher  n  und  die  a  gegebene  Zahlea  sind,  vorgelegt.     FasBt  mao  ne 
saaiebst  in  LiDieDcoordinaten  snf,  so  lautet  sie: 

und  dann  bat  ihre  Integration  Iceine  Schwierigkeit;  man  findet 

l>«a   leixlcn  Ausdrack   kann   man   dareh  die  TolgeDdeu  beiden  ersetzen: 

ß)  t\  ",'-"  +  f'i ",'  —  +  C,«,'-"  =  0  ( • 

wobvt  die  C  willkürliche  Zahlen  sind.  Diese  sweite  Form  des  Integrals 
wIn!  aicb  in  der  Folge  als  zweckmässig  crweiseu,  wie  Uberbanpt  die  Ein- 

kftitkraog  dreier  willkürlicben  Constauten  bei  Uiffereatialgleicbungen  iu 
Drelf^kscoordinaten  nicht  selten  Bcvechtigaog  zu  haben  scheint.  Von 
der  Richtigkeit  des  IntegrnlN  Überzeugt  man  sich,  wenn  man  aus  den 
lelalCD  beiden  Gleichnngen  ond  dem  DilTerential 

■     di«  C  diminirt;  man  erhült 

m 

^^^^ 

^^^^^^V  W,~"rftf,       U^~'dli^      "3~"''U3 

und  hierbei  bat 

^•hla  dem  lutegrirendeo  Factor  nicht  fernstehende  Bedeutung. 
FuMD  wir  die  Gleichung  1)  iu  L'unktcoordinaten  auf,  «o  bekommen 
wir  folgende  UiffereDtialgleichDDg  n'^"  Gradoa: 


«« 


1  — a 
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a)  a,C,-    +     a,C,"      +     a,C,^     =0  / 

4) 


Dies  ist  aber  das  gesnchte  Integral,  denn  aus  Gleichung  b)  und  deren 
Differential  folgen  die  benutzten  Pro portionali täten.  Für  daa  eioguUre 
Integral  findet  man  folgenden  Ausdruck: 


«/""^i'""  +  V""^:/-''  +03'-"«,'-"  =0. 
Der  besondere  Fall,  in  welchem  n  =  m  ist,  findet  seine  Erledigung 
bei  der  nächsten  Untersnchnug. 

2.    Integration  der  Differentialgleichung 

unter   f  eine    beliebige  homogene   Function   von   x^Ui   verstanden;    u^ 
=  n  («,  dXg  —  ajg  dXj)  etc. 

Genau  so  wie  im  letzten  Beispiel  findet  man,   von  den  Ausdrücken 

ausgehend,  folgendes  Integral: 

,.  a)  f{C„t\,C,)^0  l 

'  b)      C.  V"  +  C»  V-"  +  Cs^^s'-"  =  0  ( ' 

dessen  Richtigkeit   durch  Differentiation   der  letzten  Gleichung  unmittel- 
bar bestätigt  werden  kann. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  allgemeiner  aussehende  Gleichung 

in  Gleichung  1]  mit  enthalten  ist. 

Das  singulare  Integral  ist  durch  die  vier  Gleichungen 

(»(«,-)  =  0,     t^^'i^-^ 
gegeben.  ^ 

Der  Fall,  in  welchem  m=l  ist,   erfordert  eine  besondere  Betrach- 
tung, denn  das  allgemeine  Integral  geht  über  in 

»)       ACi.c,.6v)  =  o  I 

b)         (-\  +  C,-|-C3  =  0  j' 
welche  Form  die  Xt  gar  nicht  mehr  enthält. 

Nimmt  man  zu  diesen  Gleichungen  folgende  Identität: 

|C,a:,'  —  -f  (?,«,'—  + 6;V-"-CC,  +  C,  +  C3)U=i  =  l(l-'«)cU  =  , 

(c  =  const.) 
hinzu  und  beachtet,  dafs 

so  erhält  man  folgende  neue  Besiehung: 


Von  W.  Hetkäkn.  13 


welche  im  Verein  mit  den  Gleichnngen  a)  uod  b)  das  TollatSndige  Inte- 
gral der  Differentialgleichaog 

3)  /(*i«i.  ^»«,,  *8«s)  — ö 

darstellen  wird.  Die  Cf  fignriren  hier  als  Parameter,  welche  zn  eliininiren 
sind;  c  ist  die  Integrationsconstante.  Die  Richtigkeit  der  angegehenen 
Integralform  kann  direct  dargethan  werden,  wenn  man  die  Gleichnng  b) 
mit  dem  Differential  der  Gleichnng  c)  verbindet.  Dann  ergeben  sieh  die 
Proportionalitäten 

rennSge  deren  sich  die  Gleichung  a)  in  die  Differeotialgleichnng  3)  ver- 
wandelt.    Eine  singnläre  Lösung  existirt  hier  nicht. 

Beieiebnet    man    beispielsweise   eine  ganze  rationale   Function   der 
tiVi  symbolisch  durch 

so  ist  das  Integral  dieser  Gleichung 

c,   +  c^   +   c,    =0}. 

Ist  in  Gleichung  1)   der  Exponent  mc=0,   dann  liegt  die  Differen- 
tialgleichung 

4)  /(«i,«2,«a)  =  0 

vor,  welche  offenbar  mit  der  „Clairaqt'schen  Form"  in  impliciter 
Gestalt  fibereiokommt. 

Ihr  allgemeines  Integral  ist 

also  immer  eine  Gerade. 

Für  das  singulare  Integral  hat  man  wiederum 

Man  findet  beispielsweise  in  der  symbolischen  Form  ffir 

(rt,Hj-f  ff,Kj-l-n5«3)*  =  0 

daa  allgemeine  Integral 

und  das  aingnlftre 

wobei  die  Atk  die  Unterdeterminaoten  gebildet  aus  den  a^^  sind. 
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III. 

Beitr&ge  znr  Integration  der  Sifferentialgleichiuig 

Mdx-\-Ndy  =  0, 
in  welcher 

/V=^,a;«+5,y>+2r,xy  +  2i>,x  +  2Äjy+f,  i" 
Während  schon  zn  Enler*s  Zeiten  die  Integration  der  Oleiehnog 
lU  dx-^  N  dys=0  im  Falle,  dass  Hf  und  Jf  Polynome  ersten  Grades  sind, 
eine  bekannte  Sache  war,  ist  es  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  die  eben 
angefahrte  Gleichung  in  allen  Fällen  zu  integriren.  Die  Integration  ist 
im  Allgemeinen  nur  in  den  Fällen  gegluckt,  in  denen  sich  diese  Gleich- 
ung direct  oder  durch  geeignete  Substitutionen  anf  die  lineare  Differen  - 
tialgteichnng  erster  Ordnnng  znrtickfübren  iSsst,  oder  in  denen  der  inte- 
grirende  Factor  ans  den  parliculSren  Lösungen  zusammengesetzt  werden 
kann.*  Gewisse  Specialfalle  der  Gleicbnng  hat  man  dadnrch  erledigt, 
dass  man  dieselben  auf  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zuräckföhrte.  •* 

Auch  in  Abschnitt  I,  (S.  3)  zeigte   es   sich,    dass   eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

mit  Hilfe  der  Substitution 

auf  eine  lineare  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  gebracht  wer- 
den konnte,  deren  Integration  bekannt  ist. 

1.    Betrachten  wir  jetzt  die  volletSadigere  Gleichung 

und  setzen  dem  vorigen  Beispiele  gemHss 

y-a^'-ß^x  =  ^, 
80  entsteht 

(a -f  26a: -|-ca:«)(^-|-^,)-f:{z +  («,-«,) +  (|3,-ft)xi  =  0, 

oder  fQr  » 

-1 


*  F.  Minding,  Beiträge  ear  Integration  der  Differentialgleichongen  I.  Ord- 
Hang  zwischen  zwei  veriLnderlichen  Grössen;  8t.  Petersbarg  1862.  G.  Darbonx, 
H^oire  sar  les  ^nations  diff^rentleUes  alg^briques  da  premier  ordre  et  du  prä- 
mier degr^;  Balletin  des  sciences  math^matiqaes,  Paris  1878. 

**  Die  Biccati'ecbe  Gleichung,  Salomon's  Uebersetzong  der  Eoler'schen  Inte- 
gtalrechnong,  Bd.  2  S.  18. 


Von   W.  Heymann.  lÖ 

(«  +  2ftx+r.T«)(^^+V)_rJ(«,-„,)  +  (ft-^,)xH-^,  =  0. 

um  nnn  zur  Lionville'scbeu  Gleichung  aafzasteigen*  nrübrigt  noch 
die  Snbstitution 

wodarch 

(«  +  2fca:  + ex«)  v»- ((«,-«,)  + (ft-ft)a:ig.'(:r)  +  ^,«p(^)  =  0 
erhalten  wird. 

Das  Integral  dieser  Gleichnog  hat  die  Form 

mithin  wird  der  Gleichnog  a)  genügt  durch 

W&re  ^j=0,  Bo  fSnde  man  hierdurch  nur  ein  particuläres  Integral. 
Dieser  Fall  läset  sich  jedoch  leicht  für  sich  erledigen ,  und  abgesehen 
davon  könnte  man  aach  den  zweiten  Factor  y  —  o^  —  ß^s:  bei  der  Rech- 
nang  henntzen. 

Auf  die  Gleichung  a)  IXast  sich  die  allgemeinere 

1)    (o  +  26ir+ca:«)^  +  ^3:»  +  Ätfa+2Ci¥S+2/>a:  +  2ffö  +  F=0 
ax 

xnrfickfShren.     Setzt  man  nKmlich 

so  erbSlt  man  eine  Gleichung  derselben  Form 

(a  +  2&x  +  cx>)^  +  ^,a:«+5,y,«  +  2CjXi,,+2/?,a:  +  2£,y^  +  F,  =  0, 
nnd  hier  bedenten 

Jetzt  verHlge  man  Über  k  so,  dass  der  Kegelschnitt  {x-,y^  in  ein 
Linienpaar  zerftUt,  d.  h.,  dass  die  Discriminaute 

Tenchwindet.     Setzt  man  znr  Abkürzung 

£*^B,F^=g^,     E,C,~B^B,^h,,     C*~J,B,^k,, 
ao  lantet  nnsere  Bedingung 

Nun  findet  man  aber  leicht,  dass 

gt=g  —  aBXy     h^s=h  —  bBX,     k^^k  —  cBk 
ist,  wenn  unter  ^,  k  nnd  k  dieselben  Ausdrücke,  wie  unter  Pj,  A^  und  k^ 
Tentanden  werden,  jedoch  gebildet  aus  den  Coe^cienteu  d«  uta^^xi^- 
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lidien  Gleicbang  1).  Führt  mao  die  obigen  Werthe  in  die  BediD^ngs- 
gleidtang  ein,  so  erbÜt  man  für  l  folgende  quadratische  Gleiehnng: 

{g~aBl){k-c  SA)  -(A-6ßi)»=0 
oder 

(flc  -  b'){Bl)'  -  {ak  -  26A  +  cg)(Bi)  -\-(gk-  A*)  =  0. 

Schreibt  man  schlieaslicb  die  Zerl^nng  des  Kegelschnittes  (2:,  y,')  in 
extenso  auf,  so  entsteht  _ 

'dx       B,\\{i\-yT,)x-^B,y,  +  {E,-l/g,)\S 
eine  Differentialgleichung,  welche  sich  wie  die  Oleicbang  a)  integriren  lüsat. 
2.    Man  kann  die  Differentialgleichung 

ttx 

anf  die  LionTille'sebe  Gleichung  zurilckfübren,  ohne  dass  man  sie  erst 
auf  die  Form  a)  bringt.  Transformirt  man  nämlich  Gleichung  1)  mittels 
der  linearen  Sobstitution 

80  erhält  man 

nnd  zwar  ist  * 

A'=  -4  +2  CA  +  Bk\     B'=  B, 
C'=^C-hBl,  D'=ß+   Ek  +C»  +  BXx, 

E'=E+  Bk,  F'=  F  +  2£k+  Bx*. 

Bestimmen  wir  jetzt  einen  Factor  p  so,  dass 

^'x«  +  22/3:  +  ^'=  p(o  +  2fcx  +  ca:"), 
d.h. 

J'^c(f,     D'^bff,     F''=a(i^ 

■o  entstehen  folgende  drei  Gleichungen: 

A+2Ci+  Bk*=cg  1 
D+Ek-i-  Cx  +Bi»  =  bQ\. 
F+2E»+  BK*=ae\ 

Für  die  Berechnung  der  Grössen  A,  x  und  9  ist  es  zweckmftsaig,  diese 
Gleichungen  umzuformen  in 

(Bk+C)^  =  Bcfi.kl 
tt)  {Bl  +  C){Bx'k-E)  =Bb(f  +  hy 

iBx-\-E)^=Ba(f  +  g\    ■ 
wobei,  wie  früher,  zur  Abkürzung 

&-BF<=g,     CE-BD^h,     €*~AB  =  k 
gesetzt  wurde,  denn  dann  ist  augenscheinlich,  dass 
^^  {Ba(f-\.g){Bcfi^.k)  =  {BbQ  +  hf 


Von  W.  Hbtmann.  17 

Ana  dieier  Gleichang,  velcbe  su  der  aaf  voriger  Seite  entwickelten  qua- 
dratischen Gletchnng  in  engster  Beziehung  atebt,  ergiebt  eicb  g;  ans  den 
Gleichangen  a)  findet  man  alsdann  A  and  x.  Nach  diesen  Bestimmnngen 
gestattet  die  DÜfereotialgleicbung  1)  folgende  Schreibweifle: 

(a  +  2tx  +  ex»)  (^  +  A  +  e)  +  /Ti«  +  2  [C'x  +  ä')  z  =  0 
oder  nir 

z  =  -l(A  +  (.) 

(fl  +  2ftj:  +  «ra>)(^+2,»)-2{C'*+r)2,+  ß'(i+c)  =  0- 

Ist  A-|-p:=0,  flo  ist  diese  Substitation  unbranchbar,  aber  anch  Überflüssig. 
Nnn  wird  der  Uebergang  der  Lionville'schen  Gleichung  dnrcb  die 
Ausdrucke  ^  j, 

dx       dz.  ,      ,      rfjr* 

vcnnittelt,  nnd  man  erhält 

rfar  »X 

&  ist  bekannt,  dass  man  die  letzte  Gleichung  dnrcb  eine  Substitution 
Ton   der  Form 

in  die  DiSerentialgleichnng  der  bypergeometriscben  Reihe 

überfQbren  kann.  Unmöglich  ist  dies  nur  dann,  wenn  ^^=0  oder  wenn 
n  4-  26j:  -f  CO?  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  anf  welche  Falle  wir  spSter 
zurflckkommen.  Die  letzte  Differentialgleichung  kann  in  allen  Fällen 
durch  bestimmte  Integrale  oder  durch  hjpergeometrische  Reiben  integrirt 
werden;*  ihre  beiden  particulären  Integrale  lauten 

p,=  „'-rF(«_y+l,    jS-y  +  I,    2-y.    «), 

wobei  nuter  F{a^ß^y,u)  nach  Gauss  die  Reibe 

'+!./+     \.1.yiy  +  \)         ^- 
sn    Terstehen  ist.     Indem  man  zurUckrechnet;   erhält  man  nun  auch  das 
Integral   der  LiouTille'schen    Gleichung  in   der  Form   von   bypergeo- 
metrischen  Reihen,  etwa 

*  Jacobi  (Heine),  DnterBachungen  Ober  die  Differentialgleichung  der  byper- 
geometrischen  Reihe;  Grelle  Bd.  &e.  —  Uan  findet  daselbst  eine  volUtändig« 
latagraltafBl. 

ZiHntoUtLIUttiMitl*  m.Ph/ma  XXVa,  I.  t 
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Ffir  da«  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 
folgt  sonach  ein  Ausdruck  von  folgender  Gestalt: 

Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  folgendes: 

(«-r,)(a:- 
Ea  genligt,  zu  setzen 


(«-r,)(a:-r,)^  +  y«  +  *{y+x-r,)(y  +  a:-r,)  =  0. 


K 

denn  man  bekommt 


oder  für  ^^ 

x=K    uod    1= 

r 

Dieser  linearen  Gleichung  genügt 

r  =  c,(a:-rJ*  +  »  +  c,(x-r,)*  +  '. 
mitbin  besitzt  die  vorgelegte  Differentialgleichung  das  Integral 

-k    r,(ar-r,)*+'+f,(a;-r,)*+' 

oder 

Diese  Integralformen   sind   für  A  =  0   und  ^  =  —  1  nicht  an  gebntnchi 
doch  erledigen  sich  jene  FSlle  leicht  aaf  anderem  Wege. 
Ist  im  Speciellen 

so  liegt  vor 


(*'+^^5l+y'-*t(y+*5"+^i=ö- 


Das  Integral  lautet 


c,  l/ai  — i-|-r,i/«+t      .  ■■    - 

Cj^ar+i  +  CgA-' 
Da  

■i/;r-ir-         j.    ■              7/  V^'+i  +  ^              7/  l/ar»+I  —  a; 
J/fli  +  i  =  m  +  ni,      m  =  ^   i ^  ,     n=^  ^1 ^^ 

ao  hat  man  bei  Aendernng  der  Constanten 
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oder 


«nd    weil 


cm  —  c  n 


■o  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung  der  Ansdrock 

y  +  V^^ 


tf-j/x'+l 


:c(a:  +  ;/a:»+I). 


^^  +  (P  +  ?+S)^  +  P9'  =  0* 


3.    Besondere  FBlIe  der  Differentislgleichong 

1)  (fl  +  26.T  +  CX*)^  +^x»  +  ...+  f=0. 

ax 

a)   Es  sei  r  =  0.     Die  Gleichung  kann  dann  transformirt  werden  in 

nnd   diese  lässt  sich  anf  die  „Weilet'sche  Normalform" 

bringen,    deren   Integration   in   allen   Fällen   durch   bestiniDite   Integrale 
oder   Reihen  geleistet  werden  kann. 

b)  Eb  sei  a  +  2Aj;  +  car'  ein  vollständiges  Quadrat,  dann  kann  man 
der  GleichoDg  1)  immer  folgende  Gestalt  geben: 

ax 
nnd  die«  kommt  nach  dem  Früheren  zurück  anf 

Um  diese  Differentialgleichung  in  die  Weiler'sche  Normalform  überzu- 
fahren, setse  man  zunJlehst 

dann  entsteht 
oder,   wenn 


*  0.  ScfalOmilch,   Zeitschrift  f.   Math.  u.  Physik  Bd.  T,  oder  dessen  Vor- 
lesungen Qber  höhere  Analjsis  1874;  Integration  von 
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gewählt  wird,  ^ 

Für 

geht  diese  Gleichung  Über  in 

Verfügt  man  über  p  so,  daes 

nnd  setzt 

Bo  resuUirt  -  . 

also  die  verlangte  Normalforni. 

Id  gewissen  FKlIen  kann  man  sieb  diese  Redaction  craparen.  Sei 
vorgelegt 

(o  +  6.r)«^  +  (y_«,_|3,x)(y-«,-ft.r)  =  0 
mit  der  Beschränkung,  dass 

0  =  «,  — ßj,       b  =  ßy~ß^ 

sei.     Dem  Abschnitt  III^  gemKss  hat  man 

zn  setzen,  wodnrch  folgende  lineare  Gleichung  erhalten  wird: 

(«  +  b  xY  qr{x)  ~{a-\-bx)  vXx)  -\-ß,<p  {x)  =  0. 
Derselben  genügt  offenbar  particulär 

V  =  (a  +  i-rr, 
wenn  ft  eine  der  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

b'ti>~{b  +  l)bfi  +  ß,^0 
bedeutet.     Das  Tollstandige  Integral  lautet  sonach 

9,  t=  q  (a  +  fc  xy*.  +  Cg  (a  +  6  x)*»«. 
Mithin  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
t;       a    Iflx       ^'  c,{a  +  bx)f"-\-c,ia  +  bxy' 

c)  Um  die  übrigen  SonderHllIe  der  Gletcbnng  1)  an  erkennen,  mnai 
man  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q 

ß)  (ac-  6»)(ße)»  +  {ak  -  Hhh  +  cg){Bt!)  +  (ff*-A")  =  0 

ins  Auge  fassen. 

Ist  £r^  — A'  =  0,  so  zerfällt  der  Kegelschnitt  (x,  y)  der  Gleichung  1} 
an  und  für  eich  in  ein  Linienpaar,  und  dann  ist  der  in  Abschnitt  lllj 
angeseigte  Weg  einzuschlageu. 
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Ist  B^Oy  Bo  Iftsst  sich  Gleichnng  1)  wie  eine  Uneare  Differential- 
g'leichnng  enter  OrdnoDg  bebHodeln. 

Ist  ac  — 6*=0,  so  liefert  obige  Gleichoog  nur  einen  braachbaren 
Werth  für  p.  Da  in  diesem  Falle  der  Ansdrack  a  +  ibx-\-cx*  ein  toH- 
stindiges  Qnadrat  ist,  so  tritt  das  unter  b)  aafgefübrte  Verfahren  ein. 
Ist   gleichzeitig 

ac-b^=0    und    fl/;  — 2frA  +  cj  =  0, 

«o  ergiebt  sich  für  ^  kein  branchbarer  Werth.     Die  Differentialgleichnng 
1)  lautet  wegen  der  ersten  Bedingung 

a  X 

nod    aie  gebt,   wenn  man  für  ir  —  r  eine  andere  Variabele,   etwa  wieder 
iC  setzt,  über  in 

cx*^  -\-Ax*+By*-{-...+  P=0, 
ax 

wobei   zu   beachten   ist,    dass  die  neuen  Coefficienten  D,  E  und  F  nicht 

mit    den  vorigen   entsprechenden   identisch  sind.     Wir  operiren  nun  mit 

der  letzten  Gleichnng  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  Gleichung  1)  unter  der 

Voraussetzung,  dass 

a^b  =  0 

sei.      In  diesem  Falle  findet  man  ans  Gleichung  ß) 

k*-gk 

* B^' 

und  dieser  Werth  ist  brauchbar,  so  lange  g  von  Null  verschieden  ist.    Ist 

d.  fa.  By^-\-2Ey  +  F  ein  vollständiges  Qnadrat,  so  kann  man  der  letzten 
Differentialgleichung,  ohne  der  Allgemeiubeit  Abbruch  zu  tbun,  folgende 
Gestalt  geben : 

^:r»^  +  (i,  +  «  +  |3x)«+o'x  +  p'a»  =  0 

oder  nir 

y-\-u-\-ßx  =  z 

cx>^  + 1«  +  u'x  +  (^-cjS)  a:'  =  0. 

fl  ■I' 

Bevor   man    zu   einer  Gleichung  zweiler  Ordnung  aufsteigt,   ist  es 
BweckmXssig ,  noch  weiter  zu  redueiren.     Man  setze 

dann  entsteht 

cx*^  +  «''  +  2iwa:  +  o'a:  +  a«  +  cl  +  fl'~c5)a:«  =  0 
ax 

oder,  wenn  1  ao  gewfthlt  wird,  dass 

A«+ci+(jr-c^)=o, 
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ex«  3-  +  ir"  +  2  A  war  +  o'a;  =  0. 

SabBtitairt  man  nun  hierin  nach  einander 

dv 

1                        dv 
x=  -,     «>=:  — c , 

U  V 

Bo  bekommt  man 

(/ti*  du 

eine  Differentialgleichung,  welche  Bcbliesslich  aaf  die  Weiler'sehe  Nor- 
malform  gebracht  werden  kann. 

Lautet  das  Integral  der  letzten  Gleichung 

so  genagt  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichung  erster  Ordnang 

wobei 

u  =  — ,     ft, :  ffj  =  consL 

Kommt  die  Bedingung  ac  — 6'  =  0  bo  zu  Stande,  dasa  b  =  c^Oj  so 
hat  man  es  mit  der  Differentialgleichung 

a^+Ax'+  Bu*  +  2Cxy  +  2J)x-\-2Ey+F=0 
ax 

ZD  thuD.     Aus  der  Gleichung  ß)  findet  man  in  diesem  Falle 

h'  —  qfc 

nnd  aus  den  Gleichnogeu  a)  8.  16 

Bi-{'C=yk=C',       Bx-\-E=j}/k  =  E'. 

Die  vorliegende  Differentialgleichung  verwandelt  sich  sonach  durch  die 
Substitation 

in 

Um  diese  Gleichung  in  eine  der  zweiten  Ordnung  nberzunihren,  kann 
man,  wie  früher  (Abschnitt  III^)  eine  reciproke  Substitution  benntaan; 
man  kommt  indessen  hier  ancb  mit  einer  directen  aus.     Setzt  man 


a 


BO  entsteht 
oder  für 


''(S+'>0+^'^K'"+l)*'+*t^+*'^=** 
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dx 

'•  =  — 

welche  GleicbuDg  leicht  auf  die  Weiler'sehe  Normsirorm  gebracht  wer- 
den   k«Dn.     Lautet  das  Integral  der  letzten  Gleichung 

so  (fentlgt  der  gegebenen  DifTerentialgleicbnng 

.    *»     ''i  V'i  (*)  +  t'*  v'sf^) 
ß      Ci()B,(x)  +  Cj9)j(x) 

Schliesslich  muss  noch  der  Fall  ^^0,  in  welchem  die  letzte  Bech- 
DUDgr  nobrauchbar  ist,  erle'digt  werden.  Da  k=C*  —  AB  war,  so  ist  jetzt 
der  Kegelschnitt  ix,y)  eine  Parabel,  und  der  io  Rede  stehenden  Diffe- 
rentialgleichung kann  jedenfalls  die  Form 

ertheilt  werden.     Setzt  man  • 

Sf  +  a  +  ßx=z 


and  sodann 
so   entsteht 

oder  für 


tt'+  ß'x  —  aß  —  aß'u, 

p^  +  z'  +  nß^u^O 

de 

=   — 

V 

— ,  +  a|5'«p  =  0. 

Diese   Biccati'sche   Gleichung*    kann   bequem  durch   Reihen   integrirt 
werden.     Nach  Kummer  genagt  ihr  folgendes  bestimmte  Integral: 

CD 

0 
wenn  die  willkttrlichen  C  an  die  Bedingung 

gekoQpft  werden  und  fi,,  ft,,  fig  die  Wurzeln  der  Gleichung 


*  O.  SchUmilch,  Compendium  d.  höh.  Anal^siB,  Bd.  l,  1874,  §  110.  —  Kam- 
mer, Crelle's  Journal  Bd.  XfX;  Integration  der  allgemeinen  Riccati'schen  Qleioh- 

nng   -=^  =  x"y  mit  Hilfe  mehrfacher,  bestimmter  Integrale. 
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bedeaten.     Schreibt  man  das  Integral  kurz 

00 

0 

und  beachtet,  Anas 

av 

du        .  rf"      « 

r  = ,   alBO    ZV — —  =0, 

V  du 

80  findet  man  als  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleiehnng 


/! 


.(„,0-?^}.  =  0, 


0 

wobei   für  u   nnd  z  noch  die  entsprechenden*  Werthe,   ansgedTttckt  in  x 
und  y,  za  setsen  sind. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  ist  folgender: 

ax 

Für 

dv 


i^«=''"' 


ergiebt  sich  ^ 

also 

Mithin  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichnng 

Beiläufig  sei  erwähnt,    dass  man  anf  diesem  Wege  Qleichnngen  von  der 
Form  . 

integriren  kann ,  denn  für 
entsteht 

welche  Gleiclmng  za  den  vorher  betrachteten  gehört. 
Aach  die  Difi'erentialgleichnng 

b)  (a  +  6*)^  +  (j,  +  a  +  j3x  +  y»>)«  =  0 

geht  für 

über  in 
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and    l&68t  sich  dson  integriren. 

Allgemeiner  noch  könnte  man  verlangen,  dass  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  a)  nnd  b)  gegebene  Änsdrucke  von  der  Form  a^-^x 
H-y'*-*  sind. 

4.    Integration  dnrch  Differentialquotienteii  mit 
allgemeiner  Ordnungszab). 

Liouville  hat  bekanntlich  (a.  a.  O.)  hei  der  Integration  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichnng  höhere  Differentialqaotienten  benutzt. 
Ein  besonderer  Fall  der  Differentialgleichung  a)  (Abschnitt  III|),  bei 
welcher  sehliesalich  das  Lionville'sche  Verfahren  Änwendnug  findet, 
ist  folgender: 

1(«  -  r,)  (i  -  rj)  ^  +  (y  —  tt,  -  jS[  ir)  (jf  -  Og  -  ^j a>)  =  0 , 
wobei    "^II^^  =  1±!j 


Wir  setzen  dem  Früheren  gemäss 


V 


dx 
and  erhalten 

oder  wegen  der  Bedingung 

2)*        \  ft      /t 

*  «obei    ^-^  =  Y. 

Zur  Äbkilrznng  sei  noch 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
a)  Es  sei  ^,  —  ^1  =  1.     Dann  Ittsst  die  Gleichung 

folgende  Schreibweise  zu: 
wormtu 


*  VergL  8.  Spitzer,  Studien  über  lineare  Differentialgleichnngen,  II.  Ab- 
■chnitt,  ff  U  o-  26- 
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und  hier  ist  die  Ordaangiizahl  de«  DifferentialquotleDten  wieder  positiv. 

Han  kaoD  auf  ähnlichem  Wege  noch  andere  integrahle  FXlle  dieser 
Gleichung  finden,  doch  wird  die  Rechnnng  beschwerlicher.  Vollkommen 
gelingt  die  Integration,  wenn  mau  bestimmte  Integrale  benutzt;  mit  diesen 
wollen  wir  noch  den  besondern  Fall  c  =  0,  in  welchem  obige  Formeln 
nicht  mehr  gelten,  erledigen. 

Ist  nämlich  e  =  0>  d.h. 

60  führt  die  Gleichung  1)  anf 

wobei    y:^^^^  =  ^-yß„ 
und  dieser  Gleichung  geni]gt* 

Ist  etwa  r,  =  —  1,  Tj  =  + 1,  und  man  setzt  t:=  —  cos <»,  so  entsteht  hieraas 

n 

i         I  ^T  ^L  fttft  Alf 

»=  1     Jcj  +  fj/oj — r-j >  (ar  +  fos«)'^^  rfw. 

0 
Um  noch  die  Bedingung 

2a  erftlllen,  sei  Oj^c(j  =  0,  und  die  in  Rede  stehende  Differentialgleich- 
ung lautet 

wobei   |}j   und  ß^  der  Bedingung  c^O  nuterliegen,  sonst  aber  beliebige 
Zahlen  sind.     Diese  Gleichung  wird  nun  befriedigt  dnrch  den  Ausdruck 


nnter  v  das  zuletzt  angegebene  bestimmte  Integral  verstanden. 


'■(-!)■ 


*  S.  Spitser,  a.a.O. 
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Bs=-- 

äx~* 
ein     und    differensirt    die   GleicbuDg    i-iiuü,    k  als  positive   ganze  Zahl 
gedacht,  so  entsteht 

Man   wfthle  l  so,  dass 

i+y«i,   also  -l  =  ^'-^j-\ 

and   setze 

^,  +  A(A+2y-l)  =  ^,-A»^-E», 

dann  gebt  die  letzte  Differentialgletchnng  Über  in 

und  besitzt  nach  der  Untersuchung  des  Falles  a)  folgendes  Integra): 
wobei 


Der  Gleichung  2)  genügt  sonach 

ß.-ß,-i 

dx      a 

wo  ß^  —  ß  eine  ganze  positive  nngerade  Zahl  ist. 
Wir  kommen  mithin  zu  folgendem  Resultat: 
Der  Differentialgleichung 

1)  (a!-r,)(a!-r,)^+(y-Qr,-ftx)(y-«,--^,a;)  =  0 

genügt,  falls 

and  ß%—ßi  eine  ganze  positive  ungerade  Zahl  ist,  nachstehender  Aus- 
druck: _  _       /ft-j).-i\ 

v-aArBx-8     |g.(/^+>^-^«)"+<^«(>^-'^'^«)"l^       ■'       '' 
wohei 


2.  =  /^,'+^i'+l-2iS,ß,-2/J,-2A, 

and   -r-z  mit  wl"*  bezeichnet  wnrde. 

Ist  ßj—ßi  eine  ganze  negative  nngerade  Zahl,  so  vertausche  man 
s,  mit  a,  und  ß^  mit  ^,.  Dabei  bleibt  Gleichung  1)  sammt  der  Beding- 
ung ungelndert,  wXhrend  das  Integral  folgende  Gestalt  erlangt: 
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Besitzt  sonach  die  Differentialgleichnng 

Ewei  parallele  Gerade  als   particnläre  Integrale,   bo   iHsat  sie   sieh   stets 
dnrch  die  lineare  Substitution 

^  =  «ff +  " 
anf  eine  Oleichnng  der  Form  1)  bringen  und  als  solche  integriren. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  eine  dieser  Geraden  oder  anch  beide 
ihrer  ganzen  Erstrecknng  nach  in  unendlicher  Entfemnng  liegen.  Ist 
etwa  die  Differentialgleichung 

gegeben,  so  lautet  das  Gleicbungssystem  («',  ß',  /) 

n  />,«»  +  (/>,+  £,)  «+£,  =  0, 

woraus  hervorgeht,   dass  eine  Wnrzel  der  Gleichnng  y)  unendlich  gross 

geworden   ist   .  Der  vorgelegten  Differentialgleichung  genflgt  daher  par- 

ticnlär  im  Endlichen  nur  eine  Gerade 

x  =  ay-\-ß 
wobei 

und   die  Coefficienten   der  Gleichnng  sind  jetzt  nur  an  eine  Bedingung 

^.  C,>  -  (i),  +  E,)  C,  r,  +  fi^  C.«  =  0 
gebnnden.    Die  hier  auftretenden  ÄusuahmeDlIle  haben  keine  Schwierigkeit. 
Ist  anch  Z7,  = />,  =  £"1  =  £,  =  0 ,  also  sind  beide  particuläre  parallele 
Gerade  in  die  Unendlichkeit  gerückt,  so  lautet  die  Differentialgleichung 

{2C,xy+F{)dx+{2C,xjf  +  F;)dy=^0, 
und  diese  kann  bedingungslos  mit  Hilfe  der  Substitution 

x  =  --2y-\-u 

auf  eine  bereits  integrirte  Gleichung,  nftmlicb 

(C,F,-C,f,)^+C.(/',  +  2C,«y-2Cj,y>)  =  0 

gebracht  werden.     Ist  etwa  F^^O,  so  lautet  die  letzte  Gleichung 

und  ihr  genügt  ^ 


^«^  +  2C,«y-2C,y«=0, 


Mithin  hat  die  Differentialgleichung 

2  Ci  X  y  rfx  +  (2  Cg  a:  y  +  F, )  dy  =  0 
folgendes  Integral: 
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1    _'ü£+ü?*.  r        r 

y  J/C.  F.  J 


yCf2 

'«nn 


}/l\  F, 


Ffihrt  man  homogene  Coordinaten  ein,  indem  man 

■etxt,   so  gebt  die  Differentialgleicbnng  1)  über  in 
'wobei 

-^■*  =  -^11*1*+  '^M  V+  -^83  V  +  2-^18  «1*1,  +  2-4jg  Jfj  JTb  +  2^„Ijjr8, 

und   diese  Gleichnng  ist  geometrisch  dadurch  ansgezeicbnet,  daas  sie  drei 
sieb   in  einem  Fnnkte  schneidende  Gerade 

als   particnlftre  Integrale  besitzt,  nnter  r  und  r"  die  beiden  Wnrzeln  der 
Oleichang 

a„r«  +  2oi3r  +  O33=0 

▼erstanden.     Denkt  man  sich  in  die  Differentialgleicbnng  1  a)  die  linea- 
ren  Snbstitntionen 

ftj:,  =  «gili  +  aj8la  +  ajg|3  =  («i(|()    [ 

ein^fUfart,  so  wird  offenbar  eine  Gleichnng  der  Form 
Ib)    -4»{(S«rf^-«srf|,)  +  ß"f(l3''S,-Sirf|j)+^£U.''§i-£«rfS,)  =  0 
entstehen ,  welche  dem  Connez  erster  Classe  zweiter  Ordnung  entspricht 
and  welche  im  Speciellen  dadnrcb  ausgezeichnet  ist,   dass  ihr  drei  sich 
in  einem  Punkte  schneidende  Gerade 

(«„|,)  =  0,     («,(&) -r'(as(li)  =  0,      («1,1,) -r" («8,1,)^  0 
genBgen.     Hierdurch  sieht  man  rückwärts  Folgendes  ein: 

Besitzt  die  Gleichnng  1  b)  drei  sich  in  einem  Pnnkte  schneidende 
Gerade  als  particnlfire  Integrale,  so  Usst  sie  sich  dnrch  lineare  Snbsti- 
tntionen, also  dnrch  eine  Verlegung  des  Coordinatensystems  in  die  Gleich- 
nng la)  transfonniren  nnd  ist  als  solche  integrirhar. 


AU  eine  weitere  Frage  drängt  aicb  die  auf,  oh  die  Integration  der 
Gleichung  1  b)  anch  dann  noch  geleistet  werden  könne,  wenn  sich  die 
drei  paitionUren  Geraden  nicht  in  einem  Pnokte  schneiden.   Die  erwähnte 
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Qleicbnng  kann  dano  durch  geeignete  Wahl  des  Coordinaten Systems 
immer  anf  die  Form 

wobei 

u^  =  n{Xfda:^~x^äx^)  etc., 

gebracht  wefden;  geometriscb  ist  sie  jetzt  dadurch  ansgezeichnet,  dass 
ihr  die  drei  Geraden 

3:,  =  0,    a!j  =  0,    a;g  =  0, 

d.  h.  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  particnlär  genügen.  Noch  ein- 
facher wird  die  Gleichung  nach  Subtraction  der  Identität 

denn  es  entsteht 

{(T,ja:j  +  0,30:5)  X,  u,  +  (fl„(F,  +  fljjXg)  Xgi/j  +  (<78,:c,  +  03,*^)  ^^»^  =  0 
oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten 

er)  {a,a:  +  Aj^  +  c,)  a:  dy  +  (o,a;  -f  b^y  +  c,)  j/  rfi  =  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  scheint  im  Allgemeinen  erhebliche 
Schwierigkeiten  zn  haben ,  denn  bereits  bei  der  Integration  des  nachfol- 
genden speciellen  Falles  ist  man  genöthigt,  zn  einer  linearen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  aufzusteigen.     Es  sei 

o,  =  flj  =       a 
b^  =  b^t=  —  b 

and  man  schreibe  der  Einfachheit  halber  für  ax  nnd  by  kurz  x  nnd  jr, 
so  dass  die  Differentialgleichung 

ß)  {x  —  y  +  c^)xdti-\-{x-y-\-c^)ydx  =  0 

{x~y)  {xdy  +  y  dx)  +  c,  x  rfy  +  r, y  rfa-  =  0 

vorliegt     Aus  naheliegenden  Gründen  setze  man 

«  j 

xy  =  z*j     —  =  t*,   d.  h.  y  =  tz,     a:=  — , 

X  t 

dann  entsteht 

2z(l  — i«)d2  + c,((rft  +  r  dO  +  ''g(trfr  — 2  rfO  =  0 
oder 

(c«-Ci)«^  +  22/»-(c,+rj)(-22  =  0, 

nnd  für 


\du       /      c,— Cj 
Schliesslich  ergiebt  die  Substitution 


rfp 

D 
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(i— -,-2n— -up  =  0,     2n  =  -S-I— ' 
du"  au  ^t^^i 


Lautet  daa  Integral  dieser  Gleicfanng 

»  =  *i  Vi  (")+*»  Vi  (")» 
so  genfl^  der  Gleiebang 

'""  dp  _ 

t/y       du         ,  2i        2l^jru 

(=T/^  =  —  and    u= =  _£_? 

r    X       »  <■»— ^1     <^«— '^i 

fol|^nder  Avidmek: 

S«txt    man   hierin   noch  besiehentlich  ax  nnd  by  für  x  und  y,    ho  erhftlt 
mmn    daa  Integral  der  Difierentialgleichnng 

{ax  —  by  +  Cj)  X  dy  +  {ax  —  by  +  c,)  jf  rfit=  0. 
Sollte   eine   der  Zahlen   a   oder  b  ein   anderes  Vorzeichen   besitzen ,   als 
mngenommen  wurde,  so  erflbrigt  noch,  daa  Integral  von  seiner  imaginfl- 
rcB   Geatalt  an  befreien. 

Die  lineare  Differentialgleichung  y)  kann  anf  die  Weiler'sehe  Nor- 
msJform  gebracht  werden,  sie  ist  indessen  anoh  oft  für  sich  behandelt 
worden.  So  giebt  Dienger  in  seiner  Integralrechnung  §  119  folgendes 
lategral  fllr  diese  Gleichung  an: 

.    _  I  .    n(n+l)  ii-i     (B-l)n(n+l](n+2)  «"■»     (n-2}...(«+3)  «->       J 

+  *,r-ju-+-^^  _-  + _  + _  +...J. 

welches  richtig  iit,   wenn  n  eine  ganse  positive  oder  negative  Zahl  be- 
dentet. 

Statuiren  wir  folgende  einfache  FttUe. 

Ea  sei  n  =  0,  d.  h.    '  |,  unter  e  eine  gegebene  Zahl  verstan- 


/] 


den.     Das  Int^ral  von  y)  lautet 
lithin  ist 

X        *,«*  +  *,(!-"'  € 

oder  _  4,— 

iT= t-i-«     «      «COM*. 

du  lategral  der  Gleichung 
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(je— y  ~c)x  rfy-t-(x— y  +  c)y  da:  =  0. 
Eb  Bei  n  ^  1,  d.  b.    '_       [.     Das  Integral  von  y  laatet 

mitbin  ist 

7/y_      (A-,g»-ft,g-')»  „=.?:^ 

oder  ^ — 

c  +  x  +  j/xy 
das  Integral  der  Gleichung 

(x  — y + c)  a:  rfy  +  (x  —  y  +  3  c)  y  rf  j:  =  0. 

Es  sei  n  =  — 1,  d.  b.  *'~'„'^  }.     Die  Gleichung  ß)  lautet 

(x  — j(  +  3c)«dy  +  (x— y  +  c)  jdx  =  0, 
sie  geht  ans  der  eben  betrachteten  hervor,  wenn  ffir  x  und  y  besiehent- 
lich  — y  und  — x  geschrieben  wird;  mitbin  lautet  ihr  Integral 

c-y-K^y 

Deherhaupt  kann  durch  die  erwfibnte  Vertanscbung  der  Variabelen 
der  Fall  eines  negativen  n  auf  den  eines  positiven  n  zurflekgeflihrt  werden- 

6.    Behandlung  einiger  Fälle  der  Differentialgleiohnng 

mittelst  quadratischer  Substitution. 
J.    Integration  von 

a)  p^  +  2«p,  +  /?p  +  y«=0. 

Die  vorliegende  Gleichung  wird  durch  die  quadratische  Snbititntion 

b)  p  =  -  («y«  +  |Jy  +  yx) 
tlbergefUhit  in  die  DiCFerentialgleiohung 

c)  ^  +  «y»  +  ^y  +  ra'  =  o, 

welche  nach  dem  Frttheren  tntegrirt  werden  kann. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  wird  erkannt,  wenn  man  den  Wertb 
von  p  ans  b)  in  a)  einführt  und  entsprechend  ordnet.  Bequemer  ist  es 
aber,  die  Betrachtung  bei  Gleichung  c)  anzuknüpfen.    Setzt  man  nXmlich 

dx     ^ 
und  differeniirt  die  Gleichung 
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naefa   f,  «o  entsteht,  weil 

dp  _dp 
di~dy'^' 

Da  der  Kegelschnitt  (x,  y)  in  Gleicfanng  c)  eine  Pftrabel  vorstellt, 
■o  hat  man  diese  Gleichung  anf  dem  in  Abschnitt  Illg  c)  angegebenen 
We^e  an  integriren.     Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

and    setxt 

•o   erhält  man 

du  Ya 

Dieser  Gleichung  genagt,  wie  wir  früher  gezeigt  haben, 


/i 


''U..o-'-«|'.... 


wo^iei 


f 


F^e    »(Ci/ii«^'"'+C,^eft«'+6>,«^-') 


Snbfftitairt  man  rilckwftrts 
oder  wegen  b) 

BO   bekommt  man   das  Integral   der   vorgelegten  Differentialgleichung  a). 
St    Integration  der  Differentialgleichung 

a)  2p«  ^  -  p«  +  opf  +  2/J»  -  yp  =  0. 

Aehnlich  wie  die  vorige  Gleiebnng  kann  auch  diese,  welche  freilich 
den  Mangel  erleidet,  dass  der  Coefficient  von  p'  nicht  allgemein  ist, 
behandelt  werden.     Geht  man  von  der  integrablen  Gleichung 

b)  j^.  +  ay'+aiJxy+y-O 
aaa,  aetat 
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dx     ^ 
und  differeuzirt  nach  X,  so  entsteht 

c)  p^  +  2öyp  +  2^a:p  +  2Pv  =  0 

oder,  nach  EHmination  von  x  ans  li)  und  c), 

Hierin  kann  noch  der  dritte  Orad  beseitigt  werden,  denn  fUr 

bekonunt  man 


y>  =  * 


a)  2p«^-p«  +  «/»s  +  2iJj-yp  =  0. 

Diese  Differentialgleichung   wird  sonach  dnrch  die  quadratischen  Snbsti- 
tntionen 

P  =  — (oy"+2jJxy  +  y)  und   »  =  3f" 
übergeführt  in 

b)  ^  +  «y«  +  2^xy  +  y  =  0. 
nnd  lantet  das  Integral  dieser  Oleichnng 

80  genttgt  der  vorgelegten   Differenttalgleichnng  a) 

Ist  beispielsweise  « =  0 ,  liegt  also  vor 

)  2 

so  lantet  Gleichung  b) 

b') 
nnd  ihr  Integral 

Da  nun 


a')  2p»^-p»  +  2/Js-yp  =  0. 


b')  2+^''"'y+>'=** 


eonst.  ^  y  e(**"  +  y  /  rf**  da;. 


y  =  j/7  nnd  g  =  - ^"^"^  , 
2^/7 

so  ist  das  Integral  von  a")  in  folgender  Weise  anzoschreiben : 
conti.  =  } j/rrt"-  +  rJeP^  dar  j  _    ^^ . 

Ist  in  a)  y^O,  liegt  also  vor 
O  2p*^-p«+ap»+2^*=0, 

80  lautet  Gleichung  b) 
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ax 
nnd   ihr  Integral  ,. 

coB*/.  =  —  e~?'^  —  a  I  erß'^dx. 
y  J 

y:=ys    nnd   «  = -p  , 

•o   genügt  der  Gleichung  a") 


conti. 


Da  ea  nns  darauf  ankommt,  nnr  Gleichnngen  ios  Ange  zn  fassen, 
in  denen  die  Variabelen  den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen,  so  ist  die 
ADxafal  der  hier  zu  betrachtenden  FäHe  nicht  gross.  Als  letzter  und 
bemeTkenswerthester  Fall  sei  folgender  mitgetheilt. 

C.    Integration  der  Differentialgleichung 


Wir 

gehen 

von  der 

Gleichung 

•) 

dx~^ 

=  (p{a 

-■) 

na. 

setsen  wie 

vorhin 

dx 

=  P. 

differensiren  nach  x  nnd  erhalten 

b)  p^  +  2i,p  =  t'{x). 

Nehmen  wir  nnn  zwischen  ip'  nnd  tp  irgend  eine  Beziebnng 

V'=  F(<p) 
dq> 


an ,  SO  lautet  a)  wegen  dx  = 


f(v) 


wlbrend  b)  ftbergeht  in 
oder,  weil  wegen  o) 

b')  P^^+2yp  =  np+y*)- 

Diese  Gleiebnng  wird  int^abel  sein,  sobald  es  a')  ist.    Denn  genügt  jener 
M  koaunt  dar  Oleiehnog  b')  das  Integral 

y  =  ap+y^) 

SB. 
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Wenn  wir  im  Speciellen  verlangen ,  daai  Gleichnog  h")  die  Varia- 
beleo  nnr  im  zweiten  Grade  besitzen  soll,  «o  rndasen  wir  swtacbeD  9' 
und  tp  eine  lineare  Relation  restaetBen,     WXfalen  wir 

F{<p)=mq>  +  n, 
80  erlangen  die  Gleichungen  a')  und  b')  die  Gestalt 

a")  {mtfi-^n)-/  +y>  =  V, 

b")  P^  +  2y;>=m(p+i/«)  +  n. 

Die  erste  lässt  sich  nach  dem  Früheren  integriren;  die  iweite  aber  gabt 
▼ermöge  der  Substitution 

in  die  erste  über,     üa  der  ersten  Gleichung  particulKr  eine  Grerade 

n 

genügt,  so  kommt  der  zweiten  eine  Parabel 

als  particuUres  Integral  zu. 

Die  Gleichung  b")  ist  noch  sehr  erweitemngitfllhig,  denn  beuatst 
man  die  linearen  Substitutionen 

p  =  au-^bv-^  c 

y  =  gu-\-h 
80  verwandelt  sie  sich  in  eine  Differentialgleichung  der  Form 

ß)  {au  +  bv-\-c)^  +  Att*+iCuv  +  ißu  +  2Ev-\-F=0. 

Dieser  Gleichnng  musa  dann ,  da  wir  nur  eine  lineare  Goordinatentrana- 
formation  vorgenommen  haben,  ebenfalls  eine  Parabel 

particulJtr  gentigen,  d.  h.  aber,  ihre  Coefficienten  müssen  eine  Beding- 
nng  erftillen.  Denn  wird  der  Ausdruck  für  e  in  /3  eingefllbrt,  so  ent- 
steht eine  Gleichung  von  der  Form 

GX+C,«»  +  G,u  +  C3  =  0, 
welche  identisch  verschwinden  sollj  man  hat  daher 

Co  =  0,  C,  =  0,  C,  =  0,  C,  =  0. 
Ans  dreien  dieser  Gleichungen  berechnen  sich  die  CoefGcienten  a,  ß^  jr; 
aus  der  vierten  fliesst  alsdann  eine  Bedingung,  welcher  die  CoefGcienten 
der  Gleichung  ß)  unterliegen.  Weiterhin  ist  aber  auch  klar,  dass,  wenn 
diese  Bedingung  besteht ,  die  Gleichung  ß)  vermittelst  der  quadratiBcheD 
Substitution 


GleiehuDg  Qbergefnbrt  wetilen  nmu,  velclie  tod  der  Differeotial- 
glcicbuDg  ft")  nicht  wesentlicb  veiscliiedea  seio  k&oD,  d.  h,  welche  darcli 
linett.re  Trmnffonnattoa  aaft,")  zariiikgdbrtiobt  werden  kann.  Id  der  Tbüt 
rrbAlt   m&Q  mar  diesem   Wege  aag  ß)  die  UifTcreiitialglcicbaDg 

dnrcb  deren  loteeral  ,,   . 

IdMM    IniegTftl  der  rorgalr>gteu  OleicUuDg  ß)  in  der  Forn 
'gewonneD  wird.     Hierbei  beoliDimt  sich 


«  =  —   T-,        ß=  —. —  -  — ^■ 


6  '     •"  bV  V 

and    die  Bedingung  Uotet 

AfI'  +  to+2£);J  +  2(ac  +  £')  =  0. 

tlio*elbe  ist  iosbRaondeie   erftillti  wcan 

'  a  =  e  =  0  und    A=b=^0,    d 


es  liegt  dann  die  anf  S.  34  beiracbtcte  Gleichung  vor,  welcher  eine  Pa- 
imbel  particnlir  gcnögt,  dorea  Scheitel  io  der  Richtung  der  v  ins  Unend- 
Ücbe  geraekt  ist. 

Sollte  Ak>0  Hin,  so  ist  die  vorige  Betrachtung  UbcrilUflgtg;  ist  6'^0, 
d.  fa.  der  Kegol«cbnilt  (U|  p)  in  ß  eine  Parabel,  so  gontlgt  dieser  Diffo- 
renüalgluehaog  uie  eine  Parabel  |>artti:uli[r,  und  das  Integral  kann  auf 
diwaa  Wege  nicht  gefnnden  werden. 

Wir  brechen  liiertait  diese  Uutcitiuchungen  abt  ohne  damit  sagen 
ta  »ollen,  datt  «ii  zu  eiuem  Ab«chlusse  gekommen  wHren.  Ea  i&l 
h&cbst  wabrschelnlich,  das«  noch  weitere  nicht  erledigte  FAlle  der  be- 
treffeaden  GIctcbung  M  dx  -^  .S  dy=:i)  auf  die  lineare  Diffureuliatgleich- 
ng  (weiter  Ordnung  Bnrlickgeflibrt  werden  künuen,  und  das  wird  immer 
^  Vbrtheil  seil),  da  letztere  (ileicbungcn  im  Allgemeinen  leichter  zu 
«Udina  cind.  Dm  den  natürlichen  Entwickelangegang  zu  wahren ,  haben 
>ir  die  UotertmchuDgen  des  dritten  Abschnittes  von  denen  des  ersten 
ib^egig  geniacht.  Das  ist  indeBsen  nicht  nötbig,  wenn  man  Folgendes 
btadtet 

Die  lineare  Differentialgleichung 

*iid  dorek  die  Sahstitotion 


■rf^+^.w.-i+^'W'=« 


=  » 


Aoglhhrt   io   die   Differentialgleichnng  erster  Ordnung 
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JP,     a,     a\         ß,  ß' 

bei.  darcb   i,      a,     a\     6+c,     6'+c 
ersetEen,  mit  (1 — z)*  maltipliciren  nnd  c   dnreb  die  Gleichung 

o  +  o'+Ä  +  i'+c  +  c'ss  1,     c'^1  —  a  —  a  —  6  —  fr' — c 
bestimmen,  wodnrcb  wir  die  Formel  gewinnen 

weldie  siob  von  der  oben  an^reitellten  danb  SynHDetrie  anmeiebnet  und 
nnfl  gerade  dadurch  wichtige  Dienste  leisten  wird.  In  Gauss*  Beaeich- 
nnng  nimmt  sie  die  Form  an 

31a)  F{k,,.,w,z)  =  F{v-l,y-i,,v,z){l-zy-^-'', 

Die  andere  in  21)  enthaltene  Relation 

liefert  schon  eine  Fortsetzung,  und  wir  schreiben  dieselbe  in  der  oben 
eingeführten  Bezeichnung  in  drei  Formen  ebenfalls  hierher,  um  sie  aar 
Hand  la  haben. 

unter  den  dreigliedrigen  Formeln,  welche  weiter  den  Zusammot- 
hang  vermitteln,  sind  diejenigen  die  wichtigsten  nnd  elegantesten,  in  denen 
zwei  Heihen  wenigstens  dasselbe  letzte  Element  besitzen.  —  Die  flbrigan 
würden  ans  diesen  durch  Elimination  zu  erlangen  sein.  —  Diese  Formeln 
sind  aber  im  Grunde  in  «einer  einzigen  enthalten  oder  lassen  sich  ans 
dieser  einen  darch  blosse  Bnehstabenvertauscfanngen  und  dnrch  die  oben 
angesetzten  Transformatioden  sofort  ableiten.     Diese  Formel  lautet 

^       fac(_u— a)  fac  je-  c — 1 )  _       fae  (a  -  a)  fac  (c  -  c — 1 ) 

"'      fac(-a'~l,'-c)faci-a~b-ey     °^~  fac{^a'~b'-c')fac{-a—b~c)' 

Die  rechte  Seite  ist  in  Bezug  auf  c,  c  symmetrisch,  die  linke  wegen  31) 
auch.  Vertauscht  man  a  mit  a,  so  gehen  die  Coefficienten  0«,  a^  bea. 
in  o'e,  aV  über,  nnd  mAi  erhxlt  dieselben  aus  o«  und  a«'  eben  dnreb 
blosse  Buchstabenvertanschung. 


Elementare  Behandlmig  der  hypergeomotrisclien  Reihe. 

Von 
J.  Thomae, 


h 


Art.  IT.  ZuianuBenhang  der  löinngoD. 

Da  »wischen  ja  drei  Ltisuiigno  einer  dreigliedrig  au  RocarBionitforinel 
nne  linear«  homogene  Belation  mit  periodiacben  CoefBcienten  atattUabMi 
0tu>,  Bo  bietet  sich  die  Anfgabe  dar,  diese  Coefficienten  za  bestimmen. 
1>M  L&aung  denelbco  ist  aber  nach  noch  nach  anderer  Bicbtung  hin 
vleltlig.  Als  Functionen  von  n  eind  die  Reiben,  wenn  sie  Qberbaupt 
cDoveigiren,  überall  convergent  oder  doch  für  gewisse  specielle  Wertfae 
van  X  in  bestimmten  Ualbebeneu.  Als  Functionen  von  X  definSren  sie 
•in«  Function  der  complezen  Veränderlichen  x  nnmittelbar  unr  in  Ge- 
bietest die  entweder  von  einem  Kreise  oder  von  einer  geraden  Linie 
begrenzt  sind.  Eine  der  ersten  nnd  wichtigsten  Fr«gnn,  die  bei  Unter- 
rachtiog  einer  durch  eine  nicht  nherall  convergeote  Reihe  dcGuirlen 
Fanciion  notbwendig  an  lösen  ist,  ist  die:  Wie  setzt  man  die  Function 
attjüftisch  Aber  das  Convergenzgebiet  binans  (rergl.  E.  T.  F.  §  6&)  als 
Kaoctton  eiof^r  compipxen  Veränderlichen  fort?  l'iese  Frage  wird  im  vor- 
liegenden Falte  dadnrcb  erledigt,  dass  der  Znsammenhang  zwischen  den 
all  LSsnngen  der  Recur^ionsrotmel  IS)  Aafge&tellten ,  in  verschiedenen 
OeUeten  eoovergenten  Reihen  erstellt  wird.  Unmittelbar  besteht  freilich 
dieew  Zusammenhang  nur  in  G ebi et sth eilen  gemeinsamer  Convergenx,  im 
BiBoe  der  Fnnctionentheorie  besteht  er  aber  dann  allgemein. 

Ebe  wir  aar  Anfanchnng  der  analytischen  Fortsetzung  schreiten« 
§■!!>■  vir  der  im  Art.  11   unter  21)  gefundenen   Formel 

"'^'r? ')-<:', '>-'^'— '-'-'■• 

ö=I_o  — a  — j3,     a'=l— o— «'— /S^ 
dadoxcii  wue  otwu  veränderte  Gestalt,  dass  wir  rf 
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l-«i     «.     «'.    *.    *'»    «»     C 
dnreh     z,        c,     c\    i,     6\     a,    a', 

80  fliesst  daraoB  die  Gleichung 

=.(-.K.-i)-v.^„,4,i) 

_    fne{c-c)fac{h'-b-\)  fgcjc-c)  fac{p~h'—l) 

fae  (-  a-  b  -  c')  fac  (- 1 

fflr  deren  linke  Seite  auch 


*"*      fac{-a-b-'c')fac{-a~b-c'y    '^**      /■ac(-o'-6'-c')/'oc(-ä-6'-c') ' 


(-')"'-*'•(.;•,.,  4'«-  '-t) 


gesehrieben  werden  kann. 

Betrachtet  man  in  der  Formel  33)  a,  nnd  a«*  als  Unbekannte,  ro  iet 
eine  dieser  Grössen  durch  die  andere  bestimmt.  Da  nfimlich  die  linke 
Seite  nngeSndert  bleibt,  wenn  man  c  mit  c  Tertaascbt,  so  moss  such 
die  rechte  nngefiodert  bleiben,  was  nnr  möglich  ist,  wenn  a^  ans  a,  darch 
blosse  Vertaascbnng  der  Bachstaben  e  and  c  erhalten  wird.  Es  wird 
demnach  genügen,  eine  dieser  Grössen ,  etwa  a«  anfzasnchen.  Um  sie  an 
bestimmen,  suchen  wir  den  Zasammenhang  zwisclieD  drei  ans  25),  26) 
und  24)  entnommenen  Lösungen  der  Recnrsionsformel  18),  die  Gleich- 
aug  ansetzend 

(l-x)-Va.(n+c'-l)  (-ß,      -H      l\ 

fac{n-ß)  ~*Vl-a,   1  -  a'    xj 

fae{n-S)  *\l-a,  1-a  x) 

,    p'in^  fac[n~i-\M\~x\-'  ^   ( i,   n  \_\ 

"^  rac{7,-\.a~l)  'n«,  a'  x)'       ' 

worin  S  =  l-~a—a  —  ß  ist,  nnd  p(n),  p'(n)  periodische  Functionen  sind, 
deren  Wertbe  zunächst  unbekannt  sind.  —  Diese  Gleichung  mnltipUciren 
wir  mit  ( 1  —  ae)» fac (n  —  ß): fac (n -\- o'—  1 ) ,  schreiben  z  fttr  lix  und 
ersetzen  n  dnrch  n-|-n>,  unter  n>  eine  ganze  positive  Zahl  Terstehend,  so 
dass  p(n  +  f)  =  /'("))  p'C"  + 1*)  =  pV)  ist.  Hierdurch  erhalten  wir  die 
Belation 

_    p(n)fac(n-ß^w)(z-l)'-*-'  (-6,    -n-w  \ 

fac{n-ö+w)z-+''  'Vi-«,    1-«'  / 

p\f,)fae(n-ß+w)fac{n-i-l-\-n>)      (i,  it+ir  \ 

"•"  /ac(n  +  a  +  »-l)/lic(n  +  «+w-l)     '\a,      u  /' 


I»  <li»B«r  GIeJcliung  ItAitn  man  anter  der  Yoraussetzung,  dsM  gleichseitig 
«ksr.  «ifr«(l— s)  und  attt((i~i):z)  kleiner  al»  Eins  ikl,  welcbe  Beding* 
nni^4>n  in  ein«ai  (endlichen  zwoidiraensioDfllfn,  tod  oiuetn  Kreisbogen  aod 
"tner  Ucmd^n  bcgr^nztrn  (iobietr«  »rftlUt  sind,  die  gitnze  poiilive  Zahl 
«  fllMrr  alle  Grenzen  wachsen  lasscLD,  wodaieh  die  linke  Seite  in  ff 
■bergeht.  I>«r  mit  p(n)  mnltiptiirirte  Aasdrnck  geht;  nach  3)  bei  dieflem 
GreDaUbergang«  in  Null  ober,  aelbst  dann,  wenn  /"«<:(«— ^+V) : /<ir[n  — 
4+>r)  nDeodlieh  werden  sollte,  weil  die«  in  der  Ordnung  n'^'/*  geschieht, 
wfchreod  (r— I)*::"  viel  raacher  nnendHch  klein  wirdj  der  mit  p'{n) 
nnltiplieirte  Anadrnck  geht  in   [1— z)^   über,  so  dags  aich  ergiebt 

p'(«)  =  ^-''(1  -z)»-«-  ■'-I'. 
Nun  werde  o  för  —ß,    a    för  — n,   b  +  c  dir  1  —  «,  t'+e  für  1  — b', 
c'—e    für  /S  +  ii  +  o  +  o'-l,    0   fär   n;   X  z"' :  {\  -  z)*'   nir  p{n)  far(n~ß): 
/«r(n  — i){:  — J)"  gesetzt,  wodurch 


■  tt«d 

■  /iie(a+«-I)/«clff+o'-l) 
H  Obvrgebt. 

H  QU 


/«(fl-«')/ac(e'-c-l) 


Afr(-fl'-A-c)/bct-a'— ft'-c) 


» 


Endlich  werde  noch  mit  (1  — x)'  mnltiplicirt,  00  gelangt  man  zu  der 
GleUiliDUg 

MM  veleber  sieh  onn  von  selbat  ergiebt,  dai»  Xwma^  iat.  —  Dia  5o 
crvietene  Gleichung  unterliegt  zunftchet  der  befichrXnkeudcQ  Voraossetz- 
Uf.  dai«  KUgleich  "biz,  nbsil  —  z)  und  aits{l  —  t)::  kleiner  als  Eins 
fein  call.  Diese  Voraussetzung  kann  jedoch  fallen  gelaascn  werden, 
*««1  rtnr  anal^ptisehn  Fanctinn  einer  complexen  Veränderlichen  nur  auf 
■ifts  Weise  als  solche  stetig  fortgesetat  werden  kann. 

Aas  den  aorgaateUten  Formeln  ergiebt  sich  nun  der  Zasammeobang 
swjackcn  drei  Lösungen  der  Recursionsfortnel  18}  dnrcb  blosse  Buch- 
it«b«orftrtaasckungen  und  durch  Anwendung  ron  30).     Ersetxt  man  s.  B. 
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z,     a,     o',     b,     b\     c,        c' 
bei.  dareh   «,     «,     er',     p,    n,     o,     i  — n,     3=1— «  — o'— |S, 
80  htt  man  ana  33) 

X'{l-x)—'far{a~a)fae(n-i-l)       (       n,  d  \ 

"•'  fac(a-\-ß)fae{a  +  n-l)  'Va  +  p-n,  o  )' 

wodurch  die  LOanngen  21),  26)  nnd  24)  mit  einander  verbunden  aind. 
Vertauscht  man  hierin  et  mit  u  nnd  mnltiplicirt  nachher  mit  fac{n-\-a—l) : 
/ac(n+a  — 1))  ao  wird  22)  mit  26)  nnd  24)  verbunden.  Ersetat  man  in 
34)  die  z,  «,  a\  ...  durch  dieselben  Buebstaben  wie  oben,  ao  erbtlt  man 
die  Gleichung 
^ft->    F  ("^  "'   A  _(-l)«+i'/-oc(«-«)/-ac(«-  ß-1)       (ß,n    l\ 

(-i)«+Voc(«-tt')/-ac(^-»-l)       (ß,  »    l\ 
"*"        /flc^-ö'-/i)/'üc(ö  +  /i-l)  "Va,   a'  x/' 

wodurch  die  LSaungen  21),  23)  und  25}  mit  einander  verbunden  sind. 
Vertauscht  man  darin  a  mit  a'  und  mnltiplicirt  mit  foc  {n  +  er'—  ] ) : 
/ac(n  +  a  — 1),  ao  erhKit  man  die  Gleichung,  welche  22)  mit  24)  und 
25)  verbindet.  Nimmt  man  endlich  dieselbe  Buchstabenvertauachnng  mit 
der  Gleichung  36)  vor,  so  erhftlt  man  die  Beziehung 

fac{n-i)facin-ß-\)      „  /|3,  n    1  \ 


fac{n-S)  fac{ß~n-l) 


-1)    'Vtt,  «'  x)' 


'  fae{a  +  ß-X)fac{a+ß 
Nach  Mulliplication   mit  fac{n-\-a-^l)\fac{n-'8)  bildet  diese  Gleichung 
die  Verbindung  zwischen  den  Lösungen  26),  23)  und  25). 

Durch  ähnliche  Manipulationen  erhält  man  s&mmtliche  den  Zusam- 
menhang zwischen  drei  Lösungen  vermittelnde  Formeln ,  die  also  in  der 
That  alle  aue  der  einen  Formel  33)  gefolgert  werden  können. 

Wir  bedienen  uns  dieser  Formeln,  um  einen  Grenzwerth  zu  ermit- 
teln, der  direct  nicht  leicht  gefunden  werden  kann.  Wir  fragen  nXmlieb, 
welcher  Grense  sich  der  Ausdruck  nllhert 


\b,  6'+»    /' 


wenn  die  ganze  Zahl  w  positiv  oder  negativ  über  alle  Grenien  «lohat 
Ist  ingMch  abtx<\  und  aft«(l  — i)<l  und  ist  «'««I  —  o— «'—*—♦', 


t'/arfa  —  a)  fac(c'~nt—  I) 
facl—  a~  Ö)  fac{—  a  —  h'—w) 


l*fl-lK-'/'gf(a-«')/iirf»-c'-l)        /      0.  r'+ir-l  \ 

/octflH-6-|)/ac(rt  +  ft*+iP-l)  ''Vl-a'-*,    l-a-6'-w  /' 

Die  Reihen  der  recliten  Seite  nStiern  Bicb,  gleicbviel  ob  w  positiv 
•dsr  Dfgmtiv  Über  alle  Grenzen  wÄclist,  bestimmleu  Grenxw^'rtbeu,  nur 
dnfc'aicbt  einn  ganze  positiro  oder  negatWe  Zahl  sein,  and  mass  taeh 
loei  abi(!i(:  — 1))<1  ««{n.     Und  awiir  «ind  dicao  Grencwerthe 


/im  a; 


,■•+»-1 


Wird  nun  »  negttir  anendlieh  gross,  so  vird  kuf  der  rechton  Seite 
du  Glied,  wnlcbes  den  F«ctor  (1  — r)-*  entbftlt,  Null,  aucb  wenn  der 
tMlU  Tbeil  »on  c — n  — ft<0  sein  snilto,  in  welcbem  Falle  der  F»cul- 
iMoirMtor  wie  eine  Potenz  von  w  uncndlicb  gros»  wird.  8ouiie  erbftU 
au  den  Orenzvertb 

VMctiat  r  posiliv  Über  alle  Grcnsen,  so  findet  man  den  Grenswertb 


knt  der  Formel  y>        / 

^««(1  — gr*~*/ac(a-B')/qc(ft-fr-1)  j.  /    0,        A'-ft         1    \ 

/BC(— «'-6)/Vjctfl  +  (*-l)  "^o  +  fr,   1-«*— fc'l-*/ 

tMI-»)-'-*7<tf(°-a')/'''g(ft-fr-')  jp  f       0.  *  -  *'      1    ") 

^■rkeimt  man  in  Ähnlicher  Wmao,  daas,  wenu  abst<\,  aif  I  — :>1  iat, 
[Mb  die  VorbKItnisse  nrnkebreu,  dass 

Art  Y.     Die  hjrp«rgeometrische  fielhe  aU  Fonction  ihres  letzten 

Elementi. 

Wir  find   «a   einer  Ansabl   bypergeometrischer  Reiben  gelangt  and 
BelatioucD   iwiacben  je  dreien ,  indem  wir  von  einer  RocursiooBfoii 


48  Elementare  Behandlnng  der  hjpergeometrUchen  Reihe. 

aaegingen,  welcher  jene  Reihen  geoSgen.  Als  LSsnngen  jener  Formel 
sind  sie  als  Facnlt&tenreihen  anzusehen,  und  wenn  man  in  F(l,fi,v,  x) 

oder  in  fafa^  a'  ^)  ^  '■^'^  letztes  Element  bezeichnet,  so  tritt  dies  bei 

unseren  bisherigen  Untersnchungen  als  Parameter  auf,  w&hrend  dia  Ver- 
änderliche (n)  in  die  früheren  Elemente  1,  fi,  v  eingeht.  Die  bisher 
erlangten  Eigenschaften  werden  jedoch  hinreichen,  die  hypergeometrische 
Reihe  als  Function  ihres  letzten  Elements  TollstÜndig  an  definiren  and 
ihren  Verlaaf  zu  cbarakterisiren.     Um  dies  zu  thun ,  verstehen  wir  unter 


•(;:^^) 


^1 

den  zwei  willkflrlicbe  Constanten  enthaltenden  Ausdruck 


i;:'rhM;:°r) 


und  die  gesammte  analytische  Fortsetsnng  derselben. 

Hieraus  fliessen  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorigen  Artikel  in 
Bezug  auf  Fortseteung  erzielten  Sätze  zwölf  Transformatiotten.  Ba  ist 
nämlich 

V«.  a'  xj~\        xj    'Vl-P-^-a,   l~ß-ß'-„'  x) 

-{x-1\~''f(         ^'  ^  -±.\^(l^lY\(ß^  "'  1\ 

"V      xJ       '^Vl-p-^'-a,   a   l-xj      \        xJ         Vo;  l-^-lS*-«'  x) 

/=!  — o— «'— |S  — jS*. 
Bei  Gebrauch  dieser  Oleiohnngen  ist  zu  beachten,  dass  in  jedem 
ihrer  Glieder  willkQrliobe  Constanten  enthalten  sind  und  dast,  wenn 
diese  in  irgend  einem  Gliede  gegeben  sind,  dieselben  durch  die  Gleich- 
ungen 42)  in  allen  Gliedern  derselben  bestimmt  sind.  D.  h.,  soll  die 
Gleichheit  bestehen,  so  musa  über  die  Constanten  passend  verfQgt  wer- 
den.    Setzt  man  z.  B. 

K:^^)=-■(;:^)+^'-'(?:^) 

80  ist 


sa  M>UiO|  wo  ly,  «'^,  Ojf,  a^  «ob  den  anter  34)  stetiAnden  Ort^iien 
*k>  o  ^  •'*'<  <'*'  dAdiirclt  zu  ftrbsllen  sind,  dau  dort  «,  n\  A,  6',  r,  c'  bes. 
flarch   ■,   «*,  fl,  ^',   (I,   !•'  ersetzt   werden. 

In  doB  Glsivbangeo,  in  denen  bypergnn metrische  Keilien  uiit  glei- 
cbcnt    letstem  Kletnente  atehen,  sind   die   Conslftiiten   dieaelbeo ,  und  geUt 

X  1  I  .1 

X  In    :   oder  —  in   ; oder  1 — ac  in   I über,  »o  nDlerscheidcn 

»—I  m        J— *  X 

«fall  die  ConittHntRn  nnr  dnrch  Kinheitswurzcln. 

Da  die  K«ilirn  tbetlveisc  unbrauchbar  werden,  vronn  eine  oder 
oiftlirmv  der  DiflTercuzeu  a  —  o',  ß  —  ^,  y  —  /  gaoae  poaitiTe  oder  nega- 
■'•'"  Zahlen  sind,  so  wollen  wie  diesen  Fall  bier  aniscbliesaen,  er  w&rdo 
' .-    GrrDxfall   la  bcb/indoln  »ein. 

Eine  andere  Traai forma tinn  der  bypergeomotriscben  Keibe  flieiat  ans 
d»   Qleicbang  30),  ntfmlicb  die: 


H;!-^!^)-''!;:^)- 


Ad    lingolKren    Stellen    beaitxt    die    bypergeomoirieehe 
'vBction  drei,  oXmlicb  die  Stellen 

»aaat   hat   aie  überall  den  Charakter  einer  gansen  Fnnction. 
Wir  erweiacn    diefien   8ntz    Tolgendermassen.     Von   den   gefundenen 
ir  Uanlellungen    der   hyporgcometrischea  Function   durch   byporgoa. 
riiche  Keibeti    giebt  es  fUr  jedi'n   VVerlb  x^  von  £  imtnet  iniDdeAlena 
wele1>e  abaolat  convergent  ist  und  sich  demnach  nach  ganzen  Pu« 
is«s   Ton   3-— Xjj  entvicketo    lässt,    mit   Ausnahmo  ron    fünf  Wertbrn 
[ndifr  fBaf  Kiellen. 

An  der  aiugalüren  8tvllR  f  =  0  ISest  sieb  die  Fnnctton  auf  die  Funn 
[bdacen  oder  int  tod  vornliorein  in  der  Form  gegeben 

l'nfu  x~'Fa^  V~'^F^  in  der  Umgcbnng  de«  Ponktes  Null  den  Cbarak- 
\0t  ganirr   FanrlioQcn   haben   und   für  x  =  0   nicht   ver&chwiiiileo. 

Ad    der    Hin);()1^ren   Stelle    Xr^csi   wird    der  Obarnkter  der  FunclioD 
•Udvieb  Iteetimmt,  daiH  «ie  in  der  Form  daratellbnr  ist 

voris  aPfft^  sfFft  Fanclionen  «ind,  die  in  der  Umgebung  des  Panktea 
db  Jwi  Charakter  ganxer  Functionen  haben,  das  will  sagen,  die  nach 
puco  abklri^fndfn  Poleiixen  von  x  — x^  (jr^  beliebige  entwickelt  werden 
klaaes.  Sie  bnben  aruserdem  die  Kigenschafl,  fUr  x^cc  nicht  xn  rer- 
•dviadea. 

An    <l<*r    Kiognlürcn    Kielti*    x=]     lAüst   sieb   die  bypergeümetriscbo 
Naetwn  anf  die   Farm   briogea 
uuckrva  t-MMtiwMua  «.  ii«)«ik  XI  vn.  i.  4 
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sein,   wo  m   nnd   n  beliebige   ganze  Zahlen   sind.     Dieser  Factor  ist  im 
Allgemeinen  nnr  reell,  wenn  »1  =  0,  n^O  ist. 

Die  OrSssen   «',,   a'/  werden   dnrch  blosse  BnehstabenrertaaBchnng 
gefunden  und  bedürfen  daher  keiner  neuen  UntersnehoDg. 

Um  die  CoefßcienteD  a«,  mg'^  a»,  oV  so  prüfen,  die  ans  den  Grössen 
1*1  '>*',  <i'*)  oy  dadurch  hervoi^eben,  dass 

bez.      1  f    (1 ,     6,     b'y    e,    c 
dnrch   a,    «',     ß,    jS",     0,    / 
ersetst  werden,  schreiben  wir 

..(;;«' .)=(-.)"(.-)-^..(;;,;',s^0 

=  o^(-l)«+(»/>  +  ap»  (-  l)«+/»'/>'. 
Hier  wird  snnKchBt  der  znerst  auftretende  Factor  (—1)*  zu  nntersuehfln 
sein.     Es  werde  für  negati?  reelle  x 

galgl-^y-mtgil-s) 


i^r- 


gesetst  und  die  Logarithmen  werden  reell  genommen,  so  dass  dieaer 
Ausdruck  für  reelle  a  reell  ist.  Dann  hat  für  positive  x  kleiner  als  Eine 
x*;(a;— !)•  den  Factor  «-""*  anf  dem  positiven  Ufer  von  /,  weil  man 
dortbin  durch  eine  halbe  negative  Umdrehung  um  den  Veisweignngs- 
punkt  Null  gelangt.  Also  ist  (—  1)*  durch  e*''  zu  ersetzen.  Fttr  ab- 
solut genommen  grosse,  negative  X  bat  demnach  die  Fortsetzung  von  fm 
Werthe,  die  ans  einem  reellen  Factor  und  dem  Factor  e*'*  bestehen, 
und  es  muss  auch 

f^r  grosse  negative  x  reell  sein.  Da  aber  a^,  apr  reell  sind  und  Fp.e^*', 
Fpr.f^'^  für  negative  x  reelle  Grössen  sind,  so  wird  die  Forderung  der 
RealttHt  erfüllt  sein,  wenn 

gesetzt  wird.* 

Oiese  Formeln  müssen  der  analytischen  Fortsetibarkeit  als  Functionen 
von  «,  n,  jj,  ß'  halber  auch  (ilr  complexe  Werthe  dieser  Parameter  rieh- 
ti);  sein. 

Sind  au  der  Stelle  Xf,  drei  verschiedene  Zweige  gegeben,  etwa  F<**, 
^(Ti^  f '\  so  Uwen  «ich  diese  (.durch  Fortoetaung)  auf  die  Form  bringen 

und  0*  \m*<h\  «ich  daher  drei  Factoren  A '',  i'^.  i'"  stets  so  bestimmen,  dass 

*  UieruAch  »iiid  in  iloii  von   mir  iu  dio«er  /.eitachrift  XIV,  S.  SO  gegebenes 
na«lu  di*  Kx|toi)entiAlfrtotort>n  lu  corrigir^u 


Von  J.  TiioMAK. 


5T 


\mfitm,  «eslialb  wir  annehu^n  wollea,  ilass  er  in  dieser  Form  gegeben 
fll  Dad  daas  A,  A'  bpatimmte  Znlilen  seien.  Letztere  Werthe  reichen 
}riodi  »r  vollen  Bestimmuug  doj  Zveiges  niclit  aus,  weil  Fa,  F^  f(lr 
^  b  (]»r  Umgebong  des  Pouktei  0  im  AllgemeiDCo  nnendlich  •  vieldcntig 
iW.-  Ei  mOMeD  Boch.  da  f « « a:* f." (a:) ,  f,- =s as-V," (a;)  ist,  wo  C,  C 
^nitraktiT  ganzer  Fnnetioneu  fUr  x  =  0  liaUcu,  die  Zweigwertbe  von 
I*,  l^  brsttmuit   werden. 

Wir  oehneo  an,  dau  auf  dem  positiven  Ufer  der  Linie  / 

mJ  \^x  reell  cei.  Uaon  iat  F«,  F«'  aaf  dem  Degatiren  Ufer  von  /  bez. 
#*•■■•,  «"■"'"-mal  so  gros»,  als  »af  dem  positiven.  Ferner  wollen  wir 
uosluBeD,  dass  der  Factor  {1— a:)*'"  in  F^  anf  dem  obero  Ufer  von  / 
ftiteki»D  0  Qod  I  gleich  r>^'*"~'>  und /fl(l—x)  reell  sei.  Eudlicb  sollen 
nf  dem  posttiron  Ufer  von  \  die  Factoren  x~f,  xrf  in  Fp,  Pp-  bez.  die 

hhtL  tmd  Igx  aoU  dort  reell  sein.  FUr  negativ  reelle  ^  bnben  dann 
£nr  Factoren.  die  Logaritbmen  reell  genommen,  bez.  die  Wertbe 

Alle  Relationen,  welcite  liier  aufgestellt  werden,  sollen  zur  Voraus- 
•ftn&g  lutben,  dasa  auf  dem  obern  Ufer  von  '  die  Potenten  x',  x*^,  x~fij 
rf,  (1  —  *)**  die  eben  bemimmten  Wertbe  baben. 

Nach   diesen  Festlegungen  sind   wir  im  Stande,    die  Bodeotong  der 
in  etwas  nnbestlmnilpr  Form  gelafisenen  Factoren  (—1)"+''  etc.  in 
,  «^  etc.  genauer  an  prtifen. 
Ndunen  wir  die  Exponenten  a,  a,  f5,  ß",  also  ancb  f  einen  Moment 
ate  cmD  and  aiuserdem  /  als  positiv  an,  so  ist 

1 ,  weil  r"'''  naf  dem  oliem  Ufer  von  /  durt  gleich  Kina  tat, 
r  /""•  "   \\—      —      /tfgtff— <*')/'«*'(/-0 

Es  ist  also  dorn  frllber  f3^)]  fOr  oy  gefundenen  Weitlie  nichts  hinxu- 
nnc^.     Hbensn  ist  Oy-  richtig  bestimmt,  weil  in  der  Oleicbnng 

f  ,  =  O^  X*  Ff  +  Ciy'  J«  Fy 

ftr  Warthe  von  x  zwischen  0  und  1  die  linke  Seile,  so  wie  das  erste 
*Am4  der  rechten  nod  der  Factor  it*  F/  reell  sind.  Kh  muss  demnach 
«•eh  my  reell   «ein ,  wie  rs  der  gefundene  Werth  wirklich  ist. 

I>cr  Factor,   der  nocli   etwa  hKttc  hinzutreten  kennen,  würde  aus  der 
VMdatiti)(keit  Tan  x*  und  (i— x)''  entspringen  und  daher  von  dar  Form 


vnd   für  x 
aaeh  10 1 
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Sind  die  beiden  Zweigwertbe  oder  ist  das  System 

fortzasetzQD,  80  erhält  man  sttmmtUche  Werthe  dieses  Syatenu,  anter  (S) 
dieselbe  Snbstitationsfolge  wie  vorhin   verstanden,  in  der  Fonn 

47)  imismfa.  F.-). 

Die  Form  dieser  Werthe  Iftsst  sich  jedoch  noch  erheblich  redaeiren.  Eine 
Schlinge  oilmlich,  die  der  Pankt  Eins  im  Innere  enthält,  begreost  anf 
ihrer  äussern  Seite  ein  Gebiet,  welches  die  Punkte  0  and  oo  im  Innern 
enthält,  and  ein  positiver  Umlauf  um  den  Flankt  Eios  kann  demnach 
ersetzt  werden  durch  einen  negativen  Umlauf  um  die  Punkte  0  und  od, 
und  zwar  in  der  Reihenfolge,  dass  zuerst  0  (negativ),  sodann  (od)  nega- 
tiv umkreist  wird.     Es  wird  demnach 

48)  (C)  durch  (^)-'(ß)-',     (C)*  durch  ((-^)-'{Ä)-')" 

ersetzt  werden  können,  tfnd  man  erhält  alle  möglichen  Coefficienten- 
systeme  (5)  schon  in  der  Form 

49)  (S)  =  (^)-i(fi)"'(^)'-'(S)"»(^*'(5)«...., 

wenn  m,,  m,,  mg,  ...,  n,,»,,»,,...  beliebige  ganze  positive  und  negative 
Zahlen  Null  einschlieaslich  sind. 

Um  einfachere  Substitationscoefficienten  zu  erhalten,  setzen  wir  einen 
Augenblick  r   -„   v        r^~n.p. 

^  Gp  =  gßFf,,     Gß-=gffFft', 

^'  e^*''fac{a~a')  '     ^'''       " "      e^'''/ac{a'-tt) 

^/•flc(^  +  «-l)^^-(|3+«'— 1)  ^  /-»c (^'+  a-1)  fac {0^-\-a- 1 ) 

9fi  e-P'-faciß-^)  '     ^^  e-l^'"  fac(ßr- ß) 

Bo  ergeben  sich  aus  34)  sofort  die  Gleichungeu 

_  siu{a-^ß)n  sin{a-^ß)n 

'  _smia-i-ß)n  Äm(«  +  ^J« 

'"''  "  sin  (^-  ß)n^  si»  {ß~ß:)„f^' 
und  die  umgekehrten 

sm{a  +  ß^n        ,sin{tt'-\-ß')n 

t»Ä  =     .    ;- '         -,    -t»«+-r— ; — ^^-77— "■£»*  i 
, „.  *^       Stil [a  —  a)  7t  stn{a  —  a}n 

smia  +  ß)jt        ,  st"(o'+|3')«  „ 

'^        Stn{a  —  tt}n  sm{tt~a}n 

Gelieu  wir  nun  zuerst  m-mal  um  den  Punkt  0  herum,  sodann  n-mal 
um  den  Punkt  00,  so  geht  C«  znerst  in  Cae'"""'"  über.  Um  die  Wir- 
kung der  Umgänge  um  den  Punkt  od  zu  erhalten ,  schreiben  wir 

**        sin{ß^-ß)n       ^^^        sin{ß~ß')n         ' "^   ^  *'"' 

dann  verwandeln  sich  durch  die  n  Umläufe  bez. 


Von  J.  Tbomag.  56 

drfickt   man   darauf  C^,   Gß,  wieder  durch   Ga,  G^  aus,   so    ist  dadurch 

f>'«  übergegangea  in 

54)  GaPm,n-\'Gaq„^^ 

"  «w  (^ —  ^)  ji  sin  {ä —  « )  JE  I 

sin  (jS  —  p)  Ji  sin  (a  —  a  )  re 
Dorch  dieselbe  Art  der  Fortsetzung  geht  G^  über  iii 

=  C    ^■.'i,*'»(«  +  |g)n5»i(tt+|3')i»(eg''<"«-f»"(^"') 
sin  ( ^—  ß)  n  sin  {a  —  a)  n 
^^^^sin{a-\-ß)n  sin{a  +  ^)n  e^''^*^ -  sin(a  +  ß')7t  sin{a'+ß)7te^'^^^ 
sin  {ß'—  ß)  n  sin  (o  —  a')  ti 
Schreiben  wir  (S^)  fUr  das  Coefficientensystem 

(Pm.ni   9ni,n\ 
'*ni,fii    *m,n/ 

ao    geht  demnach   das  Zweigwerthsystem  (6a,G«')  durch  m- malige  Fort* 
Betanng  um  0  und  n- malige  um  od  über  in 
56)  iS:)(Ga,G„'). 

Endlich  sei  ,^      ^ 

«wo  ,  „. 

(Af F.  +  JH'F^  ,  NF,  +  yv'/-..)  =  (Ä)  (F. ,  ^^)  =  ('^  j  (C,  C.O. 

Dann  sind  alle  Werthe  von  [,M Fg-\- M'Fa^^  NFa-^N'Fä-)  in  der  Form 
enthalten 

(s)(c..G„.)=(s)(?»A'a.  ga'F^),  cs)=(*)(s;;;')(0(s:?)---. 

wenn  i)>|,  n,,  m,,  »,,  ...  alle  möglichen  ganzen  positiven  und  negativen 
Zahlen,  Nnll  eingeschlossen,  bedeuten.  Durch  Vertauschung  zweier  Fac- 
toien  dea  Symbols  wird  im  Allgemeinen  der  Werth  desselben  geändert. 

So  einfach,  wie  die  Zweigwertbe  der  Umkehrung  einer  einfach-  oder 
doppelt-periodischen  Function,  sind  die  der  hypergeometrischen  Reihe 
rrrilieh  nicht  mit  einander  verknüpft.  Es  dürfte  z.  B.  nicht  leicht  sein, 
■u  d«T  Form  (5)  die  Bedingungen  herzuleiten,  welche  uothwendig  erfüllt 
■ein  müssen,  damit  C5)(Fa,  Fa-)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 
unimmt  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Fälle  zu  finden,  in  denen  die 
bypergeometriache  Function  algebraisch  ist,  was,  unter  Heranziehung 
b^herer  Hilfimittel,  bereits  mehrfach  gelungen  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  contignen  Functionen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


I.   Znr  Oeometrie  d«  Tetraeden. 

BekBQDtlich  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  ProjectioDen  auf  die 
Kbeoen  einea  Tetraeders  Funkte  derselben  Ebene  sind,  eine  Fl&cbc  dritter 
Ordnung  J^\  welcbe  die  Ecken  des  Tetraeders  za  Doppelpunkten  bat. 
Wahrend  man  die  für  allgemeine  Flüchen  dritter  Ordnung  bekannten 
Eigenschaften  in  diesem  speciellen  Falle  mehrfach  abgeleitet  bat,*  habe 
ich  die  im  Folgenden  angegebenen,  mit  dem  Problem  zasammenhängenden 
einfachen  Beziehungen,  die  zum  grossen  Theil  durch  rein  elementare  Be- 
trachtungen zugänglich  sind  und  zum  Theil  die  Analoga  za  bekannten 
Eigenscbaften  der  elementaren  Planimetrie  bilden,  nicht  erwähnt  gefunden. 

I.  Man  weiss  seit  Beltrami,  dass  die  Mitten  der  28  Centralen  der 
8  Bertthrangskugeln  des  Tetraeders  Punkte  der  genannten  F*  sind.  Der 
einfache  elementare  Beweis  für  diese  Thatsache  ist  folgender:  Das  Loth 
von  der  Mitte  der  Centrale  zweier  Kugeln  auf  eine  gemeinsame  Tangen- 
tialebene halbirt  die  gemeinsame  Tangente,  welche  die  Berührnngspunkte 
verbindet,  und  hat  infolge  dessen  seinen  Fusspunkt  in  der  Potens- 
ebene.     Also: 

Die  Lotb-e,  welche  man  auf  die  Ebenen  eines  Tetraeders 
von  der  Mitte  der  Centrale  zweier  Berührnngskugela  fällen 
kann,  haben  ihre  Fusspnnkte  in  einer  Ebene,  der  Potenz- 
ebene  der  beiden  Kugeln. 

II.  Errichtet  man  auf  drei  Ebenen  J,  B,  C,  auf  jeder  längs  der 
Geraden,  in  welcher  sie  von  einer  vierten  Ebene  Ä  geschnitten  wird, 
die  senkrechten  Ebenen,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Paukte  x, 
dessen  Projectionen  in  X  liegen.  Verschiebt  man  X  sich  selbst  parallel, 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  der  drei  senkrechten  Ebenen  die  gerade 
Verbindungslinie  des  erstec  Punktes  x  mit  dem  Schnittpunkte  von  W, 
B,  C.  Schneidet  man  die  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  A,  B^  C,  D  durch 
eine  Ebene  X,  sucht  dann  fttr  zwei  der  von  ihnen  gebildeten  Ecken, 
z.  B.  nir  A^  B,  C  und  A,  £,  D^  die  Schnittpunkte  der  Tripel  senkrechter 

*  Qeiser,  Grelle  Bd.  89  S.  197;  0.  Hankel,  Inanguraldissertation,  Breslao 


AtaMaDd  die  beiden  Terbindangnlinien  eineA  jndcn  dieser  Sehnittpankle 
dl  Avm  Seheitel  der  sagebörigen  Kcke,  io  treffen  sich  die  letzteno  in 
ÖDtm  Punkte;  denn  sie  treffen  beide  den  Schnitt  der  Kbenen,  weichte 
mp.  laf  j1  und  if  senkrecht  errtrhtet  sind,  and  jener  Bchnitt  triB'l  selbst 
He  geneionme  Kante  der  beiden  Kcken  in  dem  Schiiiitpunkln  mit  Jt. 
Dil  PrQJeclinnen  des  Scboitlpanktes  der  Verbindnogslinien  anf<f,  B,  C,  0 
liffva  i>tvicbtltcb  in  einer  Ebene,  die  stt  .V  parallel  ist.     Also: 

Erficbtet  man  auf  den  Ebenen  eines  Tetraeders  lAngs 
ib(«r  Schnitte  tnit  einer  fünften  Ebene  senkrechte  Ebenen 
idJ  Terbiodet  dann  jede  Tetraedereckc  mit  dem  Schnitt* 
paskie  AtiT  drei  auf  den  Ebenen  der  Ecke  senkrechten  Ebe- 
■r«  dntcb  eine  ^orAde  Linie,  so  schneiden  sich  diese  vier 
VrrkinduuKsliaien  in  einem  Pankte,  dessen  Projectioneo  Aot' 
Jls  Ebenen  des  Tetraeders  die  Ecken  eines  ebenen  Vierecks 
lioJ. 

[II.  Oiebt  es  Pnnkte  im  Kaaroe,  deren  Projcctinnen  dacIi  den  Rbe- 
fl*D  ctDM  Tetraeders  die  Ecken  eines  Trapezes  siiidy  Gieht  es  Punkte, 
inn  r'mjectioueii   die  Ecken  rines   PftraUelitgramni»  sindV 

Sind  awei  Ebenen  A  nod  Z' und  durch  ihre  Sehn ittü nie  {A,  B)  eine 

WBsbige  Ebene  JC  gegeben,  so  bat  die  Verbiodangslinie  der  Fusspunkte 

4^  Und  X»  der  vüd  einem  Pnnkte  x  in  X  gerillten  i^otlio  stets  dieselbe 

iEtitiing,   wo    ancb  x  in  Ä'  liege;   sie  steht  senkrecht  anf  der  Ebene   V 

itocb  (rf,  ß),  welche   mit  B  reap.   A  dieselben  Winkel  bildet,   wie  4' mit 

i  rtsp.  ß-y   Pü  balbiren  alsn  die  tlalbirungsebenen  der  Winkel  zwificbeo 

4  tsd  A  auch   die  Winkel   zwischen  X  and   V.     Jetzt  seien  A,  fi,  t\  U 

Ois  Ebenen   nusores  Tetraeders  und  3>  ein  Funkt  der  Eigenschaft,   dass 

•«ise  Ptojectionen   J:,,  x*,  x,,  x,,   in    einnr   Ebeop    liegen.      Suclit    mau 

RBB  so  jeder  Ebene  .1,    welche   x   mit   einer  Tetracderk&nte  verbindet, 

nr  das  ao^cbürige    Paar   vuu    WiukelbalbiinnßsebeDen    die   symmetriecb 

gtlcgvne  Ebene  i',   so   erbttlt   man  secbs  Ebenen,   welche  resp.  auf  den 

Mcki  Bellen   de«  ebenen  Vierecks  X9XiXfX4  senkrecht  stehen,   sich  also 

in  parallelen   Linien  durchschneiden.     Der  in   der   Kicbtnng  der  Schnitt- 

libiea    in   der   niiendlicli   fcriion  Ebene   K.»    gelegene,   sn   2ti  x  gebürign 

Psttkt  mflge   gelegentlich   x«  genannt    werden.     Die  aogegebeno  Eigen- 

Kkkft  dfr  Ebenen  i'  nnd  die  Umkehrung  liefcru  eine  xweile  elementare 

Ooastruetioo    von   Punkten    der    verlangti-n    Eigenschaft;    sie  lieftTu   auch 

«0  bciDemna  Mittel   >or  Dnlersnrhung  der  vun  den  Prajectioncn  gebil- 

detail   Vinrecke.  

Die  Winkel,  welche  irgend  xwei  Seiten  des  Vierecks,  b.  B.  w^x^  and 
IVX«  bildeu,  aiod  den  Winkeln  gleich,  welche  die  zu  ihnen  senkrechten 
Etesen  bilden,  hier  die  Ebenen,  weluhe  x,,  mit  den  Kanten  {A^  B)  und 
{C,V)   Terhiaden,      Bollen    also  XgXt  und  x^Xj  parallel  sein,   so  ist  dies 
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auch  mit  den  genannten  Ebenen  darch  {A,  B)  und  (C,  D)  der  VwXL 
Durch  diese  Kanten  giebt  es  ein  Paar  paralleler  Ebenen,  dnroh  jede 
Kante  die  Ebene ,  welche  der  andern  parallel  iit.  Die  Ebenen  nmgekehit, 
welche  za  diesen  parallelen  Ebenen  fBr  die  zQgeh6rigen  Winkelbalbinuge- 
ebenen  symmetrisch  liegen,  schneiden  sieh  in  einer  Geraden,  deren  Punkte 
die  verlangte  Eigenschaft  besitzen;  d.h.  die  Projectionen  eine*  Funklei 
des  Schnittes  sind  die  Ecken  eines  Trapeaes.  Jedes  der  beiden  anderco 
Paare  von  Gegenkanten  des  Tetraeders  liefert  ebenfalls  eine  Gerade  mit 
Pnnkten  von  der  verlangten  Beschaffenheit.     Also: 

Es  giebt  drei  gerade  Linien  im  Räume  der  Eigeneehaft, 
dasB  die  Projectionen  eines  ihrer  Pnnkte  auf  die  Ebenen 
eines  Tetraeders  die  Ecken  eines  Trapeaes  sind. 

Bekanntlich  sind  diese  drei  Geraden  die  einiigen  Geraden,  welche 
F^  ausser  den  Tetraederkanten  enthält. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Winkelhalhirungsebenen  derselben 
Kante  und  zwei  symmetrisch  zu  ihnen  gelegene  Ebenen  vier  harmoniaehe 
Ebenen  sind,  nnd  daraus,  dass  auf  einer  Geraden,  welche  einer  von 
vier  harmonischen  Ebenen  parallel  ist,  von  den  Übrigen  swei  gleiche 
Strecken  ausgeschnitten  werden,  folgt  noch,  dass  diese  Geraden  durch 
die  Mitten  der  Strecken  gehen,  welche  auf  den  Kanten  durch  die  Paare 
der  Wiokelbalbirnngsebenen  der  Gegenkanten  begrenzt  werden. 

Irgend  zwei  dieser  drei  ausgezeichneten  Geraden  mlissen  einen  Punkt 
gemeinsam  haben;  denn  zwei  Paare  der  parallelen  Ebenen,  die  zu  swei 
Paaren  von  Gegenkanten  gehören,  bilden  ein  System  von  Ebenen,  deren 
Schnittlinien  parallel  siod;  ihre  symmetrischen  Ebenen  schneiden  sich  folg- 
lich in  einem  Punkte  x  von  F^^  der  in  diesem  Falle  auf  den  beiden  aus- 
gezeichneten Geraden  liegt.  Iq  dem  Viereck,  welches  die  Projectionen 
von  X  bilden,  sind  in  diesem  Falle  zwei  Paar  Gegenseiten  parallel,  es 
ist  ein  Parallelogramm.  Da  je  zwei  der  drei  Geraden  sich  schneiden,  so 
gilt  der  Satz: 

Kb  giebt  drei  Pnnkte  im  Räume,  für  welche  die  Projec- 
tionen auf  die  Ebenen  eines  Tetraeders  die  Ecken  eines 
Parallelogramms  sind. 

Diese  drei  ausgezeichneten  Punkte  sind  die  Diagonal  punkte  des 
Vierseits,  in  welchem  das  Tetraeder  von  der  Ebene  der  ausgezeichneten 
Geraden  geschoitten  wird. 

IV.  Eine  weitere  Gattung  specieller  Vierecke  ist  diejenige,  bei  der 
je  zwei  Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  bei  der  also  jede 
Ecke  der  Höhenschnittpnnkt  des  von  den  drei  anderen  Ecken  gebildeten 
Dreiecks  ist.  Giebt  es  Pnnkte  x,  deren  Projectionen  auf  J ^  B^  C,  D  die 
Ecken  eines  solchen  speciellen  Vierecks  sind?  Die  zugehörigen  nach  x« 
gehenden,   auf  den  Seiten   des  Vierecke  senkrechten  Ebenen  bilden  in 
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tiwm  PrUc  «in  vier1t«ntigCB  Pristnii  der  Bigfaechaft,  das.s  je  zwei 
9lfn«lHlBea  ua(  cintiniler  senkrecht  iitehen.  Oielit  es  «olcfao  PrimneB? 
Ctetfnirt  DWD  die  (Jesammtlioit  der  Pnare  rcciitwinkliger  Kbonea,  vrelcho 
ihttll  «wri  (iegeukautcn  des  Tetrftcdeni  gelegl  worden  k(iQni"n,  so  erliKU 
BIO  Kwti  projectiviBcbe  EhpoCDbUschel;  (Ibb  Erieugntss  derselben  »t  ein 
«ll)«(MAles  Hyperboloid*  Zit^ht  inno  zwei  Panr  G(>gcakfititcii  mid  die 
MJm  sogeborigPii  <iTtbi>gnDBlcn  LIy|iQrbi}lnidit  tii  Brtrai^bt,  so  iTlidlt  mau 
lU  cklniiU  oiae  Rtamcarvn  vierter  Ordauiig.  Juder  der  vier  SobnilL- 
pnIcK  dtpser  Carre  mit  £'«,  die  sieb  dnrcb  Betrscbtungeu  io  £«  ancb 
bicht  «1«  Sebaitt  zweier  KcgeUcbnilte  nufweiec^ii  InMcn,  lii<rcrt  mit  doo 
EtktB  des  Telrafders  Terbnaden  ein  Hrisina  der  verlangten  Art;  denn 
•»Bo  iD  eiopin  jirinmatiBchen  Vinrkniit  iwei  Paar  ßfigenebenpii  auf  e'in- 
»ilfr  »enkcecht  stehen,  so  ist  diea  auch  mit  dem  dritten  der  Kall.  AUo: 
üi  Bi*bt  Tier  Pankte  im  Kaome,  für  welche  die  Projeo- 
li'upo  anf  die  Ebene  ei  nee  Tetraeder»  die  Ecken  eineiVier- 
etki  mit  drei  Paar  Benkrpcbten  GegeuBoiten  sind. 

V.  Dir  orthogonalen  Lly)ierboloido  bieten  noch  ein  woitcrcä  Inter- 
■M  dar.  Dio  drei  xii  den  drei  Paar  Gegonkanten  uiuea  Te- 
Irttdevs  gehörigen  orthngonalen  Hyperboloide  geben  durch 
*li«*elbe  Raumcarve  vierter  Ordnung,  [st  nfimlicli  y  ein  Pnnkl 
itt  Saames,  welcher  mit  zwei  Paar  Gogenkanten  Paare  ortbogonnler 
VcrbiDdnngsobeneo  liefert,  so  bilden  die  VeibindnogsliDien  von  y  mit 
dea  Telraedereckon  ein  Vierkant,  in  welchem  zwei  Paar  Gegeneheneu 
iiDd  infolge  deaaeu  alle  drei  l'aar  auri  je  zwei  seukrechteu  Eheuoii  be> 
•lihBO.  DieBU  Eigenschaft  ist  Nicht«,  als  die  Utnkebniug  des  Satzes,  dass 
drei  Hitbeoebenen  einer  dreiseitigen  Ecke  sich  in  einer  Gsradeo,  dem 
fUBtrabl,  schneiden. 

Von   dem  Scbnitte  der  orthogonalen  Hyperboloide  lassen  sich  leicht 

acht   snr  Üratinimnng   aasreicbende   Punkte  angeben.     Jeden   orthogonale 

U}p«rlioK»iil    entliiilt    zwei    Oegeoknuteu,    also    die    vier    Ecken    des    To- 

tiaadersf  femer  sind  eraichtlicb  die  FueBpunkte  der  vier  Tetraederböhen, 

Pookte,    deren   Verbindnngscbeoeu    mit  den  sechs   Kanten  paarweise  auf 

elltindrr  neokrerbt  stehen,   initliin   Punkte  der  drei  Hyperboloide.     IHeso. 

thl  Punkte  sind   nicht   asaucürie  Pnnkle;.  deua  sonst  mitasten,  da  ein 

jBAlMiifBsxpankt   mit    drei  Erk»n  in  einer  Ebene  liegt,   die  drei  übrigen 

|l'«s*paDkio    mit  der  vieiten  Ecke  in  einer  Ebene  liegen,   was  nicht  der 

[Fall  ist.     Uatcb  diese  aasgezeichnrlen  acht  Pnokte  gebt  aber  noch  eine 

»eitere  wichtige  Klüche,  das  gleiebseitigo  Hvpnrboluid,  welches  die  Höhen 

l'e^nMdari  entbAtt  *'     Al.in   gilt   der  Snts: 


•  Srbroelwr.  Crelle  Hd  86  8  S6. 
••  B.  Vogt.  Cralle  Bd.  86  S  2«. 
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Die  drei  za  den  GegenkaDtenpaarea  eines  Tetraeders 
gehörigen  orthogonalen  Hyperboloide  ichneiden  flieh  in 
einer  Kaumcnrve  vierter  Ordnung,  welche  änf  dem  Höhen- 
hyperboloid liegt. 

Der  eben  abgeleitete  Satz  findet  sein  planimetriecbes  Analogen  nicht 
beim  Dreieck,  sooderD  beim  Vierseit  in  dem  bekannten  elementaren 
Satze:  Die  drei  Kreiee,  welche  die  Diagonalen  eines  Vierseita  an  Darch- 
mesBern  haben ,  schneiden  sich  in  denselben  zwei  Punkten ,  welche  auf 
der  Geraden  der  Tier  Höhenschnittpunkte  der  vier  Dreiecke  des  VierieitB 
liegen. 

Fflr  den  Schnitt  der  vier  Hyperboloide  des  Tetraeders  folgt  noch 
leicht  eine  weitere  Eigenschaft,  Eine  Höhenebene  einer  der  vier  drei- 
seitigen Ecken  des  Tetraeders  berührt  im  Scheitel  der  Ecke  dasjenige 
orthogonale  Hyperboloid,  welches  mit  ihr  die  Kante  gemeinsam  hat;  es 
ergiebt  sieb  dies  unmittelbar  aus  der  Definition.  Betrachten  wir  dies  fHr 
die  drei  Höhenebenen  der  Ecke  und  ihren  Schnitt,  den  Höbenstrahl,  lo 
haben  wir  den  Satz: 

Die  vier  Höhenatrablen  der  vier  dreiseitigen  Ecken  des 
Tetraeders  berühren  in  den  Ecken  die  Schnittlinie  der  vier 
Hyperboloide  des  Tetraeders. 

VI.  In  mehreren  speciellen  Fällen  zerfällt  der  Schnitt  der  Hyper- 
boloide. Besitzt  das  Tetraeder  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  so  gehört 
ihr  Schnitt  der  Curve  an.  Besteht  das  1'etraeder  also  ans  zwei  Paar 
senkrechten  Ebenen,  so  ist  der  Schnitt  der  vier  Hyperboloide  ein  wind- 
schiefes Vierseit. 

Sind  im  Tetraeder  zwei  Gegenkanten  zu  einander  senkrecht,  so  zer- 
fällt ihr  orthogonalps  Hyperboloid  in  die  zwei  Ebenen,  welche  durch  je 
eine  dieser  Kanten  geben  und  zar  andern  senkrecht  sind.  Der  Schnitt 
der  vier  Hyperbolotdo  besteht  aus  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  Linie 
der  kürzesten  Entfernung  der  beiden  Kanten  in  demselben  Punktepaara 
treffen.  Ein  solcher  Kegelschnitt  geht  durch  die  Ecken  einer  der  senk- 
rechten Kanten ,  die  Fusapankte  der  von  ihnen  ausgehenden  Höhen ,  und 
berührt  in  den  Ecken  die  Höhenatrablen  derselben. 

Für  den  Fall  des  Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt  zerfallen  die 
Hyperboloide  in  Ebenfnpaare  und  ihr  Schnitt  in  die  vier  Tetraed erhöben. 
Da  die  unendlich  fernen  Punkte  dieses  Schnittes  die  in  IV  geanchten 
Punkte  liefern ,  so  erhSIt  man  noch  unter  Berticksichtigung  der  im  Ein- 
gange von  III  entwickelten  Eigenschaften  folgenden  Satz; 

Errichtet    man    auf   drei    Flächen    eines    Tetraeders    mit 

Höhenschuittpunkt    längs    ihrer   Schnitte    mit    der   vierten 

Flüche  senkrechte  Ebenen,   so   bilden   die  Projectiooen   dei 

SoAnittpaakteB  <Ier«elben  auf  die  vier  Tetraederebenea  «ia 


KTdnere  ICttheflnngeii. 


Vif  reck,  io  velcbemjedeEckeUSbeDpnDkt  des  vondendroi 
tbrifCD  g«bi1dQte&   iJreieek«  ist. 

Vir.   Äeadert  man  das  an  Grnnde  gelegte  Tetraeilpr  in  der  WeiBc  »b, 

data  man  jf de  »eiufr  Ebear-n  iiarnne!  mit  sich  tivIbBt  verschiebt,  »n  bleilil  da« 

Vicnüit  der  (icradHn,   in   welchem  ilua  TclTaedor  von  £«  ge^chnilteii  wird, 

Bar^fEndcrt,   folglich  auch  die  Schnitlo  der  orthngunaleo  Ujrperbololde  mit 

Sm,  nXailich  die  I'nnkte,  welche,  mit  einem  I'&ar  GegeneckdD  die<CB  Vier* 

eiu  Terbtinilpa.  Strahlen  liefern,  die  Ttlr  den  unendlich  fernen  imagioäreii 

fCrei«  eonjtigirt  sind.     Das  Qleiclio  gilt  von  den  Schnittpunkten  von  £« 

iit   ili>n  nfiben   des  Tetrftt'ders,    den  Höhenstrahlea  seiner  vier  dretfieittgen 

[Kck«a,    «lau    ancb    vom   Schnitt    des  gleichseitigen   tI>'peiboloida  mit  /J*«. 

>ltt  bl  «Dcfa   noch  der  Fall,   weoo  die  vier  Kbeoeo  ^,  ^,  C,  D  darch 

rdeDselbeo   Pankt    geben,    A.  b.    fflr   dns   Vierflach.      Dabei    werden    aller- 

rdiog«  ans  den   orlbngonaleu  und  gleiclieeitigen  Hyperboloiden  eben  solche 

Fgel.     Beachten  wir  diee,  bo  erlialten  wir  noch  ftilgende  Bätse: 

1.  Ute   vier  Höbenstrahlen   der  vier  dreiaeitigen  Ecken 
ila«t  Vierriacbs  (vierBcitigen  Ecke)   liegen   mit   den    s-ior  Gera* 

4es,  welche  im  Scheitel  zn  den  Eheueo  desselben  senkrecht 
■  teilen,  aof  einem  gleichseitigen   Kegel. 

2.  Die  drei  durch  die  drei  6  ogenkantcn  paarä  eines  Vier* 
flackB  bestimmten  orthogonalen  Kegel  gehören  demselben 
BHschel  an.     Ihre  vier  Schnittlinien  .  die  vier  Uöbenstrahloti 

^_a  od   die   vier   Lolhe   der   Kbenen    de«  Vier  flachs    im  Schoitel 

^Biegen  auf  demselben  gleichaeitigen  Kegel. 

H         Striegan,  im  Januar  t88J.  H.  Thismb. 


H   Oeometrisoher  Sata. 


Wenn  mnn  von  vier  in  der  Kbene  willkürlich  gegebenen  Punkten 
vinen  aU  MUielpankt  eines  (reellen  oder  imagiiiMren)  KegelNchuittii,  die 
drti  llbrigea  als  die  Ecken  eines  Polardreieck»  in  Ht^zug  auf  deneelben 
annitamt,  xu  iat  der  Kegelschnitt  dadurch  vollsläildig  und  eindeutig  be- 
■tiont  und  man  erhüli  durch  Vertauschung  der  vier  gegebenen  Punkte 
vier  soleber  KegeUchuitte.  Diese  sind  entweder  vier  reelle  Hyperbeln, 
•okald  die  rter  gegebenen  Punkte  su  lirgnn ,  dass  jeder  derselben  anß^er- 
kalb  des  vuD  deu  drei  nudurcu  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  oder 
•fa  üwl  ivt\  reelle  Ellipsen  und  eine  imaginSre  Ellipse,  sobald  die  vier 
ihcnen  Punkte  so  liegen,  dass  einer  derselben  innerhalb  des  von  den 
■□deren  gebildeten  Dreieck»  &ich  betiudet.  Im  oreten  Falle  sind  die 
-Atjnploti'n  jedrr  der  vier  Hyperhein  gleich  geneigt  zu  einander,  im 
Falle  sind  die  drei  reellen  Kllipüen  ähnlich  (aber  nicht  ähnlich 
und    ihr  Axenveihäitnitfa   bat  zum  Quadrat  das  VcrhSitniss  der 
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Potenzen  der  Panktinrolntionfln  aar  den  HanpUxen  der  imaginKren 
Ellipse.  In  beiden  F&Uen  gilt,  wenn  man  durch  P^  nnd  P^  die  Poten- 
zen der  Fanktinvolationen  auf  den  Hanptaxen  eines.der  vier  Kegelacbnitte 
bezeichnet,  die  Beziehnog; 

Liegen  insbesondere  die  vier  gegebenen  Punkte  so,  dass  jeder  der- 
selben der  Höbenpnokt  des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks 
ist,  dann  werden  von  den  vier  Kegelschnitten  drei  reelle  Kreise  und 
einer  ein  imaginärer  Kreis.  Liegen  andererseits  die  vier  gegebenen 
Punkte  aof  einem  Kreise,  so  sind  die  vier  Kegelschnitte  vier  gleich- 
seitige Hyperbeln.  Im  vorigen  Falle  gilt  daher,  wenn  A,  B^  C  die  Ecken^ 
B  der  Höhenpunkt  und  a^b,  c  die  Fusspuukte  der  Höhen  sind,  die  ele- 
mentare Beziehung: 

AB.Aa^  BB.Üb^  CH.Cc      BA.ffa      BB.Bb      HV.Hc 
Breslau,  den  3.  Juli  1881.  Prof.  Dr.  H.  ScuBoaTsa. 


in.   Notiz  ftber  gewisse  elliptische  Integrale. 
Wenn  die  Functionen  Pifc)  nnd  f{x)  folgende  Eigenschaften  beaitaen 
I)    F[x)-\-F{^\  =  Const.   nnd    2)  f(-\=f{ic), 
so  kann  man  das  Integral 

OD 

b 
dadurch  rednciren,  dass  man  es  nach  dem  Schema 


f-M 


0  0 

zerlegt  und   im   letzten   Integrale   —  an   die  Stelle  von  x  treten   iHsstj 
man  erhält  so 


3)  Jf{x)  fix)  ^  =  Consi.ffixy'-^. 


0  0 

Zufolge   des  Additionstlieorems    für   die   elliptischen  Integrale  erster 
Art  kommt  der  Function 

F{x)—  F[]i,arclaH~^ 


x)-=  Fjx.orcto« — =1 


die   in  Nr.  1)   vorausgesetzte  Eigenschaft  zu,   und   zwar   ist  dabei  Const. 
=.F{k,  ^n)=  F^{%);  demnach  ergiebt  sich  aus  Nr.  3) 
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(ix 


0  u 

oder,  wenn  linker  Hand  x  =  j/%.tanfp  substitutrt  wird, 


%J  smfp  cos  (p  u      ^ 

0  0 

BeiBpielaweise  ist  hiernach  für  /(a;)  =  x:(14-^^) 


dj^. 


0 
Hehr  Interesse  gewährt  der  Fall 


fÜT  welchen  nach  bekannten  Transformationen 

J      *  y  ^tl  +  AajXKA  +  x») 

0  0 

iat;  benntst  man  noch  die  Abkürzungen 
•o  erhKit  man  aus  Nr.  3) 


6)  /'  ^tx. 


'tp){l-ßsin'(p)  2  A^    x" 

0 
Die  Specialisirang  A  =  (l  —  k):x'  giebt  noch 
1« 


V 


0 

Ans  dem  Additionstheorem  Tür  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art 
geht  hervor,  dass  die  Function 

Fix)  =  e(k,  arctan  -%\  —  i  .  ^ -_ ---^t 

W  }/x'J  ^(l  +  xx»)(x  +  a;»J 

der  Bedingung  1)  genUgt  und  dass  hierbei  ConsU=  K{in,\Tt)=&(x)  ist; 
demnach  gilt  die  Reductionsformel 

f\L  ^^„  -  \  _  i ,  - .  ..  /'-   ._ _  J  m  ,,^  sH.)  m ax. 
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SnbBtitairt    man    im    ersten    Integral    x  :=yii' .lanip    und    beachtet    die 
Oleicbnag  _  1 

.  fi^j^Ai^—  =  r  ■  _  ^^^     , 

0  0 

so  erbftlt  man 

Ö  0 

Beispieleweise  sei  wie  vorbio 

rix)= ^_-^.^-    :.,       «  =  l-x'A.      j3  =  I-^i 


es  wird  dann  zanScbat         t„ 


0 
das  letzte  Integral  geht  für 


tiber  in 

(l  +  K 

mithin  ist  snsammen 


nächst         t„ 

0  1 

0 
il  geht  für 

J r      _    rfy 

')(i+i)J  j/(r-fi'y')(i-i.v)' 

0 
0 

A^  «')  2  Ü  +  «')(H-A)./(/{l-pVKl-i'Vji 

Im   speciellen   Falle   A  =  (l  —  x) :  x'  wird   ft  =  v^  und   durch   SubstitntioD 

1     . 
von  y  =!  —  si«  qn 

V 

j^J    g(x,.p)rfy  ^^"'f^J^H/^  !+;/   ^    xf[v,orr^i/ivl^       „  =.  t/I^' 
*/    i/l-x»jt//i~^9.  2^/1+x  Kl+K  +  J    J-x'  '       '+*" 

Obne  Zweifel  gestatten  die  Konnf>ln   4)  und  8)  noch  weitere  Anwen- 
dnngon,  deren  Aufsnchnng  dem  Leger  fiberlassen  bleiben  möge. 

Sgrlöuilcb. 


1 


HI. 
Uober  die  Bestrahlung  einer  Kugel  durch  eine  Kugel. 

Von 

Ferd,  Meisel, 

Lelinc  ».  d,  Buiaebiila  In  DeatwIxKtODit. 


Hiena  Taf.  I  J^.  i— is, 


In    der   vorliegeuden  Arbeit  ist   der  Versuch   gemacht   worden,   die 
Dt<TnfttiJltiivrrthf>tIi]og  adT  <1cr  OherflScIie  einer  durch  c'we  Kugel  belench' 
'l«o   odei  überliaupl  beetralillon  Kugel,  iusbeanndere  iouorhalb  der  durch 
ie  Berflhniogskreiae  der  beiden   gemeiusimen  Tangeutenkog«!  der  Kö- 
ln   begrensleo   Zone,   Bowie   ferner  die  IntensitAtsvartation    Im  Schlag- 
hsltcD  der  beleucblalen  Kugel  annShanid  zu  bestimmcu.     Es  iat  dabei 
an  Beuguaga-   uud  tDterferenzeraolieiuungon  irgcudwclcber  Art  vulltilSn- 
Ig    abgeseheo    und    die  gans   elementare  Vorstellung  des  geradlinigen 
>icb<fttrahU  zu  Grande  gelegt  worden. 

Wa«  die  leuchtende  Kugel  betrifTl^,  so  iat  dienelbe  ala  loochtende 
iSche  Im  Btrrngi>n  Sinno  deo  Wortes  voraungpüetzt  worden,  —  eine 
,  Appaliine,  aaa  welcher,  wie  auch  ZüUncr  (e.  Pbotomctri^ctie  Untersuch 
^ka^n,  S.  d)  auidrilcklich  anführt,  sich  die  UnabbUngigkeit  der  von  einem 
^VFlichencletnente  ausgestrahlten  Lichlmenge  vom  Einanntionawinkcl  mit 
^^Nothwtrndtgkeit  ergiebt.  Die  Nichlübpreinetiminung  dieaer  Folgerung  mit 
P  dvr  Brfahning  bat  bekanntlich  aa  der  Annnhme  geführt,  dasa  an  der 
'  LicUtendaaton  einca  glühenden  Körpcra  auch  unterhalb  der  Oberflächr 
dN  letsteiren  liegende  Schichten  betheiligt  »eieu ,  und  Z6 1 1  n  e r  hat 
|e»igt,  diaa  aus  dieser  Annahme  aich  das  von  Lambert  o /m'nn' seinen 
Caltfisaehnogen  zu  Grunde  gelegte  Kmanationageaets  in  ungeswungnner 
We&M  erklären  lilsiit.  Von  der  lleuutxung  des  doch  nicht  in  aller  Strenge 
tiditigeo  l^mbert'scben  Princips  ist  indessen  in  den  folgeuden  Unter- 
o,  iHc  aua  dem  Gcuagleu  folgt.  Abstand  genommen  worden. 
fart  den  UcHnltatcn  dumelben  ein  anderes,  als  rein  theoretisches 
Tirtaniaac'  nicht  beizulegen. 

Vor  dem  Ueborgan^c  znr  eigentlichen  Aufgabe  möge  die  Bestrahlung 
aber  Ebene  durch  ein«  KugelfUche  einer  kurzen  Betrachtung  unterzogen 
vwdco. 

Bede  Biet 

a  den  aenkrcchlen  Abstand  eine«  einzelnen  leuchtenden  Ponktes  A 
von  de  beleuchteten  Ebene,  . 

r.UkiiiaiMUk  B.  fkjiik  xxni.  1.  %  1 
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ac  die  EntFeronng  eines  Punktes  P  der  Ebene  vom  Fnsspvnkte  J  des 

Ton   L  anf  dieselbe  geßllten  Perpendikels, 
J  die  Constante   der  Inteneitfit,   also   das  Verhältniss  der  anf  ein  im 
Abstände  1  von  L  befindliches  FlHchenelement  fallenden  Strahlen- 
menge znr  Grösse  dieses  FISchenelements, 
so  wird  die  im  Punkte  P  erzeugte  Intensität  ansgedrfickt  dnrch  die  Fonnel 

Ja 

An  die  Stelle  des  einzelnen  leuchtenden  Punktes  werde  nun  eine 
lenchtende  Kugel  vom  Radius  r  gesetzt,  und  anter  n  sei  der  senkrechte 
Abstand  des  Kugelmittelpunktes  M  von  der  Ebene  verstanden.  Die 
dnrch  ^,  /i  und  P  gelegte  Ebene  sei  die  Ebene  der  Zeichnung  (s.  Fig.  1). 
L  sei  ein  beliebiger  Pnnkt  der  KugelflSche,  B  seine  Projection  anf  die 
beleuchtete  Ebene,  L'  und  B"  die  Frojectionen  von  L  nnd  ß  auf  die 
Ebene  der  Zeichnung,  C  der  Mittelpunkt  des  durch  L  senkrecht  zu  MP 
gelegten  Schnittkreises,  LL3tP==<p,  LAMP^ß,  LLCL'=a. 

Die  durch  L  in   P  erzeugte  Intensität  ergiebt  sich  aus  1),  wenn  fQr 

rt  der  Abstand  LB  =  VBt  und  für  x  die  Entfernung  PB  =  VT0^+BS* 
gesetzt  wird. 
Nun  ist 

L'B^ ~  a~r  costft  cos ß  •\'  r  sin tp  cosa  $inß 

=  oH —     ■  ■  -  {x  simpcosa~  a  cojgj), 

l/a'+x' 


trsintpcosaV  ,     »    .  ,       .  » 
— -T=:—. — —      +  r"  stir  ffi  si/i"  a. 

1/0"  + x>     J 


f/n'  +  x"  ya*  +  ; 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  ])  ergiebt  für  die  dnrch  L  ia  P  ersengte 
Intensitttt  nach  einigen  Umformungen,  und  wenn  man  der  Kürze  halber 

setzt: 

7,  =  y    oH —  {x  sin  <p  cosa  —  n  cosq>)    .  [m*-\'r'*  ~  2  m  reo«  91]"%. 

Dieser  Werth  ist  nun  mit  dem  Flächenelement  r^  sirtg>d(pda  zu  mnlti- 
pliciren,  und  man  erhält  für  die  durch  den  ganzen,  dnrch  £  senkrecht 
zu  ^/'gelegten  Schnittkreis,  resp.  den  unendlich  schmalen  Flächenstreifen 
in   P  erzengte  Intensität  den  Werth 

J^  =  2Jr^ sintp  d(p(fn*-\~r*  —  2mr  cos^)"'''' 

X  /       flH —  {x  sintp  rosa  —  n  cns<p)     da 
0 
=  2nJr^  singt  d<p  (m^^-;-*—  2mr C0S(p)~^'*.[a ^  J. 


Ditt  durch  die  gahsft  Ktigelfllctie,  r««p.  denJcnigAD  Tlieil  denelben, 
dur  übarbanpt  Straliläu  uach  f  aeadeii  kftDo,  i-rxeugte  InteoBilHt  ist 
dcMOfteb 


arcoot  ' 
m 


J  ■=2itJr'a  f  3ii«^.(m*  +  r*  —  2mr  roiqp)"'/»,  II rosf.  i  rfflp. 


NOD    ut 


/• 

i  tVlip. 


I CM  I 

m 


.  difi 


»■>+r« 


j/iÄ'+r»— ämr  ro« 


d 


M  Co«  t^  —  T 


M*  J'W' +  r*  —  2  «  r  Crw  V 
ftr  d*a  bestimmte  lutcgril  ergtebt  licli  daraus  der  Werth 


itod   folglid)   hat   man 

3) 


J  =  2«r«.c/. 


Die  Vvrgiricbuog  dieser  Formel  mit  1)  zeigt,  dast  eine  louch* 
t«adeKageIflKche  aufoin  oh^nf^sFlächeaetement,  als«  auch 
aof  irgend  oine  krummfi  Flüche,  gans  ebenso  wirkt,  win  ein 
lo  Ibrem  Mittelpnokte  befindlicher  cinzeloer  Leaebtpnnkti 
ia  den  die  Lenebtkrart  der  halben  KngeloberflKche  vpr- 
•  iaiglt  ist  —  voransgesotct ,  dnss  ntcbt  ein  Th«il  der  IrtQchtonden  Kngel 
nir  das  betrachtet«  FUcbenelement  verdeckt  ist. 

Es  soll  oan  «nr  eigpniHchen  Aargabe  tlbergegangi^n  und  aU  belench* 
tele  FUcbe  eine  KagelÜäche  vom  Radius  r  eingeführt  werden  ^  n  h«!  der 
Centnlabsuad  beider  Kugeln  (Fig.  2).  Änf  der  belonchtetpo  KogelflScbe 
«trdc  «in  l'ankt  T  ittoKchst  so  ■ngenomraen,  duss  von  ihm  ans  die 
tmebtende  Kagpl  t\»  volle  Hoheibe  sichtbar  bt.  I)ie  darch  f  nnd  Hin 
Ceotnle  gelegte  ICbeue  sei  die  Kbcne  des  Papiers.  Eine  in  f  an  die 
K-Bgrl  galagte  Tangnntenebene  schneidet  dio  Zeiebenflllehe  in  einer  Tao- 
iraie  des  BijhoittkrcisrB.  Die  dnrch  die  ganze  leuchtende  Kngel  in  f 
cTi«sgte  Intcnpitlt  wild  aus  3)  erhalten,  indem  man  a  durch  ^A  und 
iarcb  äP  ersetzt.  Ist  ^  der  dem  Pankle  /'  entsprechende  Oeulriwia- 
irl,  so  ist 
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Mü  =  a  coiß  —  r,     A/»=  a  »injS, 
a  cosß  —  r 


also 

3)  J  =  2»r-J.,..r°'.?-' 


Dif.se  Formel  gilt  zwiBchen  deo  Grenzen  ^^0  und  ß  =  ß^  =:=  arccot ; 

fUr  ^  =  0  ergielit  sich  der  Mazimalwerth 

und  für  die  Grenze  ß=-ßi  folgt 

\ya'-r'-2trf 

Wuchst  nun  ß  Über  ß^  hinaus,  so  wird  für  den  Punkt  P  ein  S<^- 
ment  der  Scheibe,  als  welche  die  Kugel  erscheint,  unsichtbar;  dieses 
Segment   wird  ein  Halbkreis,   wenn  ß  die  durch  die  von  M  ausgehende 

Tangente    bestimmte  Grösse  ßg  =  arccos—    erreicht   hat;   witcbst  ß  noch 

weiter,   so   wird   der   sichtbare  Thcil   der  Scheibe  noch  kleiner  und  ver- 

r  ""^  r 
schwindet  ganz,  wenn  |3  den  Winkel  ß^^arceos erreicht  hat  (Fig. 3). 

Es  soll  nnn  zuerst  der  Fall 

ßi<ß<ßo 
untersucht  werden.  —  Der  senkrechte  Abstand  der  in  P  an  die  beleuch- 
tete Kugel   gelegten  Tangenten  ebene   vom  Mittelpunkte  der  leuchtenden 
Kugel   sei    mit    n    bezeichnet;    tp  und   a  mögen   dieselben   Bedeutungen 
haben ,  wie  bei  der  Untersuchung  der  Beleuchtung  der  Ebene. 

Wächst  nun  qo  von  0  an,  so  ist  der  einer  bestimmten  Grösse  ron  ^ 
entsprechende  Kugelkreis  von  P  aus  ganz  sichtbar,  bis  91  eine  gewisse 
Grenze  ip^  erreicht  hat,  die  durch  die  Gleichung 


m<+r"  — (j;  — l/r*-n«)«       ««-f-xi/r»  — n> 

ro5  Vo  = = ^ , 

2mi-  mr 

in   welcher  x=asinß^  n^/tcosß  —  x  äu  setzen  ist,  bestimmt  wird. 

Die  durch  den  unendlich  schmalen  ringförmigen  FlHchenstreifen  der 
leuchtenden  Kugel,  welcher  einem  senkrecht  zu  Itt P  geführten  Schnitt' 
kieiee  anliegt,  in  P  erzeugte  Intensität  wird,  wie  bereits  gefunden,  durch 
die  Gleichnng  ausgedrückt 

Sät^h/      siiiip{m  —  r  cos(p)  ii(p 

Es  ist  also  der  erste,  den  Grenzen  qp  =  0  und  ip  =  tp(,  entsprechende  Theil 
der   lutenRitiit 


J.= 


2aJr*ti    /*  smip(m  —  r  costp)d<p 
m         f  {m*-\-r* —  2mr  rnsfp)*'^* 
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Nna  iit 

/'  tin<p(m  —  rcos(p)  dcp    _  r — m  custp 

5 


(m*  +  r»  —  2  mr  cosip)"/.       „2  j/^8  +  r«  —  2  mr  cos  <p 

and  dmrane  folgt  mit  Berücksichtigung  des  oben  angegebenen  Werthes 
▼on  ipa  

Fflr  ß  =  ßi  erh&lt  man  hieraus 

'  Va«-r»-2rr/' 

denselben  Werth,  der  bereits  ans  3)  gefanden  wnrde.  Ftir  ß  =  ßi  stellt 
also,  wie  anch  ohne  Weiteres  klar  ist,  J|  die  ganze  Intensit&t  dar,  der 
sweite  Tbeil  hat  seinen  Grenzwerth  0- 

Ist  nan  9)>9>o,  so  darf  man  a  nicht  bis  n,  sondern  nnr  bis  zu  einer 
gewissen  Grenie  o^  wachsen  lassen ,  die  leicht  zu  bestimmen  ist  (Fig.  3)* 

Das  in  der  Fignr  mit  w  bezeichnete  Stück  ist  != und  dar- 

X 
«OS  folgt 

n(r  cosq>  —  m) 

a.  =  arc  cos  —^ ~ ~. 

'  r  X  stn  q> 

Ks   ist   also  die  dnrcb  das  von  P  aas  sichtbare  Stück  des  zn  M  P  senk- 
rechten Schnittkreises  erzeugte  Intensität 
«1 


/   I  n-\ — {x  sinq>  cos  <f>-— neos  tp)    | 

J^  =  iJr^sing>dq,/  f"^^    ,       . rr, 

■  «/      L      (m  +'"  —  2  mrcostp)!^       J 


da 


0 


2Jr'sinq>d<p  j  n(r  costp  —  m) 


17- .  <«  (m  —  r  cos  (p)  arc  cos  — 


«(iii'+r^  —  2mr  costpy^»'  |  rx  sintp 

-{■j/r'ic'sin'ip—  n'(r  cosip  —  m)*\ 
und  demnach  der  ganze  sweite  Theil  der  Intensität: 

5)      J  =  /  ,    g  ,     , s rr-y/r*a:»«n«gi  — n'(rcosqp  — m)» 

'  "    /  ("»+'■— 2inr  CO«?))'»  f  t  v  -r  / 

.  nircostp—m)! 

A-nim  —  rcosajarccos >  doi, 

■'      ^  rxsmcp      \ 

wonn   9^=  areeo$\ I,    qp,  =  arccoÄ  I  —  I  ist. 

Das  hier  anftretende  Integral  ist  nun  also  uSfaer  zu  nntersnchen. 
E!s  mag  hier  gleich  eingeschaltet  werden ,  dass,  wie  man  leicht  sieht, 
fb  den  Fall,  da»  ß^  <ß<ß»  «*.  t'«'  ^iieii  J^  der  IntensitKt  gaxix  w«^- 
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fällt  und  onr  der  jetzt  näher  za  ermittelnde  Theil  J^  in  Betracht  kommt 

In  diesem  Falle  ist  übrigens 

n{m  —  rcostp) 

rx  sinq) 

za  setzen,   wodurch   eine   leicht  ersichtliche  VorzeichenSndemng  in   der 
obigen  Formel  fttr  J,  eintritt. 
Es  ist  nun 

/,    ■  ,     . ~ TT-  y/r»*'  sin' 9»  —  b'  (r  cos  <p~m^ 

n(rcosip  —  m)i 

+  n{m  —  r  costpj.arccos )  rfm 

'_' rxsmtp       (     ^ 

/sin  tpyr^x*  sin*q>  —  «'(r  cosq>  —  m)' 
— -..- ■'- "" 


sitim                                    nircosm-^m)   , 
,  arc-CQS : ' —  afp 


(m*  +  r"  —  2  ffl  r  CO«  qj)Vi 

/*  smtp 

^  nm  §  — 5— — s — = -Tj-  ,  du.  Luo  —         -;— 

/  [mr-^t^  —  ^mr  cogtp)h  rw  smtp 

/*  ginmeotq»  nirroKw  —  tn)  , 

^nr   §  \ -„j- .  arccos  — : dtp. 

J  (m'  +  r*  — 2mrcoscp)'*  rxsmtp 

Bezeichnet  mau   der  Ktlrze  halber   das  ganze  unbestimmte  Integral 
der  linken  Seite  mit  Z  und  setzt  ferner 


■o  bat  man 

i*sinmA  ,  Csina  nlr  co» tp  —  tn)  ^ 

Zs^l       JL     dip-\-nm  I  —~  .  arccos  -^  ,  'dtp 

riinmcosw               nircostp  —  m)  , 
;;= .  arccos : atp. 
B'                         rxatnip 

Es  ist  also  zu  nntersnchen 

Nach    der  Begel   der  theilweisen   Integration,    indem  man   nBmlieh 

sinai      du        ,  .    . 

-=j-=  — ,   As=v  setzt,  erhält  man 

„.  fsin  m  n  (r  roJt  q)  —  m)    , 

8)  I  -—5^  ,  arccos  — : dm. 

t/     B'  rX  Stn  fp 

Setzt  mau 

sin  m      du  n(r  cos  w  —  m) 

— -j-  =  — - ,      arccos  ~ : =  V, 

B'         dfp  rxstntp 

80  ergiebt  sieb 

/sinn                 ntrcosm  —  m)    , 
—=:f-  .arccos — -dm 
B^                       rxstntp 

1 


mrB 


.  arc  cos 


n{rcostp  —  m)       n    P     dtp  n  /^coiy.dy 

rxsin^  mj  AB^tinip      rj  ABsi»^' 
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_»  Ciint^.cosrp  n{r  cosq>  —  m)    , 

•J  I  -= ,  arc  cos a  tp. 

J  ß"  rxstntp 

,     ,  sinw.cosqi      du  n(rcosw  —  m) 

Indem  man   =;= =  -— ,   nrccos — ; =v  setzt,    folgt 

B^  dq>  rx  Stn<p  >         o 


/ 


sin  tp  costp  n  (r  cos  q)  —  m) 

-7;; .  arc  cos  — ■ — dm 

B'  rxstnip 

1        m'+r*— 2  mr  roS(p  n{rcostj>  —  m) 

— 5-i. ' ~- — —  .  arc  cos : 

m*r*  B  rxsmq> 


■♦      «.. 


■)    /'     d(p  n(m'+2r")    Ccostpäq)       n    I'situpdip 

'  J  A  B  sm<p  m  r"        J  A  ß  $inq)       r  J       AB 

Daimns  folgt  nno 

™  A     ,  n(r  —  mcoßw)  n(rcosw  —  tn) 

^  = =  +  -^^ 5^5 — ^-^  .  arccos ~-~ 

mrB  m^B  rxsin<p 

f'sintpcostpdtp     n'{m'-{-r^  /'     dtp         2rn*  /'costpdtp 

J  AB  m'        /  ABsinip       m  J  ABsinip' 

Die  drei  hierin  aoftieteuden  Integrale  lassen  sich  anf  elliptische  reducircn. 
FQhrt  mau  nämlich  die  Integration  ans,  so  findet  man  für  AB  die  War- 
s«I  ans  einer  Function  dritten  Grades  von  cosip,  nnd  setzt  man  dann 
eostp^z,  80  erbSlt  man 


/sintp.cotqi.dq)  _        P 


i.rfi 


f 1? =-[- 

J         ABsintp  J   y 


dz 


1-2« 


yA^  +  A^t  +  A^z^  +  A^z^ 
z.dz 


COSfpdtp         _       j  1— z* 

ABsmq>       ~   J  f/A^+A^z  +  A, 


z'+A^z'^ 


■»■ 

worin    Äff ...  A^    die    bei    der    angedeuteten   MnltipÜcation    entstehenden 
CoefHeienten  bedeuten. 

Die  Rednction  dieser  Integrale  anf  Kreisbögen ,  Logarithmen  nnd 
die  drei  Normalformen  elliptischer  Integrale  habe  ich  nach  bekannter 
Methode  ansgeführt.  Da  jedoch  die  Rechnung  sehr  langwierig  ist,  nichts 
Interessantp-s  bietet  and  die  Anwendnng  des  erhaltenen  Resnllats  sehr 
mtthaam  sein  wQrde,  möge  es  gestattet  sein,  diese  Reduction  hier  weg- 
solauen  nnd  zd  einer  NSherangsmethode  überzugehen. 


Hfthemngimethode. 
Ea  werde  saDidiat  wieder  die  dttrcb  eine  Kugel  beleuchtete  Kbene 


(Kg.1). 
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Fflr  den  Punkt  A  der  Ebene  ist  die  Intensität,  welche  dnrek  ein 
Element  der  KngetflSche  erzengt  wird,  für  alle  anf  einem  zn  AM  senk- 
rechten Schnittkreise  liegenden  FlKcbenelemente  constant.  Diese  Elemen- 
tarintensiUit  ergiebt  sich  aas  der  für  /«  gefundenen  Formel,  wenn  man 
x&sO  setzt.  Wird  das  Flächenelement  der  Kngel  kurz  mit  rf/"  beseicb- 
net,  10  findet  man 

dJ=J.df.{a  —  r  co$tp).(a'-^r^—  2  arco«qs)~'/i. 

Es  soll  nun  das  Oesetz  gefunden  werden,  nach  welchem  sich  diese 
fHr  einen  Kreis  conatante  Elementarintensität  von  einem  Kruse  zum 
nftebsten  ändert. 

Um  den  Funkt  ^  denke  man  sieb  eine  KngelflKche  mit  dem  Radin« 
1  beschrieben  und  in  Flächen elemente  zerlegt,  welche  in  Kreisen  an- 
geordnet sind,  deren  Ebenen  senkrecht  zn  AJtt  liegen.  Macht  man  ein 
solches  Element  df^  zur  Basis  einer  unendlich  schmalen  Pyramide,  deren 
Spitze  in  A  liegt,  so  schneidet  diese  Pyramide  ans  der  leuchtenden  Kngel- 
flSohe,  wenn  sie  dieselbe  Überhaupt  trifft,  ein  Fläcbenelement  von  gewisaer 
Grösse  heraus.  Berechnet  man  dieses  Element  nnd  setzt  es  an  die  Stelle 
von  df  in  obige  Formel,  so  erhält  man  offenbar  das  Gesetz,  nach  wel- 
chem sich  die  Leuchtkraft  von  Kreis  zu  Kreis  in  der  Scheibe  ändert, 
als  welche  die  leuchtende  Kngel  von  A  aus  gesehen  erscheint.  Um  die 
GrBsae  dieses  Flächen  Clements  zu  bestimmen,  bat  man  den  Neigungs- 
winkel der  anf  AL  liegenden  Flächenelemente  beider  Kugeln  zu  ermitteln, 

dfi  durch  den  Cosinus  dieses  Winkels  zn  dividiren  nnd  mit  AL    zn  mal' 
tipliciren. 

Der  Neigungswinkel  der  beiden  Flächenelemente  gegen  einander  ist 
gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Kogelradien  =LMhA  =  LMNA^ 
und  es  ist 

asintff  I  uvi  a  costp  —  r 


sin  L IUNA  =  ■         T- ,  also  cos  LJUNA  =  -^ - 

ya* -i-r'-~2arcos<p  -  ya*  +  r*  —  2 u r  cos ip 

Ferner  ist 

AL  ^Aü   =a»-|-r'  — 2arcosm,    also  rf/=  (i/, .- — ^ — -^-^. 

^  acos^  —  r 

Die  Einsetanng  in  obige  Formel  ergiebt 

6)  AJ^JH^.t=l^l_ 

*   aeos<p  —  r 

Diese  Formel  zeigt   die  Aenderung   der  Lencbtkraft  in   der  schein- 
baren Scheibe.     Das  Minimum  von   dJ  findet  fär  9>  =  0,   d.  fa.  im  Cen- 

tmm  statt;  mit  wachsendem  rp  nimmt  dJtn  und  wird  für  tp^arccos  —  ^ 

a 

d.  h.  am  Rande  der  Scheibe  unendlich. 

Wenn   r  klein  gegen  a  ist,   so  kann  man  die  Central projection  der 
leoebtenden  Kugel  anf  die  am  P  beschriebene   Kngelfläche  näherungs- 
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«»  Csm  q> .  con  ip  n{r  cos  (p  —  m)    , 

^ß  f  -s ,arccos- — : acp. 

J  ß*  rxsintp 

,     ,  sinw .cosw      du  n[rcos(p  —  m)  .  , 

iDdflm   man    == =-;— ,    nrccos— —~ — -  =  y    getzt,    folgt 

B^  dqi  rxstntp  * 


/ 


sm(p  costp  n{r  costp  —  m) 

-rrz .arccos^ : dcp 

B^  rxstntp 

m'+r"—  2  mr  cosip  n(r  costjt  —  ml 

arccos 


m'r*'  B  rxsimp 

i»(2m*  +  '^)    /*     dtp  n(m*+2r')    rcostpdtp       n    i*sint(tdtp 

Hi'r        J  A  B  simp  mr*        J  A  B  sin(p       r  J       AB 

Daraus  folgt  nan 

mrB  m*B  rxstntp 

Psin<p  costp  dfj}     n'(m^-\-r*)  /"     d<p         2rn*  /'costp d(p 
"*"""[/  ÄW  ^i^J  ABsintp'^~m~J  ABsintp' 

Die  drei  hierin  anftretenden  Integrale  lassen  aich  anf  elliptische  redacircn. 
Fflfart  man  DSmlich  die  Integration  ans,  so  findet  man  t^r  A  B  die  War- 
h1  ans  einer  Fanction  dritten  Grades  von  costpt  und  setzt  man  dann 
c««q»^z,  80  erhält  man 

i.dz 


/  sinw.  co$tp.  dtp  C 


dz 


/dtp  I  1-t» 

/cotip  dtp        _       j 
ABsintp       "   J  y 


z.dz 

1-2« 


worin    Af,...A^    die    bei    der    angedeuteten   Mnltiplication    entstehenden 
CoflfBeienten  bedeuten. 

Die  Rednction  dieser  Integrale  auf  Kreisbögen ,  Logarithmen  und 
die  drei  NormRlfonnen  elliptischer  Integrale  habe  ich  nach  bekannter 
Methode  ausgeführt.  Da  jedoch  die  Rechnung  sehr  langwierig  ist,  nichts 
Interessantea  bietet  nnd  die  Anwendung  des  erhaltenen  Resultats  sehr 
mBhaam  sein  würde,  möge  es  gestattet  sein,  diese  Reduetion  hier  weg- 
salasien  und  zu  einer  Nähernngsmethode  überzugehen. 


Hfthenmgnuethode. 

Ea  werde  zanKchst  wiednr  die  durch  eine  Kugel  beleuchtete  Bheoe 
bfltnebtet  (Fig.  1}. 
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CosiDQB  des  mittlerea  Eiafiillawinkels  würde  hier  einfftcb  —  n  betraehtan 

Hl 

BeJD  und  man  hätte  »lao  die  anuKhemd  richtige  Qleicfanng 

dJ  =J  af.  .  . -z^r  ■_ -■■ ^- • 

'     m    m[m2>  +  j/(r»-m»2»)(l-j»)J-r» 

Die  dareh   die   ganze   Scheibe   bervorge rufen e   IntensitSt  wäre  denmaeh 

annähernd 

r 

m  

2jiar  /'r(m-»iz<-/r»-(m»+r«)i«+m>2*)rfr 


\j^j      /% 


0 
Mit  Hilfe  der  Snbatitution  x'  —  y  findet  man 

/t(m-mi>-Ä)d«         1     lm>-r>    ,        [     m^  +  r'   ,      ,,.         1  t 

-^ i „.     '   ,  =5— ii-s -log.] s \-m*z*-i-mR\~it\. 
m[fm*-\-R\  —  r*       2m>'    2m         ^    L          2       ^  ^       J         »* 

wenn  nämlicb  der  Kürze  halber 


j/r»-{m»+r«j2»  +  w"«*  =  Ä 
gesetzt  wird. 

Daraus  ergiebt  sieb  fUr  das  bestimmte  Integral  der  Werth 

2i-[''  +  ^-'^-(^r)] 
and  daraus  folgt  schliesslich 

Diese  Formel  stimmt  mit 

tiberein   fUr 

m*  —  r'          m-\-r  ,           2mr         ,       m  +  r 

r  =  -——.log.'---  odvr              ^  =  ^°g-Z— 1* 

/m              m  — r  m*  —  r*              m  —  r 

eine  Bedingung,  die  ihrer  Erfüllung  mit  gegen  r  wachsendem  n  aieh 
sehr  schnell  nähert.  Eis  ist  damit  die  Znlässigkeit  der  hier  angewandten 
Betrachtnngsweise  (tir  einigermassen  grosse  Entfernungen  naehgewieaen. 
Betrachtet  man  nnn  wieder  einen  Punkt  der  beleuchteten  Kngel, 
dem  ein  zwischen  |3,  und  ^,  liegender  Wertb  von  ß  entspricht  (Fig.  3), 
so  schneidet  die  in  einem  solchen  Paukte  an  die  beleuchtete  Kngel 
gelegte  Tangenten  ebene  von  der  leuchtenden  Kugel  und  somit  auch  von 
der  als  ebene  Kreisfläche  betrachteten  Projection  der  letxteren  anf  die 
um  P  beschriebene  Kugel  ein  Segment  ab.  Man  wird  nnn,  dem  Alther 
Gesagten  entsprechend,  in  der  Sehne,  in  welcher  die  Tangenteneboie 
die  kreiafbrmige  Scheibe  schneidet,   eine  zu  letzterer  senkrechte  Ebene 


* 


m  vTricfalPD  und  ilBt  durch  letztere  tod  dem  früher  orwltbuten  Routiuna- 
irpvr   ■hg«6clinttteni'  StHek  su  ennitteln  linbon.     Du  Volantpn  des  &b- 
aholUen«a  Stßckes  gif<bt,  mit  dem  Cosinus  du  mitüeren  Eiufallfiwio- 
BUltiplicirt,  ftDoHlicrod  die  gosncltte  iDtousiUl  an. 
Als  aitllerrn   EiDfalliwiukel   wird   mau   den  Wickel  der  Nonnaleu 
Ebene   mit    einer  Linie    zu   verslehpo  babeo,    die  man   crbXIt,    wouD 
den   Sobwerponkl    dos   äbgcdcbuilteuen   Tbeils  fies  KotationskörpnrB 
die  Ebene  der   krciftfärmigen  Sebeibe  projieirt  und  diese  Projectioo 
dem  betrachteten  Punkte  P  T(>rbindet. 

Wollt«  man  nun  dicoe  Recboung  mit  Zugrunde tegang  der  unter  7a) 
'grgebraen   MeridiaDCQrvB  dnrcbfQbron,  so  wOrde  die   Berechnung  anaaer- 
lanUieh   complicirt    werden    and   einigermassen  fibersiebtliehc   ResallntA 
sht  ergeben.     Es  soll  daher  diese  Cnrve  durch  eine  einfacbero  ersetzt 
'crden* 

Am  nioluiien    würde    es   liegen ,    die   IntensitJlt  in   der  scheinbaren 
eheib«*    nAbernogsweitie    als    amgekebrt    |irr>por1ioual    dem    Cosinne    dea 
^iokeb  ^  an  betrachten,    vas  bei  unendlicher  Entfernuug  deit  betencb> 
Punktes  genao  der  Fall  ist.     Mau  biltte  dann  ku  setzeu 

,j.j„,.J -JM^ ■ 

*    CO'ip      n:'-|->/(r>-o»x«)(l-t») 

lnÜM*«n  führt  auch  diese  Gleichung  nioht  xu  dem  gewünschten  Ziele 
und  es  mQge  daher  an  die  Stelle  der  durch  7a)  angegebenen  richtigen 
Curre  ein  Viertel  einer  Ellipse  als  Meridiancurve  RDgenommen  werden. 
IVie  Ellipse  ist  so  zu  bestimmen ,  dass  sie  für  die  Mitte  der  Scheibe  die- 
■»Ibe  InlensttAt  wie  die  richtige  Curve  ergiobt,  dass  sie  ferner  das  im 
Endpunkt«   des  Radius   auf  diesem  errichtete  Perpendikel   berührt   und 

dsM    Bcbliosslich    das   Volumen   des   ganzen   Rotationskörpers  = J, 

d.  h-  gleich  der  durch  die  ganze  Scheibe  im  Pnnkte  A  wirklich  erzeogten 
Ittl^psimt  iaL  Die  Gleichung  dieser  Ellipse  ist  —  wenn  man  a  durch 
■i  eiMUt  — : 

Wie  Fig.  4,  in  welcher  die  richtige  Cnire  durch  ad  (fUr  avIOr)^ 
lüa  PJlips«  dnreh  ac  dargestellt  ist,  zeigt,  ist  die  Abweichung  beider 
OmrcD  TOQ  einander  allerdings  nicht  ganz  unbedeutend.  Indessen  wird 
■■0  anf  eine  augenllherte  Kichtigkett  der  Be«nl(ate  hei  Anwendung  der 
Bfipee  douuc^ch  reclinen  dürfen,  dn  der  Unterschied  zweier  entsprechen' 
Ab  Abtdioitte  der  beiden  Rotationskörper  jedeofalls  vorhSllnissmAssig 
rM  germgM  ist,  als  der  Unterschied  der  Abschnitte  der  durch  die  Cur- 
f*a  begrenzten  Flüchen,  Ueberdiee  mag  berUckaichtigt  werden ,  dass  die 
IvteotitJiten ,   welche   in  dem  hier  batrachteteu  Bezirke  der  beleacbt 
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Kngel  aaftreteo,  flberbanpt  sehr  klein  wird  gegen  diejenigen,  welche  in 
der  NSfae  der  CeDtralen  erzengt  werden. 

Bezeichnet    man    mit   p    den   senkrechten    Abstand   der  trennenden 
Sehne  vom  Hittelpunkte  der  Scheibe,  so  ist,  wie  man  leicht  erkennt, 

n  a  cosß  —  r 


»"      yä'+f  —  Zaxcosß 
Es  sei  nan 

I)  ß,<ß<ßo- 

In  diesem  Falle  ist  weniger  als  die  HSlfte  der  Scheibe  verdeckt.  £b 
ist  nun  zun&cbst  die  durch  die  volle  Scheibe  vom  Radios  p  erzeugte  In- 
tensität Jj  an  ermitteln.     Diese  ist 

P 
Ji  =  231 J  (z  U~-yV*-m*z^\  dz.cosX 

=  2njhp*-- 1^     m_P2_    ^„y;^ 

wenn  der  erwähnte  mittlere  Einfallswinkel  vorläufig  mit  k  bezeichnet  wird. 

Für  Punkte  der  Seheibe,   deren  z  zwischen  p  und  —  liegt,   ist  die 

tn 

Elemen tarin tensität   mit    dem  Bogen    (n  +  2arc»n  — ]    zu   multipliciren. 

Die  durch  den  äussern  Theil  der  Scheibe  erzongte  Intensität  J,  ist  also 

f 
m 

J,  =  y  /«  U  -  -  ^r»— m»:")  («  +  2  arcsin  ^\  dz  .  cos  k 

P 

:=  y  JJ^  [2 r3  -  2p'  m'r  -  (r»  _  w. V*)'''] 

T 

m 
+  2  /r  (4-  -  yr'-m'z'). arcsin  ^dt\  cosk 

P 
und  demnach  die  gesammto  Intensität 

J  =  J^  +  J^  =  y  j^  [2  m VV  +  Cr»  -  mV»)'/>] 

r 

m 

+  2/1(4-  -  yr'^m^zA.orcsin  ^  dz)  coti. 


Setat  man 
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x\4 — ~yr'^m'z']  =  ~,     aresin  — e=v. 


(4-i,^wr.)=l-:, 

•0  &idet  man 

/  2(4 yr*  —  m' 2' j . arc sin  —dz 


[..+<-^-]..... 


z 


Darana  erhftlt  man  für  das  bestimmte  Integral  den  Werth 

and  faieTauG  endlich 

\m^  r         m'  \mr       "im        2r/' 

Es  ist  also  nun  cosl  zn  ermitteln. 

Für  den  Abstand  s^  des  Schwerpunktes  des  hier  in  Betracht  kom- 
menden Theils  des  Rotationskörpers  von  der  Axe  desselben  findet  man 
leicht 


*.  = 


(r« -  m V')'/*  f  8  - 1^  /r»-  m»p»] 


Sm{j,{dr*-^mrp  +  ^'^\~4rKarccos^-\-4mpyr^-m*p'] 

nnd  man  hat  sodann 

8  a)  cosi  =  s^-\-p. 

Setzt  man  noch  für  p  seinen  Werth   — ,   so  erhSlt  man 

m 

«''^  '' TT J^ r =r 

3»i  [jj  (  3r»- f  rn  +  ^-j-4r».flrf  CO«- +  4n/r»-nM 
and  schliesslich 

8)   J  =  — ,J4r».ff«««-  +  4n^r»-n"+jr(f*-|rn  +  ^)jcosA. 
Ist 

u)  A<^'' 
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so  ist  mehr,  als  die  HKlfte  der  Scheibe  verdeckt.     J^  tritt  in  diesem  Falle 

nicht  anf,  ond  da  die  Elementarintensität  mit  dem  Bogen  In — 2arctm-sj 

zu  mnltipliciren  ist,  ist  der  zweite  Theil  von  J,  negativ  an  nehmeD. 
Man  gelangt  dadnrcb  zn  der  Formel 

9)  J  =. ^A- 4r^.  aresin  j- 4h y^^^^-\-n(r»  +  irn-^)i cos X, 

welche  flieh  ans  der  für  den  ersten  Fall  gefundenen  ergieht,  wenn  man 
n  negativ  nimmt.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes  dea 
hier  in  Betracht  kommenden  Abschnittes  von  der  Axe  des  RotationakSr- 
pers  mit  Sj,  so  bat  man  zn  setzen 

9a)  cosk=s^ — p 

und  fQr  den  erw&hnten  Abstand  ergiebt  sich  die  Formel 

,,,  (^■-n')v-.[8-|-;/;^7.] 

Ffir  ß^  ßo  ergiebt  sich  die  sehr  einfache  Formel 

Znr  Berechnnng  eines  Beispiels  habe  ich  die  Zahlenwerthe 
r=l,     r  =  10,     a=100 
gewählt.     Darans  folgen  die  Werthe 

|5,  =  83"  41'  4,86",     |3o  =  89"  25'  31,18",     ^,=  95"9'  48,99". 
Ans  Formel  3)  erbftit  man  die  Zahlen 


^  AO 


för  |3=0 
i  =  0,06411 


15° 
Ü,061S4 


30" 
0,0552J 


45"  60"     1     75" 

0,04474  0,03125!  0,01575 


83"41'4,86" 
0,00632 


Ferner  folgt  ans  8)   für  p=86"30'  der  Wertb  "7  =  0,00363 

nnd     „    ^  =  89"25'3I,18"„         „       „=0,00149 
nnd  aus  9)     „    /3  =  92"30'  „         „       „  =0,00028 

nnd     „    ^  =  95  09' 48,99'  „         .,        „  =0,00000. 
Die  diesen  Wertheo  entsprechende  Curve  ist  in  Fig.  5  dargestellt. 


Untenaehnng  der  Intensitätsvariation  im  Halbsohatton  der 
beleachteten  Kngel. 

Im  Abstände   |   von  SR,   dem  Mittelpunkte  der  beleuchteten  Kngel, 
4ttreh   den  Schatten   ein  Schnitt  senkrecht   zur  Axe  gelegt  (Fig.  6). 
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z\i yr'—m'z')  =  ^,      aresin  —  =  », 


■o  findet  man 

j  j/4 |/r' ^m*z'). arc sin  —  dz 

Ä  I  2 1*  +  i = ~    .  arctm— 

L  m'r         J  2 

r»  .   (r»+'"V)»'-2r'p« 

+  —  .  arcnn — 3   -  ■  ;-=: 

;>  r'^r"  — ffl'p') 

D&raus  erhält  man  für  das  bestimmte  Integral  den  Wertli 

w*  r  m  2  im*       2m        2r  m'^r        J 

nDd  faieraas  endlich 

-        -Ur"  .   mp  ,   4p    .  .,         .,   ■  ,      /r*       3rp      »ip"\)  , 

Es  iet  also  nnn  cosX  zn  ermitteln. 

Fttr  den  Abstand  s^  des  Schwerpunktes  des  hier  in  Betracht  kom- 
menden Theils  des  Rotationskörpers  von  der  Axe  desselben  findet  man 
leiebt 

3mL(3r"-4mrp  +  i^)-4r«.orrros^  +  4i/ipj/r>-mVl 

und  man  bat  sodann 

8  a)  cosXs=s^-\-p. 

Setzt  man  noch  fUr  p  seinen  Wertb  — ,   so  erhSlt  man 

m 

Hb)    »j  = 


nnd  aebliesslich 


3/«[:i(3r»-frn  +  ^  -)— 4r«.arccoÄ-  +  4n^r*-n''] 
lieh 
8)    J  =  — ,J4r".flrc«n-  +  4nKr*-««  +  ff(r»-frn  +  ^)jcosÄ. 

Ist 

")  ßo<ß<ßt> 
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Die  Betirke  der  vier  Phasen  im  Halbschatten  sind  in  Fig.  7  angegeben. 
Bei  der  Begrenzung  dieser  Bezirke  kommen  folgende  Absräsaea  in  Betracht, 
deren  Bedeutung  ebenfalls  aus  Fig.  7  und  Fig.  78  zn  ersehen  ist: 


'  t  ^o«-r»+f/a*-(r-r)» 


an  I4  gehört  die  Ordinate 

arx 

''*  ~  tr  _  r)  y'^^^^  -  X  ya'~(r-x/ 

Es  soll  nnn  für  jede  der  vier  Phasen  die  bestimmten  Werthen  von 
p  und  if  entsprechende  Intensität  gefunden  werden.  Die  Einnihmng  der 
Ellipse  als  N&hernngscarve  fährt  in  diesem  Falle  aaf  unbequeme  elUp- 
tische  Integrale;  es  soll  daher,  um  zu  übersichtlicheren  Formeln  au  ge- 
langen, an  die  Stelle  der  genauen  Curve  ein  Parabelstflck  gesetzt  werden, 
dessen  Scheitel  und  Scheiteltangente  mit  dem  Scheitel  und  der  Scheitel- 
tangente  der  richtigen  Curve  zusammenfallen,  und  das  so  zu  bestimmen 
ist,  daas  die  der  ganzen  Scheibe  zukommende  Lenchtkrafl  nicht  verändert 
wird.  Als  Gleichung  der  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Parabel 
findet  man  leicht 


worin  m  =  y{a-\'^f-\-tj*  ist.  Da  für  die  Punkte  des  Schlagschattens  die 
Ordinate  1]  immer  als  klein  gegen  a-f-£  zu  betrachten  ist,  kann  man 
ohne   merkbare  Abweichung   für   alle  Punkte  des  Schattens  den  Cosinas 

des    mittleren   Einfallswinkels   ^ setzen,    ohne   auf  die   Lage    dea 

m 

Schwerpnnktes  des  sichtbaren  Theils  der  Scheibe  Rücksicht  zu  nehmen. 
Man  kann  diesen  Factor  von  vornherein  in  die  Gleichung  der  angenom- 
menen Parabel  einfügen  und  dieselbe  schreiben 


"=^(°+«[^+>-4 


Es  muss  nun  für  jede  der  vier  Phasen  die  IntensitXtsformel  gefnn* 
den  werden. 

Phase  I  (Fig.  S).    Zunächst  ist  ein  voller  Kreis  vom  Radius  {p  —  p) 
in  Rechnung  zu  ziehen.     Das  unbestimmte  Integral 

ergiebt  für  die  Grenzen  0  und  p—Q  den  Werth 
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j,  =  „/(»+ä)(;,_,)'(i+::ii£z^'). 

Für  p  — p<«<-  ist  die  ElementarinteQsitJtt  zn  maltipliciren  mit 

Die  durch  den  ansserhalb  des  Radtns  p  —  f  gelegeoen  Theil  der  Scheibe 
oxengte  iDteDsitXt  ist  demnach 

r 

P-9 
Tss  sich  redncirt  anf 


r 

m 


^fi^^» 


+  2  I  z{-  +  ^z^).arcsin^:^^^dz). 


P~9 
Demnaeb   ist  die  volle  Intensität 


r 

/l    ,  2ffl  ,\      rfw  p«+:8— fl*  ^    , 

SeUt  mau  tl — — -z^]—--,    arc $in -r ^  — »,   so  findet  man 

\m       r*     J      dz  2p  z 

Setxt  man  ferner  j/—  2*  +  2i* ip'+y-J  —  {p^—t/^  —  R,  so  findet  man 
Ferner  ist,  wie  man  mit  Hilfe  der  Substitution  z*  =  y  findet, 


arcstn »,"---- 

2pe 


grf«— fcrift  t  lUUiMutlk  «.  Fh/ilk  XXTH,  3. 
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Folglich  ist  n, .»     „  j4«.  j«  _^i  ^_  p« 

=  2^  +  71-)"-"'"      2,z      +2U+-7^+7r)"'-"-"      2p, 

HierAQS  ergiebt  aicb  für  das  bestimmte  Integral  der  Werth 
ffl 

and  so  ergiebt  sieb  schlieselich 


giJ^  ^   Im'  r*'   ^    '  "^  'j  2pQ 


m 


+  i[|  +  "(i''+5p')].//-(£)'+2(!;)",,.+p')-.p'-pvj. 

Phase  ir  (Fig.  9).     In  diesem  Falle  tritt  J,  nicht  auf;  J,  ist  zwi- 
schen den  Grenzen  {p— p)  und  -    zu   nehmen   und  man  erhSlt  dadurch 

m 

dieselbe  Formel,  welche  filr  Phase  I  gefunden  wurde. 

Phase  III   (Fig.  10).     J,    fttllt  hier  ebenfalls  weg;   /g  ist  zwischen 
den  Grenzen  {(f—p)  und  (p+p)  zu  nehmen  und  dann  tritt  noch  die  In- 
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teDsitAt  Jg  bioza,   velche  darcb  den  änssoren  vollen  Ring,    fSr  welchen 

:  zwischen  den  Grenzen  Q-\-p  und  —  zu  nehmen  ist,  erzeugt  wird. 

m 

Mit  Hilfe  des  bereits  berechneten  nnbestimmten  Integrals  findet  man 

leicbt 


und  ferner 


et 


BchliesBlicb  also 

Phase  IV    ^Fig.  11).      Hier   besteht  J   ans  J,,  J,  tind  J,;   J,   ist 
xwischen  den  Grenzen  0  und  p  —  Q,  J^  zwischen  den  Grenzen  p  —  Q  nnd 

p  +  Pi    J*  zwischen  den  Grenzen  p-\-Q  nnd  —  zu  nehmen.    Man  gelangt 

m 

anf  diese  Weise  zn  derselben  Formel,   welche  soeben  für  Phase  HI  ge- 
funden  worden  ist. 


Die  nach  den  soeben  abgeleiteten  Formeln  für  einen  Pnnkt  des 
Halbschattens  gefundene  Intensität  ist  die  BestrahInngsstHrke  eines  durch 
diesen  Pnnkt  gehenden,  senkrecht  zur  Centrale  beider  Kngeln  gerichte- 
ten  Fläcbenelements. 


Beispiel  (Fig.  12). 

Es  sind  aucb  hier  wieder  die  Werthe 

t=l,     r  =  10,     o=I00 
gewählt  worden.     Daraus  ergeben  sich  die  Werthe 
lo=-0,n,  |,  =  -0,01,   |,  =  0,09,  13  =  11,111,..,  1^  =  24,93737... 

Es   siud   nun   verschiedene  Werthe   von   §  nnd   für  jeden  derselben 
verschiedene  Werthe  von   ij   angenommen   nnd  die  zugehörigen  Grössen 

der  relativen  Intensit&t  -j   berechnet  worden. 

Die    grösser    gedruckten    Werthe    von    r]    entsprechen    den    Dnrch- 
schnittspnnkten  mit  den  Tangenten  FC,  MA  und   (/ff, 

1=1. 
i/  =  0,914        1,010         1,115 

j—     0  0,0356  0,0616. 


84  Deber  die  Bestrahlung  einer  Kagel  darcfa  eine  Kugel. 


S  =  4. 

V  = 

0,643 

0,84             1,040 

1,24          1,446 

J 
J  ~ 

0 

( 

DjOlGO           0,0328 
1-7. 

0,0458           0,0681. 

tj  = 

0,371 

1 

0,7             1,070 

1,4            1,777 

J 

0 

( 

3,0139           0,0317 
1=11,111. 

0,0440          0,0549. 

t)  = 

0 

0,66              1,111 

1,66         2,231 

J  " 

0 

0,0176           0,0316 

0,0412         0,0609. 

S=15. 

1J  = 

0 

0.2 

0,351         0,75 

1,16        2,00     2,661 

J  _ 

J  ~ 

0,0253 

0,0248 

0,0238      0,0269 

5  =  20. 

0,0317      0,0414     0,0475. 

1)  = 

0 

0,4 

0,803       1,2 

1,7           2,54        3,213 

J  _ 

J  " 

0,0330 

0,0323 

0,0306      0,0312 

i  =  24,937. 

(',0341      0,0397      0,0436. 

V  *= 

0 

0,6         1,249         2 

3            3,758 

J  _ 
7~ 

0,0340 

0,0334        0,0314       0,329       0,0373         0,0402. 

1=30. 

n  = 

0 

0,6 

1,2       1,707 

2,6          .%5       4,317 

,1 

j  " 

0,0330 

0,0330 

0,0321      0,0308 
1  =  35. 

0,0321      0,0350     0,0371. 

V  = 

0 

0,7 

1,4      2,058 

3           4        4,870 

J 

0,031  C 

0,0313 

0,0300     0,0298 
6  =  40. 

0,0303      0,0328     0,0344. 

*j  = 

0 

0,8 

17       2.611 

3,5            4,6        5,422 

J 
7~ 

0,0298 

0,0297 

0,0291      0,0281 
1=45. 

0,0288     0,0307      0,0320. 

V  = 

0 

2             3,0(i2 

3,8             5,974 

.1 
1 

0,0282 

0,027r»          0,0267 

0,0271           0,0298. 
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Mit  HiUe  dieser  Ordinalen  sind  die  Curven  gezeichnet  und  sodann 
die  Isophotfin  auf  eine  sieb  von  selbst  ergebende  Weise  darane  constrairt 
worden,  üie  Pnnkte,  in  denen  die  Isopboten  die  Tangente  Q' B'  ecbnei- 
den  ,    werden  mit  Hilfe  der  Formel  2)  bestimmt. 

Die  Intensität  in  einem  Pankte  der  Äxe  wird  leicbt  gefunden,  indem 
man    in   Gleicbnng  II)    ;)  =  0  setzt  nnd  ferner  für  m  und  (>  die  Wertbe 

(a-4-^}    nnd  -r  setzt.     Man  erhKlt  die  Formel 

•'» = *'^''+ ^^ "  )(^+iy^  ~  Fkh)  "  ~  ■  Ff- 

Die  Carve,  welche  in  dieser  Gleicbnng.  enthalten  ist^  liefert  die  Punkte, 
in    welchen  die  Isopboten  die  Axe  schneiden. 

Die  Intensität  in  einem  Punkte  der  dea  Kernschatten  begrenzenden 

Tangente  Q' B'  erhält  man,  wenn  man  in  Gleichung  11)  —  =p+p  setzt. 

Die  Cnrvti  der  Intensität  in  der  erwähnten  Tangente  dient  znr  Ermitte* 
Inng   der  Spitzen  der  Isopboten. 

Die  so  gefundenen  Isopboten  sind  natHrltcher weise  als  Meridiancar- 
▼en   der  Flächen  gleicher  Helligkeit  zu  betrachten. 

Weicht  ancb  die  eingeführte  Parabel  von  der  in  7a)  gegebenen  rich- 
tigen Cnrve  nicht  nnhedentend  ab,  so  sind  doch,  wie  man  ans  dem 
ausgeführten  Betspiele  sieht,  die  Intensitätsverinste,  welche  durch  die 
verdeckende  Kngel  herbeigeführt  werden,  bei  grösseren  Wertbeu  von  \ 
überhaupt  nicht  so  bedeutend,  dass  eine  massige  Ungenaaigkeit  dieser 
Verluste  sehr  wesentliche  Unterschiede  in  der  sich  ergebenden  Intensitäts- 
▼ertheilnng  nach  sich  ziehen  könnte;  and  da,  wie  ans  der  Figur  ersieht" 
lieh  ist,  gerade  diejenigen  Intensitätscnrven,  welche  grösseren  Wer- 
then  von  |  entsprechen ,  auf  die  Gestaltung  der  Isopboten  den  weaent- 
licbsten  Einfluss  ausüben,  kann  mao  die  letzteren  wohl  als  der  Wahrheit 
nahe    kommend  betrachten. 


IV. 
Einige  Eigenschaften  der  Diriohlef sehen  Functionen 

^W  ^2"  ( ~ )  •  ^ '  *^®  ^®^  ^^^  Bestimmung  der  Clas- 
aen  an  Kahlen  binärer  quadratischer  Formen  auftreten. 

Von 

Dr.  Ad.  Huewitz 

In  HildMhrim. 


Hieiin  Taf.  I  Fig.  14  u.  16. 


Im  Jafare  1S49  hat  Herr  Sehlömilcb  folgende  intereflaante  Be- 
merkung gemacht*: 

„Bezeichnet  man  darch  f{s)  die  Function 

80  besteht  zwischen  den  Werthen  f(s)  und  f{l—s)  die  Relation 

A)  ni-$) « (i)'.  sin  (^) .  ns) .  /(*), 

wobei  r{8)  die  (Enler'eche)  Gammafunction  bezeichnet." 

Der  Beweiü  dieses  Satzes  wird  mit  Hilfe  eines  Theorems  aus  der 
Theorie  der  Fonrier'scheQ  Reihen  geführt.  Später  ist  Herr  Sehlö- 
milcb noch  einmal  auf  die  Gleichung  A)  zarückgekommen**,  indem  er 
sie  auf  einem  nenen  nnd  elementaren  Wege  herleitete  und  ihr  die  analog 
gebaut :  Gleichung 

hinznUigte,  wo 

w.)=i-i+^-+...+(-i)".i... 

ist. 

Zwischen  beide  VeröffentUchnngen  f^llt  der  bekannte  Anfsatz  von 
Riemann:   „Ueber  die  Anzahl    der  Primzahlen    unter  einer  gegebenen 

*  Zeitschria  fOr  Mathematik  und  Physik,  Bd.  III  S.  130—131. 
••  Dieselbe  Zeitschrift,  and,  0. 


■BpfttiidiifO'tf  i<t8;    ▼öfi  Tit.  An.  Htoßwrtk. 


■m 


I 

n 

1 

k 


GHlBfte".*     RteiDann   stfitst  hier  oeine  Unterstivliitng  aaf  eioige  Eignn- 
•cb&fkoQ  der  Faoction 

VQtfir   Anderem  leitet  er  Air  dieso  FuqcIiod  die  Gleichung  her 

**>  f(i-..,=^.co.(L').no.£W. 

Di«  Analogie  dieser  Gleichung  mit  den  llelatiooen  A)  nod  B),  oameDt* 
Itch  mit  R),  Hpria^  in  dtP  AngBo.  Wir  werden  anch  sngiRicb  sohen,  dtHs 
B1  durcli  eine  kleine  Uinftinniing  ans  C)  pfbulten  werden  kann.  Ztivur 
iBllM«n  wir  jedoch  auf  einen  wesentlichen  UnterEchied  zwiochen  d(!r 
UiomaaD'nchoa  Kelatiou  und  den  beiden  tod  Schlöinilch  angegebenen 
anfmerktiaio  macbeo. 

Die  Fauciiunen  f{a)  and  q>(s)  sind  oSinlich  fllr  alte  eomplexen 
Wertbe  ron  t  definirt.  deren  reelle  Theile  pnsiliv  sind,  denn  fSr  soluhe 
Wflrthe  von  s  convergiren  die  durch  f(t)  nnd  tp{s)  b ''zeichneten  unend- 
lichen Ueibeo;  dage^eu  ist  die  mit  £(«)  benannte  Ueibe  nur  convergpnt, 
Mb»ld  der  reelle  Theü  von  s  grßsser  als  1  ist.  WAhreod  daher  die 
Relslioncn  Ai  nnd  ß)  einen  guten  Sinn  haben,  ro  lange  der  reelln  Theil 
von  I  zwischen  0  uud  1  Uegt,  acheint  die  Gleicbnng  C)  vollkommen 
ainnloa  an  «ein 

In  der  Tbat  iHaat  sieb  aber  die  Fuuctina  {;(>),  lo  got  wie  die  Func- 
tionen /(«)  nod  <f>(s),  nach  den  GrundpHucipirn  der  moderneu  Fanctio- 
neotheorie  Ober  die  ganze  c<^mplose  Ebene  s  fortsetscin.  Dieses  wird 
I  ««liter  ttoten  geseheben;    wir   u'erdeii  dabei  Audpo.    das«  alle  dtei   Fnne- 

ttoneo    dorcban»   eindeutig    sind    nnd    das«    daher  die  ReUtiont^n    A),  ß) 

knad  C)  nir  jeden  beliebigen  cooiplexen  Wertb  von  s  giliig  sind. 
D. 
m  1111  2  2        ^ 

i        «•)-p  +  2;  +  3=  +  F  +  -   •    ""-^   2;-2''>=2J  +  4-  + 
■ 


fWf» 


I 


•e  lange  der  reelle  Tbeil  von  «  grösser  ala  I  ist,  ond  diese  Gleiclmng 
i«ut  neb  über  dh»  ganze  complexe  Ebene  i  fort  Ans  der  Beaiehang 
awitcbrn  ^i')  nnd  ^[n)  i»t  aber  erBichtlich ,  daas  die  Uelatinnen  ß)  und 
Ct  in  dür  Tba.t  wpaentlioh   daaselbe  auaaagflD. 

Bei  dem  Versnebe,  die  Relation  A)  auf  dem  Wege  zu  erhalten, 
welcher  dem  tod  Kiemann  znr  Herleitnng  der  Helatioa  0)  eingescbla- 
fnra  aoalng  itt,  gelangte  icb  zu  allgemeinen  Fortnelo,  die  von  gleicher 


*  Oetanimelte  ruathemuTische  Werke,  horiLUsgogebeo  von  IL  Wcibar,  ä. I36( 
«Qcfa  m  den  !tlwiatsb«ricfat«n  der  Berliner  Akademie,  Norember  IBftO. 
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Jede  dieser  Functionen  ist  für  alle  Werthe  von  i  definirt,  deren 
reelle  Tbeile  grösser  als  1  sind.  Zar  näheren  üntersnchnng  der  f{s,  a) 
gehen  wir  von  der  bekannten  Gleichung  ans: 


5^-/-^ 


x*-^  d 


X. 


0 

Die  Snmmation   über  alle  Werthe  n=fa  +  mk,  A  =  0,1,2,...  oo,   liefert 
die  Oleichnng 


0 

Wir  betrachten  nun,  immer  den  von  Riemann  eingeschlagenen  Weg 
verfolgend,  das  Integral 

J  e""  —  l 

wobei  die  Integration  auf  einem  Wege  ausgeführt  werden  soll,  der,  von 
dem  Funkte  -f-oo  ausgehend,  dicht  an  der  positiven  Seite  der  reellen 
Axe  herlKuft,  dann  um  den  Nntlpunkt  biegt  und  dicht  an  der  negativen 
Seite  der  reellen  Axe  zum  Ünendlichkeitspaukte  zurtlckführt  (Fig.  14). 
Dabei  soll  ausser  dem  Nullpnnkt  keiner  der  Übrigen  Unstetigkeits- 
pnnkte  der  integrirten  Function  innerhalb  des  scbraffirten  Theiles  der 
Figur  fallen,  und  bei  der  Integration  soll  der  log(—x^  so  genommen 
werden,  dass  er  ftir  negative  x  reell,  also  für  positive  x  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  reellen  Axe  den  imaginären  Bestandtbeil  —  ni,  auf  der 
negativen  Seite  den  imaginären  Bestandtbeil  -f-ni  aufweist.  Da  wir 
den  Integrationsweg  unbeschadet  des  Werthes  des  Integrals  beliebig  ver- 
aerren  dürfen,  wenn  dabei  nur  nicht  ein  Uostetigkeitspunkt  der  inte-, 
grirten  Function  überschritten  wird,  so  ist  unser  Integral  gleich  dem  auf 
folgendem  Wege  genommenen:  Auf  der  reellen  Axe  von  +  oo  bis  an 
einer  dicht  vor  dem  Nullpunkte  liegenden  Stelle  ^,  von  A  im  Kreise  C 
um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  nach  .4  zurück  und  schliesslich  wieder 
anf  der  reellen  Axe  nach  -)-  od.  Dabei  muss  A  so  dicht  vor  dem  Nullpunkte 
liegen,  dass  im  Innern  des  Kreises  C,  ausser  dem  Nullpunkte,  kein  Unatetig- 
keitspunkt  der  integrirten  Fnnction  liegt.  In  leicht  verständlicher  Schreib- 
weise haben  wir  dann: 

A 

•  1     fiC"— a)-^ 


e""—l 
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wenn    D  negativ  ist-     Dabei  ist 

K  =  l  für  />  =  !  (mod.4), 
K  =  4  in  allen  tlbrigen  Fällen."* 
Von  diesen  Sätzen  ist  nnr  III.  ans  Riemaun's  citirtem  Aufsätze 
bekannt,  indem  /"(«,  1)  der  Eiemann'schen  Function  J(j)  gleich  ist. 
Der  Satx  IV.  ergiebt  für  D=\  die  Riemaun'sche  Relation  (t),  för 
D= —  1  die  Schlömilch'eche  {A)\  diese  Relationen  entspreclien  also 
den    einfachsten  Werthen ,  welche  D  annehmen  kann. 

Der  positive.n  oder  negativen  Zahl  D  hatten  wir  die  Beschrfinkang 
«nferlegt,  dnrcb  kein  Qnadrat  ansser  durch  1  tbeilbar  zu  sein.  Diese 
Beachrftnknng  ist  nicht  wesentlich.     Denn  es  ist 

vrenn  D^D\&  und  r  alle  Primzahlen  beschreibt,  die  in  D^  nicht  aber 
gleiebieitig  in  D'  aufgehen.**  LAsst  man  also  in  der  Definition  der  Fnnc- 
tionen  /'(>,/>)  die  Bedingung  fort,  dass  D  keine  quadratischen  Factoren 
besitsen  soll,  so  lassen  sich  die  neu  hinzugekommenen  Functionen  F 
▼ermCge  der  letzten  Gleichung  auf  diejenigen  zurtickfUhren,  von  denen 
nnsere  Sitze  I — IV  handeln. 

Der   Beweis    dieser   SStze    soll   uns   nunmehr   beschäftigen.    —   Wir 
betrachten  folgendes  System  von  Functionen: 

ff    \\-  '    I         '         1  ^  ^  I 

'^*''~l'"'"(l+m)*"''(l  +  2m)'"''Cl  + 3m)' "*"•'■• 

A*,2)«=2i  +  ^2  +  m).  "'"(2  +  2m)''^(2  +  3m)*"*"'"' 


^*''"'~fl''*"(a  +  m)''*"(«  +  2m)'''"(a  +  3m)' "*"■"' 

ri        ^_  '  j.^J^__i_^J__j.         1  __J. 
bedeutet  hierbei  irgend  eine  positive  ganze  Zahl. 


*  Die  xweite  Form  der  Relationen  geht  aus  der  ersten  durch  die  leicht  eu 
beweisenden  Gleichungen  herror: 

**  Lejenne-Dirichlet,  Zahlentheorie,  heransgeg.  von  Dedebind;  8.  Aufl., 
8.  S48  und  US. 
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Jede  dieser  Functionen  ist  für  alle  Wertbe  von  s  definirt,  deren 
reelle  Tbeile  grösser  als  1  sind.  Znr  näheren  Dntersncbnng  der  /"(«,  a) 
gehen  wir  von  der  bekannten  Oleicbung  aas: 


5^-/- 


*  ic*— '  dx. 


0 

Die  Snmmation   über  alle  Wertbe  M  =  a  +  inA,  A  =  0,1,2,...  oo,    liefert 
die  Gleichung  „ 

0 
Wir  betrachten  nun,  immer  den  von  Biemann  eingeschlagenen  W^ 
verfolgend,  das  Integral 

e{m-a)x 

dx 


=  /e('-i)/v(-'J.l -dx, 

J  e— -1 


wobei  die  Integration  auf  einem  Wege  ausgeführt  werden  soll,  der,  von 
dem  Punkte  -foo  ausgehend,  dicht  an  der  positiven  Seite  der  reellen 
Axe  herlXuft,  dann  um  den  Nullpunkt  biegt  und  dicht  an  der  negativen 
Seite  der  reellen  Axe  zum  Unendlichkeitspunkte  zurfickführt  (Fig.  14). 
Dabei  soll  ausser  dem  Nullpunkt  keiner  der  Übrigen  Unstetigkeits- 
pnnkte  der  integrirten  Function  innerhalb  des  schral^rten  Theiles  der 
Figur  fallen,  und  bei  der  Integration  soll  der  logi^x")  so  genommen 
werden,  dass  er  für  negative  x  reell,  also  für  positive  x  auf  der  posi- 
tiven Seite  dfir  reellen  Axe  den  imaginären  Bestandtheil  —  nt,  auf  der 
negativen  Seite  den  imaginären  Bestandtheil  +'*'  aufweist.  Da  wir 
den  Integrationsweg  nnbescbadet  des  Wertbes  des  Integrals  beliebig  ver- 
zerren dürfen,  wenn  dabei  nnr  nicht  ein  Unstetigkeitspunkt  der  inte-, 
grirten  Function  Überschritten  wird,  so  ist  unser  Integral  gleich  dem  auf 
folgendem  Wege  genommenen:  Auf  der  reellen  Axe  von  +  "^  bis  an 
einer  dicht  vor  dem  Nullpnnkte  liegenden  Stelle  A^  von  A  im  Srcnae  C 
um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  nach  A  zurück  und  schliesslich  wieder 
auf  der  reellen  Axe  nach  +  oo.  Dabei  mnss  A  so  dicht  vor  dem  Nullpunkte 
liegen,  dass  im  Innern  des  Kreises  C,  ausser  dem  Nullpunkte,  kein  Unstetig- 
keitspnnkt  der  integrirten  Fnnction  Hegt.    In  leicht  verständlicher  Schreib- 

webe  haben  wir  dann: 

A 

J  «"'-1 

dx 


J 
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(m-  «)« 


i"^ 


=  —  2151/1  JiJ  /  x*-i .— — — -dx 

Ist  nnn  der  reelle  Tbeil  von  s  grösser  als  1,  so  verschwindet  das 
aber  den  Kreis  C  gonomniene  Integral,  wenn  der  Paukt  A  in  den  Nnll- 
pnnkt   hineinrttcktt  denn  dann  ist 


fg(iii-«)*"i 


FSr  diesen  Fall  wird  daher 

CD 


Also 


g(m  — «)j 

J  e""— 1 

0 
=  —  2  i  sin  n  s  .  r{s) .  /"(s,  a) 

wo  das  Integral  anf  dem  ursprünglich  angegebenea  Wege  von  +  oo  bis 
+  <jo    zn  nehmen  ist. 

Fassen  wir  nnn  diese  Gleichung  als  Definitionsgleicbong  der  Fanc- 
tioD  /(',")  auf,   so   ist   damit   die  Aufgabe  gelöst,   die  durch  die  Reibe 

1+        ^        +         1         + 

n'^(«  +  m)»  ^(fl  +  2m)'^"" 

BOT  für  Werthe  von  s^  deren  reelle  Theile  grösser  als  1  sind,  definirte 
FoncttoD  Qber  die  ganze  complexe  Ebene  s  fortzusetzen.  Die  Function  anf  der 
neht«n  Seite  unserer  Oleichung  ist  nämlich  iu  der  ganzen  complexen  Ebene  s 

eiadentig,   nud  sie  stimmt  mit  der  Reihe  --•\- — ; — ^  +  -   -  Öberein,  so« 

*"  a*       (a-|-wi)* 

bald  der  reelle  Bestandtbeil  von  s  grösser  als  1   ist. 

Nunmehr  ist  die  Function  f{s.,a)  für  jeden  Wertb  von  s  definirt, 
■ad  iwsr  besitzt  sie  fBr  jedes  endliche  s  einen  vollkommen  eindeutig 
bestimmten  Wertb.  Dieser  Wertb  ist,  wie  wir  weiter  behaupten,  Überall 
am  endlieher,  ausgenommen  an  der  Stelle  ja- },  wo /(«,  a)  so  unendlich 

wird,   dus  «*[(»- !)/(*,«)]=  -  wird. 
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Das  Integral 


j=  n-xy-^- — -rix 


ist  nAmlicb  flir  jeden  endlichftn  Werth  von  s  endlich.    /"(*,«)  kann  folg- 
lich nnr  dadarch  nnendlich  werden,  dass  r{\~s)  unendlich  grosB  wird. 

Letzteres  geschieht  für  5=  1,  2,  3,  4, Für  5=  2,  3  4,  ...  wird  aber  das 

Unendlichwei-den   von    F^l—s)    dnrcb    das   Verschwinden    des    Integrals 

( — *)*~'-^^^ — -  dx*  compeneirt;  dagegen  wird  für  s^\ 

/  ^        ''        «""—1  m    ' 

bAbo  f[9,a)  nnendUch  wie  —      >- -       ,   d.  h. /im  f(.«  — l)/"(s,  fl)],_i  =-. 

Hiermit  sind   unsere   Behauptungen   erhärtet.   —   Es   verdient   noch 
bemerkt  zu  werden,   dass   für   nicht  positive  gaazzablige  Werthe  von  »: 
s  =  -p,p  =  0,  1,2...., 

n-  9, ") = i- 1)«+'  '■ .  f_  /  ^x-, -,-»,-  . .  '^■^ 


ist,  wenn  [/"(a)],»  den  Coefficienten  von'af   in  der  Entwickelting  von  F{x) 
nach  Potenzen  von  x  bedeutet.  —  So  findet  man  z.  B. 
,       m  —  2  h 

,,       ,      ,  ot'  —  6mrt  +  6ni' 

etc.  —  Allgemein  können  wir  sagen:  „Die  Werthe  von/(f,  a)  für  nicht 
positive  ganze  Zahlen  sind  rationale  Functionen  von  m  und  a  nnd  folg- 
lich rationale  Zahlen.*^ 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Ebene  der  complezen  Variabein  X  ein 
Rechteck,  dessen  Seiten  der  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen,  resp.  der 
Axe  der  reellen  Zahlen  parallel  laufen  und  dessen  Mittelpunkt  der 
Pankt  x  =  0  ist  (Fig.  15),  so  wird  im  Innern  desselben  die  Function 

g(m-a)* 

2Airt 
nur  für  die  Punkte  x=—       .  k  =  +  l,  +2  und  x=0  nnstetig.    Daher 

m  —      —  " 

ist  das  Integral  J^{x)dx  in  positiver  Richtang  um  den  schraffirten  Theil 

*  Han  wertbet  es  bekanntlich  aus,  indem  man  den  Integrationsweg  auf  eijMn 
€f«iü  am  den  Jfnilpunkt  zusammenzieht. 
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Figur    geDommeD,    gleich   der   Summe   der   in   negativem   Sinne  ge- 
imeneo    Integrale  f'^  (x)  dx  IKnga  des  Rechtecks  ABCD  nnd  der  kleinen 

rise,    welche  die  in  dem  Rechtecke  gelegenen  Punkte   nmgehen. 

«pn    wir   nnn  das  Rechteck  ABCD  anendlich  gross  werden,  indem  wir 

Pankte    /",   —  P,    (>,  — Q  nach   resp.  + 1»,  — oo,  +100,  —  ioo  rücken 

ten ,    so   geht  das  Integra)  um  das  schraffirte  Gebiet  in  das  eben  betrach- 

'  lategral  /  Über.     Somit  ergiebt  sich,  wenn  man  noch  beachtet,  dua 

'   Integral  j^{x)dx  in  negativem  Sinne  länge  eines  sehr  kleinen,  den 

,      2k'7ti  ,      ,       „     . 

DKt    nmgebenden  Kreis  genommen 


=  f-"(-^)-'. 


(BI— O). 

e 


m 

.3  «ix 


"2\_,,.,(=i-)'-.fr:z:+„«,J, 


tbei  (<4  BCD)  das  Integral  über  das  ins  Unendliche  ausgedehnte  Rechteck 
deutet.  Dieses  letztere  Integral  verschwindet  nnn,  wenn  der  reelle 
tieil    VOD   s  negativ  Ist.     Unter  dieser  Annahme  erbalteD  wir  somit 

—  2kix  ikin 


Ut: 


Setzen  wir  nun  , 

Ar  =  mk  +  r, 

D  Dimmt  A  alle  seine  Werthe  an,  wenn  k'  von  O...00  und  r  von  l...m 
Soft.      Also  ist: 

Gneisen   wir   noch,  der   bequemeren    Schreibweise   halber,   s  dnrcb 
—  s,  so  folgt  schliesslich : 

X       A«)    /anV"'  "^        /2arre      *jr\  ,,      . 

„     Ai-.,<.)=-^.(-)    ^^™'(-;r-T) «'•')• 

Die  Fnactionen  /"(^i  <i)  haben  also  die  Eigenschaft,  dass 
eder  der  m  Werthe  f{l—s,a)  sich  als  lineare  ganze  Fnnc- 
ioD  <Ier  m  Werthe  f(s,a)  nach  vorstehender  Formel  dar- 
tellen  llist. 
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Ehe  wir  diesen  Sati  Über  ein  System  von  Functionen  fttr  die  Dirich- 
let'sehen  Functionen  verwerthen,  «ollen  wir  die  Gleichung  1)  in  Besag 
anf  die  Anzahl  der  in  ihr  enthaltenen  Eiozelforniela  untersncheD.  — 
Die  Function  f{s,a)  hängt  ausser  von  a  noch  von  der  Zahl  m  ab;  wir 
wolteti  dies,  wenn  nöthig,  durch  die  Schreibweise  /"(t, ajm)  andeuten. 
Ist  S  nun-  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a  und  m,  und  ist 

80  ist 

also: 

fi»,a\m):=ö'.f{s,a\m'). 

Hit  Benutzung  dieser  Gleichung  geht  die  Formel  1)  über  in 
J-../Il-,,a|»,')=-.(^)       .2i  co>(-^r—^).n',r\m) 

Durch  Ausführung  der  Summation  nach  X  und  gehörige  Bedaction 
findet  man 

also  eine  zur  Zahl  m'  gehörige  Formel. 

Daher  können  wir  sagen: 

„Jede  unter  den  m  durch  1)  repräsentirten  Formeln,  die  sich  anf 
ein  a  bezieht,  welches  nicht  relativ  prim  zu  m  ist,  sondern  mit  m  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  6  hat,  sagt  im  Wesentlichen  dasselbe  aus, 

wie   eine  unter  den    Formeln,    die    zu   der   Zahl  m' =  ~ gehören.     Alle 

0 

wesentlich  verschiedenen  Formeln  1)  entstehen  also,  wenn  man  m  alle 
möglichen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  tässt  und  a  immer  relativ  prim 
zu  m  annininit." 

Aus  den  Grössen  /*($*  i)  setzen  sich  nun,  wie   man   auf  den  ersten 

Blick  sieht,  die  Dirichlet'schen  Functionen  ^^  (~)*  -7  Kosammen.    Wir 

wollen  jetzt  sehen ,  was  für  letztere  Functionen  ans  dem  Satze  Über  die 
Grössen  f{l—$,a)  folgt.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  die  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  />  ausser  1  keine  weitere  Quadratzahl  als  Factor 
enthält.  (Vgl.  oben  S.  89.)  Unter  dieser  Voraussetzung  sind  vier  F&Ue 
möglich : 

I)  D'=±P=l(mod.4), 

11)  i>=  +  />^3(morf.4), 
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lH)  D—±2P=2{mod.S), 

IV)  D=  +2/'=6(mod.8), 

rob«i    Pf  resp.  2P  den  absolnteo  Wertb  von  D  bezeichnet. 

Wir  mOssen  diese  Fälle  einzeln  bebftndeln.     im  Falle  I,   wollen  wir 
lie   Function  1  ^-r  /n\     I 

*     \p) '  2« 

(2\    1     -^  \PJ   n' 
^~\p)i' 

betrmebten ,    wo    n    alle    positiven     relativen    Primzahlen    sn    P   dnrch- 
laafen    mass. 

O«  ntiD  \^)  =  \~n)t  ''onn  n^' =  «j' (mod, P),  so  ist 

wo  1  alle  Zahlen  darcblanfen  rnnss,   die  positiv,   zn  P  relativ  prim  nnd 
kleiner  «1b  P  siod. 

Schreiben  wir   in    der   letzten   Oleichnng   1— f  statt  s  nnd   machen 
dann   von  den  Formeln  für  die  f{l~-s,o')  Gebranch,  so  kommt 

.<i-.,.)=^-'.c^)-.|v,..i.,.2(i).™.e-^'-v") 


-\-sin 
Nnn  ist 


=  (p].i         ^  -yp*,  wo  die  Quadratwurzel  posiUv  za  nehmen  ist,  and 

(p)=:o  zn  setzen  ist,  wenn  r  nicht  relativ  prim  zn  P  ist. 
Für  P=l  {mod.4),  d.  h.  für  ein  positives  D,  ist  daher 


V, 


*  Lejeane-Oirichlet,  Zahlentheorie,  heraoagegeben  von  Dedekind,  8.S99 
der  I.  AnflageL 
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dagegen  für  P^S  {mod.4),  d.  h.  für  ein  negatives  /)*  ist 


V(^).™,(?-).o. 


Tragen  wir  diese  Wertlie  in  den  Ansdrack  für  f (!—.«,/>)  ein,  so 
kommt: 

für  ein  positives  /> 

für  ein  negatives  D 

In  den  Ffitlen  II),  III)  nnd  IV)  betrachten  vir  die  Functionen 
F{sy  J)=  J^,  (")-■;•  wo  n  alle  positiven  relativen  Primzahlen  an  2  2) 
dnrchlanfen  soll. 

Im  Falle  II),  also  Z>=  + />=  3(mod.4),  ist  aber  (-)=(-l)'4<--'>.  (^V 

Hierans    folgt   (-j  =  (- V  wenn  n  =  m,  (wiorf.  4 /*),  nnd  also 

F{*,2))=2'(-l)^<*-"-(7.)-A^,i|4P), 

wo  A  alle  positiven  Zahlen  relativ  prim  zu  4  P  nnd  kleiner  als  4  P  durch- 
laufen mnss.  Unter  Benutzung  der  Formel  für /"(l  — s,  i)  {S.  93)  finden 
wir  nun: 

r  =  1  ■ 

Hier  ist 


tlrin 


auBzuwertben.  Betrachten  wir  nnn  die  Summa  S=  ^,  (-1)^^*''*.(  ^ )  •  g  **" 

so  behHlt  dieselbe  denselben  Wertb,  wenn  k  statt  der  angegebenen  Zahlen 
irgend  ein  anderes,  vollständiges,  relativ  primes  Restsystem  (morf.  4  P) 
'irehläa/i.     Eb  ist  daher 
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2'(-l)*(*-'>.(i). 


ilriti 


^  w 


(_l)%(<»+''«-i>.(il±^^ye'^'"- 


KO  +  PX 
41- 


wenn    wir   a  iille  Zahlen   kleiner  als  P  aod   relativ   prim  zn  P  and  (nn- 
abhlngig  von  a)  x  die  Wertlie  1  und  3  durchlsufen  lassen.    Es  wird  somit 

«Uo  Ss=  0,  wenn  r  nicht  relativ  prim  zxl2P  ist;  für  die  tibrigen 

Wertite  von  r  S=  2  .  (- l)^^-'».  (^YiyF,  wenn  P=l{modA), 

S=2.(-l)l*»'--'t.(lV  j/7^  wenn  P  =e  3  (morf.  4). 
Also   kommt: 

rsnnV'    ^  /r\  2^/7^.  ro/^,  für/»  0, 


2j//'.s/H-s-,  füriXO, 


oder  scbliesslicli -. 


Den    drittDD    Fall    bildete    die    Annahme    D  =  ±2P ~2  imod.8). 
Hier  ict 


alao 


wo  1  alle  positiven  Zahlen  kleiner  als  SP  nnd  relativ  prim  zn  SP  dnrch- 
kafen  mius.     Nun  wird 

'"-.'^=t'-0"'^a..).^(-.p'->.Q.oo.(?|-^-V"). 


and  «•  ist 

SlrlM 


x(«£±.'i).;-f?--'=^H;— .3^'.(|).2e..Vr' 
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wo  a  alle  Zahlen  ^  P  nod  relativ  prim  zu  P,  nnd«  nDabhHngi;' 
die  Wertbe  1,  3,  5,  7  zn  darchlanfen  hat.    Es  ergiebt  sieh  m 
leichten  Rcductionen 

s'=.^.[i-(-ir].[i-.'-].(:).i%(''-'M 

nnd    folglich    .^  =  0,    wenn   r   nicht   relatir  prim   sn    ? 
übrigen  Werthe  von  r: 

5'=   -l.(_l)^fr'-n.(:)j/Ä  wenn  /■ 
Daher  ist 

Endlich  haben  wir  im  letxten  Falle  D  - 

(^)  =  (-!)*<— "+V 
Es  ist  folglich 


wenn 


X-  mü 


3S 


i 

wo  i  alle  positiven  relativen  Primza) 
kleiner  als  SP  sind. 

Man  findet  nno  weiter 

81* 


--1 


r->  xErfiaMi   .'itenBi 


'-^)=T-(8-f)'--I^      -      -    -- 


nnd 


-:?(?)■•-  — ^- 


li  '-*' 


Also  S^=0, 

wenn 

leicht  findet, 

fllr 

^^^.l- 
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.S''=(_])H('-0+%"*-i>.(l).A,y7i,     wenn  P=l  (mod.4), 

S''«=(-l)H('-»)+!4U'-i)Y^Vi=yp,     wenn   r'=  3  (morf.4). 
Demnach  ist 

und 

F(I-*,/>)  =  :^'.(||y"'y87.«>.^.FU.2))    für  D<0. 

Hiermit  ist  der  Satz  IV  8.  88   votlkommen  erwiesen:  Für  ponitives 
fi   int 

f&r  nFgAtires  i)  dagegen 

f(i-,,i.)=^.(J^)'"*,;/re.>*.'-^.n-,/') 


■R-T'l;!^.«..«. 


wobei  x  =  l,  wenn  2?=1  (morf.4), 

nnd  x=4  in  allen  übrigen  Fallen. 

In   Betreff  des  analytischen  Cbarakters  der  Functionen   F{*^  />)  folgt 
ans  den  Gleichungen 

n'.D^^y^i^.fKs.AP)      färi?=l   (mod.4) 

(1  positT,  <  P  nnd  relativ  prim  zu  P), 

'•(».^)=^(f).A«,i|4/')   für  /)-3  {«orf.4) 

(i  positiv,  <4P  nnd  relativ  prim  za  4P), 

^(».  ^)  =  2'(x)-^C*''^l^'*J  ''**'■  ^^  =  2,6  (fiiorf.8) 
(1  positiv,  <8P  nnd  relativ  prim  zu  8P), 
and  ans  den  oben  bewiesenen  Eigenschaften  der  Functionen  f{^^n\m)^ 
daw  die  F((,  />)  timmtlich  eindenttge  und,  ansgeuommen  den  Fall  i)  =  l, 
im  Endlichen  flberall  endliche  Functionen  von  je  sind.  Denn  für  den 
einzigMi  Warth  «s»],  fQr  welchen  die  Endlichkeit  in  Frage  kommen 
kun,  irt 


100        Einige  Eigen scbaften  der  Diricblet*8eben  FnnetiooflD  etc. 


also  in  allen  Fällen  gleich  Nall,  woraas  die  Endlichkeit  von  F((, />)  and 
für  *  =  1  folgt. 

Wir  wollen  nnn  schliesslich  noch  einige  naheliegende  Folgerongei 
aus  den  gewonnenen  Reealtaten  ziehen.  —  Da  F{s,D)^  ^^li  Überal 
endlich  ist,   so  sind  für  positives«   reep.  negatives  ß  die  Unendlichkeita 

stellen    von    r(s)  .cos-^  ^    resp.    r(s)  .  tin  -^    Nallstellen    der    Fttnetioi 

F{s,D).     D.h.: 

„/"(«i  D)  versehwindet,  wenn  /)>0  nnd  von  1  verschiedei 
ist,  für  s  =  Onnd  alle  negativen  geraden  ganzzahligen  Wertfai 
von«,  und  wennV><0,  für  alle  negativen  ungeraden  Zahlen.* 

Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  auch  leicht  direct  beweisen.     E!s  ro5g< 
genügen,  dieses  für  den  Fall  /?  =  — A  =  l   (morf.  4)  ansznf&hren. 
Aus  der  Formel 

a-e.iW=(-l)».p![^-!^^]^  (siehe  8.92) 
folgt  nSmIicb 

f(-(../>):=(-l)^,!|_         y^_^ J^; 

es  bandelt  sieb  also  dämm,  nachznweisen,  dass  die  ungeraden  Potenaen 
von  X  in  der  Entwickeinng  von 


<2>(x)=  — 


fehlen  oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  binanskommt,  daas  <P(— a-)  =  <l>(jc]  ist. 

p 

Bezeichnen   wir  aber   diejenigen  Zahlen  il,   die  kleiner  als  ^   sind, 

mit   il',   so  setzen   sieb   die  Wertbe   l   ans   den  Zahlen  t  nnd  P—)!  an- 
sammen.     Also  ist 


^(^■).<"— +2'(^)-'-' 


ef'-l 


und 


=2©I^^S^! 


*c-)=i:föi 


(i'— P)x g~i-'' 


Eb  ist  Mber  offenbar 
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-C" 


alH  folgt 

<P(j-)=  d>(— x),    w.  z.  b.  w. 

Die  biilang  ansgeachlossene  Faaction  F(s,  1)  verschwindet. 'wie  man 
leidit  siebt,  fär  alle  negativen  ganzzabligen  geraden  Werthe  Yp»*r,  ein 
Satt,  welcher  Übrigenii  ana  Riemano's  citirtir  Arbeit  bekannt  ist. 

Scbliesalicfa  sei  noch  bemerkt,  dasa  man  die  für  die  F[s,  U)  gefun^e.-;  .- 
nea  Relationen  anch  ao  aussprechen  kann: 

Für  positives  D  ändert  die  Function 


.(...,.r(|).("J') 


■  bren  Werth   nicht,   wenn  l— s  an  Stelle   von   s  gesetzt  wird. 
Dieselbe   Eigenschaft   besitzt   für   negatives  D   die  Function 


.(..«)..c-±i).(=f^r. 

Uildesbeim,  den   10.  October  1881. 


,  XTntei^uohuiigen  über  die  fünften  Fotensreste  und  die 
aus  fünften  Einheitswurzeln  gebildeten  gansen  Zalüen. 

Von 

K.  Schwerin  G 

In  Coetfeld. 


§1. 

Sei  cc  eine  compleie  fünfte  Wnrzol  der  Einheit,  alao 

1)  «5=1, 

so  behaupte  ich:  jeile  reelle  Primzahl  von  der  Form  p=10ii-|-l  ist  in 
vier  complexo  Factoren  n(a),  n(o:'),  «(o'J,  «(«*),  wo 

2)  Ji(a)  =  o  +  6«  +  Ca^-\-<ta^  +  ea* 
and  1,  b,  c,  d^  e  ganze  reelle  Zahlen  sind,  zerlegbar. 

Weil 

3)  «*+o»+a>+a  +  ]  =  0, 

so  kann  immer  bewirkt  werden,  dass  einer  der  Cnefficienten  in  2}  ver- 
sehvindet  und  alle  übrigen  positiv  sind.  Wir  haben  uns  also ,  wenn 
wir  von  einem  Multiplicator  o^  absehen,  nur  mit  dem  Ansdracke 

za  beschäftigen,  wo  a,  //,  c,  d  positive  oder  negative  ganze  Zahlen«  die 
Null  eingeschlossen,  sein  dürfen,  und 

a  +  b  +  c-^d<r 

sein  soll  ohne  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen.  Ueher  /"  soll  nach- 
Btehend   verfügt  werden. 

Lassen   wir   für  a,  A,  f,  d  nnr  positive  Zahlen,   welche  der  vorigen 
Ungleichung  gentigen,  zn,  so  ergiebt  sich,  dass  wir  alsdann 

r/--i  )/■.(/•+ !)(/•+ 2) 

—^^24 =  ^ 

verschiedene  compleze  ganze  Zahlen  bilden  können,  wie  eine  einfache 
Ueberlegnng  zeigt. 

Nehmen   wir  nun  f—^E[]/p),   unter  E(yp)  die  grösste  ganse,   in 
/^  enthaltene  Zahl  verstehend,  so  wird  g'>p  Verden^  sobald 


Vt.d.fllnft. Potenzreste  eto.  7ftB  Dr.K.SonwERiira.   1( 


wird. 


/■(/-1)t^+l)(^+2)>96(/'+l)' 
l>t»  h«t  sar  Folge 

Jvoe    Uogleiclinng  wird   kIho  beatulien,  sobald  /'>]ü  oder  /'>401. 

Deoken   wir  ans   nao   alle  coraplrtxen   Zalilett   der  ohi^o  Art  tat' 

fSAcItripbet)  nod  o  ilurcb  g  *  ersptut ,  wo  y  rino  primilivr  Wuripl  »««//i 
iat,  ao  crhftlt'-D  wir  Diindcvtcn.'«  zw<>i  Zabli'Ti,  welch»  »rfwi/i  congroptit  ijnd. 
Man  bf^weiitt  dies  leielit  dnrcb  ÄDWundoog  des  Sntee-ii,  diss  eine  Coo- 
Immens  dritten  Grades  iiiclit  molir,  rIk  drei  Wnrzeto  b^beu  kann ,  uiit 
RäcksicbtDBliuto  ferner  aul  deu  Uiniitaud ,  das«  wii  vier  vcrschiedotie  Eia- 
•etxQDgen  fBr  a,  nlmlJcfa 


i— t 


9 


9      ''    ^     y     " 


nwchon  kfloncD. 

Hilden    wir  die  IMfferens  der  ao  erhRlteaeo  zwei  coniplexeii  Zalileo, 


antatofat  eioQ  Deae: 


a  +  ^a+ca'-|-rfl>^ 


P-i 


TOD  der  wir  behaupten  ktinneo,  dajn  sie  Hlr  as=*g  ^  durch  />  th^ilbar 
»t  nnd  d«Mi  die  Samme  der  CoefScienten  dem  abNnlnteu  Bolrage  nach 
kleiaer,  aU  yp  i«t.     Daher  wird  sein 

iV(«  +  fta  +  CO«  +  rfa")  <|>». 

INsM  üunn  entbilU  aber  sicher  den  Theiler  p  (r.  UachmauD,  Kreis- 
tlirihiDg.  A  250).  Folglich  kann  sh  atiMcr  p  nur  kleiner"  PrimzHhlen 
<iitballru  and  Doser  Balz  i&t  hcwit'spn,  sobald  es  gelingt  ^  die  Zerlegung 
ivT  reelle^i  I'riintableu  bi»  401  iu  ihre  complexon  Factoren  wirklich  aus- 
anfObreo, 

Dia  Keaultat  dieser  Rechnung  mthflU  die  beigerOgte  Tabelle,  wozu 
b«netrkl  werden  mag,  dase  es  praktisch  nie  Tiirkomrot,  was  der  obige 
Bwwei«  verlangt,  ofiniUch  die  Ansscheiduiig  kleinerer  PriuiznhteD.  Die 
eebteo  Prinraetoren   linden  «ich  immer  mit   Leichtigkeit  direcl. 

i»  =  191.       «(o)  =  c  +  «''-cr*-3, 

211.  2 -3b', 

241,  _„  +  a>  +  4. 

251.  2a*  +  ..+5. 

271,  a  +  3o*-3, 

281.  «-«^-4, 

311.  a-o»-2«*-4. 

331,  28>-«*-4, 

401,  4a»  +  3«*-l. 


?^  5, 

«(«) 

=  I-«, 

11, 

2+«, 

81. 

2-e. 

<l. 

a«-<i*-2. 

«l, 

3+«, 

71. 

w»-o-3, 

IUI, 

a--r<-3, 

131, 

„3_ö»-3. 

IM. 

3c.» +  2-«*. 

^m. 

v^v-* 
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§2. 

Die  Kammer'iolie  Honnalform. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  kann  n{a)  immer 
in  die  Form  gesetzt  werden 

5)  ffl(«)  =  aa  +  io«+ca»  +  da* 

Dies  ist  eine  nothwendige  Form,  weil  die  Gleichong  yierteo  Oradet 
3)  irredacibel  ist. 

Um  die  Norm  unserer  Primzahl  herzustellen,  habe  ich  als  einfach- 
steu  Änsdmck  den  folgenden  erhalten.     Man   bilde  das  Prodnct 

P=(a  +  6  +  c-frf). «(«).„(«»). »(«3). «(a*). 
Dann  findet  man 

6)  +5a&d(a6-d«)  +  5o6c(ac-6«). 
Fuhrt  man  nun  die  folgenden  Beziehangen  ein: 

7)  ij  =  a  +  ß*,     1)'=  «« + o*,     p  =  o  —  1 , 

so   erhält   man   für  p  nnd  tj  die   nachstehenden   irreductibleu  Glfüch- 
nngen : 

8)  v^  +  v^i, 

9)  9*  +  59"  +  lOß«  +  lOp  +  5  =  0. 

Daher  nimmt  jede  Fanction  g{a)  in  einer  uothwendigen  Form  die  Ge- 
stalt an 

?(«)  =  «0  +  "1  e  +  ">e'  +  "sp'- 

Man  wird  als  Norm  von  jt{a)  in  der  Form 

10)  x{a)  =A+B9-\-  Cq'+Dq^ 
die  folgende  erhalten: 

N  =  jt* -  b  J^ B +  5 A^C -rtA^D-^  10  A^B*-^  10  J'C* 

-{'2b^I>'  —  20A^ßC-^20A^BD  —  25J*CD~  IOAB^ 
-{-  12b  Alfi  +  40  A  B*C  -2b  A  BUi  ~2bJ  BC*-\-  bO  AC^ß 
+  lbOACD'-\-2bABCJ>-\-5ß*~2bB^€  +  2bB^D 
+  2bB'C*-2bB'CÜ  -  bO  ßC^-^  IbO  B  DC  —  12b  BCD' 

11)  +  2bC*  -  l2bC^ D  +  2bOC» ß^  -  2bOCD>  -\-  12b  D*. 

Durch  die  Uutrrsuchnngen  Knmmer's,  welcher  der  Entdecker  der 
allgemeinen  Keciprocitätegesetze  ist,  hat  nun  die  Darstellung  von  x(a) 
in  der  Form  10)  eine  so  hervorragende  Bedeutung  gewonnen^  dass  wir 
nuB  mit  derselben  eingehend  zu  beschäftigen  haben. 

Unter  einer  complezen  Einheit  verstehen  wir  diejenige  complexe 
Zahl,   deren  Norm  Eins   ist.     Als  solche  erscheinen  in  nnserer  Theorie 
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Um  alle  solche  complexe  Einheiten  zu  finden,  nennen  wir  eine  derselben 
£(«)   nad  hilden 

wo  a   nmd  b  ganze  reelle  Zahlen  sind.     Dann  mnsa  sein 

(a-\-br,){a  +  brf)=l    oder    «>— a6-6'=l. 
Man    hat  also  die  nicht  äqnivalenten  Uarstellnngeo  der  Einheit  durch  die 
quadratische  Form  a'  —  ab^b^  anfzaancheu. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Formen  zeigt  nnn,  dass  man  alle 
diese  Darstellungen  erhSlt,  wenn  man  die  positiven  und  negativen  ganz- 
■ahligen  Potenzen  von  ij  bildet. 


Man  findet  ij  = j  and 

V 

V  =  -  ,1  —  1), 

»/»=2i,-  1, 

V''=         2+7,, 

,,*=  2   ~Sn, 

^'3  =  _3-2^. 

f^^bT}-    Z, 

V*=      5  +  3i/, 

.)              

V»=-8-5i7, 

12) 
Demnach   sind   zwei  Frimfactoren   n(a)   nnd   n'(a),   welche  zu  derselben 

Congmenzwnrzel    <;  ^      gehören,    entweder    identisch   oder  nnr   darch 
Maltiplieatoren  von  der  Form 

rerschieden.  Andererseits  sehen  wir  hierin  ein  Mittel,  die  Frimfactoren 
s(a)  derartig  amznformen,  dass  sie  eine  gewisse  Form  annehmen,  welche 
für  den  Ausspruch  der  Seciprocitätsgesetze  nncrlSsslicb  ist.  Diese  Form 
verdankt  man  dem  Scharfblicke  Kummer's,  und  mag  sie  daher  die 
K.ammßr'scbe  Form  heissen. 
Man  hat  zunächst 

"==  v+  1, 

a»  =  i  +  2e  +  eS 

«''=l+3e+3y*  +  i)^ 

a*=  —  4  -  6  t»  -     4  p'  —  y^. 
Sei  nun 

nia)^a  +  b,f-\-CQ^-\-df, 

so  kann  a  nicht  durch  5  theilbar  sein,  weil  q  ein  Theiler  von  5  ist, 
•Im  *{a)  ebenfalls  den  Theiler  g  haben  würde.  HultipHciren  wir  nnn 
s(«1  mit  den  verschiedenen  Potenzen  von  a  und  bilden  die  Reste  rnodb, 
so  dorehlAuft  der  Coefficient  von  q  ein  vollständiges  Restsystem  ^  muss 
slfo  einmal  durch  5  theilbar  werden.  So  kann  man  also  zunächst  immer 
bswiiken,  da»  wird 

«(o)  =  a*  «'(«)  =  a  +  bbf  +  cg*-\- rfp'. 
Bo  Inldan  wir  äie  rencbiedenen  Poteazen  von  ij  and  finden 
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Daraus  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit,  dass  aaeb  c  dnreh  5  theilbar  wer- 
den kann,  and  damit  die  Enmmer'Bche  Normalform 

14)  V (o)  =  t/i  a*  9. (a)  =  ^  +  5  P e  +  5  Tp'  +  /^^. 

Zahlenbeispiele. 
p=Il.    <p(o)=     2+  5?  +  5^"  +2^5=      fi- o«  +2«», 

31.  -1  +  e' =-2  +  3o-3a«+  o», 

41,  6  +  10p+  5(p*  +  e'  =  3«+2a"+  o». 

ei,  _4_  5p  _  5p»  _  p3  =_3+2ß  -2«"-  o». 

71,  13  +  20p+  I5p»+4p'=      4  +  2«+3o"  +  4a», 

101,  -3- 10p-10p«-3p''=  «—  o«— 3a». 

Selbatveretändlich  bleibt  die  K.'sche  Form  erbalten,  wenn  man  n(a] 

mit  1]^  maltiplicirt.     So  ergiebt  sich  2.  B, 

fürp=101:     Jt(a)  =  20+  7«  +  80»  +19aS 
=  44-|-80p4-65p'+l9e'. 

§3. 
Die  Perioden.     Charakter  von  2,  3,  6,  r). 

Sei  a:  eine  p**  Wurzel  (imaginär)  der  Einheit,  g  eine  znm  Modnitti 
p  gehörige  EinbeitBwarzel,  so  bilden  wir  nachstehend  die  fünf  Perioden 

fj^=  X  +.c**  +  a-*'"  +  ...  +  ai^- 
,,,  =  jr*  +  a:J^  +  j-»" -1- . . .  +  x»"- 

15)  {   i),  =  .r*'-|-ir*'"  +  ^"  +  -.-  +  -r''"'' 
1,,  =  ;r^+  x^  +  xf"  +  . . .  +  a-i'-', 

,;^  =  ay+a:?'  +  a:*''  +  --.  +  a:^"'- 
Ferner  bilden  wir  die  bekannte  Fnnction 

16)  F{x,  b)  =  1^5  4-  a.j,  +  o*i?j  +<r>,,5  +  a*fit. 
Rücksichtlich   derselben  verweisen  wir  auf  die  Lehrbücher,  insbesondere 
Bachmann,  Kreistheilnng,  8.  Vorlesong. 

Die  Perioden  i^gi  ■*-<  Vi  haben  die  merkwürdige  Eigenschaft  (Bach- 
mann, S.  48),  daas  jede  ganze  Function  derselben  sich  linear  dnreh  die 
ßlnf  Perioden  ausdrücken  iHsst,  Dabei  findet  man  Bich  veranlasst,  ins- 
besondere die  Congmenzen 

17)  i+^r+*  =  54»'+A  modp 

in  Betracht  zu  ziehen,  k  und  l  bedeuten  darin  gegebene  Werthe  ans 
der  Reibe  0,  1,  2,  3,  4,  und  v,  v'  sind  so  ganszahlig  zu  bestimmen, 
dass  17)  stattfindet.  Die  Anzahl  der  Auflösungen  dieser  Congmenx, 
welche  auch  NuU  sein  kann,  bezeichnen  wir  mit 
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Dann  beweiit  man  leicht 

18)  (A,A)  =  (i,A:)  =  (-ft,i-A) 

(-1  iquirilent  mit  4,-2  mit  3  n.  s.  w.) 

Hienas  ergiebt  sich  das  folgende  Schema: 

(0,  0) 
ifl,I)=(I,ü)  =  (4.4},    (1,2)  =  (2,  1)^(4,  I)  =  (l,4)=(3,4)  =  {4,3), 
(fl,  2)  =  (2,0}  =  (3.  3),    (I,3)  =  (3,  1}  =  (4,2)  =  12,4)  =  (2.3)=(3,2), 
(ü.3j  =  (3,0)  =  12.2), 
i9)(0,4}=(4.0)  =  CI,l). 

Uitkin  bleiben    von   den   aofftogs  vorhandenen   25  Grössen   (A,  k)  nnr  7 

Abi^,  die  TorlSnfig  von   einander  Qnabh&ngtg  sind.     Schreibt  mau  die 

ZMeo   modp   tabellarisch    in   der  von   Ganss   bei   den   bi quadratischen 

£aften   befolgten  Weise   in   fünf  Classeu   anf,  so   lassen  sich  die  sieben 

GrSssen  leicht  abzählen.     Als  Beispiel  wtthlen  wir  p^Al,  g  =  il, 

A.     B.      G.      D.     E. 


11 

39 

19 

4 

3 

33 

35 

16 

12 

9 

17 

23 

7 

36 

27 

10 

28 

21 

26 

40 

30 

2 

22 

37 

38 

8 

6 

25 

29 

32 

24 

18 

34 

5 

14 

31 

13 

20 

15 

1. 

Die  Spalte  A  enthXlt  die  Zahlen  vom  Index  bv-^i^  H  vom  Index  5v-|-2 
a.   B.  w.,    E  die  Reste.     Es  ist  (0,ü)=Ü,   (0, 1)  =  2,    nämlich  bei  9,  10 
und  32,  33.   ebenso   (1,  0)  =  2  bei  8,  9  nnd  31,  32,   endlich   (4,  4)  =2 
bei  4.  5  nnd  36,  37. 
E:8  ist 

{0,0)  =  0,     (0,  1)  =  2.     (ü,2)  =  3,     (0,3)  =  ü,     (0,4)  =  2. 
(1,2)=],     (1,3)  .=  2. 

Man  findet  diese  Zahlen  praktisch,  indem  man  neben  die  Spalten  A  und 
E  die  am  1  ve^rOsserten  Zahlen  schreibt,  also  12  neben  11,  34  oeben 
33,  18  neben  17  n.  s.  v.,  nnd  dann  die  Indices  dieser  Zahlen  12,  34, 
18,  ...  racbt,  welche  ebenfalU  nebengeschrieben  eine  dritte  Spalte  bilden. 
Kon  findet  man 

j     V==^  +  (0.0)i?o  +  (0»I)i?i+(0,2),,+  l0.3hj,  +  (0,4),,^, 

^^  J  '».'/i=  (0,l).?o+(0.4)i).  +  (1.2),,,  +  (I,3).?8  +  (1.2),,., 

'  ibih=  (0,2),to+ (1,2),,, +  (0,3)1),+ (1,3)1,8  + (1,3)1?,. 

Danas  sieht  nukn  die  Gleichnngen 
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(0,0)  +  (0.  l)  +  (0,2)+  (0,3)   +    (0,4)    = 

21)  <  (0.1)  +  (Ü,4)  +  2.(1,2)+    (1.3)    - 

(0,2)  +  (0.3)+   (1.2)   +2.(1,3)  = 


p-1 

5 
P-1 

5 


-1. 


Von   den   Bieben  Coefficienten    (Je,  i)   bleiben   also    nnr  vier  nubestimmt. 
Diese  werden  in  folgender  Weise  gewonnen. 
Man  beweist  die  Gleichung 


22) 

wenn 

23) 


=  t*'A(a). 


tfiC 


a)='^   a*'" 


dr-iA-i  l)jn<f(v-f  I) 


Fasst  man  nur  die  zweite  Oleichnng  ins  Ange,  su  scheint  eine  ganze 
Reihe  verschiedener  ^  darch  dieselbe  eingeführt  zu  sein.  Suchen  wir 
dieselben  näher  kennen  zn  lernen. 

Wir  wollen  für  einen  Augenblick  setzen 

Wenn  nun  v  und  v-f-l  beide  der  Classe  ^  angehören,  so  tritt  in  ifr(^,  y) 
die  Einheit  auf.  Dies  wird  also  zunächst  (0,  0)-mal  der  Fall  sein.  Um 
eine  klare  Einsicht  in  das  Weitere  zu  gewinnen,  wollen  wir  einen  spe- 
ciellen  Fall  durchführen. 

11/(1,  2)  =  V  a'"''r  +  -2...rf(»  +  i)  =  t(„,i(o). 

Sei 

Ö  =  k-\-2k  modb, 

so  ergiebt  sieh  die  folgende  Tabelle: 

1.  2.  S.  4.  6. 

Ar,    A,    i-    k^   i,    3;     A,    A,    5;     k,    A,    5;     k,    l,    &. 


0     0     0 

1     0     1 

2    0 

2 

3     0     3 

4     0     4 

0     1     2 

1     1     3 

2     1 

4 

3     1     0 

4     1     1 

0    2     4 

1     2    0 

2    2 

1 

3     2     2 

4    2    3 

0    3     1 

1     3    2 

2     3 

3 

3    3    4 

4    3    0 

0     4    3 

1     4     4 

2     4 

0 

3     4     1 

4    4     2 

Mithin   tritt   die  Einheit   (0,0) +(1,  2)  +  (2,  4)  + (3, 1) +  (4,  3) -mal   auf 
n.  s.  w. 

Setzen  wir  also 

24)  Kf,.,(o)=-#o  +  ^,«  +  -/,iif«+-rf,a»+^X. 

so  w;giebt  sic& 
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^v=l«tO)  +  (1.2)  +  (2,4)  +  (3,])  +  (4.3)  =  (0,0)+:2.{1.2)+2.(l,3), 
.*,  =  (O.3)+(l,0)  +  (2.2)  +  (3,4)  +  {4.1)={0,  l)  +  2,{0,3)  +  2.{l,2), 
^.=  (0.  l)+{I,3)+(2.0)  +  (3.2)  +  (4,4)  =  (0,2)  +  2.{0.  I)  +  2.(l,3), 
^,-=(0,4)  +  (l,  l)  +  {2,3)  +  (3,0)+(4,2)=(0,3)  +  2.(0,4)  +  2.(I.3), 
^^=(0.2)  +  {1.4)  +  (2,  l)  +  (3,3)+(4,0)  =  (0,4)  +  2.(0,2)  +  2.(].2). 

Mit    der  Function   ^},-i(ci)   sind   nan   aber   drei   weitere  Functionen 
erledig;!.      Denn  es  iat 

Um  die  Übrigen  aaf  nnaere  Fnnction  znrflckznflihren,  hat  man  znnttchst 
(Bacbmaon,  S.  86) 

Ferner 

Die  letztere  Gleichung  folgt  am  einfachaten  durch  Aufstellung  der  Werthe 
ftr  ^f  in    F  und  Division,  unter  Beachtung,  dase 

27)  F{x^ ar) .  F{x,  ti-r)=p. 
Demnach  i*t 

28)  *i,i(«)  — ^,l(ff)=tf/,,2(n). 

Hiermit  sind  alle  Functionen  if*^,y  auf  eine  einzige  zurückgeführt.  Denn 
ama  den  drei  Stamm  fanctionen  28)  ergeben  sieb  zwölf  durch  Vertauschung 
▼OD   o  mit  t^,  flt^,  a*.     Und  die  vier  noch  denkbaren; 

*1,4.     1('4,1,     *2,3,      ^i,2 

redoeiren  sich  mit  Hilfe  von  21)  auf  die  negative  Einheit. 
Nehmen  wir  nnn  an 

29)  /'«(x,«)^^(«).f(x,«»). 

so  kSnuen  wir  alle  zwölf  ^p,f  auf  diese  eine  Function  zurückHikren. 

*I,S  («)  =  *>,!  («)  =  *l,l  («)  =*(«), 
♦»,1  (o)  =  ^iM«)  =  *2.j(«)  =  ■*(«*), 
*S.4(«)  =  ^*A«)  =  V^,8(«)=  ^(«')» 

30)  ♦4,l(«)  =  V^A«)  =  ^*A«)  =  1('(«*). 

BetacD  wir  fest 

31)  *(a)=  ^,+  ff,«+  Ä,o«+  ^3"*+  *4«*» 
•o  Boden  wir 

«0=- (0.0) +  2. (1.2) +  2. (1,3), 
i?,  =  (0.2)  +  2.(0,l)  +  2.(l,3), 
*,  =  (0,4)  +  2. (0,21+2. (1,2), 
*,  =  (0.  l)  +  2.(0,3)  +  2.{I,2), 
^  =  (0,3) +  2.(0.  4) +  2.(1.  3). 
Eisctst  man  in  ifia) 

ft  durch  g     '   ,     i  =  l,  2,3,  4, 
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so  wird  ^\g  ^  )  and  ^\g^'  '  J,  nicht  aber  die  beiden  andern  dnreli  p 
theilhar.     Also  enthält  ^(o)  die  beiden  Primfactoren 

ic(or)  und  «(o*). 
Da  man  bat  (Bacbmann,  8.  123) 

32)  i^(«).i(;(c^)=p. 
so  können  wir  setzen 

^(a)=  E{o)  7t{a).7t{a*), 

wo  E{a)  eine  complexe  Einheit  bedeutet.  Diese  kann  ntin  wegen  32] 
keine  Potenz  von  f^  sein,  weil  dann  f(a)  =  £(o*}  Bein  würde.  Ferner 
kann  man  beweisen,  dase  ^(«}  immer  die  Knmmer'sche  Normalform 
besitzt.  Da  nnn  ausser  ij  noch  die  Potenzen  von  a  als  Einheitsfactoren 
auftreten  könnten,  dieselben  aber  die  Knmmer'scbe  Normalform  nicht 
haben,  so  wUrde,  wenn  wir  n{a)  und  Jt{tfi)  in  Kummer^scher  Form 
angenommen  haben,  die  obige  Gleichung  nnmöglich  werden.     Daher 

33)  *(o)  =  «(o). «(««). 

Diese  Gleichung  darf  schon  dann  behauptet  werden,  wenn  n(a)  nnd  «(o') 
in  der  Form  auftreten,  dass  in  denselben  nur  der  Coefficient  von  (»,  nicht 
aber  auch  der  von  ('  durch  5  tbeilbar  ist. 

Nunmehr  finden  wir  fUr  unsere  sieben  Coefficienten  die  folgenden 
Werthe  (vergl.  d.  Abb.  von  Kummer,  Grelle  44,  S.  93): 

5.(0,0)  =  -2.^  +  3ffo, 
10.(1,  2)=^+P,-ß,+  ß,+  fl8-^«. 

10.(1,  3)=^+i?o+5,-ß,-ff8+ßi» 

5.(0,1)  = -2.^ +2ff,+  ß3,     5.(0.2)  =  -2.^+25,+  5,, 
34)  l  l 

5.(0,3)=i-2.^^-+2ß,+  5^,     5.(0,4)  =  -2.^  +  2ß,+Ä,. 

SelbstverstSndlich  ist,  nachdem  33)  den  Werth  von  if'(a)  geliefert 
hat,  demselben  diejenige  Form  zu  ertheilen,  dass  alle  Coefficienten 
positiv  und  ihre  Summe  p — 2  wird,  was  immer  nnd  nur  auf  eine  Art 
möglich  ist. 

Zahlenbeispiel:  p  =  41. 
Für  g=M  finden  wir 

«=16,     ««=10,     «'  =  37,     a*^l8     modnia), 

^"^"'^  «(«)=«+ 3««+ 2«*,     «(«»)  =  o»  +  3«+2o». 

Die  HnltipHcation  ergiebt 

«(o).ff(«*)  =  9+4a+5«»+ll«»+7«*. 
der  CoefßoieateB  ist  36.     Bilden  wir  nun 
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15(1 +«  +  «>+«»+«*)-«(«). «(«"), 
M  rrfaalten  wir 

i(»(o)  =  -«(o).re(o"),     t(^(«)  =  6+lla+I0a*+4a3  +  8a*. 

Hltteo  wir  vorher  n(a)  die  K.'sche  Form 

«'(«)=  ,^. n(tt)  =  15  + 12« -  4o»+ 250« -  6tt* 

eitheilt,  *o  wBrden  wir  direct,  weil  ti^.rf^=i  —  l  igt,  erbklten  haben 

«'(a).n'(o«)  =  ^(«). 

Da  diese  Form  immer  vorher  ertheilt  werden   kaan ,   so  haben  wir  nicht 

aSthtg  gehabt,  in  33)  eine  Änanahme  anzamerken.     Will  man  aber,  da 

die  Hechnnog   dnrch  ÄnwendaDg   der  zweiten  K/echeo  Form  nicht  nn< 

erheblich  complicirt  wird ,   die  Ansnahme   machen ,   so   kann  man  sagen : 

Wenn 

n  (1)  ^  2  oder  3     mod  5 , 


w  itt 

Wenn  dag^pen 


i^(«)  =  «(o).«(of>). 

n(] )  =  1  oder  4     mod  5 , 
H  itt 
33a)  *(«)  =  -7i(a). «(«"). 

Da  ftir  p  K  41 

N  folgt 

5.(0,0)=:-l8  +  18  =  0, 
5.(0, 1)  =  -  16  +  22  +  4  =  10. 
10.(1,2)=       9+   6-11  +  10+4-8=10. 

üeber   die   Coefficienten   von    if(.")  können   wir  noch    folgende   Be- 
nerknngen  machen : 
Sei 

dlOD  itt 

Vc=Vlt     Vi*  =  Vl+iy   ■••    'norf2, 
demnach 

^«(x,a)=iji  +  «»i,2+,  +  ...=«-**./*S(x,a)     mod2. 

AoderetteitB  iat 

Otiau  sieht  man  den  Satz: 

Unter  den   Coefficienten   von   if;(a)   befindet  sich   immer 

ein   einaiger  ungerader.     Sei  derselbe   Bi.     Dann   hat  2modp 

5— i  l 

i«n  Charakter  —5—  oder  5—5»  je  nachdem  v  nngerade    oder 

garade  ist. 

Anal(^  bewnst  man  den  folgenden  Lehrsatz: 

Dttter  dea  Coefficienten  von  tff(o)   sind    immer  je   zwei 
•iiuaer   mmT*  ■  fünfte   flbiige   itt  \.*\Ti«m 
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andern   fnnrfS   congrnent.     Sei   derselbe  Bi.     Dann    bat   3  morf |> 
den  Charakter  5  —  1. 

Untereacben  wir  endlicb  ^{a)  modb. 

Da  es  die  E.'sclie  Fonn  hat  und  t^(1)=4  morfS,  so  wird 
V((r)  =  4  +  rf(l-of  =  4  +  rf(l  +  2a  +  3o»+4a«). 
Nnn  kann  <i  durch  5  theilbar  sein  oder  nicht.    Im  letzteren  Falle  wird  4'(a) 
congrnent  einer  der  vier  Formen 

2«  +  3a«  +  4a',      ]+4«+     a«+3o», 
2+    «  +  4o•+2«^     3  +  3«  +  4o»+    «». 
Andererseits  ist 

Daher  der  Lehrsatz: 

Entweder  ist  Bq  einer  der  Zahlen  B^,  B^,  ßg,  fi^mod4  cod- 
gruent  oder  die  letzteren  alle  einander. 

Wendet  man  die  allgemeinen  Metboden  Knmmer*s  auf  die  fQnften 
Reste  an ,  so  findet  man 

35)  ti  '    =a    ''  mod n{a). 

Will  man  dagegen  nnr  den  Index  von  ij  kennen  lernen,  so  kann 
man  folgenden  Satz  anssprecben : 

Wenn  die  CoefBcienten  //j,  ßj,  B^,  B^  alle  einander  congruent  sind, 
so  ist  1}  fünfter  Rest. 

Wenn  nnr  Bi^  B^  mod 5,  so  ist 

36)  1.  (1  di;  =  3  modh ,     k.  in  dtf=  2  modb. 

Als  Zahlenheispiele  für  Primzahlen,  zu  denen  f}  fünfter  Rest  ist,  dienen: 

p  =  421,     t^(«)=   80+    86a+   86«'  +  96n*+    71««, 

^=110, 
;)==52l,    i^(o)=110+106a+]06fl>  +  86««+nio*, 
»)=   99. 
Znr  Bestimmung  des  Charakters  der  Zahl  5  findet  man  nach  Rnmmer 

,„,,^4(«,-«.)  +  3(«,-a,^„^^ 

Ö 

Bringen  wir  nnn  if'(ct)  anf  die  Normalform 

37)  *<«)  =  Co+5C,?  +  5C,p«+C3p3. 
§0  folgt 

38)  mdb  =  Ci  modb. 

Dies  Resnltat  ist  in  der  That  so  elegant  wie  nnr  möglieb. 

Es  ist  (ve^l.  Kummer  /.  e.)  wenig  lohnend,  anf  die  Primfactoren  n(u) 

KttrUckangelM"  Ue  beiden  Stttse  berrorgeboben  werden,  welche 

die  Bei'  *t  dua  5  od«t  t|  Beet«  werden.    Sie  lant» : 
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15(1 +«  +  «»+«'+«*)-«(«).«(«'), 
M  frbiltPD  wir 

<r(a)  =  -«(«).  Jt(o»),      !(»(«)  =  6+ llo+10a«+4o»  +  8«*. 

Hittea  wir  rorber  r(«)  die  K.'aehe  Form 

»•(«)  =  ,^.  „(«).=  15  +  12« -  4«»  +  25o»  -  6«* 

ertheilt,  so  würdeo  wir  direct,  weil  fi^.v{^=  ~\   ist,  erhiklten  haben 

»'(«). «'{«»)-i(;{«). 

Da  diete  Form  immer  vorher  ertfaeilt  werden  kann ,  so  haben  wir  nicht 

■HBig  gehabt,  in  33)  eine  Ansnabme  anzamerken.     Will  man  aber,  da 

£e  fiechnnng  durch  Anwendnog   der   zweiten  K/achea  Form   nicht  nn* 

«Mtlieb  eomplieirt  wird,   die  Ausnahme   machen,   so   kann  man  sagen: 

Wenn 

R(l)^2oder3     morf5, 


Weaa  dagegen 


n(l)=l  oder  4     mod^^ 
•D  iat 
33a)  ip(a)= -«(«). «(o3). 

Da  für  p  ^  41 

M   folgt 

6.(0,0)=-l8+18  =  0, 
5.(0, 1)  =  -  16  +  22  +  4  =  10. 
10.(1,2)=       9+    6-ll  +  10  +  4-8:=10. 
Ueber   die   Coefficienten   von   ^(a)  können  wir  noch    folgende   Be- 
Meiknngen  machen: 
Sei 

dann  ist 

•Jo*=«Jl»     V  =  »)i+i.   ■••    "0^2, 
deomaeli 

^(x,  «)  =1^2  +  o»iji+i  +  ...  =«-'*. ^"(jt,  «)     mo<'2. 

Aadereraeitf  iat 

^(ci).r(x,  ««)-='■•(*,«). 
Duiw  nebt  man  den  Satz: 

Unter  den   Coefficienten   von  i^(a)   befindet  sich   immer 
«in   einaiger  nogerader.      Sei  derselbe   Bi.     Dann   hat  2modp 

den  Charakter      „      oder  5  —  =  ,  je   nachdem  v  ungerade    oder 

Sertde  ist. 

Analog  beweist  man  den  folgenden  Lehrsatz: 

Dater   den   Coefficienten  von   ^(a)    sind    immer  je   zwei 
•iiaader    morfS    toagrueat.      Der    fünfte    ttbiige    \%\   V«\u«m 


Dsher 
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^  yoSt— ^^0^1- — 5-' 

43)  m,  =  -2.^. 

Hnltiplicirt  man  den  Aasdmck  für  ^rj^  in  20)  mit  1],  tind  aamtnirt,   so 
erhSU  man 

iher 

44)  «,-2.(^^)-p((l,2)  +  (I,3)). 

Dnrch  dasselbe  Mittel  erhält  man  die  folgenden  Gleichongep: 

2'v=p.(o,o)-(^-^y. 

2 '?.)^>  =^  t^o  V = p  ■  (0, 3)  -  (^y. 

2*  v»)*  =^ '/o'?.'=/'.(0' 4)  -  (^y. 

Daraus  folgt  nach  TerbKltniflsmftssig  leichter  Rechnnng 

45)  m4=-(^)+pK(0,I)  +  (0,4))C(l,2)  +  {l,3))+(l,2j«i 
nnd   endlich 

5'"s  =  (^^)-p!((0.  I)  +  (0,4))>((1.2)  +  (l,3))  +  (2.(0,l)  +  2.{0,4) 

+  (0.2)  +  [0,3)).(l,2)«+(1.2)(t0,l).{0,2)  +  (0.3} 
X  (0.4)) +  (1.3).  (0,1).  (0,4) +  (1,2).  (1,3)  ((0,1) 

46)  +(0.4))  +  2.(l,2)«.(l,3)  +  4.(],3)«.(I.2)J. 
Zur  Umformung  setzen  wir 

47)  y  =  ^-f 

Dann   erhatten    alle  fünf  Coefficienten  den  Factor  p.     Schreiben  wir  die 
Gleichung  iu  der  Form 

48)  ^'*+i"ij'  =  +  5V"3=»  +  Tk".^+7lW"6-=0> 
80  ergiebt  sich   aagenblicklich 

i    nj  =  — 2p. 

49)  l   "3=        p(p  -2    -5ßJ, 
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Wollte   man   dieselbe  ümrecbnang   für   »^  anwenden ,  so   würde  man  zn 
Rechnungen   von   abach  recken  der  L&nge   seine  Zuflucht  nehmen  müssen. 
Glficklicherweise  ergiebt  sich  ein  einfacberea  Verfahren,  wie  folgt. 
Bekanntlich  ist  (s.  Bachmann,  S.  92) 

F(x,  a)  =  \/i^(u).-^f,a*).p  =  L. 

Daraus  leitet  man  die  Werthe  der  Perioden  ab.     So  ist 

and  hierani  folgt  das  System  

Das   Snmmenzeichen  nmfasst  vier  Glieder,   welche  ans  dem  ersten  dnrch 
Vertansclmng  von   ot  mit   u\  tfi,  o*  hervorgehen.     Bildet  man  mit  Hilfe 
der  Gleichung  6)  das  Prodnct,  so  entsteht 
51)  nj=-p.2'if;«(ö).T/»(ß«). 

•o  ist 

52)  +  5  /)«(-<  +  2  C)  -  {A+  B+  C+  tif. 

Also  hat  man  das  Endresultat 

53)  -3^.il(^C«).iC(«»)  =  0. 

Hieran  die  folgenden  numerischen  Beispiele: 

p=3l,    j,6+y«-l2j/8-21y'  +  y+5  =  0, 

p  =  Ah    y*+y*-I6y»  +  5j/«+21j/-9  =  0, 

Der  CoefBeient  m^  ist  modp  immer  fünfter  Rest. 

§5. 
Weitere  üntertnchnngen  Aber  die  Wnrseln  i^g,  ...,  i)^. 

Bei  irgend  eine  Function  9>(%,  i7iiij»i  ;7s<  *7i)  S^S^^^°i  so  bezeichnen 
«ir  die  Smune  ans  den  fünf  Sammanden,  welche  aus  q>  hQTVQT\^c\i«'a« 
iadem  wir  dÜff  Indieea  der  7  cjrkliseb  vertaascben,  kurz  durcb 

a* 
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So  ist  s.  B. 

Wir  stellPD  Das  in  diesem  Paragraphen  die  Haaptanfgabe,  diePro- 
dncte  aas  den  Differenzen  der  Wurzeln 

/'  =  (i?o — »?i)  (i?! — n^)  (»?s  -  Vi)  int  ~  n<)  (»?« -  flo) . 


54) 

welche  bfide  ganze  Zahlen  sein  müssen,  ansznrechnen.  Wie  man 
bemerkt,  geht  Q  ans  P  dadurch  hervor,  dasa  man  i^q  nnrerindert  Iftsst 
nnd  die  primitive  Warze]  g^,  welche  im  System  15)  angewandt  worden 
ist,  dorch  eine  andere  jr  =  g5t-f-2  modp  ersetzt.  Demnach  darf  man  er- 
warten, daes  P  nnd  Q  für  die  schwierige  Aufgabe  der  Unterscheidung 
der  tf  von  einander  die  Hauptrolle  spielen  werden.  Fflr  jede  Gleichung 
fünften  Grades  ist  das  Prodnct  P^.Q*  eine  symmetrische  Function 
der  Wurzeln,  also  rational  dnrch  die  Coefficienten  darstellbar. 
Man  6ndet 

55)  +  ^i/o  ^t*  Vt"  -  'S  i?o  Vi'  Vi'. 

56)  +  SiiüVini  —  ■2^'?o  Vii'- 

Führen  wir  unn  die  Bezeichnungen  ein 

(0,0)=fl(,'     (0.  !)  =  «!.     (0,2)=fl5„     (0.3)  =  ",.     (0,4)  =  «,, 
(I,2)  =  ftj,     (1.3)  =63. 
so   ergeben  sieb  analog  dem  vorigen  Paragraphen  die  folgenden  Gleich- 
ungen : 

Derselben  entsprechen  vier  andere  ähnliche.     Aus  ihnen  folgt 

~  («1  -«8-  "s— "*')  ^VoViViVi  +  ("j~  «1)  ^v'vaVt  +  ("1-  «3)  ^n'ntn4 

57)  +("»-"!) -2^1)1  »)8  +  K-"s)'^»/8*'?int- 

Und  es  ergiebt  sieb  aus 

i)iiJ3  =  «1 »?«  +  "413  +  ^s»?*  +  ^iVo  +  *«%    n-  ■•  "•• 

•^»?l*»bl3  =  P(«lOl+a8«4  +  "8^«  +  «4''«  +  °0*«)—  (— 5-j    . 

•2^%'»?«»)4=  pK«i  +  öi*a+  «3«»  +  «4*3+  "0*3)  -  \^-^)  » 

■2^V%')4  =  P  («1 ''«  +  Oj"!  +  *'8«4  +  ^i^t  +  "0*3)  —  \~6~  j  » 


£ 
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%Ni  V4  =  P  («1  *s  +  «i«i  +  03  ^  +  ''h  "3  +  "0  ^)  —  (~5~  j  ' 

Vi\v3 ~  pK«a  +  "1*3  +  «3*3  +  "i^i  +  "0*»)  -  y-^j  • 

^%*ViVt  =  Pi''iba  +  "»*s  +  «a«!  +  «4«4  +  «0*..)  -  V-J-J  ■ 

Die    AasreclinDng   ergiebt,   dass  S  durch  p   tbeilbar   ist.     Der  Aasdrack 
•elbat  üt  der  folgende: 

58)  +  «,»ö,  —  0,»<T^  +  Vi  —  "4'"3  +  SöaS"*  —  2«,  rtjflg). 

Schreheu  wir  jetzt  zur  Bildung  des  Ausdrucks 


Man  bat 
daher 


♦?i'  =— ^  +  "oll  +  "i  »Js  +  "«»Js  +  "s'Ji  +  "4%. 


Analog  eioe  zweite  Gleicbung. 
Nnn  bat  man  aber 

■S^lfeV^P  (a«a8  +  «1*2  +  «8 «8  +  «3*3  +  "4*3)  -  \J~^)  ' 
-^'^'?4'  =  PC<»0«1  +  "l^i  +  «a'^S  +  «3*3  +  «jM  -  (—5")  ' 

^  %W  =  Pi%''l  +  «l«!  +  «a«8  +  «8"4  +  "*««)   -  y-f-J    +''-^^  ■ 

■^'^  =  ^("008  +  «103  +  "s"*  +  «a''o  +  04«i)  —  ("5'  7  +''-~5~  ' 

■^«fcl«'  =PKaS  +  «1*3  +  "»ft8  +  ^3"%  +  «4*8)  ~  (^^j  • 
■^'fcV  =  PC«0"4+«l*l  +  ««*3  +  "s*S  +  «4«l)-(^-5-^)  • 

Die  Anneehanog  liefert 

r»p.^^K-fl8  +  tt3-04)+pOol(«il  +  «8)(«l-«a  +  «3-Ö4) 
+  6,(0,-0,)  — A8(aj-a4)}—p(aj  —  o,+  Oj  —  (i^)(ajH«i5)ft, 

+  p(-«l  +  "sr+"8  — «4)("l— <'4)*8+/'C«l'«4-''8"«l— ««'«8 

M)  +"»*''f+  V«4  —  «4*«i  +  2oia,a^  —  20,0,0^  +  fl^ij,05  —  0,0304). 

IKa  Addition  von  T  and  S  giebt 
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+  *3("»  +  "8)j+P{-V  +  "«*-V+''i"  +  «lS  +  ''l'"4-««*''l— "«'"S 

60)  +0,030^-0,0,03). 

Hierans  erhält  man  alsbAld  den  Werth  für  Q,  indem  mao  Oq  nnverSadert 
ISäst  und 

"ii  "31  «s»   "4»  *ii  *s    dnrch    o,,  n^,  «,,  Oj,  6j,  ö^ 
ersetzt.     Also 

0  =  p(ff,  — ffj  +  oj-o,)  j^-^ l-floK+«i  — ^«-M+*s(*3  — "i— "4) 

+  *a (o,  +  04))  +  /) (—  0,^  +  o^s  —  OjS  +  «j3*-|.  a,*04  +  o,* n^  —  o^« «,  -  n/«j 
—  °4*"3  +  «l'«S  +  öl'«4  +  «l'''3--V"l— V''l+2a2°4<*3  — 2o,0,«, 

61)  +040,03-0,0,0,). 

Beispiele. 

1.  p=U,     Oo  =  0.  fli  =  l>  ö,  =  0,  03  =  0,  «4=0,  A,  =  0,  *,— 1; 

/>=I1,    0=11; 

(%— »)i)C»)i-'?i)('Ja-'?3)('b— '?4)(*?4  — '?o)  =  llt 

Wo-'h)(%-'?4)(»?4-»?i)C*;t-%)(i3-»/o)  =  i»- 

2.  P  =  3l,     o,  =  2,  o,  =  0,  o,  =  0,  03  =  2,  0^=1,  6,  =  2,  frj=li 

/»=3I,     0  =  -5.31. 

Anm,  zu  S.  109.  Die  Zu  rück  Führung  der  if^-FuDctioneD  auf  eine 
geringere  Zahl  Stammformen  hat  schon  Jacobi  gelehrt,  wie  Herr  Bach- 
mann  S.  92  bemerkt.  Doch  ist  mir  keine  Veräffe ntlichnng  dieser  Unter- 
suchuDg  Jacohi's  bekannt  geworden.  Es  ist  nicht  schwer,  diese  Be- 
duction  allgemein  darchznftihren,  wie  ich  vielleicht  so  anderer  Stelle 
zeigen  werde. 
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IV.    Zur  Coiutruction  einer  Oberfläche  sweiter  Ordnong. 

I>iu  Prublfm  der  CouHtractiuu  einer  Obnrflijcti«  zweiter  OidiiUDg 
darcb  Dvan  gpgcbeoft  pQnktc  grh^rt  xa  den  vioKiicIt  beknnni«n  Probl«* 
nrn ,  lind  niplirpr<>.  Methoden  können  nls  heknnnt  vnrfiusgoaPtzt  werd^'n. 
Za  crwÄbueu  sind  a,  D.  die  CoiiKliuclioiieu  von  TU.  Keyi*  (Ctfornetrie 
der  l^gA«  IIi  1E>3,  160)  trnil  vno  ('banleit,  lf<txtr>re  aaüffibrlicb  aosetu- 
•Ddprg««f*lEr  von  Dr.  II.  Schröter  C''li*one  der  OberflScbpo  xwei(er 
Ordnung,  S  b{i)  nnd  ron  Hi'ger  (ScblSmt  Ich's  ZiMlscbrJCt  F.  M«lb.  u. 
9hyu.,  ib.  Jabrg.  8.  98).  Ea  ist  die  Äbtiieht  dit'ttrr  Abbaudlung,  dna 
PmhUm  »n  orw«it«ru,  anf  älinlicbc  Wi-iki?,  wie  tu  der  Lobte  v<ih  den 
K.eg*l«cIioittet),  wo  bekaoutlicb  aacb  die  Annabme  vou  cunjagirt  imagi- 
■ftmn  I'nnkteo  bq  drn  gAwÖbnlieboti   AaTgabcii  geliört. 

R«  HCl  aUo  dif  Anfgabp  g^Hlelll:  Von  einer  OberflKcb»  zweiter  Ord- 
Doag  1.^^)  «eiRn  gegeben  nrun  Punkte,  niiLcr  welchen  jedoch  acht  vor- 
knttmein  kSune»,  welche  Doppelpunkte  einer  Punkt involiiti an  sindj  ea 
wird   pi'fragt,  die«e  OberfiKche  zu  constmiren. 

Am  allgomcinüten  wird  di(>  Uisung  Kein,  wenn  die  vier  gegebenen 
PnnkliBVoIntiunen  elliptiscb  Hindi  so  dasa  nur  ein  Pnnkt  gegeben  ist,  die 
aodftei)  i-^mjn^irt-iniAginiir  gedacht  werden  müssen.  Demzufolge  wird 
di«  Aufgab«   formtilirt: 

Ei  leien  gegeben:  ein  Pnnkt  B,  vier  Gerade  a,  h,  c,  i/,  l'rXger  Ton 
«Uiptijwben  Panktinvolntjoneo;  es  wird  gefragt,  eine  OberflMcbe  zweiter 
Ordnang  {F^'^)  »n  construiren,  die  dnrcb  K  gebl  und  zu  der  die  luvo- 
litiooen  df  6,  c,  d  geboren. 

Verbindet  man  die  oben  genannte  Constmctionsmetbode  von  Chasles 
nöi  Dioigea  bekannten  Bigenacbaften  eines  KcgelscbnittbffschcU,  ao  gc- 
Ua^t  man  aar   folgenden   Läsuug. 

Man  nebnio  auf  d  drei  Punkte  A,  B,  C  und  denke  sieb  die  Kbenen 
^*=  a,  fib=^  ß  und  Cc  =^  Y  cousttuirt.  Es  folgt  uuu  zutM&t  die  ßeband- 
lta(  der  Aal'gabe: 

Eine  ObertiKcbp  zweiter  Ordnang  f',*^'  xn  conatruiren,  die  durcb  .■*, 
*.  C  jebt  und   »n   der  die   Involutionen   n,  A,  c  gehören. 

t,  Anf  der  Geraden  aß  wird  ein  Punkt  A  angenouiueu.     Bin  Kegel- 
iH^Bacfan]  in  der  Ebene  a  i$t  htotmatt  dorcb  A,  A  und  d\e  \<a'«n\u- 
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tion  aaf  a;  du  Bttschel  bestimmt  auf  der  Oeraden  ay  eine  loTotation 
^i^'i>  ^s^'i«  ■•■  ""^  *°^  "ß  e»"ß  Pnnktieihe  Z,,  Z,,  ....  Za  einem 
festen  Punkte  Q  auf  a;/  constrnirt  man  0,,  0,,  ...  harmoniacb  conjagiit 
zn  PJ'iJ'',,  0i',>''i,  ..;  die  Punktreiben  ()„  Oi,  ..-  und  Zj,  2,,  ... 
werden  projectivisch  sein, 

2.  Ein  neues  EegelschnittbUscbel  ist  bestimmt  in  der  Ebene  ß  dnreh 
0,   die  Involution   auf  b   und   die  Involution  VyF\^  V^V^f  ...;   es   b»> 

stimmt  auf  ßy  eine  Involution  A*,^', ,  X^X'^^ Zu  einem  festen  Pankte 

P  construirt  man  P^,  P^,  ...,  harmonisch  conjugirt  su  PX^^X*^^  PX^X'^i 
diese  Punktreihe   ist   projectivisch  zu  QiQf-   und  ebenfalls  an  Z^Z^.... 

3.  Ein  EegelscbnittbCischel  ist  wieder  bestimmt  in  der  Ebene  y  dnrcli 
R,  die  Involution  auf  c  und  die  Involution  X^X  ^y  X^X\^  ...;  es  be- 
stimmt auf  der  Geraden  aß  eine  Pnnktreihe  Z'^ ,  Z\,  ...  projectivisch  an 
Zj,  Z^,  ....  Die  beiden  projecti vischen  Punktreiben  geben  swei  Doppel- 
punkte, einer  ist  der  Punkt  Otsaaßy,  der  zweite  kann  linear  construirt - 
werden,  er  sei  O'  genannt. 

4.  Man  lege  nun  schliesslich  den  Kegelschnitt  in  a  dnrch  R,  ff^  J 
und  a,  derselbe  schneidet  ay  in  K„,  Y'n\  der  zweite  wird  gelegt  dnrch 
^«t  ^'«1  ^  ^nd  ^1  er  schneidet  ßy  in  X^  X'u',  der  Kegelschnitt,  dank 
X^j  X\,  R  und  c  gelegt,  wird  aß  in  0'  schneiden. 

Auf  diese  Weise  siod  construirt  drei  Kegelschnitte,  welche  auf  ajS, 
ßy,  ytt  dieselbe  Involution  aasschneiden ,  also  sind  es  die  Kegelschnitte, 
die  durch  das  Dreikant  aßy  aus  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ans- 
geschnitten  werden.  Diese  Oberüäcbe  geht  durch  .4,  B  und  die  Involu- 
tionen d,  b,  c  gehören  ihr.  Sie  kann  also  betrachtet  werden  als  eine 
Oberfläche  durch  acht  Punkte. 

Der  Punkt  A.  war  irgendwo  auf  aß  angenommen;  ein  anderer  Fnnkt 
auf  dieser  Geraden  giebt  abermals  drei  Kegelschnitte,  aus  einer  Ober- 
fläche durch  dieselben  acht  Punkte  durch  aßy  geschnitten;  die  zwei 
Oberflächen  bestimmen  im  Räume  ein  Flächenbüschel  und  in  jeder  der 
Ebenen  ein  Kegelscbnittbiischel. 

Wird  in  y  der  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  durch  C  geht,  con- 
struirt, und  bestimmt  man  in  a  und  ß  die  correspondirenden  Kegel- 
schnitte, so  sind  endlich  diejenigen  construirt  aus  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  durch  A,  B,  C,  'i,  b,  c  ansgeschnitten  durch  aßy. 

Bis  jetzt  ist  noch  die  Ausführung  ganz  dieselbe,  wie  die  nraprüng- 
licb  von  Chasles  angegebene,  weiter  durchgeführt  von  Schröter  and 
Helmert,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  nicht  neun  Pankte  als  direct 
gegebene  angenommen  'werden,  sondern  nur  drei,  und  die  übrigen  durch 
Involutionen  vertreten  sind.  Wir  ziehen  jedoch  aus  dem  Gefundenen 
eine  wichtige  Folgerung.  Die  construirte  Oberfläche  wird  notbwendig 
eine  Regelfläche  sein,  denn  die  drei  Punkte  A,  B^  C  liegen  in  einer 
Geraden.    Die  Regelfläche  enthält  die  Gerade  d,  denn  auf  ihr  sind  ^,  A,  C 


i»ioer« 


leuntigsii'i 


sie  kann  also  b«tracbt4st  werden  sls  eine  Oberllxche  za 
im  Plicbeabüsclicl  gehörood,  durch  die  iDVolntiooen  aaf  a,  f>,  c,  ti 
kfliBmt.  VoQ  diesem  KlScbenbiJschel  k&on  eine  zweite  OberilScbe  ge- 
AioiipD  werden,  wenn  drei  Punkte  z.  B.  auf  c  aagpnommeD  werden,  and 
iu  Blscliel  ist   diircb  difSB  zwei   Regelfläcben   vollständig  bestimmt. 

Die  Frage  ist  nun  an rückge führt  zu  der  bekannten  Anfgftbe:  Zwei 
FUdien  eines  BUscbeU  eiud  gegeben,  es  wiid  verlangt,  diejenige  FlAclie 
<ita  Büicbels  zu  6ndi-n,  die  darch  «inen  gegebenen  Fmkt  K  gebt,  ein 
Problem,  das  g'?lö&t  wird  dureb  Bp-nQtztiiig  der  Kigenscbaft,  das»  jede 
Girrmde  darcb  den  Pnnkt  K  die  Flacbeu  de«  BQscbeU  in  eioer  Invola- 
liBD  sehoetdet,  mi  t\nBs  nur  der  zu  B  conjugirto  Funkt  bestimmt  zn  werden 
braacbt.  Von  der  gefragten  Oberflüche  können  beliebig  viele  Pnukto 
cooftniiri  werden  nnd  man  kann  dns  Problem  als  gelöst  betracbt«n< 

Die    oben    bebandelle    Anfgabe,    deren    W4-tterp    ocmstractivo    Darcb- 
ftlbrang    sn    keinen   principiellpn   Scbwierigkeilen   Anlai^B   gifbl,   gestattet 
-^fioige  Anadebnaogen,  die  bier  weiter  angegeben  werden  aollen, 
^B  Eralcn*   kann    als   reciproke  Anfgab«  gestellt  werden:    Es  seien  go- 

^n«)bPt)    etoe    Kbene   E,    vier    Gerade  a,   6,    r,    d.  Trüger    von    elliptisclien 
H  Kb«BenJDVotntionen;  en  wird  gefragt,  ein  Ebeneobliadel  awfliter  Ordnung 
aa    eoaslruiren,   zu   dem  £  und   die  Ebenen  Involution  en  a,  b,    r,   ä  ge 
büren. 

Die   L^aoDg    kann    ganz   gefunden   werden    dnrcb    da«   Princip   der 
KvclprocitSt.     Folgende  Parallele  j«t  zo  ziobea: 

Idie  Pqnkte   J,  B,  C  auf  tt-  din  Eb»nun  »,  ß^  y  durcb   d; 

die    Ebenen    ^  u  =  a ,     ß  b  =  ßy  die    Punkte    aa=^  Jt    ß  b  =  By 

Cc^fi  Tc  =  C; 


die  Ebene  f  dnrcb  A  B'j 

eine  KcgeläXcbenacbaar  durch  A\ 

eine  Involntion  %'*]\\  <TiVi*-- 


drr  Pnnkt  R  auf  aß\ 

ein  Kegelsoliniltbllschel  in  o; 

eise  Involution  K|F'j,  F,f ',..,; 

a.  8.  w. 
Die  weiter  durchgi'fübrte  Parallele  fUhrt  zn  dem  Resultate. 
ZwBitenH  kann  dai  Problem  noch  auf  eine  andere  Weise  aufgefosst 
»«rdto;  es  kaun  verlaugl  werden,  eine  OberllÄcbo  zweiter  Ordnung  zu 
Caastrairen ,  die  durch  acht  Punkte  gebt  und  eine  gegnbeue  Gerade  he- 
mkil;  aalzt  man  wieder  conjagirt  imaginSr«  Pnnkte  vorauSf  so  lantet  sie, 
«is  felgt: 

£■  aind  gegeben  eine  Gerade  e,  vier  Gerade  »,  &,  c,  tt,  Trlger  von 
fIlifUKbea  Punktinvolntioncn;  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zu  coa« 
itninen,  dii<  r  berührt  und  zu  der  die  Involutionen  n,  6,  e^  ^  gebSren. 
Mao  eoDBlruire,  gana  wie  iu  der  v<irigeu  Aufgabe,  zwei  SegelflMcbeu 
ew  Fliehen btUcb eis  durch  u,  6,  r,  tt  bestimmt;  dadurch  Ist  auch  die 
W  t  aasgeacbnitteue  luvolution  bekannt.  Damit  die  FUcbe  des  BU- 
iaWi  dit  Gerade  e  beiübio,  mna«  aie  durch  einen  der  Doppelpunkte  der 
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Werden  a,  b,  c  als  Fundameutalpankte  beibehalten,  <o  ist  Uj  11,113  =  0 
die  Gleichung  des  Dreiecks  abc  als  Ort  dritter  Classe  (in  Uniencoordi- 
naten  Uj,  »,,»3),  folglich 

die  Gleichung  des  Poles  S  der  Geraden  ß  in  Besag  auf  das  Dreieck, 
/>  die  Polare  oder  Harmonikale  von  8.  Im  Anschtnst  an  Herrn  Reje 
(Orelle's  Jornjoal,  Bd.  78  S.  97)  kann  man  aber  denselben  Pnnkt  ancb 
den  Pol  (die  Polare  erster  Classe)  des  Kegelschnittes  f{xx)='0  in  Beaag 
auf  das  Dreieck  abe  (die  Linie  dritter  Claase  UjU,Ug  =  0)  nennen.  Dia 
Linie  />,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  nbc  zo  einem  Pol- 
vierseit  ergKnzt,  hat  in  Bezng  anf  dieses  Dreieck  denselben 
Pol  d,  wie  der  Kegelschnitt.  Der  Pankt  d^  welcher  mit  a,bfC 
ein  Polviereck  bildet,  hat  in  Bezng  auf  das  Dreieck  abc  (als 
Linie  dritter  Ordnung)  dieselbe  Polare,  wie  der  Kegelschnitt 
(als  Ort  zweiter  Classe).  Ist  das  Dreieck  abc  ein  Tripel  des  Kegel- 
schnittes, so  werden  D  und  i  unbestimmt,  der  Kegelschnitt  wird  nach 
Beye  (am  eben  a.  0.)  apolar  zu  dem  Dreieck  zu  nennen  sein  (veigl 
auch  Thaer,  Hatbem.  Ann.,  Bd.  14  S.  556). 

Oiessen,  September  1881.  H.  Pasch. 


TL  Bemerkung  tther  projeotiTe  PnnktreiheB. 

Liegen  zwei  projective,  aber  nicht  involutoriscbe  Punktreihen  auf 
einer  Geraden,  so  kann  man  zn  einem  beliebigen  Punkte  t  dieser  Ge* 
raden  (welcher  nicht  sich  selbst  zugeordnet  sein  soll)  den  zugeordneten 
Punkt  u,  zn  u  den  zugeordneten  Punkt  r,  zu  n  den  zugeordneten  Pnnkt  m 
cOQStruiren;  die  Punkte  ^  u,  r  sind  von  einander  verschieden.  Zn  fVH 
construire  man  noch  den  vierten  harmonischen  Punkt  r,  zu  reu  den 
vierten  harmonischen  Pnnkt  s.  Werden  alsdann  tts  durch  wm  ge- 
trennt, so  sind  die  Doppelpunkte  der  Projectivitfit  imagintr; 
werden  t/5  durch  i>nf  nicht  getrennt,  so  sind  die  Doppelpunkte 
reell.  Bezeichnet  man  nämlich  das  Doppel verbSUniss  (tuvw')  mit  a,  so 
hat  man: 

(lrur)=  — 1,   (r»«s)  =  -I,   {uvtr)  =  ^,  (u'"-»)  =  4, 
{uvts)  =  {uvtr)  {utrs)=  {,  (r/Ms)  =  — 3,   (/«p»)=|, 
{rwus)  =  {vlus)  {twus)=  —  3{l  —  itiims))  =  Z{tuwp){tuos)  —  Z 

=  4iiuwv)  —  Z  = 3, 

0 

0(4  — 3ö)  =  o*.(rn'K»); 

folglich  ist  0(4  — 3  a)  im  ersten  Falle  negativ,   im  zweiten  positiv.     Soll 

nan  x  ein  Doppelpunkt  sein,  und  setzt  man  (tuüx)=^^  so  ergiebt  sich 

fflr  £  die  quadratische  Gleichung 
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iicb  die  Punkte  cf  einander  conjagirt.  Als  gcmeinvchartliclioa 
iuJ/Dck  beider  Theorem»  kann  man  das  folgende  betrachten:  Bacbt 
■10  aar  (Ion  Srititn  cidce  [Ireiocks  'ibrr  diejenigen  Punkte  n^/, 
vrlchc  in  Bozng  aui'  <-io(>u  Kegelaclinilt  jedeflnial  der  gegen- 
SberlipgoDden  Ecke  conjugirt  sind,  an  liegen  a^y  aaf  einer 
(roradt^n  />;  ziebt  man  dnrcb  die  Bckoii  dea  Dreiecks  die- 
jfgi^on  ätrnblen,  wt-|che  judeBmal  der  gegenüberliegenden 
$«ilfl  esDJagirt  aind,  so  erhält  man  drei  Stmblen  durch  einen 
Tafikt  >/,  den  Pol  der  Geraden  U  (diese  drei  Strahlen  elod  die  Po- 
Utet  vuD  o,  ^,  >■).  Vert^l.  Schröter,  Kegclacbnitte,  II.  Aafl  §31,  Heye, 
Onmfirle  der  Lage,  II.  Aafl.  1.  Äbth.  8.  191  f 

Vjellflicht  ist  i'S  nicht  gans  überflüssig,  kq  erwähnen,  dasfi  die 
Ql«iclinng  der  Geraden  Ü  leicht  aufgestellt  werden  kann  mit  Hilfe  der 
UeallUt 

b  »eteW 

f{Xtf)  ss£.a,kTitjk  m\K  ffu  =  rt»i  lind  i,*— 1,2,3, 
(oAc)  =2;+ o,fr,C3,   (Arj)=X  + i,rjX.,  n.  «.  w. 

1«  der  obigen  Identität  folgt  n^imlich,  indem  mau  yi^^y,  mit  »["jO^ 
■niamm  an  fallen  IHaal: 

(fl6r)/"(ox)  =  (icj)/"(fl«j  +  (ea3c)^(«ft)  +  (afc  jj) /"(nr). 

lal  Dan  f{rx)=  0  die  Gleichung  drs  Kegt-Iachnittea  und  sind  «,  »if^  die 
Ciurdinalen  des  Punktcji  0  n.  n.  v.,  so  errüllt  der  Punkt  a  die  Gluivli- 
iwgeo/'i;uj)=0  n»dt/"X)=  0,  folglich  auch  (crtr)^(äA)  +  ((iAx)/'(flr)—0 
Bad  fchlieaalicb  die  folgende: 
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Ä**-)    /^(«'")     /t«ft) 


Da  dievfl  wegen   ihrer  Symmetrie  anch  für  ß  und  y  gelten   mu86,  so  wird 
ukaaal.  duaa  aßy  auf  einer  Geraden  D  liege d  ,  welche  dnrcb  die  Gleich- 

2)  reprlaentirt  wird. 

Ohne  die  Ideotitüt  1)  erh&ll  man  die  Gleichung  von  If  in  der  Form 


5J4    '»+'»: 


0 


"ai 


■» 


HGwt,  wenn  loaD  a,6«r  zn  Fundamental  punkten  macht;  denn  dann 
kl  X,  =sfl  and  "»ii^i  +  "ifl^'a  ^  0  fUr  o  n.  s.  w.  —  Nach  der  von  Herrn 
R*ye  (4.  «.  O  und  vorher  in  Crelle'ß  Journal,  Bd.  77  S.  272)  eiu- 
pAkrten  Anidrackeweise  bildet  li  mit  den  Ponkten  o,  A,  r  ein  Polviereck, 
(iouo  l)  mit  den  Geraden  ''f,  rn,  ab  ein  Polviersoit.  In  der  Thal 
mHimehf{j-x)  folgen dfiTDaBseo  als  Aggregat  von  vier  Quadraten  schreiben; 


/(-)=..".."..(£i+„^+a)-:-!''-^-.'-S!'»' 
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iDtegralen,  von  deneu  äie  Snmme  über  die  parallelen  GcigeDseiten  bexfig- 
lich  zn  einem  Vielfacben  von  2nto>  nnd  2n>oi'  leiten.     Denn  es  ist 

Z^+tO  JFo  +  0> 


«0  +  M+Ol  «, 

^  +  »  «1  + 


Der  erste  dieser  Terme  zerstört  sich  gegen  das  von  z^  bis  ^f^-\-ta  so  er- 
streckende Integral,  der  zweite  ergiebt  in  Rflcksicht  daranf,  dass  m  eine 
Periode  fUr  /(r)  ist,  ein  Vielfaches  von  2nita.  In  derselben  Weise  fol- 
gert  man  ^^^„^„.  ^^^^, 

*0  +  »  «0 

=  rz.^^Hz  +  a>rdlgnz). 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  vernicbtet  sieb  mit  dem  von  Zq+w'  bis 
Ig  aaszndehnenden  Integral,  das  zweite  aber  führt,  da  u  eine  Periode 
für  /(i)  bedeutet,  zn  einem  Vielfacben  von  2ni<D.  Es  ist  mithin  das 
Integra]  tlber  die  Umgrenzung  eines  Elementarparallelogramms  io  der 
Form  2  ff  j  (n  &> -(- n'oo')  darstellbar,  nnd  man  scbliesst 

£a  —  £b=:  n{o-\-  n'a. 

Ad.  Schomanh. 


ym.   Die  leitenhalbirenden  TraniTersalen  des  sphärischen  Dreieokt. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  ABC^   dessen  Seiten  nnd  Winkel  180* 
nicht  Übersteigen ,  trage  man  auf  den  Schenkeln  von  y  die  halbe  Snmmc 

der  einschliessenden  Seiten  ab:  C  E^CF=.  ^^  ^  so  dass  £^anf  ßCnnd 
F  anf  AC  liegt-  Dann  lege  man  dnrcb  E  nnd  F  den  Hanptkreis,  wel- 
cher   AB    in    D    schneidet,    so    ist    ^f=Ä£  =  ^^,    iCFD  =  CRD^ 

LADF=BDE  nnd 

sin  AD  _ sin  A FD       sin D  B  _sin  BEB 

^  .        .  hinAF~  sinADF'     sin  B  E~  sin  BÜ  E' 

Daher  ist 

sinAD  =  sinBB  nnd  folglich   AD  =  DB^  da  AB<,it  ist. 
Der  Hanptkreis  EF^,  anf  welchem  die  Mitte  von  AB  liegt,  ist  allein 
dnreb  a+b  nnd  y  bestimmt.     Daher  wird  der  Sats  ^wonnen: 


KleiiiPrf  Miitheilangea. 
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W«iin  hl  »ioem  fphVriscIicn  Drrteck  din  Samm«  zweier  Seilen  nnd 
<i«>r  piDgesrhlnnenc  Winkel  cnnslBitt  lilribi,  so  lt«gt  die  Mitte  der 
ilrillra  Seile  auf  piuem  tie«tinimlen  Haiiptkroiiifl,  Dümlidt  an F  der  Basis 

Aea  glrtrliRclit^nkltgen  Preicckf)  mit  dem  Sclienkel  — ^~  QD'l  'l'*"^  Winkel 

y   mn   der  Spitze. 

Her   «nalflge  -Setz  ftir  da«  pUn«  Dretrck  lantot  lickanntlleli  ebenso, 
aar  tritt  das  Wort  „Gerade"   nn   tVie  Stelle   von  ,,  Haaptkrris".* 

Man  lege  den  lUnptkreia  dorch  ('  and  />,  »o  Ist  t'If  =  tt  die  znr 
^Seiia  4P  gebörige  Transversale.  Man  vfrlSogero  CO  bis  0,  so  da» 
HpC^X'<>  wird,  und  lege  deo  Hanptkreis  durch  B  nnd  G,  so  ist  liG^AC 
KsA.  Ll>fiG  =  a,  altin  LCPG^a-^-ß,  feropr  LCGft  =  ACO,  also  LBCG 
^•^CGF  =  •/.  Daher  folgt  ans  den  Dreiecken  BVG  nod  ABC  nacb  def 
r    enteo  der  Gntisi'ichen  Fortneln 

kaad    dorch   lliviaioD   dieser  beiden  Oleiclinngpn 

—  =  — 2 — ^-^ 'i — ^-^    oder    tottt^cotlc, — \     "^  . 

CO»  j  c  <ifi  ^  y .  cuf  J  j-  ■  ttH  y 

Atta   dieser  Furmel  gewinnt   man  eofnrt  den  Satz: 

lo  allen  Dreiecken,  lu  welchen  o+j3  =  /  ist*  Ut  f^^^'^i 
«od  umgekehrt: 

Beschreibt   man   nm   die  Mitte   von    c  den  Kreis  mit  dem  Dnrcb- 
»   i;,   so    nimmt    doreelbe    die  Spitzen    aller  Dreiecke  aaf  mit  der 
Basia  c,  in  welchen  a4-|3  =  jr  i«t.** 

Bride  Sfitxe  gelten  würtÜch  auch  für  daa  plane  Dreieck.  Interes»ant 
ist,  das*  das  plane  rechtwinklige  Dreieck  nicht  dem  sphürischeu  recht- 
wtttktigm  Dteteek  entspricht,  nondero  dem  sphärieclien  Dreieck,  in  wel- 
tbaa  0+  ^  »  T"  ist. 

AnAaeidem  folgen  aas  den  für  die  TraoaTersalen  gewonnenen  Formeln 


rosif 


eott. 


cot^a. 


sin{ß-\-Y) 
fina 


sin{a-\-y) 
siftß 


•bt  jede  Rechonng  die  beiden  Sätae: 

Ib  allen  sphltriscben  Dreiecken,  in  welchen  tt+ß'^ye=2n  tat,  Ut 
jfd«  Tranaveraale  das  Supplement  der  halben  zugehörigen  Seite; 
tki  uBgekr'brt: 

WeuD  in  einem  aphSriscben  Dreieck  eine  Transversale  daa  Snpple- 
•cst  der  halben  zugehörigen  Seile  ist,  so  ist  die  Winkelsomme  gleich 


*  Btctoar,  Crelle'B  Jonro.  XXIV,  S.  I9J. 
**  Sl«i«er,  Crmtlt'a  Joam.  II,  8.  47. 
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2  IE  und   ancb  die  anderen  beiden  TransTenalen  eri^nKen  ihre  hmlben^ 
zugehörigen  Seiten  zn  n. 

Nicht  minder  einfach  ist  der  rein  geometrische  Beweis  dieser  letstfiik^ 
Sitze.     Zeichnet  man  zn  dem  Hanptdreteck  ABC,   in  welchem  a-|-^+]^ 
s=2n  ist,   das  Nebendreieck  JBC\   indem  man  AC  nod  BC  verlSngertp 
bis  sie  sich  in  C'  schneiden,  so  ist  in  demselben  der  Winkel  an  der  Spitz» 
C  gleich    der  Summe    der  Basiswinkel.     Daher   C'J)  =  ^e    und    folglich 
CD  =  n  —  ^c.      Dasselbe    gilt  von   den   anderen   beiden   Nebendreiocken 
und  den  anderen  beiden  TransTersalen  des  Hanptdreiecks  ABC.    Ebenso 
beweist  man  die  Umkehmng  mit  Hilfe  der  Neben dreieckn. 

Bemerkenswerth  dürfte  ferner  die  Eigenseliaft  dieser  Dreiecke  sno, 
dass  der  sphHrische  Abstand  je  zweier  Seitenmitten  den  constanten  Werth 
4«  bat.     Aach  die  Umkehmng  gilt: 

Wenn  die  Mittelpunkte  zweier  Seiten  um  einen  Quadranten  Ton 
einander  entfernt  sind,  ao  betrSgt  die  Winkelsamme  2n  und  jede 
Transversale  ist  das  Supplement  der  halben  zugehörigen  Seite. 

Eine  Speciatisimng  für  die  Ebene  gestatten  diese  SStze  natQrlieli 
nicht. 

Vorstehend  wurde  die  Transversale  durch  die  zugehörige  Seite,  die 
Summe  der  snliegeDden  Winkel  und  den  gegen ttberliegenden  Winkel  in 
einer  zur  logarithmiscben  Bechaung  geeigneten  Form  gegeben.  Sonst 
findet  man  die  Transversalen  durch  die  drei  Seiten  ausgedruckt.*  Auch 
diese  Formeln  erhalt  man  aus  den  Dreiecken  BCG  und  ABC,  Die 
Gauss' sehen  Formeln  geben 

cosi{a  +  li).sini(a-\-ß)             ,         cot\(a  —  b).eo$lY 
cos tc  =  ^  .       '^  ,      COS ^c  = V   .,      ,    a,   ' 

cos\y  *»ni  («+/') 

und  durch  Hultiplication  dieser  beiden  Gleichungen 

rottg  .cos^c  =  cos  ^{a-\-b).cos^{a— b). 
Das  planimetrische  Analogon  ist  bekanntlich 

a«  +  6« 


<»«+(4'-)"= 


*  Vergl.  (lanther,  Hoffm.  Zt«chr.  XI,  S.  422. 

Saarbrücken,  16.  October  1881.  P.  v.  Schabwbk. 
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OiartQ  T«f.  n  Fig.  I  —  ii. 

ladrm  ich  im  Fn1g(>nHpn  eine  UntorimcliiiTig  der  bpsf*icbncten  Evo- 

Hl,   und   KWftf  iu  tnögtichat  geometrischer  Weise,  au  geben  ItPabsichlige, 

M   uUixlich   ieiD,   derifllbeo    id  KUrxe  die  Entwickelong  der  Sitze 

■nd    CoDfitnicticinoD ,    welch«    dabei    in   AowendnDg  kommen,    vorauKB* 

i«ctiick«ii. 

I.    Aof  der  festen  Carte  f  (Fig.  1)  rolle  ohne  Gleiten  die  wXUende 

4  Mi  der  ftugenblicklicbe  UerQbmDgepDDkt  beider,    B  nad  B  seien 

'A*  u  A  benachbarten  Punkte  beider  (^arven,    welche  bt'im  Rollen  mit- 

»i»»&der  sor  Deckong  kommen,  so  dtss  Bog, -4  ß  »  Bog.  ^  ß';    AM^   UM 

■tieo  Normtlen  der  U   deren  Schnittpunkt  jV  bei  nnendiieh  kleioem  A  B 

im  KrtlmroiingBinitlelpuiikt    der  f  in   ./  int;    AM',  ß'M'   seien    Normalen 

An  w,  welche  sich  unler  derselbeo  Bedingung  im  KriiminnngBmittetpanklo 

IT'  der   »  \n   A  icbuciden.     P  sei  der  beecbretbende  Punkt,  e  die  Boll- 

nrre,  to  Ist  bekanntlich  die  Vorbindnngslinie  PA  von  P  mit  dem  augea- 

btieklicben   BcrUbrungBpnnkte    A  di>-<   Normale  der  c  in   P. 

In  der    «weiten  Lage    berührt  w  die  f  in  B,    B'M'  gelangt   in   die 

6en4t  BM,    ß'P  nach  BQ,   Q  itt  der  dem  P  beuRcbbarte  Punkt  der  r, 

9B  ttDH  Normale  derselben,  der  Schnittpunkt  A    von  PA,  QB  fUr  uuend* 

Beb  kleine  AB  and  PQ  der  Krtimmungsmittelponkt  der  <?  in  P. 

Betuo  wir 

MA  =  r,    A!^'=r\    JP=p,    KA  =  ^^ 

L  JH'AP^  ip,     L  üfB'P^L  MBf^^<p\ 

LAMP=u,    LA\r0^e\    LAf(B  =  ß,     iAPIi=^, 

nd  DfhnMB  den  Sinn  XA  als  positiv,   so  ist  r  stets,    und  r'-a  AM'  bei 

Jw  L«ge,  wie-  in  der  Figur,  positiv. 

Es  folgt  Dtttt  aus  den  Vierecken   AMBK  und  AM'B'P 

■aj  darmns 
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1)  a+a'=ß  +  ß:. 

Setzt  man  d&B  Bo^exielemeut  j1  B  =  A  B' —  d s ,  zieht  ans  /*  im  Winkel 
ß'  den  Kreishogen  AJ)',  ans  l^  in  ß  den  Aß,  so  ist  A D'  =  A D  =  ds  cottp 

ds  ,      ds        -      ds  cos  <f>         ly     dt  cos  tfi 

a=  —  ,      «  =  -7,      p  = ,      p= . 

r  r  9  P 

Diese  Werthe,  in  1)  eingesetzt,  liefern 

2)  i  +  i  =  (i  +  4)_L. 

'  p        g       \r       r  J  cos tp 

2.  Man  findet  nach  dieser  Formel  q  oder  K  (Fig.  2),  wenn  man 
ANJ_APf  sudann  PM'  zieht,  beide  Linien  in  A  schneidet,  dann  JVJIf 
zieht;  diese  trifft  die  PA  in  IC.  Denn  zieht  man  KE\\MA^  achneidet 
KE  mit  NP  and  NA  in  E,  hezw.  D,  and  fallt  MF±NA,  so  ergeben 
sich  aus  tthnlichen  Dreiecken  die  Proportionen 


KD-\-DE     MA+  AM'       ,       KD+DE         r+r' 

—  oder 


und 


kA  MF  q  r  costp 

KA  +  AP       ^D+DE        -            q-\-p           KD-\-DE 
= -TT-.T —    oder    = ■ , 


AP  AM' 

darch  deren  Mnltiplication  2)  folgt.* 

Diese  Constmction,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  2),  drückt 
folgenden  Lehrsatz  aas:  „Wenn  man  durch  einen  Punkt  A  im  Innern 
eines  Winkels  PN fi  eine  beliebige  Gerade  UAM'  zieht,  auf  welcher  die 
Schenkel  des  Winkels  die  Strecken  MA  =  r  und  AM'^r  abschneiden,  so 
ist  für  alle  solche  Geraden 

1 


G4) 


sin  NA  M 


=  const,** 


3.    LSast   man   den   beschreibenden    Punkt  P  (Fig.  2)   verschiedene 
Lagen  auf  AP  einnehmen,  so  ergiebt  sich: 

1.  Die  Reihe  der  P  ist  projectiv  zu  der  Reihe  der  zogehSrigen  iC. 
Denn  beide  Reihen  sind  mit  der  Reihe  der  N  auf  AN  perspectiv  aus 
M',  bezw.  ans  M. 

2.  So  lange  A  P  nicht  senkrecht  anf  A  M  steht  und  M  nicht  in  M'  Hegt, 
ergiebt  die  Gonstruction  zu  jedem  P  einen  davon  getrennten  Punkt 
A',  ausser  wenn  P  in  A  fällt.  Daher  ist  A  der  einzige  Doppel- 
punkt der  Reihen  der  P  und  der  A',  und  der  Krümmungshalbmesser 
PK  wird  Null,  wenn   P  in  A  liegt. 

3.  Ist  APJ_AM,  aber  nicht  M  in  M\  so  ergiebt  die  Construetion  sn 
Jedem  P  den  Punkt  A  als  Krümmungsmittelpnnkt  &'. 

*  Diese  Construetion  der  Formel  2)  rührt  von  Euler  her  (Kovi  commeotaril 
der  Petersburger  Akademie,  Bd.  11  fOr  1766,  8.  819);  der  Beweis,  den  er  nfBgta. 
"oaetritcb.    Den  obigen  Beweis  lieferte  mün  Sohn  Otto. 


131 


I.  Iit  ff  Id  r,  aber  nicht  ^P±AM,  »o  fHlll  t^  In  Pvnd  der  KrUm- 
■togriinllimeBS^r  ist   für  jedou   bcschruibeuilen   Fankt  =0. 

i.  In  APX  ^M  nnil  <t/  in  M\  so  laust  die  ConülroctioD  den  Ponkt 
f  iibesiimrot.  Der  Kriimmatigshalbneaser  der  Roltcurve  c  ist  daou 
itartti  r  und  r  oicht  bestimmt ,  Aondern  erst  durch  die  Art  der 
Ätodaning  beider.  Im  All);puieinen  scIiDpiden  sich  dann  r  tiad  f 
(D  4,  und  man  kann  «ich  leiclit  rergRgpnwärtigPD ,  das«  die  Bell- 
catT»  dann  in  P  eioeu  Sehnabelpaokt  besitzt,  welcher  wirklich 
jed«  Gr€«M  des  KrümmaagshalbmesserB  aulSsat. 
fc  Ijift  P  auf  -Vitf',  a.  B.  in  P",  ao  llUst  die  gegebene  Conbiroction 
fcsnc  nnmittelbarp  Anwendung  2a-  Es  moss  abor  rut  h'  nach 
Okichnng  2j,  da  v=^Ot  p=JP*,  q^Ü'A  wird,  gelten 

Umq  Bedingung  erftilk  man  durch  irgend  ein  schon  bestimmtes 
Mlebes  I'aar  P,  H,  welches  anf  eini^r  schief  zn  A  M  durch  A  gehen- 
•Im  Gemdi-n  liegt,  wpnn  man  A  N  J_  A  P  7.\«\\\.  ^  PP'  ra\t  J  N  in  N' 
ichueidet  und  A'Af  sieht;  diese  trifft  die  AM  in  iT.  Denn  weil  P 
«od  &'  beschreibender  and   Krtlmmungsmittelpankt  sind,  ist  nach 

Gleichung  2)  J_.    _L^n_^l\_L 

Qitd  nach  dem  Lehrsatz  der  vorigen  Xnntmer  gilt  ini  Winke]  PS'iC 


Ar^  h'A      \AP'^VA/eoitp' 


welehi'n   hpiden  Oluichnngen  die  vorhergehende  folgt,    welche 
daher  durch  die  Constmcltou  erfollt  Ist. 

Die  rnnktrciben  der  /'  nnd  Ä*  sind  die  senkrechten  Projeciionen 
ift  Panktreiben  der  /'  und  i",  whk  man  einsiebt,  wenn  man  A' 
laä  Ay  ins  Uuondlicho  rückt. 

hfsrbreibt  man  über  A /it'  und  AtA  aU  Durchuiesser  Kreise,  so 
Khoridct  jede  durch  A  gelegte  Gerade  den  eisteren  Kreis  in  einem 
beireh reihenden  Punkte  P".  den  letateren  in  dem  zugehörigen  Kr<lm> 
na ngsmittel punkte  A'",  weil  .(/'".V  and  Mk"A  rechte  Winkel  aind. 
[fanaelhe  gilt  von   den   Kreisen  mit  den  Dnrchmessern    AP,  K' A. 

4.  Diese  Rltae  wollen  wir  auf  die  cyklischen  Corven  oder 
RadllBlru  anwenden,  d.  i.  auf  diejenigen  liollcuivcn.  bei  welchen  die 
fnfp  /  nnd  die  wXlzende  Curve  n>  Kreise,  einschliesflljch  der  geraden 
>st«,  sind.     Wir  haben  sie  in  cineni  früheren  AnTsstae*  aiiierbchieden 


I. 


■  Bd.  XXVI  dieser  Zeitschrift,  S.  9r>7.  In  diesem  AoUtase  habe  ich  mit- 
it^t,  UaM  iäh  kura  vor  «ciiior  AbKudung  von  einer  früheren  VarOffentlichung 
rtclar'«  (London  ]6iH)   Kenntnias  erhalten  habe,  worin  er  die  doppelte  l-^iit- 
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Verändert  sich  r  von  0  zu  oo,  ao  verändert  sieb  yl^ü  von  0  zn  r 
nnd   ü  bewegt  sieb  von  A^  zn  M'. 

Auni.  In  der  Kinematik  wird  die  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  einem  festen  System  auf  das  Bollen  einer  Cnrve  w  des  beweg- 
licben  anf  einer  Cnrre  f  des  festen  Systems  zurückgeflibrt.  Der  äugen- 
blickliebe  Berflbrnnggpankt  A^  ist  der  einzige  angen blicklieb  ruhende 
Punkt  und  heisst  der  Pol  oder  das  Momeutancentrnm,  w  und  f 
beissen  diePolbabnen  im  beweglichen,  bezw.  festen  Systeme,  t/ heisat 
der  Wendepol,  der  Kreis  üf9^"A^  der  Wendekreis. 

8.  8)  Zwischen  B  und  W  wird  sieb  noch  ein  Punkt  G  grösster 
Krümmung  der  c  ergeben.  Er  entstehe  ans  G'\  woeu  der  Krtimmungs- 
mittelpunkt  G^  gehört.  G"  muss  anf  dem  Kreise  b  so  bestimmt  werden, 
dass  der  Krümmungsbalbmeeser  G^C"=  G^G=^k  ein  Minimum  ist.  Finden 
wir,  dass  G  der  einzige  zwischen  W  und  B  liegende  Pnnkt  grSssten  oder 
kleinsten  Krümmungshalbmessers  G^G  ist,  so  folgt  ans  der  Nachbarschaft  mit 
FT,  worin  k  nnendlicb,  dass  G^G  ein  Minimum,  sodann  dass  B^B  ein  Maxi- 
mum ist  Setzt  man,  wie  in  Nr.  1,  A^G"^=p^  G^J^:=g,  also  f(  =  p-\-q, 
ferner  Lil'A^G"=  ip,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  2) 

prr  eoSffi 
p(r-|-r')  —  rr'cos^' 
Differenzirt  man  nach  <p  und  beachtet,  dase  p,  g  nnd  ^  veränderlich,  so 
erhält  man  nach  einer  Vereinfachung 


"*-  *  ?_.»/> 


r'r 


cos*(p- p'rr'(r  +  r')  sin(p\  , 

dg)  ) 


(^V       (p(''  +  ''')  —  rr'costpy 
und  daraus  nach  einer  Vereinfachung 

dtp  dqi  {p{r-\-r }  — rr  costp)*  fii(f)^  t-      \    t      /       fj 

— />*rr'(r-|-r')  sinipS, 

Der  Werth  dp'.dfp  ergiebt  sich  am  einfachsten  geometriiich  (Fig.  3  a). 
Ist  L  G"a^K^^  iicp,  schneidet  A^k  den  Kreis  &  io  A'  (benachbart  dem  G"), 
ist  Cy _L '^gC"  nnd  X -^sA",  sowie  .V'LJ_A^G"  gefüllt,  so  sind  die  Drei- 
ecke £JG"  und  M'LG"  ähnlich  und  es  gilt 

f{J:JG"=!a'L:LG'', 
oder,   da  KJ=  —  dp^   JG"=pd(p^  !^L  =  r'si»(p^  LG"=.p  —  r'conp^   auch 

dp  pr'sinq) 

rf  <p  p  —  r  cos  fp ' 

Fuhrt  man  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  von  dk:d<p  ein,  setzt  dieien 
dann  gleich  Null,  so  erhält  man  als  Bedingung  eines  Maximum«  oder 
Hinimnms  von  A',  nach  Weglaasnng  des  Nenners, 

0  *=  -  p  r'sin  tp  [p»  (r  +  r')»  -  2  p  r  r'(r  +  r')  cos  q>] 

—  ip—r'coSfp')p*rr(r-^r)$iH^. 


ucbnng  wird  orftlllt  darcli  singt  =  ü,  i,  i,  für  ilie  Scht'itel  A  and 
If  Md  AQuerdom  aur  nacb  durch 

p        ^        jr 
2r'cos<p      4r  +  2r* 

Schneidet  iniin  nuo  (Kig.  Sa)  '1jG"(=p}  mit  dem  Rroiso  h>  in  C^,, 
•£  ia  JjC^e=  2/cus(^;  errichtet  man  in  C"  und  <7g  Senkrochtu  an  J^C" 
DsJ  fclinflidot  (iin  mit  J^M'  in  //  und  //,  so  ist  ß'  der  End|iuiikt  des 
DntlmeKerA  A^M' tf  de»  Kreises  n.\  und  eiu  Kreis  Über  A^tf  ftld  Uorch- 


(Fig.  3)    schoüidet    dpn    Krcio   h   iu   dem   gcttncluen    l'nnktc   (^'. 
B  «rpefal  lieh  aber  dnrch   din  in  der  Fig.  3  angedcututu  Conblmction  nue 

A^fT^  A^G^       4r  +  2r'       r  +  ^r" 

Vvtändrrt  Hich  r  vun  0  zu  x,  bo  verÜodert  sich  A^U  vua  0  su  ^r', 
gi4  J7  bewfgt  iicb  von   //,  bis  io  die  Mitte  von  M'B'. 

Mx  A^ff>AfU  (Nr.  7),  eo  liegt  ß  swischen  0  and  ft',  ti''  zwiechon 
1^  und  ff*,  und,  wie  vorhin  aogenommen,  G  swiBchen    If  und  ti. 

9.  Die  Evolate  dor  geschweiften  Epicykloide  heateht  fHr 
JHJfn  Gang  der  Cnrve,  wenn  die  Schnillpuukto  T'  nnd  G"  rep-11  sind, 
uiiwei  ioH  Unendliche  verlaufenden  Aesten  A",  AfU",  und  Jf''\  C,  D^ft^f:^^ 
Jie  all  io  dem  aneDdlicb  fcrncD  l'aukte  /F',  zasammenhÜDgeDd  betrachtet 
finleD  kännen,  Kiu  »oluher  Gang  der  Bvolnte  beaitxt  zwei  nnead- 
lick /erse  Hackte  und  vier  Spitzen ,  wt>v«o  eine  (W,)  der  Curvo  r 
^fdtehrt  iat  (kleinste  Krümraung),  drei  (^j,  G^,  A,)  ihr  zugekehrt  sind 
'ptate  KrUmmuQgi. 

Zar  VerzeichnQDg  der  g«««ch«reirten  ICpicykloidc  mittele  Krüm- 
ooopkraiseo  reicht  die  Conatraction  der  besonderen  Pnnkte  in  dem  Falle, 
iUu  sie  nicht  mehr,  als  einmal   den   Kreis  f  umläuft,  gewöhnlich  aus. 

Nimmt  r  von  0  bis  oo  ku,  »q  verSiidert  sich  A^V  von  0  an  r'  und 
ifB  Ton  0  ZD  |r'.  Nimmt,  bei  nnTeränderlicbcn  /-  nnd  /,  r"  der  aluo- 
bKfn  Gr^ase  nach  von  r  m  0  ab,  sn  gebt  die  Ciirvc  c  voo  der  Cjeatalt 
in  Cpicykloido  durah  die  der  geschweiften  Bpicykloide  in  den  Kreia- 
ud  die  Eriilnt««  ilnr  c  vnn  der  CJeatalt  einer  Kpicykloide  mit  einer  Spitze 
Kl  einem  Gange  durch  die  in  Fig.  3  verzeichnete  Gcatalt  mit  xwoi  AeHten 
lOtl  rier  Spitsen  in  dc<n  Punkt  1/  Über.  Sobald  dor  abnehmende  Kreia  b  den 
ftwkt  Fdorchachreitet,  rückt  »"in  /  (da -f,  ü  < -Jj,.W',  Nr.  7),  ea  rückt 
ttf  f  der  Punkt  ff  in  A,  aud  bei  der  Bvatnle  verschwindet  der  unäud- 
Keb  ferne  Punkt  mit  dem  üauero  Cnrv^naate  und  bei  weiterer  Verkloi- 
g  roa  h  rtlckt  die  Bpitse  ^|  aus  dem  Unendlichen  ins  Innere  des 
Kruise«  /,  Sobald  ferner  der  Kreis  b  den  i'nnkt // dutchacbrcitet, 
C"  in  ff'  oder  in  A,  je  nachdem  A^//  >  oder  </*,;1/'  ist  (Nr.  8), 
■  rückt  aaf  c  der  Punkt  G  m  ff  oder  in  A.  und  bei  der  Evolute  rer- 
■dvinden  G^  nnd  li,,  so  da»  nur  noch  iwei  Spitzen  A^^  H^  «QT\taadQti 


rolat«D  der  gMchvei 


Ivngeaeo  ^ 


sind.     Für  üM'wa  HI'B  verachwiDden  beide  Punkte  G  and    W",   «owie  G^ 
und    ^1  zugleich;    bs  findet  diee  st«tt,   wenn   der  nuB   den  Ponncin  fUr 
A^ü  nnd   .^, //*  (Nr.  7  and  8)  gewonnen«  Ansdraok 
'  VM-M'H  r  /       3r  |\  _  -  r^  +  arr'+  2r'« 

J^       ■*      2(r+r)      \4r+2r'      V  ~  2(f+r')l2r  +  r')   *""' 

oder  wenn 

r  =  ^(>^-l)=0.366,..r 

wird,  wobni  dne  andere  Zeichen  der  Wurzel  weggeUssen  int,  du  wtr 
die  EntstehuagAweise  mit  r'  >  0  gewühlt  haben.  Je  aachdem  dagegen 
ÜM'^M'N  und  r'$0,366r,  Ter«chwiodet  sueist  G  oder  xnerat    W. 

10.  Dia  TerschliiDgeue  Eptcykleide  int  in  Fig.  4  4n  entcpre- 
cbenden  Puukton  mit  Ubereinstiromoudcn  ßuchstabeo,  wie  die  geichweif^e, 
bezeichnet.  Uoi  ihr  ist,  abaolnt  genommen,  r'  ^r,  daher  Brhneidet  der 
Kreis  b  die  Hilfskreise  ^,(7,  ^^/Z  nicht,  und  die  Punkte  If  nnd  G  kom- 
men anf  der  Curre  c  nicht  vor.  Jeder  Gang  derselben  besitzt  einen 
Scheitel  .4  gr&saler  und  einen  B  kleinster  Krtlmmnng,  nnd  jeder  Uang 
der  Evolute  zwei  Öpitxen  Ay  nnd  /'j. 

Kinen  allgOOTeinfn  Pnnkt  P  und  P,  der  Curve  c,  besw.  ihrer 
Evolute  erhAti  man,  wenn  mau  aus  A^  einen  beliebigen  Sirahl  eiebt, 
deasea  einer  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  6  der  Pnnkt  f  sei,  sn  P" 
den  Krtimmungsmittelpunkt  P.,  hesiimmt  (5)  nnd  daraas  P  und  /',  her- 
stellt. Einen  bemerkena wertbon  Punkt  F.  gewinnt  man,  wenn  man 
AfS^J-l^^i  oder  als  Tangente  an  /  und  f  Hiebt;  dann  fUlt  £g  in  «^ 
(3,11).  Hieraus  leitet  man  die  Punkte  K  und  E^  ah,  für  welche  die  Nor- 
male  &'£,  der  e  tngleieh  die  Taugente  der  Evolute  und  des  Kreise«  f  in 
S^  ist.  Ausser  A,  A,  C,  S  wird  ein  zweckmässig  durch  einen  Strahl  A^P'' 
gewAblte«  Punktepaar  zur  VorsoichouDg  eines  Ganges  beider  Curron 
bei  nicht  mehr  als  einmaligem  Umlaufen  der  c  nm  U  gewöhnlich  genligen. 

Dei  Doppelpunkt  D  der  e  liegt  anf  ihrer  Symmetrielinie  MAg. 
Er  entsteht  aus  dem  Punkte  />"  des  Kreises  h,  der  so  liegt,  das«,  wenn 
man  die  Gerade  /U  It"  mit  f  in  D^  und  die  m'ü"  mit  ni  in  D'  schneidet. 
Bog.  Af£>f=  Bog.  A^D'  ist.  Denn  dreht  man  zuerst  w  am  M\  bis  A^  nael» 
jy  nnd  A  nach  If"  kommt,  so  tanss  man  dann  noch  f  um  tl  drohen,  bis 
J>^  nach  .i,,  also  D"  sammt  der  Geraden  MD^V"  in  die  Gerade  ilf vi,  ge- 
langt. Man  kann  ff'  durch  eine  Feblercurre  ermitteln,  bestimmt  dnrch 
die  Schnittpunkt«  von  Strahlen  ins  M  nnd  1^,  welche  auf  /,  bezw.  auf 
90  von  A^  AUS  in  gleichem  Sinne  gleiche  Bogen  abschneiden, 

II.    Wenn  bei  unveränderlichen  r  und  r'  die  Grösse  r"  von  r'  bis 
oe  wichst,   so   verludert   sich  die  Evolute  von  der  Gestalt  «ioer  Epi- 
eykloide  aus,   indem  zu  der  Spitze  £,  noch  die  A^  hiuiutritt,  und  wird 
^rr"=^Qo  wifder  zu  eJuer  Ejücjkluide,  indem  der  SaU  giH: 


„IHe  Evottite  der  reraclilnngencD  ßpicyklotde  mit  uuoodlich  l'ornem 
ladkrcJbeDden  Paukte  ist  anob  die  Evolate  piner  gowöbnlicbon  Epi- 
lyttoUe  mit  demaplb«D  feeten  und  mit  eineoi  wjtizendön  Kt«U?,  dessen 
HlBiBHHr  halb  ao  gros«,  wie  im  or&leo   Falle  ist.*' 

OeoD   iit   im  entea  F»lle  0'  (Fig.  5)  der  beBthrcibende  Puakt  mit 
r-'sSD,  and  dreht  mao  «•  nm  */',   bia   /^  nncb  P"  nnd   ß'  nach  /*'  go- 
taogt,  «0  bestimmt  :uau  auf  ^, /'"  den   au   P"  gebörigeu   Krtimmungsnüt- 
Mtrukt  P^  dadurch  (Nr.  5),  d&ts  nuiD  J^V^A_A^V^'  xieUt  niid  mit  P"M' 
ia /*,  tcboetdet,  woraol'/yW  die  A^P"  \^  F^  trifit;  uud  sus  P^  bestimmt 
■uA»,,  wobei  Bog.  ^5/',  =  Bog.  U'P',  Lf,  rj\  =  L/,  A^Pg^und  P^P,  =  '1fP,^ 
«ifiL    bt  abBr  für  die  Kpicykloide  der  wXUondu  Ktcie  der  mit  dom  Üurcb- 
■MMT  JfM'=r'  Qod   dem   Mittelpunktf-   .V",   ist  ferner   <f/'   dor  beacbrei' 
Vnde  Punkt,  nnd  dreht  mau  den  walzenden  Kreis  um  1/",  bis  iW' nach 
^  lor  A^f^  koonDl,  und  butimmt  zn  P^"  den  KrUmmnu^miltelpunkt, 
ioi/fni   tnaa    f^'M"  mit    ''j/^i   ecbneidet,    so   gpRcbiebt  dies  in   dem  ech'in 
«Hialteaeo    Punkte   P^,  weil  jeder  dieser  TuDkle  der   zweite  Scbulttpankt 
^  Geraden   A^P^  mit  dem  Krciso  J^M'  \%%\  der  frühere  wegen  A^P^M' 
90"  nud  ^jjW  ein  Unrchmeeser,  der  letztere  wegen  y"  .Jj/*^  =:  90*^  und 
Af"V'^  ein  UonrbmeBscr      /',  W  schocidet  dauu  auf  -*,/'"  den  auch  »u 
gehörigen  KrUmmangdinittelpaokt  ^soin.     Weil  aassordem  Bog.  !^  P' 
■  £tig.  i^/^,  also  hei  der   Uvbertragnag  ^Bug. /TjA'j,    so   fallen   nncb   die 
«Ttden  r,/>,  Qud  die  Punkte  /*,  fUr  beide  Evoluten  iDsammen.     Daher 
kad    die   Evolnten    dieselben,    mögen   die    Werthe  von   (r, /,/')   gleich 
'«  r,  od)  oder  gleich  (r^\r\^r')  sein. 

12.  Die  geschweifte  [lypocyklnide.  Hei  ibr  ist  der  Ualb- 
des  wÄlrendeu  Kreises  negativ;  und  wenn  wir  durch  r'  seinen 
■ICisolDten  Werth  bezeichnen,  so  tritt  in  den  Formeln  flir  di*>  Epicyklnide 
^r  ta  die  Stelle  von  r.  Von  den  beiden  möglichen  Kntstehungsweisen 
iklen  wir  wieder  diejenige  ^  bei  welcher  der  absolute  Werth  von  r':r 
>ebi  der  grössere,  aisu  *'''^\>'  ist.  Diese  Curve  besitzt  wieder  im  All- 
Soneineo  den  Wendepnnkt  ^  (Fig.  6)  und  den  Punkt  der  grbss- 
-CB  Krünmimg  G.     Die  Formeln  der  Nr.  7  und  8  werden  zu 

^maeh  die  Hilfskreise  mit  den  Dnrchmessern  A^V  und  A,R  verzeichnet 
•lii  Schneiden  sie,  wie  in  der  Figur,  deu  Kreis  b  in  den  Punkten  W\ 
Wv.  if'^  so  sind  die  Pankte  ff  nnd  G  reell,  deren  Üonstrnction  wi» 
W  der  peaebweiften  Bpie3rkloide  auegeffthrt  wird. 

Wenn  r  von  0  bis  ^r  zonimmt,  so  verKndert  »ich  A^V  von  r'(=  0) 
*B  Sr' and  AfO  vnn  ^r'zn2r'.  Die  Formeln  ergeben,  wenn  man  A^/i 
^«i~A^C  entwickelt,  dass,  «0  lange  nicht  ''*=4'-,  A^  B' ^  A^H '^  A^V 
>i,*'.    Wmmt  Jäher  r'^ von  r   bh  0  ab,  so  rückt  erst  H,  Ä»nn  13  va 


tf\  «af  der  Corve  erst  C,  ilann  fV  in  ff,  and  anf  ilar  Evalalo  erat  0^ 
uuJ  /7,  in  B^^  iIidu  veri<cbwiDdet  der  uueudlich  ferat.'  Paolct  "',  mit  dem 
äuosorn  Aste  dar  Kvnlute,  \m  snletzt  r  ein  Kreis,  die  Kvolate  der  rmikl 
M  wird. 

13.  Die  vcmcbluiigene  Ujrpocykloidu  (Fig.  7)  eotb«hrt  der 
Punkte  Wund  0.  Dir  Evolute  bopilxt  xwfii  Spitz«-!!  miC  ji-dem 
(.iftDg«  und  wird,  cnlsprpcliend  wip  die  verschtnngenr  Bi>icyklaidii,  für 
/""k-ob  sn  einer  geioeiueo  Uypncykloide,  die  auch  die  Kvolulo  eipftr  SD- 
dem   Hypocjr'kloide  mit  deu  Maassen  /*,  ^^'  ist. 

Hckauntlidi  gehen  die  geschweifte  und  verschlungene  Hypocykloidr, 
wenn  /s^r  wird,  in  die  Kllipse  über,  welche  xwei  OXnge  dieser  CnrTO 
dftfKieUt.  Uie  Entstehung  der  Evolute  der  Ellipse  iat  bei  der  ver- 
Bchlungeuen  Hypocykloide  am  leichtesten  su  übersehen. 

14.  Die  geitchweifte  Cykloid«  (Pig.  8)  ist  der  btiRondere  Fall 
der  geschweirtpn  Epi-  ond  llypocyklnide,  in  weluhom  r  —  tu  wird.  Fflr 
die  beiden  Hilfitcreise  wird  daher  nach  Nr.  7  und  8 

.-1,  V  =  i  /l,  /?"  =  r',      A^H^^A^h'=\  r. 

Daher  füllt  ü  in  lH'  nod  .f,  ff'"  ist  eine  'l'aogente  an  den  Kreis  ti,  so 
dam  man  den  UiUskreis  A^  V  entbehren  kann. 

15.  Die  veiBcliinngeue  Cykloide  (Fig.  0)  iet  dnrcli  ihre 
Scheitel  J,  fi,  C,  ihren  Schnittpunkt  K  mit  der  Bahnlinie  f^  ihren  Dop- 
pelpunkt /)  nnd  die  zugehörigen  KTUmmnngskreiBe  gcxeicbnet,  ihre  Evo* 
lote  durch  die  entsprechendeD  Punkte. 

16.  IM«  geiicbweirte  Kreiserolvente  (Fig.  10).  Bei  ihr  ist 
r's=r''^  aa,  daber  nach  Nr.  7  und  8 

Die  so  bestimmten  Kreise,  welche  nHmlicb  A^V  znm  Dnrchmcsscr,  besw. 
//,  snoi  Mittelpunkt  und  H^A^  snm  HalbraeMer  haben,  aebneiden  h  in 
den  Punkten  W'  und  G'\  bestimmen  dadurch  auf  c  die  W  and  fi,  nnd 
auf  der  Evolnt«  /F,  und  Cj.  Die  ganze  Grolute,  der  nur  ein  Gaag 
zuzuschreiben  ist,  bositvt  im  Allgemeinen  zwei  Acste,  zwei  Asymptoten 
und  drei  Spitzen,  Sie  schneidet  den  Kreis  f  in  einem  Punkte  /, ,  den 
man  erhält,  wenn  man  den  Pnnkt  J^  anf  f  sn  bestimmt,  dass  sein  Ab- 
stand J^J"  von  h  gleich  dem  Durchmesser  A^M N  von  /  ist  Das  Dreieok 
J^A^J''  bat  mit  demjenigen  A^J^S  zwei  Seiten  nnd  den  eingeschlossenen 
Winkel  {J^  nod  A^)  gleich,  ist  also  mit  ihm  ceogmont  nnd  daber  hei  A^  recht- 
winklig, der  zu  /'gehörige  Krrimraungsmittelpunkt  ^'''ergiebt  sich  dann  in 
gewöhnlicher  Weise  durch  J'J^  J_h,  A^J^^A^JT,  durch  den  ScbntttpnDkt  J^ 
beider  Linien,  und  den  Schnitt  von  J'A^  Ta\iJ^M,  welcher  auf /'in/'  liegt, 
weil  i.  y^.^jyWQO".  Aus  J"' ergiebt  sich  dann  der  Schnittpunkt  7,  der 
SroJate  mitm  ia  g-flwöbn lieber  Weise  durch  Bog. /"Jj—  A^J'  =■■  AJ''.   Mab 
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eikennt  leicht,  indem  man  G  als  Isufeuden  Pnnkt  ansiebt,  dass,  wenn 
<r  TOD  A  ana  tiber  J"  hinansrUckt,  G^  ausserhalb  und  G^  inoerhalb  des 
f  gelangt,  bo  dass  die  Evolnte  der  c,  mit  Ansnabme  für  das  endliche  Stück 
■viichen  den  beiden  Funkten  /,  innerhalb  /  liegt.  Aneserdem  wird  mit 
dem  sich  über  J"  hinaus  entfernenden  C"  die  Sehne  jI^G'"  kleiner  and 
kiDD  jede  beliebige  Kleinheit  erreichen,  während  ingleich  der  Abstand 
da  6g  von  f  klein  tod  der  zweiten  Ordnung  wird ,  woraus  Tolgt ,  daaa  sieb 
die  Erolnte  der  c  dem  festen  Kreis«  f  von  innen  asympto- 
tiieh  annShert. 

Wichst  r'—r"—  A^A  von  Null  an,  so  verschwinden  zuerst  für  J^A^=r 
die  Wendepunkte  AT  der  c  und  der  eine  Äst  der  Gvolute,  während  der 
lodere  Ast  eine  nnendlich  ferne  Spitze  <4,  erbfilt  neben  den  beiden  im 
Endlichen  liegenden  Spitzen  G,.  A  ist  dann  ei u  Flachpunkt  der  r.  Für 
4fJ=2r  tritt  die  Spitze  /^^  auf  den  Kreis  f  (Gleich.  2)  nnd  kein  Punkt 
der  Efolnte  liegt  mehr  ausserhalb  /*;  ffir  A^A=Zr  vereinigen  sich  die 
beiden  G^  mit  ^, ,  so  dass  nur  noch  eine  Spitze  besteht.  Diese  nähert  sich 
nit  weiter  wachsendem  A^A  von  A^  her  dem  M^  worin  für  ^g*J  =  co  sie 
[Nr.  3,  8)  und  die  ganze  Evolute  anlangt. 

17.  Die  verschlungene  Kreisevolvente  (Fig.  II).  Ein  all- 
gsofliner  Pnnkt  P  mit  /^,,  der  Doppelpunkt  D,  die  Spitze  A^  zu  A  sind 
BKh  dem  allgemeinen  Verfahren  bestimmt.  Der  Schnittpunkt  F  der  c 
und /'entsteht  aus  dem  Schnittpunkte  j"'der  b  und  ^  indem  man  Bo^.A^F^ 
=  AjF'=AF"  nnd  Bog.  F^ F  =  Bog.  A^  F"  macht.  Die  Evolute  Bchliaast 
•ich  wieder  dem  Kreise  f  asymptotisch  von  innen  an>  Wächst  r"—r 
=■  A^A  von  Null  an,  so  rückt  Ay  von  A^  gegen  M\  für  A^A  =  r  wird  die 
Cnfve  zur  Archimedischen  Spirale,  indem  b  durch  M  gebt  und  die 
Bewegung  des  P"  auf  b  gegen  M  mit  der  Drehungsbewegang  des  6  pro- 
portional wird;  A^  liegt  dann  in  der  Mitte  von  AA^^  iadem  in  Gleich- 
BDg  2)  7^=0,  r'^oo,  p=^  —  ry  daher  q  =  ^r  wird.  Bei  weiter  wachsen- 
dem J^A  verschwindet  mit  A^A  =  2r  der  Schnittpunkt  F,  nnd  die  Spitze 
^1  slhert  sich  immer  mehr  dem  W,  worin  sie  und  die  ganze  Evolute  für 
^^ssoo  anlailgt. 

Karlarnbe,  im  October  1S80. 
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Uebor  Distanzrelationen. 

Von 

C  Study  in  Leipzig. 


Di«  Lehre  roo  den  DislanzrelationeQ  und  TetraederproductMi  tit 
OQUordiDgs  mehrfBcti  auHfUhrlich  beliindett  worden:  to  vco  B«ltser, 
welcher  iu  HfilnPO]  BucIib  .,Tbi'orip  unil  AowendiiDgeD  der  DetcnainanteD** 
§§16  und  17  zuerst  uio«  zanamint^ohfiDgendR  Darstellung  der  einseinen,  bU 
dabin  nur  zentrealen  Sätze  gab;  dann  von  Uarbunx*,  Frobenioa**, 
d'Ovidio***  a.  A.  in  verschiedeneu  ÄarRStzen. 

Baltzpr  and  Krobeaius  gewinnen  ihre  Res al Ute  unter  Zugrunde- 
legung deH  Cartesiscben  CoordinatcusytilfiuH  hauplaXcblicIi  durch  UulU- 
filicalioQ  gewisser  DeteminantcD;  Darboux,  der  ebenso,  wie  Frobe- 
nius,  interesflanle  geometrische  Anwendungen  giebt,  durch  gleichzeitige 
Benutzung  und  geschickte  Verknfiprung  zweier  verachtedener  Coutdiaatttn 
ayalenie,  von  welchen  das  eine  mit  der  Natur  des  tiegenstandei  iu  engem 
Zuaammenhangu  steht,  mit  Hilfe  der  Methoden  der  neueren  Algebra; 
d'Oridio  endlich  giebt  eine  Verallgenieinerung  der  Theorie  unter  Anwen- 
dung  der   projectiveu  MaasubMliminuiig   auf  beliebig  viele  Dimensionen. 

Gs  ivt  nnn  der  Zweck  dieser  Arbeit,  zu  zeigen,  dass  oian  dirce 
metrischen  Relati<^iien  aus  gemein Bamem  Urspmog  auf  eine  Üosserst  «!«• 
mentare  Weise  ableiten  kann,  iudpm  sie  sich  als  sehr  eiafncfae  ConsequeD- 
seo  bekannter  elementarer  Sülze  darbieten,  so  dass  man  leicht  nicht 
nur  zar  Erkenn  tniss  ihrnr  factischen  Geltung,  feondern  auch 
zuT  Einsicht  ihrer  inneren  Notbwendigkeit  gelangt. 

Diese  Einfacbheil  der  Entwickelung  i«t  tum  Tbeil  durch  die  enge 
VerknUpfnng  bedingt,  welche  die  Distaozrelationen  mit  den  Eigenschaften 


*  „Sur  lea  rclationB  entre  les  groupet  de  pomis,  de  cercles  et  de  spbires 
daoa  le  plnn  et  dana  Teapoce"  in  Ann.  de  l'ßcolc  norm-,  1873. 

**  „Anweodangen  der  Determinatiteo  auf  Oeomßtria'S  CroUo'a  J^  J.  79. 
***  nAlcuue  proprieta  mstriche  etc."  in  Aiti  della  Academia  dei  Lincoi  Ser.  II 
Vol.  III,  1S7&;7B,  S.  i60i  andere  AuMiae  ebenda  S.  bCl,  7»:).  Ser   III  Vol.  I  8.  999 
(1877).  —  Von  imderen  Arbeiten  ist  mir  oumtmtlicfa  von  Nutitm  guwoiän:  Dau 
„  BemetVQug^a  Über  einig«  DetsTmioanteo  geometrischer  Bedeutung**  in  d«D 
biiamuogea  an  autd^ematifobea  Clu&e  der  k&ügV.  bajr.  Akudc-mie,  HOnohen  > 
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4«  Sebwerpncktea  verbindet,  nnd  dann  dadurch,  dua  rieh  ron  diesem 
Onlchtiptitikte  ho»  die  Einftthrnug  cinoe  willkürlichen  Coordinatensysteins 
iond  if)  miiis  hier  nin  JoleB  mit  AuBtiahme  des  haryc«ntrigcheD  hezeich- 
nct  werden)  als  ilberäüMig  erwciat,  vradnrch  fromdf,  die  Uebersicht 
eiidiwnreDde  Elemente  vermieden  werden. 

Wu  die  Darstellung  betrifft,  lo  f;laabte  ich  mich  bei  dem  so  vielfach 
bvliandellen  GegfiDStande  aar  die  Omndzfige  beaehrKnken  au  mtlMOD,  um 
K  mehr,  ali  In  fast  allen  Fällen,  wo  es  sich  um  weitere  Ausführung  and 
Cotfonnang  der  flinaelnen  Sälse  Landnlt,  nur  Hertn  Darboux'  elegante 
Dintrllungen  an  wiederholen  gewesen  witren;  doch  habe  ich  mir  erlaubt, 
n  eiuen  Aohaag  ao  den  zablrcicbon,  von  den  Herren  Frobenius  und 
Dirboux  gegebenen  geometrischen  Anwcndangen  einige,  zum  Theil  viel- 
leidit  neae  fainzuan fügen. 

EbeofallB  der  Kürze  wegen  unterlieas  ich ,  bei  jedem  einzelnen  Satte 
^D  Ealdeeker  aozufähreD,  und  verweise  in  dieser  Hinaicht  auf  obige 
Antoreo,  besonders  Baltzer.  —  Auf  die  von  Herrn  d'Ovidio  an- 
gfWKQcIle  projeciive  Klaassbeatimmang  bin  ic}i  für  jetzt  nicht  ein- 
{epDgeo;  dagegen  ist  die  Theorie  aach  hier  für  beliebig  viele  Dimeo- 
lianen  entwickelt,  und  joder  Satz  bezieht  eich,  wo  nicht  daa  Oegonthoil 
knanrkt  ist,   anf  den   ebenen   Raum   von  n  Dimensiooeo. 

Das  Gebilde,  daa  aus  einem  solchen  Raomc  vermittelst  einer  Tra&a- 
fornation  dnrch  reciproke  Radien  hervorgeht,  ist  im  Folgenden  als  ..Kreis 
roB  n  Dimensionen"  bez<-ichnet.  Unter  einer  „Pyramide  von  n  Dimen- 
waeo"  Ut  der  einfachsle  Knrper  n'*'  Dimenaion  verstanden,  der  dnreh 

I         1  Ecken,  (     «     )  Kanteo  a.  s.  w.  begrenat  wird. 

DarcL  die  Ansdehnong  anf  eine  beliebige  Dimensioneozahl  wird  ancb 
Air  den  gewöhnlichen  Raum  von  drei  Dimensionen  ein  Vortheil  erreicht; 
^00  die  bierdnreh  euteteboudo  Coroplicatlon  der  Beweise  ist  unbetiScht- 
lid,  and  man  wird  so  in  den  Stand  gesetzt,  Sätze,  die  sonst  getrennt 
■mliviueD,  gemeiuficbartlich  au  betracbten^  auch  tritt  das  Gesetz  der  in 
^B  betreffenden  Relationen  vorkommenden  namcritfchen  Coet'ficienteD  erst 
bti  beliebigem  n  deotlich  hervor. 


fit  seien  5,  y,t  ''ai  ••  '^-fi  Pnnkte  elneo  ebenen  Raumes  Ji",  und 
je  «+ 1  derselben  von  einander  unabhängig;  bezeichnen  wir  dann  die 
nitht  vcraehwindende  Pyramide  //,... //j-i  S -^*^i ...  .^.^i  mit  «i  und 
pb«v  ihr  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  der  Raum 

HC"    £i  (/l, ..- <<»-i  -^i-f  1 . . .  ••'(.■j  i)   von    der  Geraden   j4iS  auuserhalb  der 
cke  ^tS  golrofl'Lm  wird  oder  nicht,   ertheilen  wir  folglich  der  Pyramide 
if,..J^^t  das  positive  Volumen  £o^,  soiatSdnrch  die  Vßt\^llk\Xxi\««« 
Ur  Otöt00m  Wf,..^*'   ''         -••**  beilimmt,  und  4tit  Äc\ni*x- 


Unser  '^«tx  1)  bleibt  ancb  dann  nocb  richtig,  weoa  nan  an  ilie 
Stelle  der  Qnadrate  der  Entremangeo  die  gomeinscharLliclieo  foteaum 
beliebiger  nm  die  Panklo  beBcbriebeoer  Krfifie  aetxt,  vit  man  leicht 
erkenut,  weoo  maa  vaa  der  Gleiebung  1)  die  IdentiUt 

IlezeicbDco  wir  mit  ptt,  pa  die  gemeiasame  PoUna 
OA,?  —  r*  -  r*»=  2r^,r*  eo^k 
der  Krc'ue  (0),  {A^),  reep.  (^(),  (A).  tind  mit  «t  die  gemeinschaftliche 
Potens  de«  Kreiae«  (-^*)  und  eines  Oribogonilkreisc»*  {/k)  <ler  n+I 
Kreise {'^,)...(^*.i),  (-^*-t-i)--' Wi  so  Usst  sieb  nofiorSata,  wenn  man 
den  verSnderlicbeD  Kreis  (0)  einmal  vbä%{A\)  zur  Dt^cknng  bringt,  aneh 
aaf  die  Form 

3)  2:kP(ihH  =  H<^k 

bringen,  von  welclicr  wir  bei  dieser  C7nt«rsiiehang  augeben  wolleo. 

BeiUufig  ^rgiebt  sieb: 

„Bildet  man  von  n-\-2  Kreisen  die  g^-meinecUalVltcbe  Potens  irgeodi 
eines  nnd  eiues  Ortbogona) kreise»  der  ffbrigen  n+l  Kreise,  lonllipUcirt  j 
mit  dem  Volumen  der  von  den  Mittelpunkten  der  letsteren  gebildeUnj 
Pyramide,  so  haben  alle  diese  Prndncte  denselben  Wertb/*** 

Da  Zajt=0,  so  folgt  hieraus  nocb 

4) 

Die  Bexiebung  der  beiden  Kreissysteme  ...(^t)...  und  ...(.^i)... 
ist  eine  durcbaoB  wecbselstiitigo,  wenn  die  Mittelpnnkte  der  Kreise  dns 
zweiten  Systems  ebcnralls  in  piu^m  Raame  von  n  Dimensionen  enthaltea 
sind;  man  erkennt  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  Pyramiden  o«  de« 
einen  Systems  den  ihnen  entsprecbenden  Pyramiden  o'^  des  andern  pm- 
portional  sind. 

Sind  :!.  B.  J, ,  A^^  ^g,  A^  Punkte  einer  Ebene  nnd  Jt^  der  Mittel- 
punkt des  Kreises,  der  durch  A^A^A^  gebt,  so  tbeilen  sich  die  Geraden 
AyA^  nnd  A^A^  in  demselben  Vevhältnisse,  wie  die  «ntsprecbendon  y,  vf, 
nnd  /4',-^4;  n.  s.  w. 

Bcsitxon  die  ii^n*f  2  Kreise  einen  gerne inscbaftltehen  Orthognnal- 
kreiit  (n  —  ]  Ditnensiou'),  so  wird  die  Conslante  der  rechten  Seite  der 
Oleicbang  3}  Null,  und  wir  erhallen  als  Uelstion  swischen  den  gi*mi>ia> 
■amen  Potenzen  eines  faellebigoo  Kreises  nud  der  Kreise  eines  solchen 
Systems  die  Gleichnag 

*  Der  MiUclpunkt  ilefteelben  Ä\  wird  im  Allg'enieiaen  aniserbalb  des  ßaames 
ST  anKCuommen:  r  wird  hier  =m  +  ^  voraiwgesetxt 

**  Ui«rin  liegt  die  B«chtrertigunK  di^r  oben  tlbcr  die  Bcotiouanng  der  Vor- 
BeJehen  der  Haaren  a*  gemachten  Bemurkaog. 
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!»>  M+2  Pankle  kSanen  aaf  uoendltch  ri«]«  Arien  ni  einem  mdif- 
it«n  System  verbntiden  werden. 

Wir    könneo    nuamclir   deu    Satz    beweisen,    der   nls    die    eigoDtliclio 
rQfMlle  der  iui  Folgeaden  betrachteten  KeUtiooeu  zwisclicn  Punkten  und 
nsea  angvBehen  werden  kann,  welclie  eich  alle  uns  ihm  ohne  Schwie- 
Eeit    ergeben  und   dnrcfa   welchen    zugleich   der  ZasBramenhang  dieser 
leorie  mit  den  Schwerpunktseigeuschafte»  klar  hervortritt. 
Ist  nämlich 

[ein    indifferenteB  System   eines  Kanmes   A*  und   0  ein  ganz 
rbBliebieer  Punkt,   so  hat  die  Summe  XOAi^.a^  einen  cnniitan- 
tBD,    von    dem  Punkte  0   ganz    u  nnbh  Üngi  geo  Werth;    en  ist   (tir 
le  Lage  von   0  die   Oleichnag  erfüllt 

I)  SkOA^^.a^  =  1  SfZ,  Aj,  ^,»{«f +  «,). 

Füllt  man  nXmlich  noa  den  Pnnkten  A^  Senkrechte  A^  anf  einen 
betidiigen  Raum  /?,*,.  welcher  mit  fi"  in  einem  und  demse1b«ri  Ranmn 
IP+'  liegt,  Bo  kann  man  leicht,  Nhnlich  wie  oben,  durch  den  SchluBs 
TOft  a  auf  1  +  1  darthun,  das«  di«  Summe  £hita^  (das  staliecbe  Moment 
4ai  Syitems  in  Bezug  auf  /f,"}  rerachwinden  musa.  Sind  nnn  0  nnd  Q 
i*ei  Pnnktc  deg  Ranmes  /?"  +  ',  der  eine  derselben,  O,  also  ein  ganz 
btliebi^er  Punkt,  und  Of  eine  Normale  von  A,".  so  kann  man  dies 
•Snbar  anoh  durch  die  Oleichnng 

S)  £QAt.cusOA/t,   PO.oj^O 

■aMcken. 

San  ist  aber  nach  einem  elementaren  Satze 

2rn.QAi  cosOAt,  PO=00'+PAk*-  QP^-OAk* 
<a>l   loa  der   hieran«   mit    beiUckeichtigung   der   Identität   £oi  =  0   ent- 
friageaclen  Oleichnng 

Up  obiger  Satz. 

KUr  M— 1  nimmt  er  die  bekannte  einfftchere  Form  des  Stvwart- 
uh^B  Satzes  an,  V4u  welchem  man  hei  der  Bcweisrilhrnng  ebenralls  an»' 
pbtn  kann: 

nliiegen  drei  Pankle  A^^  A^,  J,  in  einer  Qeraden,  hd  gilt  fOr  jeden 
Ptnkt  o  die  Uleichnng 

0^,« .  ^,  >/,  +  0  J," .  ^B  ^,  +  (iA^ .  ^,  ^,  +  A^  A^  .A^A^.  rf,  A^  =  0.** 


lUtia  PoaktR  gelegten  Kruse  it**'  Dimension  am-  oder  eingeHchlossen  wird; 
%is  «II*  Punkte  auf  einem  Krebe,  so  erhält  man  die  Voraeicheu  äntch  tm^n 
'if^atbmgiwg.     Vergl.  <Jeü  weiteeea  Text 
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Lassen   vir  den  Kreis  {B^)  mit  (A,)  zasammeDfallen  nnd  alle  ftbri- 
gen  Kreise  von  diesem  rechtwinklig  geschnitten  werden,  so  erhalten  wir, 
wenn   wir  aus  ^^  die   ganze  Figur   projiciren  nnd  v  wieder  dnrch  v  —  1 
ersetzen,  eine  entsprechende  Formel  für  den  Strahlenbändel 
1         f/ffp'i   ...  clgQ 


8) 


etgr 


co$. 


COSti 


.  .  .    COS. 


=  0. 


r\...r',  bedenten  jetzt  die  sphärischen  Radien  von  vli^n-4*l  Kreisen 
n  —  2^' Dimension,  welche  anf  einem  Kreise  A:  der  n — 1'°"  Dimension  liegen, 
nnd  q\-"  q\  die  sphärischen  Badien  eines  andern  Systems,  dessen  Kreise 
beliebig  anf  einem  Kreise  k^  v — 1*^  Dimension  liegen,  welcher  mit  k  den 
Mittelpunkt  nnd  Radius  gemein  hat.  (Ändere  hierher  gehörige  Formeln 
finden  sich  im  Anhang.) 

Ebenso,  wie  zu  der  Gleichung  6),  gelangen  wir  infolge  des  gleich- 
zeitigen Bestehens  von-  v  Gleicbnngen  der  Form  5)  zu  der  Relation, 
welche  n-t-2  Kreise,  die  ein  gemeinsames  Potenzcentram  besitzen,  mit 
n-|-2  beliebigen  Kreisen  verbindet: 

9)  2:  +  p„...;.,,  =  0. 

Den  Znsammenbang  dieser  Gleichung  mit  6)  erkennt  man ,  wenn  man  die 
Determinante  linkn  auf  die  Form 

Ol  1        ...        1 

10  e.«      ...       e,' 

1      r,«     ^,V    ■-■    ■^i''»* 


I 


AV 


A,B* 


bringt    und    durch    den  Raum    {Ä\    einen  Raum    n-\-1       Dimension    legt. 
Die  um  die  Funkte  A^...Af  in  diesem  Räume  beschriebenen  Kreise  n*** 
Dimension  schneiden  sich  dann  in  zwei  reellen  oder  conjngirt- imaginären 
Punkten    B^i  B'^,  und  unsere  Determinante,   zu  der  wir  noch 
0         0  1        ...        1      I 

0  ^oV  0         ...        0      I 

1  0         .J,  /?i'    . . .    .4,  B^*  '. 


I         0  A^B^'    ...   A^B,* 

addiren  mögen,  verschwindet,  wie  dieser  Summand,  nach  Satz  6). 

Unsere  Gletchnng  9)  stellt  anch  eine  Relation  für  beliebige  v^li*f>S 
Kreise   eiaes  Raumes  »'*'  Dimension  und  n-\-Z  ^«ni  wUlblrlieb* 
äsr,-  für  v=n+l  findet  sie  ia  einem  besotiietuYiLWa  Ä«  ««V 
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la^n  xwci^r  vnrtcliicileiier  SyKtr-ino  statt.  Uri  mnn  nXmlicIi  zwei 
8y*t«ue  TOD  n+1  KreUpn,  so  wird  im  Allgemeiapo  jedes  dfrselliOD  in 
4*a  darch  die  Mitl^I[iiinkte  des  amlorn  IieRlimmten  Rnumo  riucu  Orllio- 
^nalkrei«  mit  coillichciu  Itadiui«  besilzciij  tiiiil  wrud  ilii>iEt^  Orthogonal- 
krvice  «ich  wif-deiam  rRchtwinklig  scliDeiden,  so  vencliviudet  die  Deter- 
minBntv  9},  wip  man  niis  ilot  Gteictiilii^  ß)  ilircct  nbU-üen  kann. 
Daurtlhe  gilt  Dstiirlicli  Huch  vüd  der  Ootnnuitmiito 
10)  £ ±  «»„...CM,,, 

TOD  «rlciiei  wir  leiclit  RnttserdeiQ  noch  dio  Sätze  beweisen  können  (es 
vird  voranegesettt,  djis»  die  in  Keile  stt-heiideo  Kreis«  »  — 2*"  I>imeo6ion 
ftUe  dorcfa  eioen  einzigen  Kreiti  höherer  Dimension  verhunden  werden 
könnpo.  Obgleich  es  hei  diesen  Sützen  euf  die  Diineimion  diT  eiiiKi^Inen 
KvrUe  nicht  ankoinibt,  sondern  nur  auf  ihre  sphjtriticbeii  Radien  and  den 
•]dilri«cben  AltutHttd  der  Btttlelponkte,  bedienen  wir  ans  doch  dieser 
ibaMBderD  Bezeichnnngsweise): 

^I>M  Verseil  winden    der   Delcrniinanlio   10)  btellt  eine  Kelatioo  dar: 
l'l.  fbr  r«=n  +  2   Kreise  n  —  2   '   Dlmeoeton   eines  Kreitteo  ii  —  1*^  Dimen- 
sion ond  "4-2  beliebige  Kreise  n— 2**'  DimenAiou; 
X  nirv  =  n+l   Kreiitp  >i  —  Z"  Dimension  eino«  Kreise»  n  — 1*"  Diraen- 
livD,  die   einen   gcroeiniamen   (sphftrischcD)  Üithogonalkrcis  besitzen, 
lud  «+1   helicbigo  Kreise  der  «—2""  Dimension', 
X  Ar  swei  Systeme  von  n  Kreisen  m— 2'"^  Dimension  je   eines  Kreises 
t-l"  Dimeonion ,   woIch<>  so  liegen,   dsss  derjenige  Ortbogon«lkrei»i 
4»  ersten  Systeme^  welcher  «einen  (spbSrischeii)  Mittelptinkt  anfdem 
Tri^  dex  zweiten   Systems   bat,   von  dem  analogen   (!)rthogunalkreiso 
in  xweiteo  SysteoiB   nwrmal  geschnitten   wird." 
Uie  Gleiclinng  10;   in  Verbindnog  mit  7i,  reep.  8)  dient  ans  (vergl. 
l'stbnnz   B.  a.  O.)   8Dr   l.{}sung   der   Aufgabe:    ,, Einen   Kreis  zu   con- 
MraltPu,   der  n-^2   gegubenr    unter  gkicben    Winkeln  schneidet",    suwie 
4er  loalogen   AuTgabe  di-s  StrehleDbündeU. 

I>ifl  Bedingung  dafür,  daas  >i-^2  Kreise  »in  gemeinaRmcs  Puteoae- 
ttolram  bnyitxen ,  iSmit  sich  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen. 

FSgeo  wir  nNmIich  der  Petenninaoie  9)  die  Z<>ile  U  0  ■  • .  0  und  dann 
nt  CnloDue  1  1  ...  I  binzo,  an  erhalten  wir  durch  Verbindnng  dieser 
CvItiddc  mit  den  Übrigen,  wenn  wir  das  eine  System  von  Kreisen  mit 
te  Syitem  der  Mittelpankte  des  andern  zusammen rtllen  lausea: 


1    I  I    * 


») 


=  0. 


*ofilr  wtr  »ach 


I     /*,^/    V,V^'  ,..       0 
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Bchreiben  können,  wenn  n'«  die  Potenz  des  Punktes  Ak  in  Bezug  auf 
den  Kreis  bedeutet,  der  durcb  die  übrigen  Punkte  geht  —  eine  Gleich- 
nngsform,  die  sich  auch  direct  aus  3)  ergiebt. 

Ebenso  läast  das  Verschwinden  der  Determinante 


12) 


—  1         r^  r,        . . .      r, 

1  0        A^A^   ...   A^A* 


1     J^A^^    J,A^   ...       0 

scfaliesBen,  dass  ein  Kreis  existirt,  welcher  die  ersten  in  Durchmessern 
schneidet.     (Vergl.  auch  Anhang  Nr.  7.) 

An  diese  Gleichungen  schliessen  sich  solche  an,  welche  Besiehangen 
swiBchen  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  Kreisen  herstellen.  Die- 
selben  lassen  sich  nach  dem  Chasles'schen  Abbildungsprincip  auf  die 
bisher  behandelten  zurilckftlhren,  sind  sher  auch  leicht  direct  abxnleiten. 

Die  Mittelpunkte  Ak  von  n-|-3  Kreisen  lassen  sich  nftmlich  auf  un- 
endlich viele  Arten  zu  einem  indifferenten  System  vereinen;  wir  wShlen 
dasjenige,  welches  die  Bedingung 

Sri  «t  =  0 

erfüllt,  und  erhalten  nun,  wenn  tp^  die  gemeinsame  Tangente  der  Kreise 
(^p)  und  {Bg)  ist,  für  die  Summe  Stk^.ai  einen  constanten,  von  (_B^) 
unabhängigen  Werth;  man  gelangt  leicht  zu  einer  Gleichung  von  der 
Form  6). 

Berührt  (A,)  alle  (fi,)  und  (£,)  die  sämmtlit-hen  ('^p),  so  findet  man, 
wenn  v  =  n-|-2: 
13)  -£+^,'...',,*  =  0 

und  hieraus  nach  dem  ZuBammeDfallen  beider  Systeme  die  Bedingung 
dafür,  dass  v=  n-|- 2  Kreise  von  einem  n-fS""  berührt  werden. 

Die  Interpretation  dieser  Gleichnogen  führt,  gemHss  dem  Chasles- 
schen  Princip  (s.  Darbonx  a.  s.  O.],  zn  einfachen  geometrischen  Sätzen, 
z.  B  : 

„Zn  fünf  Kreisen  der  Ebene  lassen  sich  fünf  Punkte  des  Raumes 
von  drei  Dimeoelonen  so  conBtrutren,  dnss  die  Abstände  der  letzteren 
den  gemeinschaftlichen  Tangenten   der  ersteren  gleich  werden.'* 

(Man  erhält  diese  Punkte,  indem  man  in  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  Normalen  errichtet  und  auf  diesen,  unter  Berücksichtigung  des 
Vorzeichens  ihrer  Radien  oder  der  Drehungsrichtung  der  gegebenen 
Kreise,   die  mit  //—  J   mnltiplicirten  Radien  diezeT  Kceise  aufträgt.) 


VoD  £.  Studt. 
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„Za   viar  Kreisen,   die  von   einem   rtlnflen   berührt  werden,   gehört 
Kret«vif*reck,  deseen  sechs  Seitea  den  sechs  gemoinscbaftlicbco  Tan* 
gvaien  der  vier  Kreise  bezüglich  gleich  sind." 

I 

IAoR  der  Art,  wie  wir  s.  ß.  Kii  der  DetermiiiRnt«!  ß)  gelangt  sind. 
Igt,  dww  sich  di»  ITntrrdotRrminanten  irgend  einer  Colonne  dieser  ver- 
uhwtDdeodeD  DetermiDsate  verhalten,  wie  die  GröüDen  nj^or*,  cip  04,  ...  o,. 
Bilden  nan  auch  die  Punkte  B^-..Bt  ein  indiß'prenies  System,  so  wer« 
den  die  Unlerdclertninaiiten  der  Reiben  dirser  Determinante  proportional 
l4en  «Dtspreetienden   Werthen  von 

^kßk^    ßli   •-•   /Jr. 

[Berftekaichligen  wir  Beides,  ao  folgt  n.  A.,  dass 

[bt,  wo  X  einen  PrnportionaliiätsrActor  bedeutet. 

Da  nao  weder  iu  dem  Product  links,  noeb  In  der  DelermiDsute 
tceku  dieser  Gleichung  einer  der  Tankte  J„,  B^  vorkommt,  nnd  da  X 
uinen  Werth  oftenbAr  nicht  ftuderl,  weuu  mau  ^p,  fi^  mit  zwei  anderen 
l'unkten  Jn  ^.  der  Systeme  Tertanecht.  so  entsteht  die  Frage,  ob  X  Uber- 
baapt  ron  den  Packten  ^] ... //v,  5j.  ..^w  abhängt,  nnd,  wenn  dies  nicht 
dtr  Fall  ist,  welche«  die  absolaleo  Wcrthe  der  Unterdeterminanten  vod 
t)  nnd. 

Es  ist  nach  dem  Vorstehend^^n  klar,  dass  die  Bestimmung  einer  eio- 
rh  dit^er  Unterdeterminanten  genügt,  dqi  sofort  die  Bedeutung  aller 
igen  lu  finden;  nnd  e»  ^st  dann  gleichzeitig  die  Frage  beantwortet, 
idcbe  Bedentnng  die  Determinante  6)  hat,  wenn  »•  =  /i+l  ist,  »der  die 
iMenoiaante  '.()  (Vir  v  =  «4-2  in  dem  allgemeineren  Falle,  wo  »ir  vnn  Null 
rtischteden  ist,  da  Ausdrücke  von  dieser  Form  unter  den  Sobdetenni- 
unten  von  6)  vorkommen. 

Wir  wollen  jedneh  bei  dieser  ITntersnchnng  nicht  vnn  der  Dctermi- 
osstt  6)  aclbat,  sondern  von  einer  andern  Determinante  ausgehen,  die 
iablg«  der  Gleichung  2)  verschwindet  und  mit  6] ,  die  sich  uns  ja  auch 
ili  ftina  C<insec)Uflnz  von  2)  darbot,  in  einem  engen  Zosammenhaoge 
rt^t  (s.  Baltser  a.  a.  O.  3.  220). 

Vo„    ß,     .-    C.»+|/*     V^^    ^,  ...    ß^^J 
<*(i  tt^ffirciitii  Systeme ,  nnd  beseicbnen  wir  das  Pruduct 

■^0  ^r  '  ^ö  "f  '■»*  '^s  '^f .  "o  ^1  —  '^p  '>  '^°'  "t  t  ''f 
■it  fff,  »o  ivt  auch  Oioicbang  2) 
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and  znfolge  einer  jeden   dieser  Gleicbangeo 
and 

dj    })^  dJ  .       .  . 

oc^^    dc„  öCn  +  i.m  i 

Vertanacht  man  jetzt  .4f  mit  einem  andern  Punkte  .4\  des  Kanmea 
[A]  und  ebenso  B^  mit  B\ ,  so  Xndern  sich  in  dieser  Proportion  all« 
Glieder,  mit  Ansnahme  des  ersten  liuks  nud  rechts.     Wir  erhalten  daher 

Vertaoscht  man  nun  weiter  M^  und  5,  mit  anderen  Punkten  ./,  and  ^g 
der  Rftnme  [A]  und  [ß],.  eo  entsteht  ganz  ebenso 

aj,  +  iß^t»  +  \  __  S  +  ^'ii  ''gg  ■■•^■■t 

«"f.  +  t^"ii+l      S+  c'„c'„...c,» 
and    so    fort.      Schltesslicb   gelangt  man  durch   Multiplication   aller   »o  ge- 
fundenen  Gleichungen  zu  der  Proportion 

"n+ißm+i_  S  +  e„e„...enn 

Verschiebt  man  nun  noch  die  Systeme  v^o'/,  X^...4t^  nnd  ßg ff",  ff', ...  fi'« 
parallel  zu  sieb  selbst,  wodurch  in  der  letzten  Gleichung  Nichts  geändert 
wird,  so  sind  an  Stelle  dflr  ursprünglichen  Punktgruppen  zwei  neue 
getreten,  welrhe  wir  in  den  RSnmen  \^Ä\  nnd  \B\  ganz  willktirlich  an- 
genommen haben. 

Es  folgt  daher  ans  unserer  letzten  Gleichung,  dass 
.£  +  c^,  Cjg  . . .  Cnn  oder  aya^...a,t.b^b^...hj^,S  ■^cosa^b^...CQsa^h^ 

sieb  Ton  ccn+tl^n-t-i  DQT  um  einen  conetanten  Factor  cA  unterscheiden 
kann,  wo  c  eine  Function  von  n  ist,  "k  dagegen  von  der  Lage  der 
Räume  \^A\  und  [£]  gegen  einander  abhängt  und  sich  durch  Parallel- 
verschiebung derselben  nicht  ändert. 

Für  c  erhält  man  mit  Zuziehung  des  speciellen  Falles,  wo  die  beiden 
Pyramiden  zusammenfallen  und  die  Kanten  a^a, ...a„  alle  aufeinander 
senkrecht  stehen : 

Nennen  wir  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Determinante 
S  \_  vQsa^a^  . . ,  cnsa„a„, 
dere'b   sämmtlicbe  Diagonslelemente  gleich   der  Einheit  sind,  den  ..Sinns*' 
der  Ecke   (A^)  oder  des  Raumwinkels  {"lO^-  •  ■  "n)t  so  fliesst  hieraus  sofort 
als  Ausdruck   der   n-diniensionalen  Pyramide   durch   die  Elemente   einer 
Ecke 
J4}  «I  ^^^j...^„  =  a^...a„sm(,4^V 


iUtofig  «rgiebt  t»icb  «as  dieser  Pormel,  wie  man  den  Siuus  oine«  Uaum- 

n! 
rinheb  aaf  —  verschieden«  Arten  als  Producl  von  n-t-i  Sinus  eiufacher 

Winkel  dantpllt'D  kann,  sowie  der  Satx,   dass  «ich  die  Sinns  der  P^ra- 
nidmecken    wie  die  Producle   der  niebt   io   ihnen   zii!UimiD«D8tnf)!ienJoti 

Ellen   v^rlmlten. 
dm    DUO    ancli    l   zu    ItL-stiinmen,    wcillttii   wir  aunelimon ,    ^f^4^.. .  J^ 
die  Projcction  toO  fl^P,    ..  /*„,  und  setzen 

Wir  babep  dann  Tür  il  die  Oleicliuii): 


—  (n\)*4t4t.  .^,»  =  11*. ..«,". ,'  T . 


Iit   Hilfe  ron   13)  geht  diese  Ober  in 
—  «n  (n, . . .  o.)'  =  — =- -i-i 
id  hieran«  endlich,  wood  wir  berdckelchtigen,  da» 

fulet 

Da  oau  Jl  einen  von  der  ipeciellen  Beacbaffenbelt  der  beiden  Pyra- 
laideb  anabbXngigen  Wertb  beaitxl,  eo  ist  dips  auch  für  fi  der  Fall;  die 
Projedion  einer  n-dtmeriBictnalen  Pyramide  anT  einen  andern  Raum  van 
a  binensionen  idt  also  oinn  Pyramide,  deren  Volnm  gleich  dem  der 
ovteti  irt,  [uulti[ilicirt  mit  cinoui  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der 
baUro  Kinnie  abhKngigen  Factor  n,  welcher  seinen  Wertb  bei  Vertaa- 
■cbaog  oder  ParaltvlverticbiebaDg  der  RKntne  nicbt  Rndort. 

Sind  nun  diese  Uüanip  zu  einem  and  demüftlben  Räume  a  —  1  ''^ 
Dtmeoaiov  parallel,  so  ist  (t  offenbar  der  Cosinnü  ihres  Winkels;  ivt  dies 
aleht  ilrr  Fall,  su  kann  man  im  gewiihnlicheu  Sinne  des  Wortes  Ton 
nuom  Winkel   der  HHurae   nicbt   sprechen,    wir   können   aber  die   Con- 

Staate 

arccofft  =  [W],  [ß] 

rIi  ..Winkel'*  von  [4]  ond  \B]  dffiniren  nnd  nnnmehr  den  allgemei- 
Ms  8ftia  NQisprecben,  tad  welchem  wir  in  Gleichong  14)  bereits  einen 
tpecifllra  Fall  kennen  gelernt  bnbeo : 

..Sind  Af,jtf...A^,  B^ß^...Bn  zwei  Pyramiden  je  eines 
KaaB«s  [>J,  [B\,  und  e,  -••  Om  ^i  ■^•^»  deren  in  v^^,,  resp.  B^  zn- 
UttueastosaeDde  Kanten,  so  ist  stets 

(nl)"  A^A^...A^.B^B^...Bn  cot\A\,  {ß\ 


») 


rf«  S  +  cosn,  b 


'J"! 


('OSOb'i. 
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Ana  l'l}  Dod  15)  folgt  noch  für  zweimal  ti  Gerade  nad  die  za  jeder 
Gruppe  paraUelen  KJiume  n'"'  Dimension 

16)  sin(a^ a„)  sm{b^  ...b„)  cos[A]^  [B]  =  ^  +  cosojbi ..  .eosa^b^. 

Die  Determinante  der  rechten  Seite  dieser  Gleichnng  verechwindet  also, 
wenn  die  Käame  [^]  und  [ß]  zu  einander  normal  sind*  oder  [Gleich- 
ung 14)],  wenn  die  Geraden  einer  der  beiden  Gruppen  zu  einem  Räume 
von  weniger  als  n  Dimensionen  parallel  sind;  der. Sinus  eines  Raumwin- 
kels von  »  +  1    Geraden  verschwindet. 

An&  der  Formel  16)  erhttlt  man  leicht  eineu  noch  allgemeineren  Aus- 
druck. 

Zunächst  finden  wir,  wenn 

^1,  ...  »I^,   d,,  ...^^,     wo    f»=(^J[^j 

die  Sinns  aller  Raumwiokel  sind,  die  von  je  m  Geraden  des  Systems 
flj . . .  o„ ,  resp.  b^...b„  gebildet  werden  ,  nnd  [rjj]  . . .  (i)^] ,  resp.  [»,] . . .  [&ft] 
die  zugehörigen  Räume  m""'  Dimension  (vergl.  Baltzer,  Determinanten, 
S.  62)  bezeichnen : 

17)  rn-i\ 

=  [2  +  CQsa^b^ . .  .CQSa^b^y<^~^} 

und  hierans  Tolgt  nach  Gleichung  16) 

jgj  51«  (h,]  . ..  M)  s«n([*,]  .  -.  W)  cos[A\,  [J9](--0 

=  2±CQS [*?,  1  [Ol]  -..cos [i7p] [d^] , 

eine  Beziehung,  die  erst  in  Ritomen  von  mehr  als  drei  Dimensionen  znr 
▼ollei)  Gehung  gelangt. 

Als  Ausdruck  des  Volums  der  Pyramide  durch  die  Volume  nnd 
Winkel  der  in  einer  Ecke  zueammenatossenden  Pyramiden  n  —  1  '' 
Dimension  T,  ..  V^  erhSlt  man,  wenn  wieder  [^i|.--Cn]  die  zugehöri- 
gen Räume  bezeichnen  (vergl.  Baltzer,  S.  212): 

19)        fi— '  A^A,...Al-'  =  7^:^V.  r,...  f„.sw([f,]...[r„]). 

Wieder  an  die  Formel  15)  anknüpfend,  gelangen  wir  jetzt  zur  voll- 
ständigen Löenng  der  oben  gestellten  Aufgabe.  Wir  finden  nämlich  durch 
eine  einfache,  von  Baltzer  (a.  a.  0.  S.  220)  gegebene  Transformation 
den  Werth  einer  und  folglich  der  sämmtlichep  Unterdeteiminanten  von  6) 
(wenn  man   nHmlich  den  Index   0  mit  "-|- I    vertauscht): 


*  Es  findet  dies  dann  statt,  wenn  die  FuBspunkte  der  von  irgend  n  +  X.  von- 
einander unabhängigen  Punkten  dea  einen  tlanmes  auf  den  zweiteu  Baum  gefiUl- 
ten  Lothe  in  einem  Räume  von  weniger  als  n  Dimensionen  liegen;  das  Ulticheiai 
aladann  illr  jede  solche  Pnnktgrappe  des  einen  oder  andern  Raumes  der  FaUr  1 


Von   E.  Stodt. 


1Ö3 


20) 


0  I        ...       I 

1  A^B^^    ...   A,,BJ 


1      An  ßo' 


AnBj 


bifi  Determinante  rechtB  in  dieser  merkwürdigen  Identitftt  nach  dem  Zd- 
simmen fallen  beider  Systeme  gleich  Null  gesetzt,  liefert  ona  eine  ans- 
reichende  Bedingung  dafür,  dass  n  + 1  Punkte  in  einem  Ranme  von 
weniger  als  n  Dimensionen  liegen. 

Aus  dem  letzten  Aasdrucke  für  das  Prodnct  zweier  Pyramiden  in 
dfn  Cosinna  des  Winkels  ihrer  Räume  kann  man  noch  einen  drilteo 
herleiten,  in  welchem  zwei  ganz  willkürliche  Punkte  S  nnd  S"  vorkommen. 

Setzen  wir  nSmlich 

2»;,,  =  2SJj,.S'BgCosSJp,  S'Bg  =  Sff,"+  S'V  -  SS'*  -  Aj,  ß^* 

and  sabiititairen  den  Werth  von  ApB^  etc.  in  die  Formel  20),  so  ent« 
»teht(vergl.  Baltzer,  S.  220) 


21)  (fi!)»^(,^,  ...A„.B„B,...Bn  cüs[A],[B]  =  - 


1 


1 


1       SnO      ••■    «n- 


üiese  Formel  bildet  eine  Verallgemeinerung  des  Pjthagoräischen  Lehr- 
•ttses  und  dient  zur  Berechnung  des  Volums  der  einer  Ecke  A^,  gegen- 
fiberlifgenden  Pyramide  n  —  l"'  Dimension  ans  den  Elementen  dieser 
Ecke.    Man  findet,  wenn  Cpq  die  frühere  Bedeutung  Op.A^ .coscip,  A^  bat: 

0      1     ...     1 


22) 


{n-l\)^A,J,...A^*  =  - 


1 


1       Cn\ 


Bin  einfacher  Ausdruck  ergiebt  sich  uns  hier  anch  für  den  Radins  r  des 
•ier  Pyramide  umschriebenen  Kreises.  Setzt  man  nämlich  unter  der  Vor- 
■uietiDDg,  dass  Aa  +  i  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  (Baltzer 
^  >•  0.  S.  208)  in  der  verschwindenden   Determinante 


2^0^.+,      2r' 
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4r» 


cosa^a^ 


23) 


=-0. 


I     Off         (.'OSflj,<I|      ...  1 

Ans  der  Formel  20)  erhKlt  msn,  wie  schon  bemerkt,  leicht  die  Be- 
deutiiDg  der  UetermiaaDte  9),  veiin  die  n-|-2  Kreige  kein  gemeinsames 
Poteuzcentram  besitzen,  diese  Determinante  also  nicht  verschwindet. 

Wir  finden 

24)         i  +  ;.„.   .p„ -=(-!)-+' 2-(«!)««,«t«(^tco5[^][Äl 

für  ganz  beliebiges  i  nnd  k. 

Für  v  =  «  +  l  Kat  diese  Determinante  ebenfalls  eine  sehr  einfache 
Bedentnug,  welche  mit  der  dnrch  die  Gleichung  24)  dargestellten  in  sol- 
cher Beziehung  steht,  dass  die  eine  anbestimmt  wird,  wenn  die  andere 
in  Geltang  tritt. 

Ans  Oleichnng  20)  erhalten  wir  nKmlich  sofort,  wenn  v  =  n, 

Ol        1     ...    1 
1      0      Pn    ■  ■  Por 

1     Pio     Pn    ■■•  PI» 


25) 


zl^{A,B)  = 


1       PwO      Pw  I 


=  (-1 )"+' 2"-' ("- 1  OMan'-^o-^i  -  ■  ■ -^1. 

eine  Gleichung,    deren   linke  Seite  in  — -^  +  Pn  -  ■  *  P»»   übergeht,   wenn 
Po  *  =  Pt  0  =  0  wird  für  ft  =  1  .  - .  v. 

Fällt  noch  y#g  oder  P^  in  den  Raum  [y^^.../1v],  "sp.  [B^...B^] 
hinein  oder,  was  dasselbe  ist,  setzen  wir  jetzt  v  =  n  + 1,  so  entsteht  ins- 
besondere 

26)  J,+,(-<,  ß)  =  (-l)-2"(«!)Voo-'^i-   ^f.»i---ß»«4^].[*]. 
eine  Formel,  diev  einen  einfachen  Aasdrnck  für  den  Radias  des  Orthogo- 
nalkreises von  n-|-l  Kreisen  liefert,  nämlich 


27)     (-l)"  +  '2-  +  'r„»^,...  V  = 


...        r,        I 
...    A^Ap'] 


>    ApA*  .   .       0 
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20) 


0        1         ...        J 


1       ^f,  ßo' 


/<»ß. 


Di«  Determinante  rechts  in  dieser  merkwürdigen  Identität  nach  dem  Za- 
sammenfallen  beider  Systeme  gleich  Nall  gesetzt,  liefert  nns  eine  ans- 
reichende  Bedingung  dafür,  dass  n-|-)  Punkte  in  einem  Ranme  von 
weniger  als  n  Dimeoflioneu  liegen. 

Aas  dem  letzten  Ausdrucke  fUr  das  Product  zweier  Pyramiden  in 
den  Cosinus  des  Winkels  ihrer  Räume  kann  man  noch  einen  dritten 
herleiten,  in  welchem  zwei  ganz  willkürliche  Punkte  S  und  S^  vorkommen. 

Setzen  wir  näoiUch 

2  j„  =  ^SAf.S'B^cosSAj,,  5*5,  =  Sß,»+  S'Aj*  -  SS*«  —  Aj,  B,* 

nnd  snbstituiren  den  Werth  von  A^B^  etc.  in  die  Formel  20),  so  ent- 
rteht  (vergl  Baltzer,  S.  220) 


21)   {nr:fA^A^...A„,B^B,...B^cos[A-],[B-\==- 


"00 


1 


1     s»o 


Diese  Formel  bildet  eine  Verallgemeinerung  des  Pythagoräiscben  Lebr- 
•atxes  und  dient  znr  Berechnung  des  Volama  der  einer  Ecke  Aq  gegen- 
fiberliegenden  Pyramide  n  —  i'  Dimension  aus  den  Elementen  dieser 
Ecke.     Man  findet,  wenn  Cpf  die  frühere  Bedeutung  Op.b^.cosap,  l>^  hat: 

0      1     ...     1 


ö) 


{n-ll)^A,J,...An*  =  - 


^u 


Cfii    ...    c,, 

Bn  einfacher  Ansdruck  ergiebt  sich  uns  hier  auch  für  'den  Radius  r  des 
iet  l'yramidn  umschriebenen  Kreises.     Setzt  man  nfimlich  unter  der  Vor- 
annetsang,    dass  A„^i    der   Mittelpunkt    dieses    Kreises    ist    (Baltzer 
a  a.  0.  S.  208)  in  der  verschwindenden  Determinaute 
X+  cosa^^aJ  ...  cos «Tm.^  1,(7^+1 
■A^Ak  Uk 


M  erhalt  nam  fttr  r  die  Ql«! 
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3)   der  Punkt  Ak  Ton   allen  übrigen  gleicbweit  absteht,  in  Berüeksichti- 
gang  von   14): 

„Bedeutet  ctj^  den  Sinns  der  Ecke  a,  ...Oj^^iff^^i ..  .a,^],  mit  dem 
poBitiven  oder  negativen  Vorzeichen  versehen ,  je  nachdem  (vorausgesetzt, 
dass  alle  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen)  at  von  dem  durch  die  Übri- 
gen Geraden  gebenden  Rotationskegel  räum  aus-  oder  eingeschlossen  wird, 
so  gilt  für  n-f-l  feste  und  eine  bewegliche  Gerade  o  die  Gleichung 

^ sin -q— .  ttjt  =  5  £ct    oder   Scosoa^.aic  =  0", 

woraus  man  leicht  noch  weitere  Conseqnenzen  ziehen  mag. 

Auf   ähnliche  Weise    erhAlt    man   aus  Formel   25)   (s.  Siebeck   in 

Crelle's  Journal,  J.  62  S.  151): 

Die  Determinante  „  i,  s  -  i.  « 

^  +  sm -—-  ...  sin 

hat  für  V  =  n  den  Werth 
(_l)-+i 


^""    2 


tgfQlgrgCostpsm{A)$in(B)cos[A][B], 

wo  {A)  und  (0)  die  von  den  Geraden  0]...On,  b^...b„  gebildeten  Kaum- 
Winkel,  [A],  [B]  die  zugehörigen  Räume,  ^^  und  r^  die  Radien,  qs  end- 
lich den  Winkel  der  den  beiden  Ecken  nrascbriebenen  Kreiskegelr&nme 
bezeichnet. 

Für  v  =  rt  +  l  nimmt  dieser  Äusdmck  die  Form  O.co  an;  wir  erhal- 
ten in  diesem  Falle,  wenn  wir  die  leicht  zu  verificirende  Relation 


sm 


a,b* 


sin^^lh±l 


I 


SIN 


«n+lV 


=  0 


sin 


1„+f>in  +  r 


2       ■•    "  ■        2 
1         ...  1 

in  Betracht  ziehen,  den  wahren  Werth  obiger  Determinante 

Sie  verschwindet,  wenn  die  Geraden  eines  der  Systeme  zu  Strahlen  eines 
Kreiskegelraumes  parallel  sind  [vergl.  die  Formeln  5)  und  9)|,  sowie 
stets  für  v  =  n-^2. 

2.    Aus   der   Bedingung,    dass    drei  Kugeln,   deren  Mittelpunkte  in 


einer   Geraden    liegen,    die 


erste 


(vergl.    S c h  1  ö m i  1  ch ,    Oeom.    des 


zweite 

Maasses)   Potenzebene  gemein  haben: 

ergiebt  ßich  in  Verbiadang  mit  dem  Satze  von  Ste'w m  t  u.a..  (vgl  Formel  5) : 


„fimd  »,  ß,  y  din  Miticß  der  Diagonnlcn   ^,>/,,  Ä,  Ä,,  ^,0,, .      eines 
nibtlBdigfD  Vierseiu,  su  gilt  in    heziig  au f  jeden    Pnnkt  0  des  Kanines 

+  Of}^.OH,roll/f^f)f^J.yal  =0. 

BprH«luic1itigt  mnn,  diiss  drei  I'anktepaare  in  Involation  all  die 
Eeku  eiiiFM  vollutlindigen  Viorspit»  «ug*'9ehen  werden  können,  dessen 
Silin  xnparomengpfRlIpn  sind,  so  kann  man  ans  dipser  Glniclinng  mit 
gnicrr  Lpichttgkeit  din  bekannten  metrischen  Relationen  gerader  involu- 
tortMbcr  Paiiktreihen   ableiten. 

Von  ibr  i«t  die  folgende  nicht  wesentlich  verschieden: 

Vier  Poiiktepaare  einer  invnlnloriechen  Pitnktreibo  erstnr  Ordnung 
«vnlffB  mit  cinetn  Punkte  0  auflsp.rhalb  dnrch  die.  Gleichnng 

+  {0  H^ .  n  Ä,  roK  H^  (/  ff,  -  rt/>, .  0/1^  ms  l^^  OD^ .  (f,  ^,  +  C,  A,)  -  0 
verbunden. 

Ffir  Tier  FanklC|jaaro  oiner  invnlnlönschen  Pnnktreihn  zweiter  Ord* 
anng  hat  man  dagpgen 

0  A^JiA^.cosAiOji^.ß-fi  -  OB^.OB^  cos  tt^OB^.fSa 
+  Of|.flC,.roiC|0Cj.ia^-  OP^.OD^.rotD^OD^.aßY^^. 
Fbr  FlKchcn  iwciter  Ordnung  existirt  ein  llhnlicber  Satz,  wenn 
die  lurolatiouB ebene  zn.  einer  c^rkliscben   Kbene  parallel  ist. 

3.  Die  Kngel»  welche  vier  gegebene  in  gröasten  Kreisen  schneidet, 
die,  welche  durch  ihre  Mittelpunkte  geht,  und  die  Orthogonalkugel  der 
vier  Kugeln  besitzen  eim^  gvmpinKamn  PotenzebenH;  der  geometrische  Ort 
^CT  Mitielpankte  aller  Kugeln,  welche  von  einer  gegebeneu  rechtwinklig 
ud  von  einer  aweiten  in  Darcbnieat>em  gegcbnitlon  werden,  Ut  eine 
Ulebl  constrairbare  Kngelflilche,  welche  aur  I^sung  der  Aufgabe  benutxt 
•erden  kann: 

-Eine  Kugel  au  coostmireo,  die  von  drei  anderen  rechtwinklig  und 
*0B  einer  in  einem  gr^ssten  Kreise,  oder  vnn  zweien  rechtwinklig  nnd 
v«a  awrj  in  grflsAten  Kreison,  oder  endlich  von  einer  Kugel  rechtwinklig 
nd  roa  drei  anderen  in  grüsston  Kreisen  goscbnitlen  wird." 

4.  (st  0  der  Brennpunkt  einer  Parabel  nnd  .iBC  ein  derselben  am* 
Whricbenes  Dreieck,  au  bat  mau  Ttlr  jede  Lage  des  letzteren 

OA.sinflOC-^Oß .sin  COa  +0C. sinAOD=-  0. 

h,  8hid  ff,  a^n^^^^  Strahlen  einer  KegelUSche  zweiter  Ordnung,  deren 
innkte  auf  ^inem  Kr^'isschnitte  denelben  liegen ,  nnd  bedeutet  e.  H. 
Sina*  iiea  Saamwiakels  ^ft^tt^  ao  ist  snwoM 
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2^174. ai.=  0,    nl«    auch     ^  —  =  0. 

6.  Die  BcdinguDg,  dass  h  +  3  Kreiee  von  einem  n-f-4' 
gleichen  Wiokeln  geschnitten  werden,  ist  das  Verschwinden  einer  Deter- 
minante von  der  Form  9),  welche  man  ans  dieser  erhält,  wenn  man  an 
Stelle  der  gemeinschaftlichen  Potenzen  die  Quadrate  der  Sinns  der  hal- 
ben Winkel  setzt. 

7.  Bezeichnet  man  in  einem  einfachen  Fünfeck  das  Loth  vom  Punkte 
A}t  auf  die  Ebene  A^A^Äf  mit   A^, ,   so  ist  das  Bestehen  der  Oleichnog 

1  +  ^.^    ^5.^.^  =  0 

eine  Form  der  Bedingung  dafür,  dass  die  fünf  Punkte  A^  in  einem  Räume 
von  drei  Dimensionen  liegen. 

8.  Die  von  Darbous  (a.  a.  O.)  abgeleitete  Form  der  einem  Te- 
traeder umschriebenen  Kngelfläche  erhalt  man  leicht  aus  der  Gleichung 
5)  mit  Hilfe  der  für  jedes  indifTerente  System  bestehenden  Gleichung 

Ej,E^ApA^.a^a^  =  ^^ 
indem  man  in  derselben  die  den  Index  v  enthaltenden  Glieder  wegläset. 

9.  Das  Folgende  enthält  eine  Anwendung  der  Formel  1)  auf  einige 
Symmetriepunkte  des  Dreiecks.  Wir  greifen  aus  der  grossen  Menge  von 
speciellen  Beziehungen,  die  für  solche  Punkte  ans  1)  resultiren,  nur 
einige  heraus,  um  die  Frnchtharkeit  dieses  Satzes  zu  zeigen.  Viele  dieser, 
allerdings  nur  dnrch  ihre  Form  merkwürdigen  Gleichungen  dürften  aaf 
anderem  Wege  wohl  kaum  so  leicht  zu  verificiren  sein. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  schicke  ich  die  durchweg  an- 
gewandten Bezeichnungen   voraus: 

(a,  m„,  Ag  mögen  bezüglich  die  Mittentransversale,  Winkclhalbirende, 
Höhe  der  Ecke  A  des  Dreiecks  bezeichnen,  ^p,  J*/p^,  ...  die  Mittel- 
punkte der  Berührungskreise,  Aden  des  Fenerbach'schen,  ^  den  des 
umscbriebenen  Kreises,  r  dessen  Radins;  S  sei  der  Schwerpunkt,  D  der 
Höbendurchscbnittspunkt,  ^\  der  Punkt,  in  dem  sieb  die  Transversalen 
nach  den  BeriihrungRpunkten  von  Mq  dnrcbschneiden ;  der  Schnittpunkt  der 
Transversalen  nach  den  drei  Punkten,  die  zn  den  Berührungspunkten  von 
Mo  auf  den  Seiten  symmetrisch  liegen,  heisHe  y^\  endlich  bezeichnen  wir 
die  Winkel  des  Dreiecks  mit  a,  ß,  y,  die  halbe  Seitensnmme  mit  s  und  die 
oberen  Höhenabschnitte  mit  n^,  A^,  c^.    Dann  gelten  u.  A.  folgende  Sfttze: 

3)  OA'-  +  OB'~  +  OC^--0/)*-^^aa,  +  l,b,-^cc., 

o,  t,  Ci  «,A,c,  '  »  »• 

1    OA*.iga-\-  OB^.lgß  -\-  OC*  Jgy  —  OD^Jgatgßtgy 

I  =  a'  clga  +  6"  ctg ß  -f  r«  , (yy  =  7,dA.BC^ 
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CuS a  cos p  t-iis  y  l  cos  a  cos p  cos  y 

4)  OA*a  +  Ofi^h-\-OC^r~201tf^^s  =  abr, 

0A'.  —  a+0B^b+0C^c  —  2  OM^^  (s-a)  =  —  aic, 

(i£.nna-\-OB*.sinß-\-OC*.siny  —  AOM^*cos^cos^cos^  =  1^ABC^ 

^  *t  ^ 

(iA-ma'\-  OB'sitiß  +  OCsiny—  4 OJU^'cos  ^  sin  ^  sin  ^  =  — 2j  ABC, 


!lf.A*  =  bc—^  =  bcelg-^  ,      lH^^A^  =  bc- ==  bc  lg  ~  , 

»-  4  — a'        '"  s  —  a' 

AM^.A  lUf,  =  A  Mq^  .AM^^=^be 


D.  B.  V. 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  leicht  ebensoviele  für  die  Hoben  des 
Dreiecks  ableiten. 

5)  OA*sm%a  +  OB'* sin2ß -\-  OC*  sin^ty  ~  AOM^ sina  sinß  siny  =  2  A ABC\ 

6)  OA*  dg  ^  +  OB*  c/sr  I  +  0  C«  dg  |  -  0  F«»  dg  ^  dg  |  dg  | 

7)  /WS»  =  r«-^(«»+^'  +  0: 

8)  MJ)*  =  r*  —  2A  JfiCdgadgßrtgyi 

ij)      jif  j, _  ^'' ^^g g  +  ^^ <>9 ß  +  c^ c'g y 

Min  bat  auch 

bc[s-.)  +  Cr.{s-b)+abis-c)_  ,_^        ^^^,^^^^^ 

s 
tr(s— «)  +  f  a(s  — fc)  +  at  (s  —  c) 


Hieraoa  folgt 


J»/jfl=^-p: 


2 

in  beksDDte  Sali,   dass   der  Feiierbach*sche  Kreis  jeden  der  16  Be- 
**Nu|^nii«  der  vier  Dreiecke  berührt,  deren  Seiten  er  halbirt. 


VIU. 
Ueber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

Von 

Dr.  O.  BüKLEN 

io  ReatliDgen. 


§1. 

0  sei  der  Schwerpunkt  eines  Körpers,  dnrcb  welcben  die  HanpttrXg- 
heitsazen  x,  y,  z  gehen  nnd  denen  die  HaaptträgbeitBradten ,  deren 
Quadrate  a'^b'^c  sind,  entsprechen.  M  ist  ein  Pnnkt  im  Innern  des 
Körpers,  OM^j/r^  a:"  +  j;'+2*=  r*,  dann  sind  die  drei  Wuraeln  der  in 
k  cnbiscben  Gleichang 

ik-a)x'         (A-fc)v»  (A— r)t»   ^         ' 

'  r  —  (k  —  ayr  —  {k—üy    r  —  (k  —  (:) 

oder,  wenn  man  x'+y'+r'^r  addirt, 

2)  ^'        + y-^+    —''    -  =1 

'  r  —  i^k'~a)^r~-{k.—  h}  ^r—(k  —  c) 

die  Quadrate  der  Hauptträgheitsradien  von  /tf,  deren  Richtungen  die  Nor- 
imalen  der  drei  durch  M  gehenden  confocalen  Flächen  des  Gmndellipsoids 

*8         ,,t         ,8 

3)  l  +  f  +  i  =  i 

n         b         c 

sind.  Wenn  k  constaut  nnd  >a  ist,  so  sind  1)  und  2)  die  Gleichungen 
einer  Welleufläche  W*»,  welche  von  dem  Ellipeoid 

:r>  ifi  z> 

abgeleitet  ist,  indem  man  auf  den  Centralscbnitteu  desselben  Perpendikel 
errichtet  gleich  ihren  Halbaxen.  Also  liegen  alle  Punkte  M,  für  welche 
ein  Hanptträgheitsradius  constant  ist,  auf  W^.  Ist  auch  r  constant,  so 
ist  2)  eine  der  mit  3]  confocalen  Flächen ,  die  '<>  in  einer  sphärischen 
Curve  schneiden  und  deren  Gleichungen 

3-1  ,,a  ,8 

sein  sollen.    (A)  ist  das  Ellipsoid,  (^]  nnd  (v)  sind  die  beiden  Hyperboloide 
'  •   "fao   nach   2)   uod  5)  k  oder  (i  odet  v  =r  — (ft  — o)  und  da  nac 


n/b.  d.  Wellcnfliche  zweiaxiger  Kryitmlle;  Ycm  Df.O.  BAklih.     IS! 


•Icr  TiMwri«  dar  «IHptUcbfiD  Coordinaten  r  =>  l-|-fff-y~(a— fr)— («  — e) 
iat,  M  oraN  eotweder 

6)  x^p^k-^a  —  b  —  e 
•dt 

7)  i  +  ^  — jt  +  a_fc_r 

•MB.     6^  iit  die  Gleichong  d»  Xnssc-rii  Manlela  von  J^'k  und  7]  dicjonige 

A«c  ioorrD   io   elliptischen  Coordioatea.     Weil  ffir  feio  coDStantM  i  ant- 

wedvr  v  oder  fi  ebenfnlli  cnDttant  i«t,  lo  folgt  dar&u»,  du«  die  Qyper- 

bolnide  (ft)  Qod  (v),  welche  den  Einen  Manicl  in  einer  sphttrischen  Carre 

•cboeidcn.    dem    andern    in   eiuer  vou   ihren   KrUmman^iinien   begegnen, 

vAbreod  die  Cllipsoide  (A]  die  WelloDflXclin  nicht  in  sphSrischeo  Carveo, 

Mitdeni  nur  den  «•inen  oder  den  sndern  Mantel  In  einer  von  ihren  Krtim- 

maogiliiiien   LrcfTeo,  welche  versrliiedenen  Systemen  angeböreu.     Da  die 

Oleicbaog    1)    ancli   die   confocalen    Kegel    reprXsentirl,   die    Wt    in   den 

fffhIriKbeo  aud  ellipsoidisrhen  Linien  schneiden,   so  mflwen  diese  letz- 

kvffn  mgleich  KrilmmangBliDien  der  Confocalen  2)   oder  5)  sein.     Pureh 

X  gebt  eine  ellipioidlftche  Linie  von    "i;  weil  sie  xugleich  eine  Krtlm- 

■aaplinle  ron  (1)  ist,  sn  giebt  ihre  Tangente  die  Riebtang  eines  Haapt- 

trlfbeitiradioi  von  .V  an,  and  da  fUr  alle  Punkte  1/  auf  tf\  Ein  Haopt- 

trlgbeiteradias  conslaut  ist,  so  folgt  weiter: 

Die  Taugenten  der  elli  psoidiachen  Linien  einer  Wello»- 
fllebc  geben  die  Uichtnogen  der  conatanten  TrMgbeits- 
rtdieo  an. 

Man  kann  diesen  3ata  auch  so  beweisen : 

Die  i^andrate  der  HanpttrSgbeitsradien  im  Punkte  M,  durch  welclieo 
üp  ToDfocalrn  {i),  (ft),  (v)  gobru,  sind 

r  +  rt— 1,     r'^a  —  fi,     r-fa  — v, 
vtkbe  der  Reihe  nacli   die  Ricblnng  von  den  Normalen  dieser  FUehan 
liabeo,  oder  mit  BonUtanng  des  obigen   Wcrthes  von  r 

^+►-«+6  +  »-,     A  +  ^-fl  +  ft  +  r.     i+^-«  +  ft+ci 
«Mb   8)    ist  dso   fUr  den  Xassein    Mantel  der  nach  der  Normale  von  (ji) 
priditete,    und    nach   7)    fUr    den    innem   Mantel    der   nach  der  Normale 
na  (v)  gf>riohlete   Ilaupttr&gbeil^radiua  oonitant. 

00,  sei  die  wahre  ond  <t'>^  die  secandüre  optische  Axenron  f'*;  in 
int  Caapidalpunkte  0^  srbneiden  sich  awei  ellipsoiilische  Linien,  eitke 
**■  Siu#ern   und  eine  vom  Innern  Mantel;  die  Gleichungen  von  0  0^  liad 


8) 


r=o. 


z\{k-a){c-b) 


0. 


Dia  Cofmlinalen  von  0,  entsprechen  der  Kelatioo  .t'+:'='^— fr;   eliiui* 
[■In  naa  himans  and  aus  8)  K,  so  findet  man 

»)  y  =  0.     ,-, =1. 


[tXa  OleiebiiBi'vji  wxr  •'^'^  siod 

t.M»tAmmMUä  m.  Jfkjwlk  XXVll,  « 


fl— fr     h~e 
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d.h.: 

Die  Wellenflftchen  Wi,,  ron  denen  jede  einem  bestimmten 
Werth  yk  des  einen  HaaptträgheitBrsdius  ihrer  Pankte  eBt> 
spricht,  haben  dieselbe  Richtung  für  ihre  wahren  optischen 
Axen,  nSmlich  die  Asymptote  der  Focalhyperbel  von  den 
confocalen  Flächen  des  Grnndellipsoids;  die  Endpunkte 
ihrer  secundären  optischen  Axen  Hegen  auf  dieser  Focal- 
hyperbel. 

Im  Punkte  0,  schneiden  sich  zwei  ellipsoidische  Linien,  also  sind 
hier  zwei  Haupttrfigheitsradien  gleich.  Somit  hat  man  den  Satz  von 
Binet:  Die  Focalkegelschnitte  sind  die  Orte  im  Kanme,  für  welche 
zwei  der  HanpttrBgheitsmomente  eines  festen  Körpers  unter  einander 
gleich  sind  (Journal  de  l'^c.  polyt.  XVI),  oder  von  Ampire,  welcher 
sie  als  den  Ort  der  Punkte  eines  Körpers  von  unendlich  vielen  perma- 
uenteA  Rotationsaxen  angiebt. 

O^G  sei  die  gemeinsame  TaOgente  des  Kreises  und  der  Ellipse,  in 
welchen    JVi,  die  orr-Ebene  schneidet,  so  ist 


somit  ist,  da  00,  =  ^*  — 6,  OO^.O^G  —  }/{a~b){b—c)  also  constant,  ftlr 
alle  Wellenflächea  ff/,,  d.  b.  die  Punkte  G  liegen  auf  einer  gleichseiti- 
gen Hyperbel,  deren  Eine  Asymptote  00^  und  deren  grosse  Halbaxe 
=  ^4{a  — 6)(6  — c)  ist.  0^G  sind  die  Durchmesser  der  singulüren  Be- 
rflhrungsk reise  der  Fl&chen  f(,  welche  auf  der  j:z- Ebene  senkrecht 
stehen,  M  sei  ein  Pnnkt  auf  der  Peripherie  eines  solcben  Kreises  und 
MH  senkrecht  auf  der  arz-Ebene;  setzt  man  00,  =  j,  MH^^^  0,//  =  ri 
so  ist 


^-^3  =  |/(a_ft)(6-c) 


n) 

die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  die  verschiedenen  singuUren 
Kreise  der  Wellenfläcbe  Wk  liegen.  Betrachtet  man  0,  als  Pol  der  Focal- 
hyperhel,  so  ist  die  durch  G  mit  00,  gezogene  Parallele  die  Polare. 
Chasles  hat  in  dem  Apercu  historique,  Note  XXXI,  56,  den  Satz  an- 
gegeben: „Wenn  man  von  einem  Punkte  einer  Hanptebene  confocaler 
Fl&chen  auf  dieselben  Normalen  fällt,  so  liegen  diese  in  zwei  Ebenen, 
wovon  die  zweite  senkrecht  ist  znr  Hanptebene;  die  Fusspuokte  der  lets- 
teren  bilden  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  das  von  dem  Punkte  mof 
seine  Polare  hinsichtlich  des  in  der  Hanptebene  liegenden  Focalk^«^' 
aehnitts  gefällte  Perpendikel  ist"  Liegt  also  M  auf  dem  Kreise,  i 
DuniuB9M9t  Og  G,  so  ist  Oj  M  senkrecht  auf  dem  dniob  M  gcif^p 


[focitni  Hyperboloid  i  dn  aber  dureb  ßf  Huth  oioc  ellipsouliscbc  Lioie  vod 
t^i  gtiA,  welobt^  xagleicb  KriluiinnugKlIilie  des  durch  Itt  gehouden  con- 
foralsu  £llipsoidH  iitt.  so  tot  O^-V  zug1<>icb  Tnngenle  dfr  ßllipsoidiscbAn 
V.isii  and  somit  die  Kichtung  eines  ffir  alle  Punkte  V  «nf  dem  Kreiite 
c«ut«iti>ti  TrSgheitumdiQK.  Die  beiden  anderen  UnopttrHgheitsaxon  von 
X  txtfen  die  darcb  0  gezogpne  Pnlarp.  Das  Vorhergehende  lilsBt  sich 
M  sutauneafaitseD: 

Die  Ton    den   ttinxelnen  Punkten  der  Asymptote  der  Ttt- 

<ilbvperbel   des  Grandellipsoids   auf  ihre  Polaren  hiosicbt- 

'.ir.\i  dio8«r  Hyperbel  gerillten   Perpendikel  sind  die  Darcb* 

mtiisr  von  KreiflOD.  dinaaf  der  Asymptote  senkrecht  stehen; 

fit  alle    Punkte    auf   der   Peripherie    eiaf^s   sulchen   Kreises 

fiibt  dieSAbne,  w^Uh«  nach  dem  auf  der  Asymptote  lidg«n- 

in  EndpQukte   dea   Durchmessers   gezogen   wird,  die  Kicb* 

tiDf   ins    cnnstanlen    Uaa  pl  trlgheitHradius    an;    dio    beiden 

«ad«rt<a  UaapltrÜghnitSAxeu  seh  neiden   die  dureli  den  andern 

Endpoukt  gebende  Polare. 

Unter  den  drei  UaupltrHghetlsraJieii  von  einem  beliebigen  Punkte 
Vialoaern  eines  Korpers  ist  nlsn  immer  Kiner  nnsgexeichnet,  entweder 
dir  aiulere>  wenn  ^f  auf  dem  liuesetn,  oder  der  grfisste,  -weno  M  aaf 
im  iDBorn  Mantel  der  betreffenden  FIfiche  Wj  liegt.  In  jedem  Falle 
pb  darch  >V  eine  enipedidiaclii-  Liuiu,  die  auf  eine»  Kegel  Hegt,  dessen 
9f\nfi  der  Schwerpunkt  0  ist  and  dessen  Focallinien  die  seeundttreo 
pptiscben  Axcn  die>^er  WellonflKcbe  sind  (8)];  also  bildet  die  durch  O/V 
sad  den  auKgexetchneten  Trilgheitxradiua,  welcher  eine  Tangente  dea 
ttftU  Ist,  gelegte  Ebene  mit  den  beiden  durch  Oüf  und  die  secnndKren 
ojititclien   Axen  gelegten  Ebenen  gleiche  Winkel,  oder: 

CoDStrnirt  man  mit  dem  Werthe  A  iles  mittleren  oder 
ffilsten  Haupitrigheitsradins  eines  Punktes  'V  die  beiden 
iisB  8),  verbindet  j1/ mit  dem  Scliwerpnnkte  0  und  legtdnrch 
tl-tf  und  diese  Axen  zwei  Ebenen,  so  wird  eine  dritte  durob 
tM  and  den  betreffenden  UanptttftgheitsradiuB  gehende 
tbtne  den  einen  der  von  den  xwei  ersten  Ebenen  gebildp. 
KBWinkel  halbirea.  Hat  zngteicb  die  Vcrbindungslinio 'JA/ 
»lar  eoflslante  LAnge,  so  ist  auch  die  Summe  oder  Dlfferena 
4«r  Winkel   eonstant,    die   sie   mit  den  Axen   6)   einachliesat. 


Eise  veitere  Verwendung  lindft  die  WellenÜHcbe,  wenn  man  ihre 
i^ielmnj(en  nnlersucfal  au  dem  Coniplox  von  Geraden,  dorch  welche  sieb 
ib  .  reclanguiHre   'rangentlalebenen    legen    Usaen.      .Mit  Bei- 

,*A*.i....^  -hfrie^f  Ufx^iebaangfin  («ei  der  Pnokt  W  d\«  ft^\Mtt  e.Vft«a 


Regelt ,  weleher  eiae  der  courocaleo  FUcben  U)  de«  6ranclellipc<^>irti.^ 
denn  OleichnogCQ  in  5)  angegebeo  sind,  berOhrt,  so  wird 


lÄ) 


^+    ^-+     ^— 0 


die  Gleicbong   dieses  Kegels  sein.     Die  Normalen   von   den  drei 
düeo  (k),  (ft),  (f),  die  sEcb  in  M  schneiden,  sind  die  Axen  der  £,  i|t 
Zwei  Ersenpende  des  Kegels,  welche  in  der  Kbeue  |£  liegen,   MA  n 
ht P    \Ii  und    /'   sind    die   ßerdhniDgspQnkte  ftof  (i'}]i    entsprechen    di 
Relation 


13) 


i 


Bewegt  sich  Vauf  der  KrUmmungslioie  v  =  con*r.  &af  (l),  so  ist  -r  ehM 
falls  coD&tant,  d.  h. : 

Dnr«h  eine  Tangente  der  Krammungslinie  eines  Ellipsoids  lege  ma 
xwei  Ebenen,  welche  «in  confocalcs  Hllipsoid  berühren,  so  Ist  der  Wi 
kel  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  von  constanter  Grösse-    (Hannbei 
From  the  procecdiugs  of  tbc  royal  society,   16.  Juni   J881.) 

SetiEt  man  in  13)  |-==  +  l   oder  SV>*A+v,  so  ist  der  Winkel  si 

sehen  beiden  Tangentialebenen  ein  rechter,  und  wenn  man  mit  RUckBt< 
anf  6}  2A'=A  +  a  — 6  — r   seist,   so  erhftll  man  das  andere  llieorem  vi 
Mannheim:   Die  Spitzen   der  BerUhrnngskegel   einps   Ellipsoids  (i'),   bl 
welchen    die    beiden    Erzeugenden   Eines  Baoptschnittes    rechtwinklig    a 
einander  sind,  liegen  aaC  einer  WellenflAcho-     Da  die  Normalen  vun  (L 
in  den  Berührungspnnktf^n  A  und  P  rechtwinklig  anf  den  beiden  Tangeq 
tialebencn   stehen,    so   liegen   sie   in   der  Ebene  des  Winkels  A'^/Pnu 
schneiden  sich   also   in   cineni  PnnktB  >*     Dahor  git^bt  M  ann  bnim  seine^ 
Satze    (den    er   auf   kinematischem    Wege    bewiesen    hat)    aueh    folgern 
Form:    Bewegt  sieh   ein   rechter  Winkel,    dessen  Schenkel  ein  Ellipse 
berühren,  so,  dass  die  Normalen  des  Ellipeoids  (in  einem  Punkte  F)  sie 
schneiden,    so   beschreibt    die  Spitze   .V  des  Winkels   eine   WellenflHeliil 
deren  Normale  MF  ist.     F  ist  der  Pocos  der  Ebene  de«  Winkels,  dei 
für    eine    nnendlicli    kleine    Oewegnng    der    Kbeue    des   R*>cbtetikfl   M N F. 
sind    die  Tangenten    der  von   den   Pnnkteu   N  und    /'  beschriebenen  Ti 
jectorien  senkrecht  anJVA'nnd  PF,  alao  ist /*  ein  momentaner  Dreban| 
pnokt;   somit  sind   dtc  Tangenten  der  l'rajectorien  allrr  Punkte  der  Ebei 
senkrecht    zu    ihren   Verbindungslinien   mit   F,   d.   b.   MF  ist  d 
der  Wellenflfiche  in  M. 

Ui«  Gleichung  der  Confocalen  (i') 


14) 


^/■^+a_*-r)  +  |(A-fl+6-c)**'^CA-  — ft+^) 
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mmfji,  in»  dieMihe  anter  der  VonrnMetnoBg  k^a  entweder  «in  Gllipso'id 

^tx  «)b    piomtnttiges   Hyperboloid    tut.      Zn  jedem    einem    be«timmteD 

'Weitbf    von    A-    rn  top  reeben  den   constanten    TrSgheiUrediu«   gehört    eine 

iMftiatnIe  Flüche   [i')  fl4)Ji   die  dorcb  denselben  an  (k')  gelegten  Tan- 

Igtatlalebraen    berühien  diese   FIflofae  in   zwei  Punkten  ,    deren   Normalen 

aidi  achoaidea.     Da  dnrch  jeden  Punkt  M  der  WellenSüche  flovrohl  eine 

•ItipioidiMbe .  ali  auch  eine  sie  rechtwinklig  schneidende  sphäriache  Linie 

gikl,  »0   enthftlt  die  durch  OM  nnd  die  Tangente  der  ereteren  gehende 

Ebne    die    Normale    lU F  der    WelleotlXcbp,     welche    als    Diagonale    des 

Mitecks, -»/Afp   die   Sehne   SP   halbirt.      Hierane    folgt  alao  der   Sata: 

Die  dnrch   den    Schwerpunkt   und    den   constanten  Trftg- 

bettiradiua  bestimmte  Ebene  schneidet  die  Ebene  des  kletu- 

>lto  snd  grÖBSten  TrMgheitsradins,  wenn  derPonkt  anf  dorn 

lauern  Mantel   liegt,   oder  des  kleinsten   nnd  mittlem,  weno 

■T  anf  dem  innern  Mantel  liegt,  in  der  Normale  der  Wellen - 

riicbe. 

Die  Ualbirungslini«  des  Winkels  yMP  giebt  die  Richtung  de»  kl  ei  n- 
«iHi  ud  diejenige  seines  Nebenwinkels  die  Kichtnng  des  grössten  oder 
■ktkreo   TiHgheitsradius  an. 

Wenn  m^'-|-n^-|-/j;'^0  die  Gleichung  eines  Kegels,  auf  seine 
Aiea   beaogeii,   ist,  ao   ist   die  Gleichung   eines   zweiten   Kegels,   durah 

Jessen  Manttfllinien   sich   rectanguUro  Tangentialebenen   an   den    ereten 

'k|«B  UlMDi  aul'  dieselben  Axeu  bezogen 

Wtin  iB«n  dies  auf  den  Kegel  12)  anwendet,  so  findet  man 

|flr  die  Gleichung  eines  Ktigels,  dessen  Spitze  (iftv)  ist  und  durch  dessfln 
VaAteinnien  bich  rectangnUrc  Tangentialebenen  an  den  Kegel  12)  und 
tMBtl  auch  an  daa  Ellipsotd  {k')  ziehen  lassen.  Betrachtet  man  in  15) 
i  als  conitant,  die  iibrigeu  Grössen  als  veränderlich,  so  stellt  sie  alle 
CiiBplex|f:eradeti ,  dnreh  die  steh  an  ein  ElUpsoid  rectangnUre  Tangen- 
tlaMwncD  legen  lassen,  vor.  Setzt  man  in  1&)  il+ '^2^1' oder  l  +  f> 
'H\  MC  verwandelt  sich  dieee  Gleichung  in 


—  V 


4k.  der  Kagel  lf>)  dogcoerirt  in  beiden  KKllen  in  zwei  Ebenen,  welche 
ia  16)   laell    aod   in   17)  imagicHr  sind.      Dnrch  V«;rglcirhung  mit  6),   7) 
•ad  14)  ergiebt  aicb,  da««  im  ertteu  i-'aJ/e  die  Spitte  desKegcU  «xi^  ^ua 
B  vnJ  t'm  sweitea  Fmllo  Mof  dem  ipncrn  Mantel  tob  Wk  ^HV- 


4 


ide 


Uebcr  die  TTelleoflSctiQ  swelaziger  KryfUU«. 


Alle  Compiexgeraden  dea  Systeoe,  welche  dorcb  einen  Punkt  der 
WeUeotlScbe  geben,  liegen  demnach  in  swei  Ebenen,  die  lieb  in  der 
Tangente  <\^r  ßllipKoidischeu  Ltni«  «cbiipidtm  unil  mit  der  Notmale  de« 
eonfocalen  Klti|isoidic  (i)  gleicbe  Winkel  bildrn.  Liegt  der  Pnnkt  an f  den 
Kuisern  Mantel,  «o  »ind  die  Ebenen,  also  aacb  die  Complexgci-aden,  reell;, 
liegt  er  aber  anf  dem  innem  Mantel,  so  aiod  die  Ebenen  taagiattr,  nur 
ibr  DnccliBcbnilt  ibt  reell.  Also  giebt  es  fClr  einen  Punkt  dea  inncro 
Mantels  nur  Eine  Gerade,  nämlicb  die  TaogeQte  der  ellipHoidiiicben 
Linie,  durcb  welche  sich  an  das  EUipsoid  (Jf)  rectangulKr«  Tangential- 
ebenen legen  lassen. 

Die  Spitzen  eämmtliclier  rcctanguUren  Trieder,  welche  sich  am  das 
Rllipsoid  (iL*)  beschroibeu  lassen,    liegen  nach   14)  auf  der  Kagcl,  deren 
Halbmesser  =yifiZfc—a  —  b  —  c)  ist.    Diese  Kngol  werde  von  einer  Ebene 
L  in   einem   Kreise  A'  goschnittou;   die   Frojection   von  {i.')  auf  Z  ist  ein« 
ooncentriecbe  Ellipse  E\  alle  Complexgeraden  oder  Triederkanteu,  welche 
in  l  liegen,  bilden  Sehnen  von  b';  errichtet  man  anf  denselben  in  ihren 
Endpunkten   Senkrechte,    so    werden    diese    K  berühren,    aho  sind    die 
Comp!  ex  geradem    Taugenten    eines   concen  Irischen   ond   mit   £  coaxialen 
Kegelschnittes,  welcher  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  die 
grOflM  Axe  von  E  kleiner  oder  grösser,  als  der  Pnrchmesscr  von  ^.    Sind 
«  und  ß  die  Halbaxen  von  £  nnd  ist  r  der  Halbmesser  von  K,  so  sind 
y'r*— jS*  und   J-'^r*— «•  die  Halbazeo  des  Kegelschnittes,  dessen  Tangen- 
ten Complexgerade  bilden.     Bewegt  man  aleo  L  parallel  mit  sich  selbst, 
ao  bleiben  u  and  ß  constant  und  man  erhSlt  ein  fiystem  von  eonrocaleo  | 
Kegelschnitten,   wozu  anch  E  gehört,   dt>rßn  gemeinsame  Brennpnnkli*  wir 
mit  A  und  B  bezeichnen.     Im  Orensfalle,  wenn  E  nnd  A'  «ich  berühren,  ^ 
degenerirt  der  Kegelschnitt  in  die  Gerade  AB  nnd  alte  Complezgeraden.fl 
welche  dieser  «peciellen  Lage  von  L  entsprechen,  gehen  sowohl  durch  A, 
als  durch  B\  somit  liegen   diese  zwei  Pnnkte  anf  dem  Süssem  Mantel  der  _ 
Wellcnfliche   fF^.     In  AB  selbst  fallen  swei  Complexgerade  ansammen^l 
welche  ausser  den  Punkten  A  und   B  noch  einem  dritten  Pnnkte  C  zwi- 
schen A  nnd  li  auf  dem  Innern  Mantel  angehören.     Dies  gebt  anch  ans  _ 
folgender  Belrachtnng  hervor:  ■ 

Anf  jeder  Ebene  A  liegen  zwei  bestimmte  Pnnkte  .■<  und  ß,  nÄmlJcb 
die  Brennpunkte  von  E\  wird  /.  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  so  dnicb- 
lanfen  A  nnd  B  zwei  anf  L  senkrechte  ßei-ade;  jeder  Lage  von  t  gebffrt 
einer  von  den  confocalen  Kegelschnitten  an,  dessen  Tangenten  Cnmplex-J 
gerade  sind,  so  lange  die  Ebene  L  nicht  ausserhalb  der  WelleniUche  ^\* 
ist,  in  welchem  Falle  sie  keine  Complexgerade  enthftlt.  Berührt  L  den 
fkussem  Mantel  von  fft,  so  ist  die  Eine  Axe  der  confocalen  K^gel 
schnitte,  welche  durch  die  Mitte  von  AB  senkrecht  zn  dieser  Q>^ 
^^fal,  die  einaige  Complexgerade  von  X{  sie  ist  im  DerÜbr« 
aughiah  T»Bgeote   der   ellipsnidiscbeti  lAnife  ^ftn  W^  utii  tia 
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llre  Uoie  de«  Complfixes,  weil  gie  die  GreDcflÜcbe   tfk  oder  die  Siu- 

l^alarilfitPDilichc    dns    ganzen    CtimplexBR    in    einer   ellipsoidiscIieD    Lini« 

Wiilkrt.     Sclioeidctt  L  den    Hassern  Mantel,    ohne  Heo  iouern  za   troffen, 

M   sind    di«  TftDgeuten   einer  der  confucftleti  Hyperbeln  Complezgontde, 

*eraQtcr  swei  üingaUre  in  den  BetUUruDgapnukteo  der  Hyperbel  mit  der 

DarebBcboittecarve  von   L  and    "V.     BerUbrt  f.  den  Innern  Mantel  in  C, 

M   gebt   durcb  C   uecli    dem   Obigen    nur   Eine   Complexgeradc,    relebe 

togteicli   Tangente    der    elliptjoidiscben   Linie    oder  Normale    des   durch   C 

gebenden  HyperbnIoidB    (v),   aUo   ajngalärc  Linie  ifit.     C  liegt  deswegen 

laf  AB,   welche  Gerade    als  Grenzlinie    der   confocalen  Hyperbeln  auzu- 

Mben   )it.     Dnrch    die   Punkte  A  ttnd   H,    die   auf  dem   äuBsem  Mantel 

Begm,   geben    nnendlicb   viele  Compipxgerade,   voruuter   zvei  eingnlKre 

(aiMer  der  Geraden  A  ß)  als  Tangenten  der  cllipaeidischen  Linien  in   jt 

sad  B.     Die  Ebene   £.    r<nt«pricbt    in    dieser  Lage    fUr    den   Punkt   ^  der 

GIciehiiDg  16)    und   steht  senkrecht  Auf  einer  Focallinie  des  Tangential- 

kegels  12).     Schneidet  l  beide  MMntel   von   ^V.  »o  »inä   die  Complex- 

(eradcD   Tangenten    einer   der  conrocalen    KIlipecn,    welche   sowohl   die 

Direhecbnittsenrve    anf   dem    Hnssern ,    als    auch    auf   dem  innem   Mantel 

berthrt,    und    zwar   iu   ja   zwei  Punkten,    dnrch  welche  also  im  Gänsen 

twr  singuUre  Linien  gehen. 

Dleie  Rpvnltate,  welcbe  hier  durch  einfache  geometrische  Betrach- 
laggea  abgeleitet  sind,  bat  Painvin  (Nonr.  Annale«,  l872)  ansfllhrjich 
utT  analytischem  Wege  entwickelt.  Sie  lassen  sieb  auch  anf  die  Lehre 
nn  den  constAnlen  Trägheiteradien  anwenden,  deren  Richtungen  als 
Tunten  von  ellipsoidischen  Linien  mit  den  singnUren  Linien  cusam- 
■nfalleo.     Man  erhält  dann  den  Sats: 

Id  einer  Bbene  L  im  Innern  einei  KttrpeTt  liegen  vior 
gleiche  Hau  p  tl  r  J(  gh  e  i  tsrad  i  en  ,  welche  einem  hestimmlon 
HkQpttrXgbeitsmMmen  tc  k  entsprechen,  wenn  L  beide  Hin- 
idI  der  nach  diesem  WerCbe  von  k  abgeleiteten  WellenfUche 
Viscbneldel.  Berührt  /.  den  Innern  Mantel,  so  fallen  zwei 
Toa  dienen  vier  Trägbeitsradien  in  dar  Bertlhrungslinie  au- 
*aiiai*n;.  achneidet  die  Ebene  nur  den  äussern  Mantel,  so 
tithllt  sie  zwei  Trägheilsradinn  und  im  Falle  der  ßerflh- 
iiog  Einen  von  dem  Werthc  A.  Alle  anderen  ausserhalb  H« 
li«(«oden  Ebenen  enthalten  keinen  solchen  Hauptträgheita- 
Ttdias. 

ßetmchlet  utan  die  Normale  einer  durch  0  parallel  mit  l  gelegton 
Bbtne  als  Aie  der  j,  zieht  in  derselben  durch  0  Parallelen  mit  den  Äxen 
der  Cbuforalen  KegeUchiiitte,  welche  die  Axen  der  v  und  l^  sein  aollen, 
M  etfaUt  man.  fOr  die  FlHctie,  auf  welcher  bei  einer  parallelen  Bewegung 
TM  £  dies«  KaceJsebnittc  liegen,  für  dieses  neue  C<)OTdinateait^»tem  &\% 
P» 


Br  di«  Wellenfllebe  xweianper 


18) 


'  j 2 =  1. 


JR  ist   der  HalbmoHer  dor  Kugel,    auf  welcher  di«  Spitsen    der  am  {l") 
beschriebenen  rectuugDUrcn  Triedor  liegen,  also  iat  uecb  14) 

R*=^{9k~o-b—e). 

Hat  die  J-Ase  die  Richtnag  der  wahren  optischen  Axe  von  tf^, 
velebe  sagleieh  die  Are  de«  am  (A')  bescbriebenon  RotAtiooBcylindcr«  i«), 
au  wird  a'  =  ^*  =  |^(*  — fl+t  — c)  niid  die  Gleiclinng  18)  r«»rwandeU  sich  in 

Legt  mau  durch  eine  nicht  zam  CVmplex  gehörende  Gerade  Ebenen, 
10  bilden  die  in  denselben  enthaltenen  Complezkegelscbnitte  die  snr 
Geraden  gehörige  ComplexäSche ,  demoarh  stod  18)  nod  191  die  Gletcb* 
nngen  von  «ulclieu  FtSchen,  welelio  unendlich  fernen  Geraden  cntffpre- 
ohen.  In  dem  specirllen  Fallp  10) ,  wo  /.  senlcrecbt  auf  der  wahren 
optischen  Axe  steht,  degenenren  die  confocalen  Kegelschnitte  in  ein 
System  ron  coneentrischen  Kreisen. 

Ftlr  eine  bestimmte  Normale  von  L  sind  drei  besondere  Lagen  diwex 

Ebene  <n  unterscheiden,  If,,  /.,  und  £,;  im  ersten  Falle  geht  sie  durch 

den  Mittelpankt  O,  im  zweiten  berührt  sie  den  innern  Mantel  in  C  and 

,  dann  liegen  die  Brennpunkte  A  und  B  auf  dem  Husaern  Mantel ,  im  dritten 

'Falle   endlich   berührt   sie   den   ünsseru  Hantel  in  C.     Füllt  man  von  O 

ein  Perpendikel  00  anf  die  Ebene  Z^,  so  ist 

20) 

s,  »t  ff"  sind  die  Prodncte  der  Halbaxen  von  den  drei  confocalen  FlM- 
eben  (1)«  (fi),  («)  [&)},  die  eich  in  A  schneiden;  wenn  t  der  Winkel  ist 

»wischen  AB  nnd  der  Normale  von  {v),  so  ist  nach  16)  '{f-t  —  j/j » 

also  sint  =  J/ ,   cott=.T/  :    bezeichnet    man   ferner   die    Ab- 

W      l—v  f     ju  — V 

•ttnde  der  Tangentialebenen  dieser  KlAchen  von  O  mit  P-,  f',  P\  so  ist 


P= 


,   QU  —  Pcot  I  +  V'sm  I ,  woraus 


sich  die  Relation  SO)  ergtabt.  Da  sie  fi  nicht  entbKlt,  so  ist  01/  con- 
Btant,   wenn  i  nnd  v   constant   bleiben,   d.  h,: 

Die  dureb  die  Tangenten  einer  ellipsoidischen  Linie  des 
iQSsern  Mantels  einer  WellenflXche  an  den  innern  gelegten 
Tangentialebenen  bertlhren  eine  concentrtsche  Kugnl. 

Der  Halbmesser  des  Kreises  k\  in  welchem  die  Kugel,  anf  der  die 
Spitsen  der  um  (!')  beschriebenen  rectangnlKren  Trieder  liegen ,  von 
der  Ebvtw  L  geaclwiUea   wird,    ist  ^R'— ni>*   \\t\Ä  d\«  Halbaxen  des  in 
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l  ric^enileii  ContpIeKkeg«l»chaHt«i  aind  f^Ä"— 0^— o»  und  J^*^-^j»*-?"; 

•  VDd   ß  lind   die  Halbaxeo  der  Protection  S  von   (l')   anf  L     Vür  l^ 

m'xtJi  fP—öD*=^a*  nnd  fUr  /-,  /J*-f)/)'=  |3»i  im  eriten  Falle  ist  /T  dvr 

BW  d«r  groABPo  Axe  von   £,   im  zweiten  d«r  Über  d«r  kleiaeu  Axo  als 

Diutbm«Bser  beechriebeoe  Kieii.    Ist  Für  i-,  OD  constant,  so  niuse  e«  auch 

■  «ein,   nod    ist   ftlr  /■,  ''/''  con«itaDt,   6'>   muu  aQi:li  ß  constant  bleiben. 
Kit  BriiebuDg  auf  das  Vurli ergebende  hat  mao  ddu  den  Satc: 

Die  Projectiunen  eines  Gllipsvidi  (l')  auf  den  Tan^en- 
tiaIeb«non  einer  Wellon  Tläcbe  W^  sind  ICIlipaen,  deren  Axeu- 
kicise  auf  einer  ooncentriitcben  Kugnl  Itegen.  FUreioeTan- 
(•itialebeoe  dei  innern  Mantels  liegen  die  Brenopankte  der 
Projectioni^n  auf  dein  ünKsern  Mantel  nnd  der  grosse  Axeo- 
kr«ts  liegt  anf  der  Kugel,  wfllirend  bei  einer  Tangential 
ibiine  (if%  AnHsem  Hantele  diea  beim  kleinoo  Axeukreiae 
ilittfindet.  Im  ersten  Falle  gebt  die  grosse  Axe  durcb  den 
BrrDbrDDgspnnkt  und  giebt  bier  die  Pr^larisatiünsricbtang 
fir  den  betreffenden  Licbtstrahl  an,  im  zweiten  gebt  die 
kUine  Axe  darch  den  Berfibrnngspunkl.  wo  sie  gleicbfalls 
Bit  der  Polarisalionsrichtnng  äbereinntimmt.  BerUtirt  die 
Tiagentialebeue  des  innern  Mantels  lugleicb  eine  concen- 
triiehe  Kngel,  so  bescbreiben  die  beiden  Brennpunkte  der 
Prajeetion  ellipsoidiscbe  Linien  der  Wellen  fläche  oder,  was 
dasselbe  ist,  KrUmmungsliuion  von  ßllipsntdon,  nnd  die 
frosie  Axe  der  Prujection  ist  constant.  Bei  den  Tangen- 
tialebenen des  Snssern  Btantels,  die  eine  concentrische  Kngel 
berflbren,  ist  di«  kleine  Axe  constant. 

Dieser  Satz  iMost  sich  auch  in  anderer  Form  anssprcchen,  vrodoroh 
■aa  eine  nene  Construclinn  »owobi  der  Wellenflücbe,  als  anch  ihrer 
FuepaMktBäche >  der  Welleugeschwindigkeiuäüche,  eihjdt,  und  wobei  das 
EUlpaoid  {i'),  welches  aus  dem  ErgSnsungeellipsoid  4}  abgeleitet  ist,  kq 
GniBda  liegt:  • 

Die  beiden  coaxialen  UotationscjÜnder,  welchedemBe- 
rilirangseylinder  eines  GIlipaoids  (],')  nm-  nnd  einbeecbrie- 
b«B  sind,  schneiden   die  Kngel,    anf  welcher  die  Spitzen   der 

■  M  (i'}  beschf tebeueo  rectangulftreu  Trieder  liegen,  in  »wei 
Kffisefi,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Wellengeach windig- 
keilsfltcbe  von  f9''i  liegen  nnd  deren  Ebenen  die  Wellen- 
rilcb«  H\  selbst  berttbren.  Der  Durchschnitt  dos  Borüh- 
rangseylinders  mit  der  Rbene  des  grosseren  Kreises  ist  eine 
Ellipv«  £,  dfren  grosse  Axi>  dt*n  innern  STanlel  in  einer 
«llipsaidischeu  Linie  berührt  und  deren  HreiiDpuukte  auf 
4ea  las««rD  Uantel  der  WellenfUche  liegen,  vifthitiiä.  ^\« 
kUia*  j|x#    des  ParcbsehoittM    mit    der   £bene    dei  VXttVufc* 


■Hft 


U«l)er  die  'VTellenfllelie  swelKxiger  ETyMalla. 


Kreisen  den  tusKern  Mantel  in  einer  ellipBoidiscfaen  Linit 
berührt. 

Ui«  DttrcliBchnittsCQrve  des  RnrlthriingBcylinders  mit  rlpr  Kugpl  t>«L 
drei  XU  einander  aenkrecbte  Syrntuelrftlpbcnm;  Witp  Projecllou  tnf  der 
ertt«n,  Benlcreebt  Kur  Cylioderixe,  i^t  die  Ellipse  f,  während  sie  steh 
•ul'  den  zwei  RndervD  nh  KIIi|isrn-  und  Hypcrbrl bogen  [>rnjicirt.  !)«■ 
IrnchtHt  msa  die  CylindersKe  nU  gowölin)ic)iPu  (uDjtcilansirtea)  l^ietit- 
Btrabl,  so  stellt  Bie  dip  ßkhncirrve  maca  A<>th«rtbf>ilct)ens  vor.  In  einem 
zweiaxif^D  KtssIaIIa  dagegen  sind  dio  Verbindung^linifin  ibr«>r  li«fch«tr& 
und  tiefsten  Punkte  (welche  io  der  zweiten  und  (tritten  Sj^nunelralcbsn« 
liegen)  die  PolarinatJonftrichtnngen  der  Aethertbeilcben  in  dnn  beiden 
parallplen  Tangontial-  oder  Wellen  ebenen    /.,   nud   £, . 

Bexcicbnol  mau  die  (Quadrate  der  Abstände  des  Miltelpnnkteis  O  tod 
J/,  und  If  mit  r,  nnd  p^  nnd  ihre  Kichtnngscoflinua  mit  /,  m,  ü,  so  gind 

p,  nnd  r,  die  Wur«pln  der  Gleichung +j ; Kr ^0» 

A,  b.  der  FasxpnnklflKche  von    W^y  oder  von 

(«(A_6_r)(A-c-0 
+  «»(*-c— p)(it  — a  — o)  +  n»{A— «— »)(i^-*— p)  =  0. 

Ferner  ist  «'=/!*—*',  nnd  ^=rÄ'  — »,.  FOr  die  Cjuadrate  der 
Abstünde  der  Mittel|iunkle  heider  Kreise  von  den  BerühmngtipuDktQn 
der  Wellenälicbe  auf  der  grossen  und  kleineu  Axe  der  beiden  Ellipsen 
hat  man  die  Wet-the 

Die  Halbaien  de«  CompIexkegeUchnitte«  einer  ßbeoe  /-  im  Abstände  j 
%un  0  sind  ^'Ä*  — j'  — |S*  und  |/Ä*  —  j*  —  c*.  Man  «iclie  an  denselben 
2vei  Tangenten,  die  gich  unter  einem  rechten  Winkel  in  0  Hchneident  sn 
liegt  dieser  Punkt  anf  dem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =  f^2Ä*—2j"—o*—|5*;' 
r  nnd  ^  seien  die  Coordioaten  von  U  iu  BeziebuD^  auf  die  Axeu  o  and 
/3.  so  ist  r'+^'=2Ä«-2j'-a»-|S»  oder 


21] 


22) 


r'+v' 


■I- 


3' 


1. 


"1  +  "*  '  i(»i  +  ''i) 

0   ist   dio   Spitxc  einer  ricrseitigeo  Pyramide,    deren   Seitenffücbra 

anf  einander  senkrecht  stehen   und  {k')  berühren.     Bleibt  die  Normale  von 

JE.  nnveritnderlicb,    sn    sind    /,   m,  n    nnd    somit    auch  i',   und   r^  conatant, 

also  liegt  0  anf  dem  abgeplatteten  Dnehungsellipsoid  22).     Ans  2l)  folgt 

p, +!-,== /=(2A-fr-r)  +  m»(2it-.--o)  +  N»(2A-«- fr). 

Iit  G'  der  Endpunkt  der  J-Axe  de«  RUipsoids  22)  nod  sind  jf,  )v,  z 

3ia   Coordinaten    von    G'  va    Beziehung    anf  die    Axen   Von   (1')|    so  ist 

^(',-hr,i  =  T'-^y»-\-:\  somit 


ind   m 

J 


Von  Dr.  0.  Böki.rn. 
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■iMi— n>ftitfn^ir*¥^<m  1^"  ■  »  r  f  i^  ■ 


»'Jv^l■rf^*V*^■-i-^*-' 


DiH  ist  ilie  Faifipanktflilteti»  dea  Tilltpsoids 


«) 


k- 


ft+c 


1. 


Sflisl  maa  in  den  Wetthen  /Ä»— j*— |S»  nnd  /^  Ä'-j'-«*  der  Halb- 
txni    de*    Complpxkpgplschnitte«    voo    Z.    pj  =  Ä'  —  o'    and    ''5^  ^  —  ß'% 

|ixi^(p, -f-t'f),  50  «rliält  man  )/i(«t~'^i)  °"<^  ^4(^~''s)t  '^B«^  i*^  '^^■' 
CeaplAxkegelscbnitl  vun  il,  w«nn  dipJie  Kb«ne  durch  <*'  g«ht,  eioe 
g^eklnütige  Uyperb«!,  woraus  folgt: 

Die  Ebenen  dcrjcitigen  CoinploxkogclBcfanitte  eioea  ^\- 
li|>»oida  (!')  [14)],  wolchr  gl^^icbseitige  Hyperbeln  aind,  be- 
rlbren  ein   zwetleB   ElIipBoid  24). 

Hienns  folgt  fprner,  da  die  Äsymptateo  (lieber  Hyperbeln  Complex- 
pnd«  iIqiI  : 

Uib  Spitzen  der  um  ein  Ellipaoid  (l')  bescbrtebenen  Tier* 
•titigfn  Pyramiden,  deren  OegenBeiten  paarweise  aof  ein- 
lidrr  scokrnclit  stebea  ond  airb  in  zwei  roctan  gniR  ren  Ge- 
rtden  »elmeideti  in  einer  Ebene  senkrecht  »nm  Halbmefifter, 
Ifigftn   auf  der  FnsapanktflSebe  eines  zwnitou  ElUpsoids  24). 

Der  Cnmplexkegel  15),  defieen  Bpitse  {l^v)  ist,  berührt  beide  Mintel 
f«n  T*!  oder  blos  den  iancrn,  und  zwar  je  in  2wei  Punkten,  je  naeh- 
4eiii  seine  Spitze  ansserhnlb  des  JlusBern  ManteU  oder  zwiecben  beiden 
Hioteln  Hieb  befindet.  Die  nach  den  Berührungspunkten  gehenden  Er- 
mgeoden  dfs  Kegels  sind  Hichtnngen  von  cooNtHiilen  Haupiträghcils 
ndicB,  wodurch  man  eiuen  dem  obigen,  sich  auf  die  UnupttrAgbeitsradieu 
i&  «tuet  Ebene  beliebenden ,  analogen  Sats  für  solche  Radien ,  die 
^Bicb  eiDen  I'unkt  geben,  erbttlt. 


S3. 

Dai  Gruudellipsoid  3),  welches  aus  den  drei  HaupttrJigbeitiiradien 
f^t  M*  V^  fUr  den  l'nnkl  0  al»  Schwerpunkt  eine«  Körper«  construirt 
itt,  gtbArt  inn  System  der  cnnfocalen  FlAcben  (i),  (p),  (v)  der  Gleieh- 
UK  h)t  deren   Kocalellipsp  durch  die  Relationen 

o_c      b—c 

it  tat.     Zieht   mao    in   einem  I*nnkle  M  uder  i^Lfiv)  d\ft  ^onai\«tk 
jftvr  Flächen  and  trügt  danaf  roD   M  aai  bttideTaeita  BiMM^«* 


(Iftich  A,  n  und  f,  so  erhält  myu  die  Axeo  l&r  «in  Hilf[)elIi|itioiil,  wel- 
che« die  jr£-EbeD6  in  0  berührt  und  dessen  durch  JU  parellel  mit  dieser 
Kbeoe  gelegter  Centralschoitt  die  Halbaxen  l'a—h  and  }/a  —  e  b&t,  vo> 
von  die  erste  parallel  mit  der  y-Aie  und  die  zweite  parallel  mit  der 
z-Äze  ist.  Versetat  man  nun  das  Htlfscltipaoid  parallel  mit  sich  selbst, 
so  das«  seiu  Httlelpankt  die  Strecke  MO  dorchtSart,  so  wird  in  dieser 
neuea  Lage  der  genaDotu  CenlraUcbnitt  den  Gleichaogen 


26) 


'     u—ba—c 


enlaprecben.  rt.V  wird  jetzt  der  conjugirte  Spmidtameter  von  26)  sein, 
da  die  Tangeatialebene  Tun  itf  parallel  der  jr:- Ebene  ist,  und  zwar  fär 
jede  beliebige  Lage  de«  l'nnktee  M  im  Haaroe.  Soll  aber  diespr  Peakt 
auf  der  WellenÖüclie  H'«  bleiben,  so  ist  it+v  constant,  so  lange  er  auf 
dem  äussern  Mantel  sieh  bewegt,  und  i-}~f<  ^f  den  innern.  Uieranf 
beruht  folgend«  neue   Erzeugungsatt  der   Wellenfltelie: 

Bei  den  Ellipsoiden  von  gemeinsamem  CeotraUchnitt, 
wo  die  d^nadratsonimo  der  grossen  und  kleinen  oder  der 
grossen  nnd  mittlem  Axe  constant  ist,  beschreiben  die  End- 
pnnkte  des  dem  Cent  rnlscbnitte  conjngirten  Durchmessers 
eine  Wellenflfiche,  nnd  zwar  im  ersten  Falle  den  aassern,  im 
xweiten  den   inuern   Mantel. 

Bewegt  sich  M  auf  einer  eil  ipso  idiecbeu  Linie  von  fi,  so  sind  swei 
Ax«n  des  HilfselMpsoids  constant  und  die  dritte  allein  veränderlich; 
beschreibt  dagegen  M  eine  sphXrische  Liuie  von  ff't,  so  te(  sowohl  eine 
Axe,  aU  auch  die  Quadrateumme  der  beiden  anderen  conelant.  Dieselbe 
WellenSüche  Wi  ist  aber  auch  von  dem  Ellipsoid  4)  als  ErgSnznngs- 
ellipsoid  abgeleitet  dadurch ,  da^  mau  auf  den  Centralschoitten  desselben 
Forpendikel  errichtet  gleich  ihren  Halbaxen.  Diese«  Ellipsoid  gehört  an 
einem  zweiten  System  von  cotifocalen  FlJfchen,  deren  Focalellipse  nun 
erhält,  wenn  in  4)  j;=:0  nnd  &=a  gesetzt  wird;  sie  ist  also  identiscb 
mit  26).  In  einem  früheren  Aufsalao  (diese  Zeitschrift  1&6U,  S.  346)  habe 
ich  eine  ähnliche  Erzeugnngsart  der  WelleuflKchc  darch  KIlipsoide  mit 
gleichem  Centralüchnitte  angegeben,  welche  auf  die  KUche  "^*  in  folgen- 
der  Weise  sich  anwenden   iKast: 

Bei  den  Ellipsoiden,  deren  gemeinschaftlicher  Cenlralschnitt  25)  ist  und 
deren  grosse  Axe  die  constantc  Lunge  2y  k  —  c  hat,  lieschreiben  die  auf 
derselben  liegenden   Hanptbrenupuukte  die  beiden   Mantel   von    ff«. 

IMan    kann   aber   auch   das    ubeu   eingeftthrie  Hilfsellipsoid  sich  von 

•einer  ureprttngHcheu  Lage  aus,  wo  der  Mittelpunkt  jV  oder  (A^i')  noch 

anf  (l)  liegt,  so  bewegen  Ihsscd,   dase  .^  stets  auf  dieser  FlKche  bleibt, 

als»  die  g^rosse  Ualbaxe  il  allein  conütant   ist.     Wird  «a  dann  aus  seiner 

Jem-eiiigea    Lage    nach    0    venetct,    so    daat    es   duxtV    ä\6  ^Kv\v^ufe  26\ 


g«ht,  so  nhhll  laAQ  eine  Schiar  tod  Ellipiioicten  mit  gemeiDBchaftlicbem 

GftotnilicfaDiU   Qod    coosUnter  LXnge  der  groüsrn  Ax«,   b«i  welcben  die 

EaäpBBltte  des  dem  CeDtmlschnitt  conjugirten  Dorchmessers,  das  KUip- 

■oid   {l)    ood    dio  lUiiiitbiennpunkte  eine  neue  vod  {i.)  aU  Ergänzangs- 

■Uifuoid  abgeleitete  WellrnfiXcbe    ff'i  beschieiben. 

Werden  die  nauptbrennpnakte  mit  F  uod  A'  nod  die  Endpunkte 
dM  dem  gemeiDfchaftlicheo  Centralschnitte  26)  coDJQgirteo  Dorchmessers 
■Bit  M  tind  M'  bozeirbnet,  so  kaon  man  das  Vorbeigehende  so  ziuam* 
nwnruKO  : 

Ist  die  grosse  Axe  der  Ellipsoide  alteio  coostaut,  so  beschreiben  M 

ni  M'  das  Ellipsnid  (1),  P  und  f^  die  Wellenaicbe  t*\.     Wenn  aasaer- 

im  oocb  die  mittlere  Axe  fi  oder  die  kleine  v  constant  ist,  so  bewegen 

lieb  M  ood  jV  anf  einer  Krtlmmnngslinle   {(a)   oder  yr)  von  (A);    F  be- 

•ckrcttit  einen  spbHriscbeD  Kegelschnitt  nnd   F*  eine  ellipsoidische  Linie 

anf  IF|  (also  ebpufalla  riuo  KrUmmongpliDio,   die  aber  auf  einem  andern 

EUipMiid   lii'gt).      Ist  endlich  die  Q.uadratHumme  der  grofisen   und  kleinen 

»der   det  grMsen   und   mittleren  Axe  constant,   so  bewegen  aicb  Jü  nnd 

Jf'  anf  der  Wctientlltebe  tf\  ,  withrend  F  und  F'  eine  n^ue  FUcbo  beschrct- 

Imh  ,   die  ans  verscfairdenen  WellentlSchen  IVi  angrhörcndeo ,  spbXrischen 

uni    elltpsoidischen   J^inien    besteht.     Man    erhrllt  also  folgende  nene   Gr- 

■«ogaogsart  fär  die  KTflmmuogsllniea  des  Ellipsoids: 

Bei  den  Ellipsoideu  mit  gemeiuscbafilichem  Central* 
sebDitt  nnd  von  constantor  Länge  der  grossen  nod  mittleren 
r«deT  kleinen)  Aie  beschreibt  einer  der  Hanptbrcnnpnnktf , 
wie  aneh  jeder  Endpunkt  des  dem  Cen tralschaiu  conjngir- 
t«M  Darcbmeasers  eine  Krümmun  gsHnie,  wovon  jede  einem 
andern  Ellipaoid  angebärt. 


§4. 
Da  die  elliptinidisehen  T^inien  Hnr  WellenflMcbe  «ugleicb  Kriitnninngs- 
imiea  von  BlÜpsoiden  Kind,  so  hnbeit  nie  aneb,  wie  diese,  BrenDptinkte, 
vricbfl  anf  den  Axen  liegen.  Uiese  Eigenscbart,  wie  auch  einige  andere, 
•ich  anreihen,  hube  ich  in  dieser  Zeituchrift  (1S8I,  8.383)  nnter- 
t.  Nach  einer  Notiz  im  Aper<;o  bistori4]nr  von  Chasle«  (Cap.  V 
|4S)  bat  Ch.  Unpin  snersl  gefunden,  dass  die  Krilramuugslinien  auf 
br<^«ngafliehen  Hegten  nnd  deswegen  Rrennpunklp  hnheii.  (lirsolbe 
Beowffknng  bat  ancb  Jacobi  in  seinem  Scbreibi'n  an  Steiner  (Crelte 
lli34,  S.  I37f  gemacht,  wo  er  am  Schlüsse  auführt,  dnsa  die  Brennpnnkte 
■••  dem  Ivory'schf'n  Sntae  abgeleitet  werden  kjjnnen.  Durch  Vergleich- 
«■t  der  Konneln  ti)  und  7)  mit  dm  Gleichungen  6),  7)  nnd  8)  /.  e. 
ftfifhi  sieb,  dasa  die  nilipsoidischeu  Linien  des  innem  Hauteis  und  des 
Nütni.  InUtnrc  bis  Bör  Orenxe  iv=  {» —>'){»  — c),  welche  dem  |trt;!i- 
■ipcjrliadrt  aD^eh-ijt.  »iif  veiiitugerteu  ÜrehiingselUpsoiden  V\e^e\\^  t\v-t<i'W 
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üi 


messer  ^k  —  a 
or^Axe  ia  den  G 
I  fl  — C    biß   oo. 
Inildeu    zwei    Gtu 

«=(--)^. 

der  aber   die  y  zar 
deren    gemäioftcha 
meGner  y/c  —  i    tiftt. 
den  Grenzen   y6  —  c 
von   den   beiden 
Ugen  lirehuDgabjrp 
uud   babeo  rAeo 


Voratelieiideu   tv 
koDgen   Als  Resapae 
Wellenfliiclie  aU  Vazai» 
dern  auch   m   der  T 
der  Flfichea  zweitea 

Mau   kaoii  0  soW 
Innern   einep   xweiftii 

KallB  i'  Ä^a.  |/^^Ä, 
iingscoBrficiPnten,  so   Ut 
elUpsoid   4),    zDgleich   die 
geben  die  G«£chwindigkeita^ 
zendeo  Strahlen  an  and  die 
Endpunkten   die  HalbmeBsei 
Tangenten  sind   aber  ancb    : 
radien  in   denRälben  Endpu: 
Üi«  Sehnen  der  singnli 
der  wahren  aptischen  Axe  ni 
suche  über  die  innere  Itoniac; 
oder    Aetbf-rachwiDgQngen    di 
während   sie   andererAeits  dio 
radien   für  die  Pntikte   auf  dei 
Da  jedem  Werthe  von  A  eine 
alle  diese  FlHchen  die  gleiche 
hAbfln,   welche  in  dar  Ebene  d- 
rtdlns  im  Srhwerpiinkte  liegen^ 


die  Z*bl  der 
•4ir  4w  Z«kl  4«  Ofdi 


latnr  In  6^  V  jpr  „Mi 
«(•er  KrpialiniB  aolftrracbl 
drr  Foiiirr'frbcn   Beih*- 
£«*ek  auf  Tb^ilnOfr^D  mit  «mar 
^sc«|>«iikte.     Kür  mne  nm 
fHtfl  an,  Dod  iwar  dajjf-oif 

[r  irgend  eiu  Bog«] 
rd.    Die  Prag«, 
«pitadQefa 


Trifheittiiu Offleute  die  BRdeutang,  (Ikks  sich  in  jedom  ihrer  Pnnkte  con- 
mte  IX«a]JttitfgheiUrAi]ieu  schuoidou,  welche  die  Sohiieu  von  Kreiaeu 
•iod,  die  dio  FlKcbo  11)  bilden. 

Fällt  mau  vou  0  auf  die  Tangentialebene  des  ErgSozungseltipsoidv 
[4)  Pvrpendikel,  ao  hilden  ihre  FuNipnaktti  die  £la8ttcitilteflttche,  die 
(^sadrate  ihrer  Rsdiftn  sind  gleich  den  elafttifichen  Krflften,  welche  dnrch 
a»  Bfiwfgaog  eines  Aethermoleculs  in  gleicher  Ktchtang  erregt  werden. 
Cftutnürt  man  aber  die  Fusspunkttticbe  vom  Grcodellipsoid  3),  so  aind 
di«  Ha1bmpa«er  dieser  Flltcb«  gleich  den  ihrer  Riohtaog  ent«(j rechenden 
Tiigbmtsradifln. 

Weitere  Anaingicn   bieten  die  Caochy'scben  PolariimtionMallipsotde 
piaetselte    t'ür   die   Optik  und   AU:  Canchy -P»insot'i)che»   und   ßinet- 
Kbeu  Kllip^iiidc  andeierscita  l'tir  die  Tlieoii«  der  Trfigheit«tDoinente  dar. 
Ua  die  WellontKclic  fflr  den  C'omplex  von  Geradon,  darcb  welche 
lieh  an  ein  KIlipsuid   rectangulürc  Tangentialebenen  legen   lassen,   Singti> 
UntUeoBScbe  (Surfnci-  Umtlf.)    ist,    i>n    dient   sie,    wit>    im   Obigen  an   ver- 
icliiad«Dea    Ileispielea    nachgewicseu    wurde«    zur    Auffindung    mancher 
GJ^euchAfleii    dej   Kllipeoids,    ku    deren   Vfran&cbauliclinng    die    niit  den 
BMfocalen  Compk'xkegelüclmiiten  versehene  Kbeuc  L  wesentlich  beitrat. 
Eadlicli  ist   noch   die    Beziehung  der  Wellentlüche  an   den  Kräminnngs-' 
des   Eltipsoids    xti    erwahueu,    da    aie    an»    Sfdchen,    verschiedenen 
lacaleu   FUchen   xweiten   Grade»  angehririgen   Linien  gebildet  ist. 
Reatliugeo,  Januar  1882. 


Kleinere  Mittheiluiigen. 


IZ.    Heber  die  Asordmuig  unendlich  vieler  Sin^&ritAten  einer 

Fonotion. 

Eine  auf  einer  Krei«tinie  gegebene  Ori«ruDCtioii  uflge  in  gcwinen 
PuaktCD  irgendwelche  SiDgulariUten,  wie  z.  B.  Uoatetigkcit ,  ÜDbestimnti- 
faeit  u.  s,  w.  haben.  Wir  hetrachtna  diese  Punkte  als  Theilpanktr  der 
Kreislinie  und  unterscheiden  znnMchst  die  beiden  Ffille  einer  endlichen 
oder  uncndltcii  grossen  Anzahl  df^rfielben.  In  letzterem  Falle  gicbt  n 
■nf  der  Kreinlinie  einen  oder  mehrere  Punkte,  in  welchen  die  Theil- 
^nnkte  nnendlicb  nahe  Kusammonrticken,  die  also  ntcbt  in  so  kleine 
Bögen  eingeschlossen  werden  können,  dass  in  diesen  nicht  unendlich 
viele  Theilpunkte  liegen.  Wir  nennen  diese  Punkte  HSnfungspunkte 
der  Tlieilung,  und  awar  nSufungspunktc  erster  Ordnung.  Rin  Hin- 
fungsponkt  kann  entweder  selbst  ein  Thetlpunkt  seio  oder  nucb  nicht. 
Die  Zahl  der  Uäufungspunkte  erster  Ordnung  ist  entweder  eine  endliche 
oder  unendlich  gross.  In  letzterem  Falle  nennen  wir  die  Hüft fnugsp unkte 
derselben  HMufungs punkte  zweiter  Orduung,  welche,  wenn  ihre  ^ahl 
unendlich  gross  ist,  wieder  HXnfnngspnnkte  dritter  fJrdnung  haben,  n,  s,  (. 
Die  Zahl  der  Ordnungen  ist  nun  entweder  eine  endliche,  so  dass  alsA 
eine  bestimmte  Zahl  »  angebbar  ist  derart,  dass  die  />abl  der  llünfungs- 
punkte  N^"  Ordnung  eine  endliche  ist,  oder  die  if^ahl  der  Ürdnongen  ist 
unendlich  gross. 

In   vorbieliondcr  Weise  hat   Herr  Cantor  in   Bd.  V  der  „  Mathcma- 
ttschen  Atinaleu",  S.  123,  die  Tliftilnngen  einer  Kreislinie  unicrsacht  und 
daron  Anwendung   gemacht  auf  die  Theorie  der  Fourier'schen  Reibe. 
Herr  Cantor  bescbrKokl  sich  fSr  diesen  Zweck  auf  rhcilnngen  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Ordnnngen   der  Häarangspunkte.      Für  eine  nnead- 
liehe  Ansabl  derselben   führt  er  Mos  ein  Beispiel   an,   nnd  zwar  dasjenige 
einer  ThciluDg,   durch   welche  die  ganze  Kreislinie  oder  irgend  ein  Rügen 
derselben  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  wird.    Die  Frage,  ob   _ 
es  noch  andere  Tbeiluugen  gebe,  deren  HXufnngspnnkte  unendlich  viele  I 
Urdnniigen    haben,    wirft    Herr    Cantor    gar    nicht    anf.      Nnn    ist    abnr   ~ 
gerade  die  Beantwortung  dieser  Frago  von  besonderem  Interesse,   da  man 
dadurch    auf   binber    noch    nicht    betrachtete   Functionen    ron   ganz  eigen- 
t/iäm/icher  BescbiffeDheh  geführt  wird,  fit  kh  Uv«t  zeigen  werde. 


A 


Klainere  Mittheilnngm. 


ITti  aehiDfta  ftlco  die  Zalil  der  TTieilpunkle  unendlicb  gross,  Hcfaliasseu 
■Imt  rfeo  Ptll  aas,  wo  irgend  eis  Doch  so  kleioer  Bogen  durch  diesolben 
ii  Unter  noeodlich   kleine  Theile  zerlegt  tat.     ßs  sind  al^o  TbeübÖgen 
»nB  eoiilicher    Gröese    8Dgpbb»r.      Irgend    einer    dereelhon    oder   mehrere 
^khe  Tbeilbögen  sind  eiDzelu  grJissnr,  bIs  joder  der  Uhrigen;  wir  nennen 
ii»  TfceilbÖgeu    erster   GrJiHse    and    siHzen    ihre    Summe    =  6, .     Anf   dem 
Soie   der   Kreistinie    ticd   ebenfslU  TLeilb^gen    von    endlicher   OröM« 
u(ebbv.     Den    oder    die  grössten   anter  denselben   nennen   wir  Tbeil- 
iigta   iweiter   Orfine    oder    x weiter   Ordnnng   and   eetxen   ihre  Summe 
^if,  0.  8.   r.      Die    Zahl    der    Ordnungen    ist    nnendlicb    gro»;     denn 
««BB   f]e    ein«    endliche    wH»,    so  vürde  offenbar    aueh    die   Zahl    der 
UMilpnnkte    eine    endliche   «ein.      Die   Snmme    *|  +  \  +  ft8  +  -..    »'"   »'"/. 
kt&D  nun  entweder  der  gftnzen  Kreislinie  gleich,  also  =2n,    oder  auch 
kiner    all    2n    sein.      Dies    ist    der   wesentliche    Unterschied,   welcher« 
■enu    die    Tbcilpnokte    Unetetigkeitspunkto    sind,    hei    der    Anwendung 
uf  die    Fonrier'»che    Reihe    zu    beachten    ist.      In    ersterem  Falle    hat 
jedei  GKed   der  Beihe  sowohl  bei  endlicher,  als  anendlicher  Zahl   der 
EidFnsgsoidnnQgen    einen    bestimmten    Werth   und    die    Keihe  ist,    falls 
alfiht  noch  andere  Besonderheiten  (nnendUch  viele  Msxima  and  Minima, 
Pnkte  ahne  DifTerentistquotient  n.  s.  w.)  vorkommen,  stets  eoovei^ent, 
la   letsterem    Falle    kann    die    Iteihe    einen    unbeBtimmteo  Wortb    hsbeo 
in  der  Weise,   dass  jedes  (Jlied   unbestimmt  ist,   oder  sie   kann   diver 
gtnt  sein.     Zar  Be«timmtheit  ond  Convergenx  sind  noch  besondere  Be- 
^goa^fu    erforderlich.      In    einer  spSter   au    vorKtTentlichendou    Arbeit 
Iber   die  Fonrter'schp   Reihe    werde    ich    bicrnnr   nflhcr   eingehen.      Es 
HÜ   hier  blos  noeh  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden,  dau  der  aweHe 
K  Fall  wirklich  vorkommen  kann. 

V  Die  Kretaltote  werde  in  vier  abwechselnd  gleiche  Bögen  zerlegt  und 
Vcwet  einander  gegenHberÜPgende  eis  TheilhSgen  erster  Ordnnng  betrachtet. 
BVen  den  beiden  übrigen  (Zwischenbögeu  erster  Ordnung)  werde  jeder 
^n  nnf  abwechselnd  gleiche  Thoilo  sorlegt  und  die  beiden  dem  mittleren 
MWnachbarleo  als  Theilbögen  zweiter  Ordnnng  betrachtet.  Deren  Anzahl 
M  also  SS  4.  Die  tlhrtgen  floche  B^gen  (Zwischen bUgen  zweiter  Ordnnng) 
'CTden  jeder  in  fünf  abwechselnd  gleiche  TUcile  zerlegt  and  die  dem 
littleren  benachbarten  ala  TheÜbAgen  dritter  Ordnnng  betrachtet,  deren 
hl  also  =13  ist  Sn  fAhrt  man  fort,  indem  man  immer  jeden  der 
Zwiscbenbögen  in  fUnf  abwechselnd  gleiche  Thello  zerlegt  und  die 
beiden  dem  mittleren  benachbarten  llieitbfigen  »+ 1**' Ordnung  sein  iKsat 
ZvlMhenbdgen  werden  hierbei  einzeln  beliebig  nahe  =0;  ihre  Snmme 
ea  kann  zwar  ebenfalls  =0  werden,  aber  sie  kann  anch  gegen 
Gtvaae  ^  0  couvergiren.     Nimmt  man  x   B.  die  Theilbögen  immer 

M  gnMi,  dmM  die  Summe  ilerjeaigi^a  erster  Ordna&g  ^7%^  iwa^t  Qt^- 

t  autk»ia»uk  m.  j^jMi  xxru,  a.  Vi 


Qong  =  -  , 


.,  n*"  Ordonng  —^  wird,  «o  int  di«  GeKammtsamme  der- 
Sie   machen    also   xnsamnien   nar  die  halbe  Rreistinie  aoe 


selben  ^  k. 

und   die   »''"   ZwiflcbeoWigfta   bleiben    bei   noch   $o  grnsaein  n   znsamnieB 

grüisftt  ala  lt. 

Um  DUD  auch  eine  FuDctton  ansugebcn,  welche  in  obigen  Theil* 
paokten  aontetig  ist,  so  möge  diettelbc  anf  den  TbeilbtfgcD  cmter  Ord- 
nung constant  =y.  ftof  denjenigen  "'"  Ordnung  coostant  =*,  genoin- 

muii  werden.  Die  Function  ist  hierdurch  auf  Bogen  de&nirt,  welche  ed- 
■UDDien  die  halbe  Kreislinie  anemachen.  Die  andere  Uftlfte  besteht 
jedoch  nnr  ans  Pankten,  da  in  keinem  noch  «u  kleinen  Bogen  die  Fnoc- 
tion  gar  nicbt  dc^tlnirt  ist.  Au  den  Endpunkten  oine«  Theilbogeos,  wo 
die  Function  springt,  ist  nur  ein  Werth  deraolbon  deBnirt.  Don  andern 
aber  kann  man  alo  mit  definirt  betrachten,  da  nach  der  ron  dem  TlieU- 
bogen  abgewandlun  Seite  bin  in  der  Nachbarschaft  die  defiuirten  Wertbe 
beliebig  nahe  bO  sind,  der  fragliche  Wertb  in  dem  Theil bogen« nd punkte 
also  ebenfalls  ^^  0  zu  nehmen  it>t.  (iar  nicht  definirt  ist  di«  Knnctioo 
in  dem  Halbirnngspnnkte  irgend  eines  Zirificbenb>igeni>.  Ein  solcher 
Funkt  Iftsst  sich  aber  in  einen  so  kleinen  Uogen  eintohlieasen,  du«  in 
denuelbeu  die  dcfinirten  Functionswerthe  beliebig  nahe  =0  sind;  sbo  hat 
in  einem  solchen  Punkte  die  Function  nnr  den  einen  Wenb  ^0. 

Die  Function  ist  integrirbar  nach  dem  von  Kiomann  in  seiaer 
Abhandlung  Elbcr  die  Fo  u  lif^r'scho  Beibp  gegobonca  Kritcriiun. 

Vorstebondes  gilt  im  Wesentlichen  auch  fUr  nichtperiodische  Fane- 
tionen  einer  Verltnderlicbon  und  Ifisst  sieb  dann  auf  Functionen  Ton  zwei 
Vera ndor liehen  anwenden.  Hierdurch  verlieren  mehrere  Sälse  der  Fano- 
tiouontfaeorie  ihre  allgemeine  Gütigkeit,  o.  a.  der  von  Kiemann  in  seiner 
luaogaraldissertation  unter  10.  gegebene  Sats  ( R  i  e  m  a  n  n  *  s  Werke, 
heiausg^ebcu  von  Weber,  Leipzig  1876,  S.  2ü).  Es  wird  bei  der  ge- 
withnlicUcn  Fassung  dieses  Satxee  ausser  Acht  gplaascn,  dasa  es  ansser 
Beihen  von  isolirten  Punkten  und  susammeu hängenden  Punktreihen  noch 
Hoiben  von  Punkten  giebl,  welche  au  kciuer  Stelle  »usauimeuhütigpnd  und 
doch  auch  an  keiner  Stelle  isolirt  sind.  Man  schneide  au«  i-iuem  (Quadrat 
eine  KreniS&che,  so  dass  vier  gleiche  Quadrate  Übrig  bleiben,  uhneide 
aus  jedem  der  letzteren  anf  gleiche  Weise  eine  Krcnzflache  u.  s.  f.  Die 
Seiten  der  Quadrate  mögen  nach  der  Formel  abnehmen  ^n  =  ^~~^>'".SM— t* 
Die  Zahl  der  Quadrate  wird  =äüo,  ihre  Summe  «  4*  o^"'.«~'j;,*  (ih^od). 
Je  nai:bdem  a^^,  wird  also  ilie  Summe  der  Quadrate  =0  oder  nicht 
und  dir  xasammeubllDgende,  aus  ftjtmmtlichen  Kreuzen  bestehende  FUch* 
gleich  dem  nrnprllnglichen  Rechteck  oder  kleiner.  Der  liest  besteht  abw 
in  jedem  Falle  nnr  ans  Punkten.  Man  kann  nnn  eine  Ort«func(ion  m 
Angebeot   welche,  als  Ordiuete  einer  Fläche  betrachtet ,  über  den  Krcnsen 


«in«  siuuQiDriibllngeiide,  «tetig  gebogene  Fliehe  il&rslellt  tind  in  Besng 

■    «nf    CID    reefatwiDkligea  Co  ordi  Daten  System    der  Gleichang   ^~i4'>j~j=^0 

H|;vDngi,   wKlireod   io  allen  KrensptiDkten  die  FiKclie  Spitzen  hat,   deren 
Höbe  etwa  in  der  Mitte  am  giüssien  ist  und  nach  dem  Rande  zn  almimntt. 
ApHI  1881.  W.  Vkltmakn. 


I 


X.    üeber  sllipUiche  InUgnle  zveit«r  Oattnoi^. 

Die  Rntwickelnng  des  Integrals 

u 

0 

Kleb  Fntcnzen  von  4  gehrirl  unter  die  Methoden  znr  Auswerthung  der 
bugrtle  tWfilei  Gnttang.  Man  gelangt  ku  deioelben  uulor  UenUlaong 
in  Foimel 

»ie=0,   1,  J,  ....   OD, 

M  Weiler«-!  an«  dem  Integral  dnrch  die  Glejchung 

0 

Vtelleicbt  noch  unbekannt  int  aber  eine  Entwiekclung  dar  Integrale 
■*riE#r  Oaltnng  in  da£   Prodnet  einer  Reibe   in   den   Factor 
Ki(I-r  J)(l  — "s)  —  *0«.CHU.rf«W, 

liat  Entviokolung  von  der  Form 

il(«)+  /(ü=:|/|(l- 0(1 -a4). («,+«.4  +  «.*'+     ■     -f  "-  +  !«"  +  . ••). 

Uni   Bii  den  Ooefficieuten  o^,  n,,  ...   au  gelangen,   diflereuziren  wir 
4Tvt|i  Crelle'a   Journal,   Bd.  S]   S.  83j    narh    u   und   erhalten  (m  =  0, 

««-+iO-a+»)6+»4*)(«'"+j)i"-««+i(i+''-2»6)i«+'==-Ji+//. 

BaM  »an  hierin  xaerst  die  Cocfßcionten  von  ^  nod  £'  gleich  Null,   «o 

«,  =  /»,     3ü,-2{l+»)tf,  «d. 
iletii  nun   «ndAnn,   ')>0,   den  CoeHficieniei'  '   gleich  Null,   an 

tgieki  vidi  rSr  tt„  lUe  Keca n/hat fomd 


HHtbaflongea. 

(2n  +  Oii«,-(2n+2)(l  +  «)ii.+,  +  (2»  +  3)«.+t  =  0. 
velehe  dnreh  die  Qleichoiig 

völlig  iotegrirt  wird ,  wenn 

jv,=  i««— /•(-4{2fl-i),  4. 1,  O.   »'«=1-« 

ist,   and  P  nnd  {>  ConiUnte  oder,   wu   dir  niu  hier  v«g«n  der  G»n»> 
saUigkeit  tod  n  duselte  ist,  in  n  periodische  FancUoDea  sind. 
Am  den  GlcicbaDgeo 

nnd  sns  der  Gleichang  . 

e^ebea  sich  fQr  P  and  Q  die  Werthe 


o=«^'(^y^ü+^«._Bj„.). 


Bpqaemer  ist  es ,  Rtatt  dieser  allgenieiDen  Reihe  zwei  parttcollre 
Beiben  A(u)  ond  S{u)  einznfQhren,  In  deren  einer  Q  =  0  ist,  wahrend 
in  der  andern  P^Q  ist,  and  die  allgemeine  Keibe  in  der  Form  CB(u) 
+  /i'S(u),  in  der  C,  b  willkörliche  Constante  sind,  wieder  in  gewinnen. 

p  wird  gleich  Nnll,  ond  zngteich  P  =  \   fQr  ft  =  M^,  ^  +  2(1+ x)£ 
Es3A/,    oder    /#  =  3iV,  — 2(I  +  «).Vj  =  —  «jlf,.     Hierdurch    geninot   man 
die  Beih« 
R{u')=M^u~%Si^^{u)  =  8aueauittuSM^ta*''u^      m=I,  2,  3,  ...  oo. 

P  wird  Nnll   nnd   zngleicb  Q  =  l    für  J?=JV,,   A==-lcfl^,   nnd   ea 
ergiebt  sich  bei  diesen  Annahmen  die  Reibe 
8{ii)^N^u~*Nf^iiu)^taueauätiuZN^stfl''u^     M:^!,  2,  3,  ...   00. 

Will   man  die  Cenatauten  M^y  ATj,  A'^,  lt^  Ueber  durch  die  GrSisen 
1  1 


"-ri''' "-!%'''  -"•■ 


y4(i-«i)(i -«'{)* 


rf$. 


ICl-5) 


tfS 


ausdrucken,  so  branebt  man  anr  in  beachten,  d 


asB 


bt* 


lt. 


** 


i> 


Jen»,   188}. 


XL   lieber  tpeoielle  elliptiiclie  FnnotioneB. 

Die  ümlcebroDg  elliptiBcbor  Integrale  erster  Qatlung  wird  la  der 
A  dureb  QuoticuleQ  von  Tbetafuoctiuoen  bewirkt,  deren  Ar^meats 
&yat«cBe  halber  PeriodicitStsmoilalD  voo  einander  ▼erscbieden  sind. 
FOr  das  S/st^m  balber  PeriodicitHttimoduln  k/ionten  «ach  SjatemR  an- 
derer rvtional^r  Tbcite  der  Perioden  eintreten  ,  doch  wird  im  Aügemetncn 
«cbon  rar  Ü ritte] eyvteme  die  Daretellaug  der  TbotaquoUeateu  durcb  diu 
ober«  Grenze  äe-t  Integrale«  erster  Gattung,  wofür  ich  Formeln  in  den 
Leipxi^r  Aonalen  Dd.  VI  gegeben  habe,  compHcirt.     Für  den  speciellen 

C jedoch,  in  welchem  das  Integral 
1 


/p 


N 
* 


Icebren  ist,  werden  die  Formeln  einfach  und  elegant.  Man  StÖHt 
f  diese  Fonctioneo  bei  der  üntersnobnng  des  logarithmiscbea  Poteo- 
ttsis  einer  gleichseitig- dreieckigen  Platte.  Aber  auch  sonst  scheint  mir 
die  besprochene  Daistellung  nicht  ohne  Interesse,  weshalb  hier  die  wich' 
ti^t«ii  Fonneln  und  Sitze  gegeben  werden  sollen. 

g  1.  Eine  Kiemann'schc  FlKche  T  sei  wie  9^yif(t)  veraweigt, 
«•■D  ffi^)  —  {'  —  t^){s  —  k^)(z—^l^)  ist.  Sie  besteht  ans  drei  BlSttero» 
««lebe  lings  der  beiden  saBammenslossendon  DurcbsetanngsUaien  /',  k^ 
oad  A,i,  snaammenhAngen.  Die  üfor  dioKOr  Linie,  welche  für  die  Ricb- 
tangeo  von  k^  nach  jt,,  hns.  von  A,  nach  ft,  anfdor  Linken  liegen,  sollen 
die  positiven  genannt  werden.  Tm  obersten  (ersten)  Blatte  werde»  für  f 
|isiliiifbfiii ,  und  man  gelange  durch  einen  positiven  Umgang  um  k^  ins 
swüt«  (miniere),  durch  einen  weiteren  Umgsng  ins  dritte  Blatt.  Zor  Ab- 
ktmng  werde 


dltit) 


az 


=  y(t),      -J  =  (*,-^)(Ä,-A,)(*,-ft,), 


,  =  «s^+.ir«L«=_j+4,y^ 


IHMIlllt. 


Femer  sw 


~J      35» 


nnd     ,«/    ^j^, 

wo  das  Intepral  Über  das  poeitive  Ufer  von  k^k^  zn  erstrecken  ist.    Duin 
iM  das  Integral   Ober  das  nntere  Ufer  tQ  und   die  Differena 

w  =  (l-T)e. 

Rntreckt  man  das  Integral  j dn>  über  eine  Schlinge,  welche  (AjA^,Arg) 
f«ut,  §0  folgt  an«  dem  Canoh^'sohen  Satze  (wonu  du  <qV 
aber  das  positive  Ufer  tob  *,*,  erstreckt  'witd'j 


iBgea. 


Die  Dreidentigkeit  der  Wunelo  wird  dftdnrch  beseitigt,  du«  «ben 
im  obern  Blatte  von  T  v^{'''i\^=^^  '/«('*'i)~I  i^t.  Eine  DnmittelbAie 
Folge  dieser  DarsUlInngen  iit  die  Gleichung 

Lbst  man  in  den  Aosdrüclcen  *)](f)<f|  ffg ("')•'>'  die  6r6*ae  w  der 
GreoBO  Null  zaeileo,  »o  folgt  («'(»)  =  — j 

Da  fQr  ip  =  ^(irj+v,)  ifi  and  fi^  einander  gleich  sein  mtlueo,  lo 
findet  man  den  zngebSrigea  Wertfa  von  t  dnreh  die  Glciebong 

•rgisbt.     Setzt  man   die«  in  den   Äasdrack   für   t/,    ein,  so  folgt 

(Itt  *,  =  «,  *,s=  — 1,  *,  =  !,  «0  iM  »«=0  für  «'  =  i('P,  +  "'r) 

§4.  Das  Additiooatheorem.  Das  Prodnot  t), (ir)  17, (t)  hat  die 
Perioden  a  nnd  co',  tat  also  in  7einwerthig,  nnd  wird  algebraisch  dnrcb 


WM 


f. 


dargestellt.    Es  ist  etoe  gerade  Function»  d.  b.  es  besteht  die  Gleichang 

Die  eiuwertbige  Knnotion  «^it«')  "hC"')  —  »ZiC*.)  *?»(*'')  ▼'r«chwiDdet 
daher  nicht  blos  fUr  r' =  w',  sondern  ancb  für  w=^—m'.  Ut  tmt  fOr 
w&w',  so  wird  beiUufig  der  xu  «•=  —  »'  gehörende  Werth  von  :  dnrdi 
die  Gleichung  gefunden 

(Wenn  fcg  =»,  *,  =  I,  *,  =  —  1  ist,  so  ist  ;  =  —  :'.)    Da  nnn  ijj'Cf)  die- 
selbe PeriodicitXt   hat,   wie  «},('<')*  vod  ig,'(H')   dieselb«,  als   ^t^n')y  m 

ii(«')ih('»')-^?i("')^i(«') 

Denn  in  dioaen  Gleichungen  haben  beide  Seiten  dicselho  Periodtcität  io 
Bfzag  muf  K'  enwobl,    als   anch   in  Beang  »nf  le',   wetdeo   in  denselben 


KTäiofti«  Bflttlmilnngon. 


M 


di»  B«el  Wertlie  ron  ;,  liefert,  welche  mit  je  drei  Wertfaen  fj  xosimmeii 
M«ba  FunctioDOD  liefern.  Ffir  den  FaU,  dtsa  ff(t)=al— st  ist,  sind 
die  seelia  Fnactiooen  in  der  Form  enthaUen 

in  der  die  Warselo  beliebig  genoranien  werden  köanen.  Man  geUogt  «a 
der  Gleichung  fDr  :,  dureb  die  Boniorfcang,  dkss  die  gedachte  Function 
und   ihnt  «rate  nnd  zweite  Derivirto  ftir  ::=ic,  Terschwinden  maw. 

§3.    Di«  Tbetafunctionen,   die  snr  Umkelirang  dienen,   haben  den 
Modal  tfin:n^  —  %fn.     Es  werde 

*■-«*"«=  7'=  »v.     7  =»  f-^"''»=  0,0659812 

g— etmt  nnd  die  Bexeichnong  gewählt 


}RNf 


lKm% 


Ke  rrbell^D  lUno  von  selbst  die  Bexiehnngen 

«iGt'«',  +  "'s))«=W,(i[«',+''-,l).     HK)=  -  //(l(«  +  «'i)r' 

J<i{0>«-ri//,(ü),       //,(«.,)  =  W(4(«+o.')  =  -«,K).r      •  . 
Dir  <^ti4tionlon 

.,,  f«)  -  i/,  (iP) :  HC«') ,     ,»,(«•)  =  W,(«.)  :  HC*) 
kab«a  die  Eigenschaften 

)!,(«'  +  «)=    "laC«-).  '?,(«'+«')=    »«Ist«'). 

l>a  die  dittten  Pnteosen  dieiter  Functionen  in  Teiuwerthig  sind  und  wie 
l:(t— *,)  Im  Punkte  k,  unendlich  gross,  wie  «  — *j,  be«.  t  — fc,  \b  k^, 
^  vumäiieh  kMo  werden,  0c  fofgt  sogleith 


186  EleineTe  Mittheiltmgen. 


j 


N\k^)  dz       _ 


Das  Integral  Aber  das  untere  Ufer  ist  dann  jve.     Ferner  sei 

Ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  im  Punkte  o,  £  wie  1  :(£ — z) 
nnendlich  gross  wird,   iXsst  sich  mit  Hilfe  von  f,  auf  die  Form  bringen 

^t-2  3flff(t-^3)(t-fr8)  3<rtf»^'-'' 

Um  nachzuweisen,  dass  diese  Function  für  z^k^  nicht  unendlicb  gross 
wird,  niultipliciren  wir  sie  mit  yz^k^  und  gehen  sur  Grenze  x^^k^ 
über.  Der  algebraische  Theil  erhalt  dann  den  Werth  ^A'(*,)A'(;Q:  3  oo, 
während 

/imJ/^(z-A:,}/3(s,  0  =  A'(Ä,)/.«(t- A,y'. :  *(z-fr,)  =  iFn*»)^'(*a) 

ist,  woraus  sich  lim  f/z  —  Atj  ((«, f ;  x,  z)  =  0  eifgiebt. 

Hnltiplicirt  man  den  algebraischen  Theil  mit  ca  und  Iftsst  dem 
Punkte  0,  £  den  Werth  ff^  =  v  entsprechen «  so  Ittsst  sich  das  Product 
leicht  durch  iji  und  ij,  ausdrücken,  und  zwar  ist 

_!/;:;  Vi*("')  V(w)  + 1),  (w)  i?,(n;)  i)i(p)  i?,(r)  +  t)i'(g)  V(p) 

Denn  beide  Seiten  sind  in  T  einwerthig,  werden  im  Punkte  ff,  ^  (w  =  r) 
unendlich  gross  erster  Ordnung  und  wechseln  ihr  Zeichen,  wenn  ^mit  z 
{n>  mit  t>)  vertauscht  wird.  Deshalb  könuen  sie  sich  nur  durch  einen 
constauten  Factor  unterscheiden.  Multipliciren  wir  mit  ^— z  und  setzen 
dann  z  =  (,  so  erhalten  wir  links  den  Grenzwertb  Zaa,  rechts  erhalten  wir 

also  denselben  Werth,  wodurch  die  Richtigkeit  des  constanten  Factors 
erwiesen  ist. 

Der   Ausdruck    '(ff,  t;  ^>  2)    l^^t    sich    durch    Thetafunctionen    und 

deren   Differential quotienten   ausdrücken.     Da  nämlich   — '■ — — ~  fftr 

Mt  =  P|    2  =  J  wie  1:(£— z)  nnendlich  gross  wird  und  die  Per" 
also  nngeändert  bleibt,  wenn  n>  um  q)  =  (1  — t}«;  wSchtt.- 
äcbaft  ebenso  der  FanctioQ  tg(s,  z^  zukommt,  «o  mMW 


'(ff,t:^,0  +  i»' 


•«in,    wo    If  ron  z  aoabliüngig  ist  and  onr  nttch  tou  t  abbäogt.     Multi- 
plieireTi    wir  diese  Gleichaog  mit  di:de=30e  ly^  und  nchreiben /*  für 
^gl*  \'~3  :  3ag,  so  folgt 

"ü»  H',(Ü)  =  Ü  ist.  so  i»t  filr  it'  =  0 


«t>  =  0) 


0. 


«'(-«',) 


Nafamen  wir  die  noch  willknrllclie  Integration sconataDte  so  xu,  dasa 
so  wird  bssQ  nnd  wir  haben 


.C«.*.)=5?  -' 


',(0.*,)  =  !^,     ^CO,A,)==oD. 


E«  nimmi  f,  um  2in:3ai  ab,  wenn  :  von  hy  bis  k^  wuchst,  wie  die 
Dar«t«llDDg  dnrcli  Thetaranctionpn  sofort  zeigt,  Die  directe  Daratollnng 
Uafert  den  Znwachs  —  (f +  rr*)  =  »!•  =  (t  —  tt)#:  (I  — t|  nitd  dies  inasB 
dcaoiMeh  gloiefa  —  2i]ci  3«e=— 2iit :  3(1  — t}^  sein.  Daraas  erhält  man 
•ine  Bexiehnng  awischen  f  nnd  g 

2iK  2n 


3/3(> 


3(r-ir)p 

Jatxt  findet  man  leicht  die  Daratellnng 

ü'{p-w) 
H(r-w) 

Üamit   ist  angleich   die  additiv«  Constante  D  bpstinimt.     Schreiben   wir 
ftoelif  Uta  das  Additionstbeorem  so  erbalten,  — w  fUr  "',  s<>  haben  wir 

iTiM»")  VW  +  ?.  ("')  QtH  Ti^O  %(">  +  ^i't")  nt'i") 

{A,    B«i  Anwendiinf^en  wird  man  da  im  Allgemeinea  Tuniehen,  die 
*   1  darL'L   «iai^  linonrc   SDlalitulion  dahin   zu  voreinfachen,    das» 
vortbo  nnmeriscb  werden.    Wir  wollen  8\e  &ut  —  \,  Ar^\ 
thiebt  durch  die  Snb«titntion 
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r(2Ar,-  Ar,  -  Ar,)  +  2A-,Ar,  -^,(^,  +  *,) 

_  t'ft8(A:,-^,^  +  2Ar^^,  -  fr,(*,  +^,)  2^.rft^ 

A«,'(*i-*«)  +  *i  +  *|-2*,. 
£•  ist  dann 

Y2Az_      )/2rf« 

1 
0 

Nun    Boll  noch  die  nitmeriflche  Constsnte  if'(0)  ermittelt  werden. 
Hieran  setzen  wir 

0  1 

Traneforrairen  wir  das  zweite  Integral  snccessive  durch  die  SnbBtitationen 
=  ^  — rt',  i:'+xTa:  =  — 1,  so  erbalten  wir  für  tiT'  noch  die  b«den 
Formen 

—  ITT  /  *„  ,    ■ .—  =  —  TT   /  r  -  =  — TtA'. 

J>/z'(1-0(1  +  tO  y  |/a:(l-ac)(H-tT«) 

1  0 

Es  ist  also  xniK'x  K=  —  %K'',  A'=—  trin.     Hierans  fliesst  als  bekannte 

Formel  die  Gleichung 

wenn 

nod  'd'*!!  der  nach  u  genommene  Differentialqnotient  ist. 

Da  die  iT  nnd  ^'^  durch  die  Gleichung  znsammenUbigen 


Klunera  MittlieilaDgeii. 


Duoh  die  SabstUntion  xc3(l  — $) :  (1  — tt)  «rblüt  mau 

//x(i-x)u-TTx)         J  y{i-e) 

0  0  0 

1  

y3(i37ö/'-4^=">^l^   M 


Bfld  ako 


Jenat  1881. 


J.  Tbohab. 


P.S.     ZvMcbeD  Eiosendaag  uod  Druck  diei«r  NoÜx   sind    in  Jfda 
di«  beiden  DiuertattODen  erscbienen: 


F.  Lefler,  Daa  lotegral 


und  seine  UmkcbruDg.  — 


O.  ZiamermaiiD,   Da«   logarithmiiiche  Potential  einer  glücbeeitig  drei* 
eckigen  Platte. 

^Oieae  Schriften  ttrhen  in  nahen  Beziebnogen  tnr  vorliegenden  Notis. 
TUOICAB. 


Xn.    Heber  Linienpaare  mit  optischen,  denen  der  Brennpunkte 
entsprechenden  Eigensohaiten. 

(Hiersa  Taf.  II  Fig.  12  —  14.) 


Tel  ein  KegeUcbnitt  IC,  sowie  ein  beliebig  gelegener  Pnnkt  P  ge- 
geben,  so  giebt  es  swei  reelle  und  anaaerbalb  S'  verlaarende  Qcrade 
xy  TOD  folgender  Eigenschaft: 

„  tat  durch  P  und  den  Borübrtingspuukt  A  einer  beliebigen  Taogonte 
9  itm  Kpgelichnittes  ein  Spiegel  senkrecht  anf  die  Ebene  der  Zeichnung 
■aF^rsiellt,  sind  forner  Xl  die  Bcbnittpankte  jpner  beiden  Geraden  mit  j/, 
M  «ird  ein  von  Ä  naeb  P  gelangender  Ltchtstrabl  vom  Spiegfl  nach  }' 
nladirt.'*     (Vergl.  Fig.  12.) 

Die  Existens  dieser  beiden  Geraden  «ird  dnrch  Angab«  (n\|^Q\xd«T 
'^»•*"  aas  dieäelbeu  iniiuur  reell  lieteil. 


KrvUr  Fftlli  P  Ist  ftiuserfatlb  K  gelegen.    (Fig.  IS.) 

Man  beaümme  unter  den  Slrahleupaarnti  der  za  /*  in  Besag  auf  k' 
gnhßrigen  Involaüon  das  rechtvioklige  aod  aotiDeide  dasselbe  mit  der 
Polareii  von  P.  Von  den  beiden  so  erbaltenen  Punkten  in  der  im  Innern 
gelegene  aU  «ur  weiteren  Coostraction  nicbt  mehr  verwendbar  sn  ver- 
werfen,  der  aasserbalb   gelegene   ^e't  mit   .V   bezeicliaet 

Dieser  Punkt  .V  igt  der  Schnittpunkt  der  beiden  za  bestimmenden 
Geraden. 

Man  verbinde  aon  «inen  beliebigen  Funkt  ü  der  Ebene  mit  /'  und 
Hclineide  die  Polare  von  A'  mit  der  in  /' anf  A'/' erricbteteo  Seukrccbteo; 
man  erbUtt  so  einen  Pnnkt  Pf' —  und  e«  werde  JUS  mit  n,  M ff'  mit  b' 
beseicbnet. 

Jeder  Punkt  von  »  liefert,  auf  diceelb«  Weise  verwendet,  eineo 
Punkt  auf  '■'.  Die  Vevbiodnngalinien  A'A  urabUllen  einen  Kegelschnitt, 
dessen  einer  Brennponkt  /',  dessen  Directrix  d  mit  MPd'u^  Strahlen  nn' 
harmonisch  tlieiU  —  derselbe  berührt  nu  in  jenen  Punkten,  in  welchen 
ein«  in  P  auf  IUP  errichtete  Senkrechte  die  Sliahlen  ««'  schneidet  —  er 
ist  identisch  mit  jenem  Kogelscbnilte,  desaen  Tangenten  abschnitte  awi- 
Bcfaen  ttn   von  P  aas  anter  rechtem  Winkel  erscbeioeo. 

Jeder  Paokt  auf  n  and  sein  conjugirter  atif  «'  bilden,  mit  /'  rer- 
hnnden,  einen  rechten  Winkel:  gelänge  ea  also  noch,  die  getrennten 
(reraden  nn  zu  ftner  Lage  x  vereinigt  au  oehcn ,  so  wSre  die  oben 
goitcllto  Aufgabe  geißst. 

Nun  übenceogt  man  sich  leicht,  dass  eine  Bewegung  von  n  eine 
dasu  projectivischc  Bowogung  von  n  hervormft,  bei  vrctcher  jede  LfMge 
nn'  sich   doppelt  emtapriclit. 

Die  Doppelelemente  zjr  der  Involution  an'lBsen  also  di» 
Aufgabe. 

Bei  der  AasfQbmng  der  ConstructioQ  ist  nicht  kd  Übersehen,  dass 
PA/  und  die  Polare  p  von  P  der  Involution  nn  angcbttrcn.  Man  bat 
alsii  nur  ein  einziges  Paar  Strahlen  nn'  zu  constmiren.  nm  für  die  Br- 
slimmong  von  xy  genügondes  Material  au  dor  Hand  zu  haben. 

Zweiter  Fall:  P  lieft  laucrbalb  K. 
Hier  liefert  der  Beginn  obigar  Cnnntmctinn  swei  Punkte  M  ausser- 
halb h'.  Von  diesen  beiden  Punkten  liefert  der  eine  reelle,  der  andere 
imaginHre  Doppelelemente  der  sugebörigen  Involution-  Welcher  von 
beiden  Punkten  M  zu  verwerfen ,  welcher  sii  verwenden ,  kann  nicht 
a  priori  entschieden  werden.    - 

Diese   hoiden   Geraden  xy  spielen   in  der  Theorie  der  Kegelschnttle 
ganx    dieselbe    Rolle,    wie    die    Brennpunkte.      Der    willkürlich    gewflhltp 
Punkt  P  vertritt   dabei   mit   seiner   rechtwinkligen    Involution   di«  Btello 
d^r  aot'odlicU  enifernttiu  Geraden  mit  \bt«u  K.if\«'^nt\%.it.tL. 


leinere  HlttheilnngMt. 


Jeder  Sats  Über  Breonpunkte  Ittsst  sofort  eine  Ueber- 
ItagDBg  in  Bevug  auf  diese  beiden  Geraden  20.* 

Eratea  Ileiapicl,  Die  boidon  gebr&ncblicheten  DeSDitioDen  der 
BccBBpuakte,  nümlich  ernten»  ilio  hua  ihrer  optiacboo  Eigeoscbaft  herror* 
gebende,  daan  die  de«  Senkrecbtotebens  je  isweier  conjuglttcr  Strableu 
im  vm  Breonimiikte  eines  KegelscbnittA  gobörigf^n  Stralileubüscbels  müe- 
Mft  «Id«  dn}i|iette  l''aA8ang  unsereb  am  Kingaoge  an fges teilten  l'roblemfi 
oiSglxh  macben.  Und  in  der  Tbat,  die  beiden  Geraden  xy  löieti  aueb 
£•  folgeode  Aufgabe:  Man  bestimme  eine  Gerede  so,  dais  immer  zwei 
nt  ilir  gelegene,  in  Botug  nuf  A  conjogirte  Pnokte  von  P  »nn  nntet 
MlileB  Winkel  erscbelnen. 

Sveitcs   Beisjiiel.     Es  aei  folgenilcr  SatK  sor  Ueboitrngung  nacb 
nmtm  J^riocip  vnrgegebeu; 

„Scfaueidot   man   awei   boioofocale  KegeUcbnitte   {A/'  Brennpunkte) 

licnh  eine   Gerade   tj,   die   durcb   einen    der    gerne int>cbnftlicbeu    Breon- 

panktc  .4  gelegt   tat,   in    vier  Funkten   i^AßCff)   nnd  vemebafn  sich  die 

Tunten  der  Regelschnitte  in  diesen  i'nnkten  (abcil)^  so  giebt  es  immer 

RBfc  Kcgeleclmitt   A,,   der  den  iioderD   Brennpunkt /*  xum   Dretiu]imikte 

Ut  aad  die  riet  Geraden  aOcd  bertibrt;  die  beliebig  gewählte  Gerade  g 

«ird  (Ar  ibn    xnr  Direclrix.     Kr  berührt   die   Geraden    iu    vier  Faokten 

/S'C'ü,  wolcbe  so  auf  nhcit  gelegen  sind,  das«  immer  ./ J',  Bff  \x.».tt. 

*n /*  ans  onter  rechtem  Winkel  orsehcinoo.     Der  Kegclitcbuitt  h'^  selbüt 

«>cli«iol  von  A  ans   nnler   rechtem   Winkel.     Er  ist,   beiUufig  bemerkt, 

üt  Pinibel,   welche   die   gemeinschaftliche  kleine  (imaginäre)  Axe  der 

(toBorucalen  Kegelschnitte  berührt." 

Derselbe   liefert  (Fig.  13): 

N^ind   swei  sieb  nicht  schneidende  Kreise  ^jA',,   ihre  ideale  Sehne 
D,   so   ziehe   man   an  dieselben   vier  Tangenten   nbcd  von  der 
Richtnog   6',   die  zugehörigen    BorUhrangipnnkte   seien  aBCD. 
Es  giebt  dann  eine  Ujperbol  ü^^  die  durch  ABVU  gebt  und  //  in 
^(•iclheQ   imaginliren   Punkten  schneidet,   wie  A',   und  \. 

Um  die  l'nngünlpn  in  den  Punkten  ABCD  %n  erhalten,  verlängere 
■n  mited  bis  snm  Dorchscbnitt  mit  p,  {AiffCI/).  Die  Polaren  von 
/BC'lf  und  die  zu  den  Pankten  ABCD  gehörigen  Ttogenlen  des  Kegel- 

iHts  Weiteren  ist  p  Durchmesser  von  X^,  0  selbst  ist  die  zu  p  con- 
Jlplta  IhircbmeMerrichtung.  Üie  8ehniltpunklo  der  Hyperbel  mit  der 
tMadUeil  entterDten  Geradfn  gehören  der  Involution  der  Kreinpnnkle 
Ut  li«  ist  gleichseitig,     biejie  Hyperbel,  Mittelpunkt  auf  j»,  gebt  durch 

cwei  Pnukti*,  vim  welchen  nus  die  l'nnktcpAare  der  von  di*n  Krei- 
aof  ff  bestimmten   Involatlun   nnter  rechtem   Winki'l  erscheinen." 


*  Vergi-  Palm/iu-K/t'J/ffr,  AV^fi'-'-'oi"'-, 


I-', 


Für  die  beiden  Kreise  ^x^t  Tertreleo  n&nilicb  —  und  zwar  fttr  beide 
Kreiie  gleicliKeitig  —  die  ideale  Sehne,  snwie  die  nnendlich  fflrne  Ge- 
rade die  Stelle  unserer  betrachteten  Geraden  xy.  Sei  P  ein  Pankt,  von 
welcbem  ans  die  Punktepaare  der  Involation  atif  p  nuler  rechtem  Winkel 
erscheinen,  dann  erscheioen  auch  die  durch  die  imaginSren  Kreispankt« 
hermoDiscb  getieotiten  Fnnktepaare  der  nnendlich  entfernten  Geraden 
von  t*  ans  unter  rechtem  Winkel  —  wie  ee  ja  fUr  jeden  Punkt  der  Ebene 
der  ^all  ist. 

Anhang.  Die  Geraden  xy  der  Fig.  12  trennen  die  Geraden  PM^p 
harmonisch  (nach  der  Constmction). 

Dies  giebt  ein  Mittel,  nm  die  Aufgabe  ersten  Grades  einfach  so 
Ittaen:  Gegeben  ein  Kreis,  f,  gesucht  y  [x  ist  bekannt  ab  die  nnendlich 
ferne  Gerade).  Man  führt  y  parallel  der  Pularen  p  in  der  Mitte  zwi- 
schen P  und  p.  So  erhSIt  man  folgenden ,  der  elementaren  Geometrie 
sozuweisendeD  Satz  (Fig-  14): 

,,Ist  g  eine  Tangente  an  k\  so  wirft  ein  durch  Pa  gelegter  Spiegel 
den  Licbtatrahl   VP  parallel  mit  g  zurück." 

München.  Feite  Hofkamm. 


Xm.  Erklärung. 

Von  Herrn  Dr.  Schlömilch  bin  ich  nacbtrtglicb  darauf  aafmerk- 
»am  gemacht  worden,  dass  Herr  Prof.  ScbrJJter  in  Breslan  in  einem 
Aufsätze  des  Jahtg.  XVII  (S.  508)  ebenso,  wie  ich  in  dem  vorigen  Jahr- 
gang XXVI  (S.  333)  dieser  Zeilachrift,  vöd  dem  Gedanken  aaageht,  einen 
integrirenden  Factor  aafxnanchen.  Indem  ich  versichere,  das«  ich  von 
der  Scbr6ter's«hen  Arbeit  keine  Kenntniss  gehabt  habe,  erkenne  icb 
gern  die  PriorttHt  des  Herrn  Prof.  Sclirüter  an  und  äherlasse  es  den 
SachveretSndigen ,  tu  entscheiden,  welche  Methode  zur  Auffindung  dieaee 
Factors  die  naturgomKssere  ist. 

Hamm  i.  W.  Udoh. 


IX. 

Die  Fourier*Bclie  Reihe. 

Von 

W.  Veltmann 


Hisixa  Taf.  III  Fig.  1  u.  9. 


Wenn  "o+ii  +  O]  ••-  eine  endliche  oder  unendliche  Kethe  ist,  8o 
uuicn  wir  die  Snmme  von  irgeudwelchea  aofeinanderfolgendoo  Gliedern 
fasolbto  eion  Tlimlsomnie  der  R«ilic.  Eine  Tbditsaatme,  die  mit  dcMo 
f'Kede  ffg  Anfingt,  heiut  ein  Stufcowerth,  die  Samme  der  folgenden 
Qbedir  d«r  sagehörige  liest.  Der  rr'' Stnfenwerth  ist  derjenige,  der  mit 
d«D  Glinde  a«  nchltesst,  der  n>' Rest  derjenige,  der  mit  dem  GHedu  «1.4.1 
uflagt 

Etne  OrGfise  n  neonea  wir  grösser  oder  kleiner  aIb  nioQ  GrÜHse  />, 
jl  Bschdcm  a~l>  positiv  uder  negativ  i«t.  Dagf-gen  siiUen  sich  dio  Aas- 
ittekn  betrKcbi  tich  nnd  gering,  sowie  mehr  and  weniger  auf  die 
VmcbiedeDheit  Von  Null  betciehcu,  60  datis  also  eine  Grüwe  om  eo  ge- 
rtDgcr  ist,  je  nSher  sie  der  Null  ist.  PUr  „grosser"  und  „kleiner" 
kuBtiea  wir  dt«  gewfihnlichen  Zeichen,  flir  ,,he(rächtlicher"  und  ,. go- 
Ttsger"  die  Zeichen  <^  und  Q*.  Das  Uoeudlicbe  kann  positiv  uoeudlicb 
«dar  Dogaltv  QuendltcL  sein;  ersterer  Äasdmck  nrnfasst  also  beide  Ictstero. 
PUr  eine  anendliche  Anzahl  von  Werthen  x^,  x,,  .,.,  welche  in 
tfgnd  einer  Weine  dp6nirl  slndf  sei  eine  bestimmte  Keihenfolge  fest- 
derart,  dass,  wenn  man  eine  endliche  Anzahl  derselben  beliebig 
lift,  die  Reihenfolge  dereelbeu  eindeutig  feststeht.  Das  gröscte 
•of  X«  folgenden  x  werde  mit  gm  beseichnet.  Wenn  die  Grössen  £r, 
«vkke  wir  die  Resimsxima  der  x  oenDCD ,  nicht  =  •}'  ^  sind,  so  ist  keine 
ittnelbeu  grfisser  als  irgend  eine  vorhergohende.  lo  diesem  Falle  könneti 
4i«  Qfösscn  g  gegen  —  <x  divorgiron,  d.  b.,  wie  klein  eine  Grösse  k  an- 
fnoannea  werden  mag,  es  ist  immer  eine  der  Gri^ssen  g  aogvhbar,  der- 
•rt,  dass  allci  auf  diosolbe  fnigondon  kleiner  sind,  als  A.  Wenn  dieser 
YtlX  nicht  stattfindet,  sa  exisiirt  eine  büstimmle  Grosso  g^  derart,  dass 
f-9,  fBr  Jedes  g  positiv  t<t,  dass  aber,  wie  klein  eine  positive  Grösse  e 
«agntoamrai  wtrden  mäg^,  eip*  ^aeu  g  angebbat  isl,  ao  iaaa  ^Vit 
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alle  anf  sie  folgenden  die  Differenz  g~g^  kleiner  ist  a]s  t.  Die  Be- 
ziehnng  der  Gr6Me  jr«  su  den  x  ItSnoen  wir  dann  dadnrob  beaeicbneo, 
daas  wir  Hagen:  Di«  Upstmasima  der  x  coDvergiren  gegen  jr«t  oder:  0. 
ist  die  obere  Schranke  der  Reibe  der  x.  Auf  entsprechende  Weise  defi- 
niren  wir  die  untere  Schranke  der  CrBssen  t  oder  die  GreDse  der  Rest- 
minims  deraelbeo.  Eine  »olcbe  exiatirt,  wenn  die  Kestminima  der  Gröeieo 
9  nicht  =  — ac  sind  and  nicht  gegen  •{■as  divergiren. 

Etne  TtDendlicbe  Reihe  nennen  wir  convergent,  wenn  die  Stnfen- 
werthe  derselben  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  eine  beslimmtc  obere 
nnd  tintore  Schranke  hahea  und  beide  Schranken  gleich  eind-  Zar  Cna- 
Tcrgeos  ist  ea  notbwendig  und  geofigend,  da««  der  Rest  der  Reibensname 
von  hinreichend  hohem  Index  genommea  worden  kann,  damit  jede  TbeQ- 
sammo  desselben  geringer  sei ,  als   eine  noch  so  geringe  Grüesc. 

Die  Reibe  ist  =+o&  oder  =%:  — an,  wenn  reap.  die  Resiminima  der 
Stnfenwcrtbe  gegen  -f-oo  oder  die  Reetmaxima  derselben  gegen  —od  dl* 
Tergiren. 

In  allen  anderen  FKllen  ist  die  Reibe  nnbesltmnit.  Die  ÜnboBtimmt- 
heil  kann  eine  betderseiis  begreniLle,  einseitig  begrenzte  oder  beiderseits 
unbegrenzte  sein,  je  nachdem  die  äinfenwertbe  der  Reibe  eine  beitiamte 
obere  und  untere  Schranke  oder  nur  eine  Ton  beiden,  oder  weder  die 
eine,  noch  die  andere  habi'n. 

Wenn  t<ine  Griisso  r  kleiner  als  1  nnd  grösser  als  0  tat  nnd  durch 
stetige  Vergrösseinng  in  I  übergeht,  so  wollen  wir  dies  nndcnton  durch 
r<=-l.  Da»  Zoicbeu  oder  der  Ausdruck  fftr  eine  QrJSsAe  mit  dem  dar- 
flber  gesetzten  Pinsseieben  soll  immer  den  absoluten  Werth  derselben 
bedeuten. 


II.  Wenn  ao+(i|+o,  ..  eine  beliebige  endliche  oder  nnendlicba 
Reihe  ist  nnd  i^,  «, ,  i,,  ...  positire  GrSssen  rind,  derart,  das«  Co>>| 
>f,...,  so  ist  der  n'*  Stnfenwerth  der  Reihe  iflOn  +  ri«, +'1"«  ■  -  gleich 
dem  Prodncle  ans  i^  mal  einer  Miltelgrösse  der  n+l  ersten  Stufenwertlie 
der  Reihe  0^+  o,  +  »j . , . . 

Dieser  Snta  ist  von  Abel  in  seiner  Abhandlung  Über  die  Binomial- 
reihe  swar  nicht  auHgesprochen ,  aber  im  Wesentlieben  bewiesen.  Abel 
•etat  nSmlieh,  wenn  die  Stnfenwertbe  der  Reihe  Oq  +  n, -f  a| ■ . .  mit  j)o, 
jf],  ...   beieichnet  werden. 


also 


»o^fl+'i«!  •  •  +  »i."ii  =  fo''«+'i(''|-Po)  ■•.+'-(P--P— 1) 


Da  nnn  hier  die  mit  den  p  innitipitcirten  Grössen  nicht  negativ  sind,  so 
int  d.T  Ansdmck  gleich  der  Summe  ig  dieser  Grfissen  mal  einem  Mittel* 
wertbe  der  p. 


'Tob  W.  Vbltmanii. 


1» 


QI.  Wenn  eine  aDondliche  Keibe  5,=i0(,+<i|  ••■  convergeol  ist,  so 
■iMchdi*  Reibe  St'=«o+«|r  +  <i,r*...  Rlr  I  >f'>0  eonvergeot.  Let«- 
Un  Reilie  iat  »ino  stetig«  Fnnvliun  von  r  nti<]  wooD  r  stetig  id  1  über- 
|lht,  w  geht  der  Wortb  der  U«ibc  S,  »tetig  in  dea  vod  S^  über. 

IKwer  Bfttx,  der  tod  Abel  aofgeAtetlt  und  bewiesen  wordon  ist,  folgt 

Mltelbar    ans   II.     Da  ofimlicb   n   so  gross  gpoommcn   werden   kann, 

jede  Tbeilsomine   des  n^"'^  Restes   /?,"    vod   ^j   beliebig  gering  wird, 

£*  Botsprecbende  TbeilsDoime  von  S,  aber  nacb  II  gleich  der  in  ihrem 

Gliede  Torkommenden  Potenz  von  r  mal  einem  Mittleren  aas  den 

ünverthen  jener  Theilsumme  roo  5,  ist,  so  werden  aucb  die  Tbeil- 

BB  de*  n^°  Rpstes  Hf-  von  Sf  beliebig  gering.    Um  ferner  so  orken- 

das*  >Sr   fUr   r  <^  ^  ]    in    >^j    übergebt,    nebme   man   n  sn  groRS,    daad 

1 1'heilsaiDmen  van  /i^'-  geringer  werden,  als  eine  sebr  geringe  Grösse 

L    Dana  ist  nach  II  aticb  Jir^  nir  jedes  zwischen  1  und  0  liegende  r 

iniagcr  ali  i  and  antcrscbeidet  sieb  von  B^~  am  weniger  als  c.     Jetzt 

Bahne  nkan   r  so   nahe   an  1,   daas  Sr-  Tun  i^,-  sich  um  woniger  ala  c 

anlaraebeidcL     Die  gsnse  Reihe  Sf  nutar«cbeidet  sich  daher  jeiat  von  S^ 

■B  wesiger  abi  2t.     Durch  Verkleinerung  von   I — r  kann  demnach  der 

tTBlervcbled  von  S^  und  -^'i  beliebig  gering  gemacht  werden. 

IV.  W«Dn  S,  =0(,  +  o,  +  'rg...  eine  uneodliebe  Reibe  =  +  od  oder 
=  — aoiat,  wHhrend  für]>r>0  die  Reibe  S,=- ß,+ B,r  +  fl|r*.,.  stets 
cmvorgeat  ist,  so  wird   für  r<  =  l    auch  S^  =  +  30  oder  =  —  ai. 

Dieser  Satz  Int  von  Abel  nicht  aufgeslßllt  worden;  er  Folgt  aber 
»b«afalU  leicht  ans  U.  Die  Reibe  'S,  sei  gleich  +oo;  für  ä>',  =  ~<x>  ist 
4er  Bewei«  nicht  wesentlich  vcirschieden.  Man  aerlcgo  dieselbe  in  den 
■^  Stafenwerib  5,"  aod  den  n'^  Rc«L  It^".  Der  kloiustt«  Stafeuwertb 
dicaoa  Restes  sei  H^i^\  der  gröeste  ist  +  oc.     Der  convergente  Rest  A^'"* 

[foo  St  liegt   also   nach  U  für  jedes  ''^0  **^»ohen  ft^"'  aod  +<»;   wir 

bnoen  ihn  ^A'"*-f9  setzen,  wo  g  eine  positive  Grösse,  Nehmen  wir 
jMtf  r  so  nalte  an  1,  daBS  ^r-  sich  von  &',"  nnr  am  eine  beliebig  geringe 
OrtaM  «  DDlerscbeidet.  U^ua  ist  also  S,"  ^5,"  j^«,  /f,"  «  ''i*"'  +  9.  lUo 
S,^8A'^It,l  =  S^t-^R^Z  +  i-\.q.  Die  Grflflse  v  iet  positiv,  *  beliebig 
lering,  Sj-  +  ^|'"'  aber  wird  =-f-ac,  wenn  n  ins  Unendliche  wflchst, 
Dne  5,1-  +  '*/'''  "t  nicht*  Anderes,  als  der  kleinste  der  auf  Ä',"  folgenden 
BtofeDwertbe  von  -S,;  die  KeHtminima  der  Stnfenwerthe  von  5,  aber 
JivergiraD  der  Aonabmo  gernü»»  gegen  -\-  oo. 

V,  Die    Reihe    S^  =  «jj+a,  +o,   ..    sei    nnbestimmt,    S,s=a^^a^r 

4*«(r*   ..    aber    für  jedes   r"^/!    convergent.      Plir    r<  =  l    kann    dann 

ti*^  eiD»  bestimmte  Grösse  sein  («.  B.  /tm[l— r+r*— r^...]  =  ^)^  oder 
Utk  niohi.  LeUteres  ündet  z.B.  statt  bei  einer  Reihe  r"'  —  r"'  +  r'"' .. ., 
r«iU  iBJUi  die  OT  in  gnpigaetvr  Weise  stark  wachsen  lilvsl.     In  jei\c\n¥«>\\% 

V3*       . 


196  Die  Fonrier^Bche  Reihe. 


hängt  aber  das  Verbalteo  von  Sr  für  r^=l  in  folgender  Weise  von  der 
Beschaffenheit  der  Reibe  S^  ab. 

Die  Unbestimmtheit  der  Reibe  sei  eine  nach  oben  begrenite  and  die 
obere  Schranke,  d.  h.  der  Grenzwertb  der  Restmaxima  der  Stafenwertbe 
derselben,  =  E. 

Der  n''  Stnfenwerth  der  Reihe  Sr  für  ein  beliebiges  r  Ewiicben  0  und  1 
ist  nach  II  (da  e^  hier  =  1  ist)  nicht  grösser,  als  der  grösste  der  Stnrenwertbe 
der  Reibe  S^  vom  nnllten  bis  zam  n*"*.    Es  können  daher  die  Stafenwertbe 

von  Sr  und  somit  Sr  selbst  Hlr  r  ^ .   nie  grösser  sein,  als  der  grOette  der 

Stafenwertbe  von  5,.  LKsst  man  also  r  von  r  =  0  bis  r:=l  wachBen, 
so  haben  die  Werthe  von  Sr  in  der  Reibenfolge,  wie  sie  dann  erscheinen, 
bestimmte  endliche  Restmazima,  welche  als  eine  stetige  Function  Ton  r 
betrachtet  werden  können.  Diese  Function  nimmt  nie  zu  und  wenn  sie 
nicht  gfgen  — oo  divergirt,  so  convergirt  sie  gegen  eine  bestimmte  Grösse 
£",  welche  wir  als  die- obere  Schranke  der  Wertbe  von  Sr  für  ein  von  0 
bis  1  wachsendes  r  betrachten  können.  Dieselbe  kann  nicht  grösser  sein, 
als  obiges   E,  d.  h.   als  die  obere  Schranke  der  Stufenwerthe  von  S^. 

Beweis.  Man  nehme  n  so  gross,  dass  der  n*'  nnd  alle  höheren  Stn- 
fenwerthe  von  S^  böchstens  =  E-\-t  sind,  wo  t  eine  sehr  geringe  positive 
Grösse    ist.      Der    grösste   Stufenwerth    des    n'*"   Restes  von   S^   sei    Ä*. 

Man  setze  r=l  — 5,  wo  5  positiv,  and  nehme  5  so  klein,  dass  5^^ 

für  ^>]__j  ^on  Sj-  um  weniger,   als  eine  sehr  geringe  Grösse  tj  ver- 

Bcbieden  ist.  Der  Rest  Rf-  ist  jetzt  nach  II  höchstens  =(1  — 5)*+'Ä', 
übertrifft  also  den  Wertb  Ä',  wenn  er  ihn  ÜbertrifTt,  höchstens  am  den 
Absolutwertb  von  [(1  —  0)"+'— l]ß'.  Man  nehme  nun  ferner  Ö  noch 
kleiner  nnd  so  klein,  dass  das  Product  [(1  —  5)"  +  '  —  IjÄ'so,  wie  es  dann 
jst,  und  also  um  bo  mehr  für  ein  noch  weiter  verkleinertes  S  ebenfalls 
geringer  als  ^^  wird.  Dann  ist  also  S^—  von  S^Z  nnd  Ar"  von  R*  am 
weniger  als  c,  verschieden,  mithin  eine  Grösse  i^  geringer  als  2 £,  angeb- 
bar, 80   dass 

Sr^-'i-Rr-^S^Z  +  R'+t^ 

oder 

Sr=E-\-£±f^. 

Man   kann   also   r   so   nahe   an    1    nehmen,   dass  ^r  für  alle  der  1  noch 

nälieren  Werthe   kleiner  bleibt,   als  eine  Grösse,  welche  von  E-\-t  beliebig 

wenig    verschieden    ist.      Indem  man   aber  rt  grösser  nimmt,    wird  auch  t 

beliebig  klein.     Mitbin   kann   die  obere   Schranke   von   Sr  für  r<=l   nm 

keine  noch  so  kleine  positive  Quantität  die  Grösse  E  Übertreffen. 

Auf  ähnliche  Weise  folgt,  dass,    wenn  S^"  für  n  =  ao  eine  ant«re 

Schranke  bat,  auch  5^  für  r<=]   eine  solche  besitzt,  welche  nicht  kM- 


tu  ist,  all  diejenige  von  S^'.  Man  kann  also  allgemein  sagpn ,  dass  mit 
u«Bdlicb  kleinen  Fehlern  der  Werth  der  Reibe  S,  für  r<ol  zaletst 
ivi*eb<>D  deQ««>lbeD  BcliritukeD  bleibt,  welche  S,-  bei  binreicbend  grossem 
■  aicht  mehr  üherBchreitet.  Wenn  S,  Ttir  r<^l  «inen  bestinimten 
Vtrtli  bat,  10  wird  daher  dieser  ebenfalls  zwischen  den  Scbrankeu'der 
Bnbe  S^  liegen. 

VI.  Anf  einer  Kreislinie  seien  Tbpilpnnkte  dffinirt.  Die  Zahl  der- 
•riUii  kann  nnendtich  gross  sein;  jedoch  scill  in  diesem  Falle  knin  noch 
H  kltiarr  Bogen  in  lauter  nnendlich  kleine  Theile  zerlegt  aein.  Noth* 
•otdi^  giebt  e<  nber  dann  einen  oder  tacbrere,  mtiglichcrweise  aacb  an- 
«hW'k'ü  viele  Punkte,  nach  welchen  bin  die  Theüpnnkte  unendlich  nahe 
nuismenrtlckeD,  die  man  also  nicht  in  so  klcinft  Bügen  einscbli^^sson 
Uiui,  dftH  in  dionou  ntchl  unendlich  viele  Tbeilpunkce  liegen.  Diese 
Piftkie  neonen  wir  Hilnfangspunkte  der  'l'beilang.  Durch  die 
Sb/aDgipankte  ist  ebenfalls  kein  noch  so  kleinor  Bogen  in  lauter  unend* 
Iti  liletae  TbeÜe   zerlegt. 

Sind  anf  einem  Kreise  awel  Tbeiinngen  A  und  ß  gegeben   und   wird 

Weh  keine  töd  beiden  irgend  ein  noch  so  kleiner  Bogen  in  Doeudlich 

klfiite  Theile  zerlegt,  so  geschiebt  diet  aoch  durch  hride  snsammen  nicht. 

Üesa  wenn   irgend  ein  Bogen  b  durch  J  nicht  in   lauter  nuiindlich  kleine 

TWile  zerlegt  ist,  so  ist  der  Bogen  entweder  durch  J  gar  nicht  getheilt 

Ua  es  sind    in   deiuflelhen  xwei  benachbarte  Theilpunkte  der  TheÜiing 

4  eptlialten,  welche  einen  endlichen  Bogen  zwischen  sich  fassen.     WAre 

tBtmt  Bogen  nun  aacb  darcb  die  Theilong  ß  nicht  nnendlich  klein  ge< 

tbilt,   so    wSrde    der   Bogen    b    Flherhmipt    nicht   laoter   nnendlich    kleinn 

Tkdile  enthalten.    Ebenso  könueD  beliebig  viele  Theilungen  keinen  Bogen 

uaodUch  klein  tlieilen,  wenn  keine  derselben  dies  fUr  sich  tbut. 

TIL    Am  Rande  eines  Kreises  vom  Radins  =1  sei  eine  reelle  und 

[asek  dein  Intervall  3n  periodische  Function  fiy)  des  von  einem  beatiunn* 

[tsa  Poakt«  an   nach   links   gerechneten  Winkels  f   gegeben,   welche  an 

iksitn' Stelle  ^s+oo  wird.     Wir  nennen  diese  Function  in  irgend  einem 

Tukte    Btelig,    wenn    dieser  Punkt   Rieh   in  einen  «o  kleinen   Bogen   etn> 

Kbürjucn   lüsftf  dah'S  in  jed{>m  Punkte  dieses  Bogen«  die  Function   einen 

,  fiiiigcn  bestimmten  Werth  hat  und  dasa  der  grösäte  and  kleinste  dieser 

P*iicti(.*oiwertbe    sich    belieldg   wenig  unterscheiden.      In   allen   anderim 

Fill»  ist  sie  in  dem  Punkte  unstatig.    Ks  sei  anadrficklieh  hemcikt,  dass 

4sr  Begriff  der  Costetigkeil    hier  den    der  Unbvstimmlbnit  mit  umfasst. 

lüvlMrdles  geboren  zu  den  tnatetigkeiteponkten  such  solche  Punkte,  die 

[Mk  >war  in  einen  »o  kleinen  Bogen  eioBchliessen  lassen,  datw  die  Fnnc* 

^tifwwcrtlitt  ia  demselben  sich  beliebig  wenig  nnterscheiden,   nicht  sher, 

idie  FoDction  llberatl  einen  hetstlmutleii  und  nur  einen  Werth  bat.    Wir 

jeducb  »nh-hf  P'inkf"  «/-  «Kffciile  StetigkeiteputiVVc  ViezoWV-a'eti, 


Wir  flcltrjtnken  nun  die  FnneUoD  ein  dnrch  die  BcKtinimuiig,  dait 
nnf  dnr  Kreislint«  and  anf  jftletn  nnnli  so  kleinen  Tlit^ile  ilfriipltten  Bögen 
ang«bbar  sein  tDüftson,  in  wolchen  die  Konotion  fiberftU  stetig  ist,  oder 
»nders  aaegodrückt,  dass  die  Kroi«1ioie  nicht  darch  UostetigkeitApankte 
in  lanler  aoendltch  kleine  Theile  zerlegt  sein  darf.  Ans  dieser  Ein- 
schrfiokang  leiten   wir  Folgendes  ab: 

Die  Fnnetion  ist  entweder  itbernll  stetig  oder  nicht.  In  letslerem 
Falle  ist  immer  irgeod  ein  Bogen  aiigebbar,  in  frelchem  die  Function 
ttberall  «tetig  ist.  Gehen  wir  von  eioem  Funkte  eiaee  solclien  Bogeun 
nach  r«cbta  odnr  link»,  so  treffen  wir  irgend  einmal  auf  ein<^n  Unstetig- 
keil8pnokt,  wahrend  in  jedem  Punkte  diesseits  desselben  die  Function 
stetig  ist.  Don  Bogen  swiaobeu  diesen  beiden  Grenapookleu  neuuoa  wir 
«inen  Stotigkeitsbogeo. 

Wenn  die  Zahl  d^r  Unstetigkeilapunkte  eiue  endliclie  ist,  so  tbeilen 
sie  die  Kreistioie  in  ebenso  viele  Stetigkeitsbijgen,  welclie  also  susato- 
meu  die  gaasc  Kreislinie  auKmachüu.  Ist  dagegen  rlic  Zahl  der  Unstetig- 
keilspunkte  und  als»  auch  die  der  Stetigkoitsbogen  unendlich  gros«,  »o 
können  ganz  andere  VeibSIintsse  eintreten.  ZanSchst  giebt  es  in  diesem 
Falle  einen  oder  mehrere  Punkte,  welche  sich  nicht  in  so  kleine  Uögeu 
cinscblieKsun  lassen,  das«  die  Zahl  der  Uustottgkeitspnnkte  in  denselben 
nicht  unendlich  gross  ist.  Diese  Punkt«  sind  also  die  Hänfungspunkte 
der  Uostetigkeiten.  Ist  die  Zahl  derselben  unendlich  gross,  so  kann  man 
ihre  USnfaDgepunkte  als  solcbe  zweiter  Ordnung,  deren  etwaige  llftufnugs- 
punkte  als  isolclie  dritter  Ordnung  u.  s.  w.  betrachten.  Die  Zabl  di^r  Ord- 
iiungen  kann  eine  endliche  sein,  so  dans  also  die  liöchate  Ordnung  via« 
endliche  AnKahl  entlialt,  oder  sie  ist  ebenfalls  unendlich  gruss.*  Alle 
die«c  Unterschiede  sind  ludeas  nicht  von  wesentlicher  Bedeutung.  Auf 
die  wesentlichen  EigenthUmlichkeiten,  welche  hier  zu  beachten  sind,  wer- 
den wir  kommen,  wenn  wir  die  SiPttigkeitsbögen  nach  ihrer  Qrflsso  ord- 
nen. Gin  Stetigkeitsbogen  oder  mehrere  gleiche  Steligkoitabögen  sind 
grösser  als  alle  Übrigen.  Denn  greift  man  irgend  einen  lierAus,  so  ist  er 
entweder  ein  grösster,  oder  es  giebt  eine  endliche  Anxahl  noch  grüaaere, 
von  welchen  dann  der  oder  die  grBsslen  auch  von  allen  die  grössten  sind. 
Wir  nennen  diese  die  Stetigkeitsbügen  erster  Grösse  oder  auch  die  erate 
Eioscbaltung  von  Stettgkeitsbögea,  und  setzen  ihre  Summe  aeft^.  Auf 
gleiche  Weise  folgt,  daiiH  auf  dem  noch  übrigea  Theile  der  Kreislinie  ein 
oder  mehrere  StctigkeitsbSgen  die  grössten  sind,  welche  demnach  kl« 
Stetigkeitebögen  «weitet  GrCse«  die  «weite  Einschaltung  darttellun  und 
deren  Summe  wir  csfr,  setzen.  U.  s.  w.  Bilden  wir  nun  die  Summn 
A,-f-\+&s--.  '"  iff-,  HO  >«t  dieselbe  ntobt  uotbwondig  gleich  der  Kreia- 
Holfl,  wie  folgendes  Beispiel  leigt. 


*  Man   veriilcicbe   die    Abhandlung    von    Ucrm   Cantor   in   den 
Hatbumutiscbeu  Auuiilen,  Bd.  V  S.  lit. 


Wir  tb«Uen  die  KreiBltaie  in  vit^r  abwechselnd  gleiche  Btigeo  and 

bitmebtea    swei    uinAOiIer    gegnnübnrliegf^ude    rU    StPitigkeilsbÖgeo    (erste 

EuKluülang).     Jpdeo   der  beiilen  Zwischpobögen   theilen   wir  in   fÜDf  ab 

■nbielod   gleictie  Tbeile  nnd  nebioen  auf  den  dem  mitllereu  beuachbartea 

flif  t'atictioD  itetig  (zweite  Ein  schal  tnog).     Die  jetxt  vorbaudeueii  ceclu 

Zvitcbenbrigfin    behiindeln    wir    «of    gleiche    WeiüR    und    fnhreu    $o    fort, 

Mcb  jeder  Giuscballung  jeden    der  vorliandeneii   ZwiHchenbfigen    in   runT 

«bvKbseliid    gleiche  'l'heile  »erlegend,    von  denen  dauu  die  beiden  dem 

aiulerea  benachbarten  StetigkeitAbÖgen  weiden  and  die  oäcbtile  Kinitclial- 

tHg  bilden.     Bei  jeder  Einschaltung  werden  die  Stetigkeiiabägen  an  grosi 

fnaameo,   daag  die  erste  EiDscbaltung  den   vierten  Tbeil  der  Kreiolinie 

IM  jrde  folgende   die   näUte  der  vorhergehenden   beträgt.     Da   Überdies 

yi  jeder    folgeudeu   Ktnücballung    die  Zahl    der  StetigkeitabSgeu    grüa«flr 

iri  ib  bei  di'r  vorhergeoden,  so  sind  die  Stctigkeitäbögen  n">'  Einschal* 

ta»|  xngleicb  diejenigen  h*^  QrÖuc.     Obige  Sunicne  A|  +  &)...  wird  hier 

^-j-     +—...  =  »;  die  StctlgkcitsbOgcn  mncbcn  bIko  zosammen  nur  die 

UUw  KTeuUnte  am.  Die  Übrige  Utlfte  besteht  aber  nnr  aus  Punkten, 
dl  IQ  keinem  noch  so  kleinen  Uogen  keine  Sleligkeitabögen  oder  'l'heile 
na  Mlchen  enthalten  Bind. 

Uan  bat  hier  dreierlei  Punkte  xn  ontcrficheidi-n:  1.  innere  Punkte 
in  Sl«tigkeit«bÖgea,  2.  Ead)itiakte  derselben,  3.  Paukte,  welche  bei 
well  «0  weit  fortgegetztor  Einschaltung  nie  auf  eioen  Stetig keitsbogeu 
k(wn«o  oder  Endpunkte  eines  solcben  werden.  Paaktc  der  letxtern  Att 
liod  vorbanden;  joder  Punkt,  der  nach  irgeud  einer  Einschaltung  don 
ZvitcbeurauDi  zweier  benachbarlen  SteligkeilsbÖgen  balbirt,  bleibt  aneb 
udi  jeder  fulgfoden  Eioschaltnag  die  Mitte  zwischen  zwei  beuacbbarlon 
8t«tigkeltsbJjgea.  Dicge  Packt«,  sowie  auch  die  Endpnokte  eine«  jeden 
StatigkeititbogeoB  sind  Uäufungspnnklo  der  Unitetigkeit,  da  sie  nicht  ID 
kack  NO  kUine  Bbgen  eingiiacblosscn  werden  können,  in  welcbeu  nicht 
tsendlich  viele  Stiitigkuitsbügen  liegen.  Alle  Unstet igkeitepaukte  sind 
«Icuaeb  bier  ebensowohl,  wie  in  dem  Falle,  wo  dieselben  die  Kieiglicie 
••«Bdlicb  klein  Ibeilen,  zugleich  USufungsponkte  der  Unstetigkeiton. 

Wir  nennen  allgoiuein  diejenigen  Bü^eu,  welche  nach  Absandernng 
4«t  Steligkeilsbögen  von  der  ersten  bis  zur  n''"  Grösse  übrig  bleiben, 
ZviscbeübAgen  n*"  Ordnung  oder  n^"  Zwiücbenbägen. 

Kiova  Bogen  der  Kreislinie  werden  wir  kUoltig  immer  in  der  Weis« 
Wieicbntto,  dais  wir  dis  Bachslaben  an  seinen  Kndpanktcn  in  der  Keibeo- 
lilge  fcbreibeo,  in  wolcbor  sie  beim  Darchlaufen  des  ßogene  von  rechts 
tasb  bokri  oibcheinen. 


YIU.     IVir    wollen   jetzt  die  Fnoction  weiteren    EinschriEnkungen 
Itlnrvtrraii ,  derart,  dis«  siu  dorcb  dif  H'crlb«  ftuf  dvn  &lv:\i^Vv:\uVu^*ia 


vollBtSadig  bestiniint  ist,  soweit  sie  Uberhnnpt  bestimmte  Wertlie  haben 
BolK  Kb  eet  «lao  die  FnoctJoa  innlfchst  aar  im  Innern  dnr  StPtigkoiU- 
btigcn  dnfiairt.  Damit  »ie  hiordiirch  in  den  ÜQ6tetigkeits|)aDkien  und 
deren  H&uraugspunkten  nickt  mehr  willkürlich,  sonderu  mit  defiuirt  sei, 
setzen  wir  Folgeodes  fest. 

Wenn  man  rechts  von  einem  Paokte  /'  etoen  Paokt  0  io  nahe  an 
P  nehmen  kann,  dann  die  zwischen  P  and  0  vorhandenen  nnroittelhar 
definirten  Werthe  der  Fanclinn  von  einandi^r  nnd  also  auch  von  einer 
bestimmten  Gröfise  beliebig  wenig  Terechieden  nind,  so  nennen  wir  diese 
Grösse  den  rechtsseitigen  Werth  der  Fanctioa  im  Pankte  /'.  Können 
dagegen,  wie  wenig  aach  Q  von  /*  abstehe,  swißcben  /'  and  (>  onroittel- 
bar  definirte  Wertfae  gefanden  werden,  welche  sich  nm  mehr  aU  eine 
Torher  gegebene,  wenn  auch  noch  so  geringe  OrSese  anlerscheiden ,  so 
Ist  der  rechtsseitige  Werth  im  Pnnkte  P  nnbestimmt. 

Ganz  in  derselben  Weise  ergiebt  sich  mittel»  einet  linkj  Ton  P  aa- 
genommeneu  Fnnktes  Q  der  linksseitige  Werth  lu  P,  welcher  eb«a- 
falls  bestimmt  oder  nnbestimmt  sein  kann.  An  dem  gemeinsamen  Bnd- 
punkte zweier  znsammeustosa enden  Stctigkeitsbfigou  hat  also  die  FnucUon 
stets  zwei  rerschiedene  Werthe,  iusof^rn  wir  uftuUcb  aocfa  zwei  un> 
bestimmte  oder  einen  bestimmten  nod  einen  nnbesiimmten  Werth  als 
verschieden  betrachlon.  Dagegen  können  an  einem  UXafnngspankt« 
hcidu  Wei'tho  gleich  sein,  wie  z.  B.  wenn  die  Function,  grajiliisch  dar- 
gestellt, eine  Art  Treppe  bildet,  deren  Stnfenbreite  nnd  Stnfenhöhe  in 
einem  Punkte  (der  dann  ein  Qfiurnngspunkt  ist)  gegen  Null  convergirt. 
Im  Innern  der  ßtetigkeitsbögen  sind  der  recbtJisoitige  nnd  der  linksseitige 
Werth  Überall  gleich. 

Auf  einem  Theilbogen  HS  nennen  wir  den  linksseitigen  Werth  in  Ä 
und  den  rechtsseitigen  in  5  innere,  die  beiden  anderen  Werthe  tn  A 
und  5  flnssere  Gndwerthe.  SSmmtliche  I''nncUonswerthe  anf  einem  St*- 
tigkeits-  oder  Theilbogen  einschliesslich  der  inneren  Endwerthe  nonoen 
wir  Theilbogpnwerlfae,  die  (ihrigen  Zwischen  werthe. 

Man  wird  bemerken,  dasa  darch  vorstehende  FestHtellnngen  ausser  den 
Functionen,  deren  Unstctigkeitspnnkle  einen  Theil  der  Kreislinie  unend- 
Uoh  klein  tbeilen,  auch  solche  mit  isoUrten  Wertben  ausgeschlossen  sind. 


IX.  Sehen  wir  jetz't,  wie  sich  die  in  VIII  beschriebenen  Fanctionon 
bei  dum  Versache  verhalten,  dieselben  za  integriren.  Da«  Integral  der- 
selben Über  irgend  einem  Bogen  vi«,rstehen  wir  in  folgender  Weise.  Der 
Dogen  wird  in  eine  endliche  Anzahl  Bögen  gethcilt,  jeder  Theil  (Elft- 
mcntartbeil)  mit  dem  Fanctinnswerthe  in  irgend  einem  seiner  Punkte 
mnltiplicirt  and  die  Producte  (Elemente)  nddirt.  In  Pnnkten,  wo  dld 
Function  zwei  verschiedene  Wertlie  hat,  kann  man  einen  von  betd««n 
nder  aucb  einen  awtschenliegeuden   Wertli   nehmen.     Ist  einer  dersolhmi 
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mlrr  (iod   b«tde  Qo bestimmt,   so  htt  mao  ebenfalls  irgead  einen  Wartfa 

n  nehmm ,  welelirr  inoffrhitll)  Atr  GrcDsen  li^^t  in  welchen  die  Föne- 

Ei*iji    iü    UDenillichcr   \Sli«    des    Punklee    bleibt.      Die    prhaltpne  Stiinmo 

Bttfl«!)   wir  einen   Näberungswerlb   df>s   Integrals       Di«-  GrBsse  de«  Nftbe- 

nggiwerthei    ist    abhBiigig    von    der  Anzahl    der   Elementartheile,    dem 

drtMeBTerbSllDiss    derselben    and    der   Wibl   des   Fnnctionifweithes   anF 

jtitiBL      Wir    DPDDen    dtPA    die    drn    Argomenle    des    NXH'erQDgswerlhes. 

Di«  Talgenden  NÄhernngswertbe  werden  ganz  auf  dieselbe  Weise  erhnlteo» 

todem  man  von  einem  avm  andern  die  drei  Xxherangsargumente  eicb  in 

ii^tid  einer  Weise  Xndem  lüast,  mit  der  Einscbränknng  jedoch,  dass  die 

Zahl  der  Gl em entartheile  stets  zunehmen   nnd  alle  znletzt  unendlleb  klein 

»r^rden    mfisnen.      Je    oachdem    mnn    aloo    die    NShernn^argninentß    voü 

,«iti«[D  Nüberuogswerthe  zum  andern  wJihlt,  kann  man  verscbiedeue  Reihen 

[von  Nlbemngswertheo  erhalteo.     Fuhren  diese  nan  fllle  zn  ein  ond  dem- 

s«Jbeo   bestimmten  GreiiKwcrthe,    so   ist  dieser  der  Wertli  des  gesnchten 

Islifrals.     Im  entgegengesetzten  Falle  bat  das  Integral  keinen  bestimm- 

twi  Wertb. 

l>ifl  dieser  Definition  gemäss  über  irgend  einen  Bogen  ansgefbbrte 
lBtrp«tjoD  fUbrt  immer  zn  demselben  Resultate,  als  wcuo  man  Über  den 
•iurloen  Tbeilen  des  in  eine  eudlieho  Anaabi  roo  TbeÜeu  serlegten 
ru  iotogrirt  und  die  Ergebnisse  addirt.  Je  nachdum  da«  GeMinimt- 
il  bestimmt  oder  nnbestiromt  ist,  ist  es  anch  diese  Summe. 
Um  nno  sn  entscbeiden,  ob  das  Integral  bestimmt  oder  unbestimmt 
Itt,  and  um  im  eniteren  Falle  den  Wertb  desselten  zn  erbalten,  haben 
"■it  folgeode   Leiden  FSlle  zu   unterscheiden. 

1.  Wenn  i  eine  beliebig  geringe  GrOese  ist,  so  kann  immer  n  so 
pw»  genommen  werden,  dass  die  Summe  derjenigen  ZwifchenbÜgen  «*•' 
Ordoaog,  in  dcreu  jedem  die  Uiflereuz  des  grössten  and  kleinsten  Fnne- 
fisoivertbes  geringer  als  A  iat,  beliebig  nahe  =0  wird.  In  diesem  Falle 
tial  du  Integral   einen  bestimmten  Wertb. 

Beweis.  Wir  nehmen  n  gleich  einer  besiimmten  Zahl  und  setzen 
£eßanimo  derjenigen  von  den  n"'"  ZwiscfaeobBgcn,  in  vetcben,  d.  b.  in 
jedffn  eiazelne.D,  die  Differenz  der  Functionswertbc  geringer  als  d  ist, 
=  ß,  die  Summe  der  übrigen  ==/'.  AUdaun  bilden  wir  in  irgend  einer 
WetH  die  NAhemngHwectbe  des  Integrals.  Jeden  NAherungswertb  zer- 
l^n  vir  in  folgende  Tbeile:  1.  die  Summe  der  Elemente,  welche  weder 
pox  den  TheübCgen  von.  der  ersten  bis  zur  »*"•  Grösse,  noch  gaua  den 
ZwiidicabBgen  n'"  Ordnung  angehören;  2.  die  Summe  der  Elemente, 
wakba  ganz  den  Tbeilbogen  augehöreu;  3,  die  Summe  der  Elemente, 
*aUi«  g*nz  anf  denjenigeu  Zwiacbenbögen  n'"'  Ordnung  liegen,  deren 
8«nae  =  ß  angennmmen  ist;  4.  die  Summe  der  Elemente,  welche  ganz 
4n  Ohtifen  n****  Zwisofaenbiigen  angehören,  die  zusammen  siA  angenom- 
and. 


Die  «rat«  Snmme  hat  id  der  Reibe  der  Nlherangswerthe  sar  Grenwi 
Null,  veil  die  Zaiil  derselboD  iiiu  größer  aU  die  Zalil  der  Endpunkte 
der  Stetigkeit flbögeo  von  der  ersten  hh  zur  n""  Grbsse,  also  eine  be- 
Btimmte  endliche  Zabl  ist.  Aas  demgelbea  Grunde  bat  aticb  die  tweite 
Stunme  eine  bostimmtc  Grenze,  nÜmUcb  das  Integral  Über  den  Sletigkeita- 
bftgeo  bis  sor  n""  Ordnung;  denn  es  werdc^n  hierbei  immer  nur  Tbeile 
der  Elemente  der  Torigen  Summe  vernachlässigt.  In  der  dritten  Snmme 
können  irgend  swei  NKhemngBwerthe  nicht  um  mehr  ala  t}i  veracbiedeo 
sein,  nnd  in  der  vierten  nicht  nm  oiebr  aln  hO,  wenn  t>  die  betiXeht' 
liebste  Differenz  von  Funclionswertben  int,  welche  in  der  Cnnction  f\f) 
iiberbanpt  vorkommt.  Wenn  mm  also  die  Xähprnngswerthp  ins  Unend- 
liche verfolgt,  BO  werden  die  Verschiedenheiten  deraelben  luletst  geriDger, 

+        +        _ 
als  eine  von  Ui-^-bD  beliebig  wenig  verschiedene  GrOsse.     Nun  kooote 

aber  n  beliebig  gross  genommen  werdtm,  und  da  hierdurch  h  und  6  be- 
liebig gering  werden,  wührend  D  constant  ist  nnd  H  nicht  grösser  ah 
2ff  wird,  so  ist  hiermit  erwiesen,  dasa  die  Schwankungen  der  Nühernngs- 
wertbe  des  lolograls  zalctzt  beliebig  unbedeutend  werden,  dass  demnacb 
das  Integral  ejuea  bcittimmteo    Werth   baL 

Ferner  kiJnnen  wir  nun  auch  ein  Verfahren  angeben,  .den  Werth 
des  Integrals  in  diesem  Falle  wirklich  zu  erhalten.  Wir  lotegriren  aber 
den  TlioilbSgcn  in  der  Keibcnfntge  ihrer  Grösse,  also  zuerst  über  der 
ersten  Einschaltung  6j,  dann  tlber  b^  u.  s.  w.  bis  h,  und  bilden  die  flumme 
dieser  Integrale:  ^ 

I  S  n 

In  jedem  der  Zwischen rNumo  nehmen  wir  die  Function  constant  nnd 
gleich  irgend  einem  Mittclwerthe  zwiscbeu  dem  grössten  und  dem  klein- 
sten Wertbe  der  Function  iu  diesem  Zviscbcnraume.  Wir  integriren 
dann   ttber  Fftmmtlichen  ZwiscliaurXumen   und   beseichnen  daa  Integral  mit 


fr{y)dr. 


Dann  ist 


Jny)  dy  -tjhy)  'fy  ■  ■  +J/{r)  ^y  +ß{y)  ^r. 


eine  Snmrai',  welche,  wenn  n  ins  üoendlicbe  wuchst,  rinen  bestimi 
Grenzwertb  hat.  nXmlich  den  Werth  des  gesuchten  Integrals.  Ks  ergil 
sieb  dies  uomiitelbar  ans  obigom  Beweise  der  Existenz  de«  lelztereo. 
Wenn  man  nümlieh  in  jedem  der  n**"  Zwischeubtigen  die  Ftiuctioti  gleich 
einem  Mittelwerthe  nimmt,  so  ist  diesor  in  denjeuigen  Zwisclieubögen, 
deren  Summe  =  ß  ist,  von  allen  Functions  werthon  nm  ein  Geriogerea 
als  i  und  in  den  Übrigen,  deren  Snmme  ^b  ist,  nm  ein  Geringeres  aU 
J^  vfrscbifideB.     Der  bei  der  lutegrattou  begangene  Fehler  ist  daher  g6- 
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+       + 
nsStf  alii  Bi  +  fiO   uud    wird  somit   rSr  n  =  oo  onendlich  gering.     Die 

Gns»  obiger  Samme  Tdr  n  =  od  ist  demnach  in  der  That  der  Wertli  dos 
TvllillBdigCD  Integrali. 

S.   Nebmcn    wir  ji^tzt  an,  es  ati  eine  beatimiDto  Gröese  &  angelibarf 
«B  Jisa  die  Saninie  der  n""   Zwiaclienhäg^n,    iu  welchfn   um  mehr  als  6 
renehiedeoe  FnDCtionswerthe  vorkgmmfu,  bei   noch  so  grossem  n  nicht 
UcJMr,  als  eine   bestimmt«  Grösse  h  wird.      Wir  ibeilon  jeden  der  'Dieil- 
bbffm  bis  xar  n""*  GrÖa»«  in  eine  bostimmto  />Kbl  s:m  gleiche  Theile  und 
oehiBea   diesfl  Theile,    sowie  die  n^'"  Zwii>chenbÖg4*n  alu  Klementartbeilc. 
Abdaon   bestimmen  wir  zwei   NJiberungswerthe  des   Inti^grals,   indem  wir 
b«i  bsiden  in  den  anr  deo  Tbeilbögen  befiadlicben  Elemmtariheilen  den- 
•elben  Fooctionswertb,   io  jedem  der  ZwischenbfigeD  aber  das  eino  Mal 
den   grBssten,  das  andere  Mal  dnn  kleinsten  Fanctiöoswerth  nehnien.    Die 
Dtfletens  dieser  beiden  Nüherungsiverthe  ist  dann  mindestenn  =frd.  Lassen 
«if  jctat  1  and  m  beide  ins  Unendliche  wachsen,  so  werden  eämmtllcbe 
ElcfnentArtheile   unendlich   gering  nnd   die  Summe  der  Ktementft  mUssto 
also   eine   bosUmrote  Grenze  haben,    wenn   ein  bestimmter  IntegralwcrLh 
cxiatiren  sollte.     Nun  bleiben  aber  jedesmal  die  beiden  aof  obige  Weise 
bestimmten  Näherangawerthe   um  mindestens  f>i  verschieden;   mithin  be- 
steht ein  bestimmter  Integralweith  nicht,* 

Um  fQr  solche  Integrationen  Beispiele  zu  geben,  wollrin  wir  auf  dor 
naeb  VI,  8.  197,  gethoilteu  ErotsÜnie  eine  FnncUon  iu  folgender  Weise 
definiieD. 

Aof  der  ersten  Einschaltung  nehmen  wir  die  Function  tiberall  =4i+c 
und  auf  der  n''"  tlberall  =«  +  /■",  wo  a  eine  beliebige  reelle  Gtüssr, 
l^r>0.  Anf  den  Btetlgkeilsbögen  sind  hierdurch  die  Werthc  der 
PasctioB  sSrnrntlich  bestimmt.  Da  diese  aber  ansAmmr-n  nur  die  Httlfte 
der  Kreifliote  ausmachen,  so  ist  die  Fonction  nur  auf  Bögen  definirt, 
vskha  aosammen  =n  sind.  Die  andere  ilfilfte,  anf  welcher  die  Fanc- 
tiaa  nicht  unmittelbar  drfintrt  ist,  besteht  jedoch  nur  aus  I'nokten,  da 
in  keinem  noch  so  kleinen  zusammenhängenden  Bogen  die  Function  nicht 
definirt  tat. 

Es  sei  P  die  Mitte  xwischen.  awei  benachbarten  TbeübOgen  irgend 
shter  Einschaltung,  also  ein  Pnnkt,  der  niemals,  wie  weit  man  auch  die 
Kinscbsilnugen  fortsetzen  mag,  Endpunkt  eines  Tbeilbogens  wird.  Man 
Icuo  denselben  in  einen  so  kleinen  Bogen  oinscbliesscn ,  dass  in  diesem 
bloa  Tbeilbögen  von  beliebig  apäteu  Kinschaltuugen  liegen,  in  einen 
I)«g«B  also,  io  welchem  sämmttiche  definirte  Wertbe  der  Function  he- 
Ksblg  Dahe  «KT  sind.  Beide  VV«rthe  Im  Paukte  P  sind  also,  wenn  die 
ctlon  den  KinscbränkungP»  in  VIII  nntcfrworfnn  sein  soll,  ebcnfalts 
•;  dar  Pnnkt  P  ist  daher  fin  anechter  Stetigkettspunkt.     Wenn  ferner 
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P  der  Endpunkt  eines  Stetigkeitsbogens,  so  ist  in  demselben  nur  der 
SuBsere  Werth  nicht  unmittelbar  deBoirt.  Zwischen  P  und  einem  ansser- 
halb  des  Stetigkeitsbogens  nahe  an  P  genommenen  Punkte  Q  bat  aber 
die  Function  Werthe,  welche  durch  Verkleinerung  des  Bsgens  PQ  be- 
liebig nahe  =  a  werden ;  mithin  ist  auch  der  Süssere  Werth  im  Punkte 
P  =a. 

Obiger  Bedingung  der  Integrirbarkeit  genügt  diese  Function,  da 
man  n  eo  gross  Dehroen  kann,  dass  in  sämmtlichen  ZwischenbÖgen  die 
FuDctionswerthe  beliebig  wenig  von  n  nnd  also  auch  von  einander  ver- 
schieden sind.  Wenden  wir  nun  das  obige  IntegratioDsver fahren  an,  so 
ist   das    Integral    auf  den   n'^"   Theilbögen    —  ^n(a  +  c").      Nun   ist   aber 

(8.  199)  f>n'=^„^  also  jenes  Integral  =2«^°'^''"^  ~  ^'^'"(v  '  ™*'*'^° 
das  Integral  Über  sflmmtUchen  Theilbögen  bis  zur  n*">  Grösse 

Die  Theilbögen   sind  zusammen  =  — .— - — i— ,   die  Zwischenbögen    also 

l      1  —  , 

=  2n—-^  ■   ■  •4-  =  [1  +(^)"]«.     Wenn  wir  demnach  in  den  Zwischen- 

bögen  fiberall  /'(y)  constant  =  a  nehmen,  wo  a  eine  Mittelgrösse  der 
Zwischeowertbe,  so  ist  das  gesammle  Integral 

welcher  Ausdruck  für  n  =  00,  also  «'=«, 

C7t 


an 


=  2«n-|- 


2-c 


wird.     Dies  ist  nlso  der  Werth  des  gesnebteu  Integrals. 

Nehmen  wir  dagegen  die  Function  anf  der  ersten,  dritten,  fünften 
u,  s.  w.  Einschaltung  etwa  =  ] ,  auf  der  zweiten ,  vierten ,'  sechsten  o.  s.  w, 
=  2,  80  sind  die  grösstcn  Verschiedenheiten  der  Fnnctionswerthe  in  jedem 
der  »""  Zwischenbögen,  wie  gross  auch  n  sei,  ^1  und  da  die  Summe 
dieser  Zwischenbögen  stets  grösser  als  n  bleibt,  ao  ist  das  Integral  un- 
bestimmt. 

Es  sei  ferner  die  Function  iiuf  jedem  Theübogon  durch  eine  Wollen- 
linie dargestellt.  Die  Wellenhölie  sei  immer  dieselbe ,  etwa  =  1 ;  die 
Wellenlänge  sei  auf  jedem  Theilbögen  bei  der  mittelsten  Welle  etwa 
=  der  halben  Länge  des  Bogens,  bei  jeder  folgenden  nach  beiden  Seiten 
/  der   vorigen  y   ao   dasB  also  nach  den  ^ndeii  dos  Tbeilhofgena  hin  die 
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IVeJianUagB  =0  wird.  Die  ZwUcbßnwertbe  bebalten  aucb  bier  nae 
^rfuie  Vprachiedenbeit  c=  1  nod  dsa  lolegral  iit  deebslb  wieder  an- 
bMtiBmt.  Weun  dangen  ancb  die  Wplli'nliÖho  auf  jpdma  Thoübogen 
mA  Miaeni  Ende  bin  bis  so  Ntilt  abnimoit,  ndor  wrdd  eie  bis  ed  einer 
Ortu«  aboimnit,  wnlcbe  von  der  ersten  EiDsebaltang  an  bis  car  nnead- 
Ucisf'-n  gegvn  Nnll  convcrgirt,  sn  werden  die  Zwiscbenwertbo  onendlicb- 
»tnr  OrdDQDg  =0  ntid  das  InlPgral  bat  einen  bestimmten  Wcrtb. 

Ganz  in  derselben  Weiee,  wie  das  Integral    i  f{y).*fy^  wird  aucb  das 

Integral    f  fiy)-viy)'ff  gebildet,    wenn    (f{y)   eine  llberall  cndlicbn  und 

■IMig«  Funcliont  /(y)  aber  nur  in  d»r  früboren  Weia«  eingescbrinkt  ist. 
Di«  Tbrilbögen  sind  bier  di«  nSmlicbeo,  wi«  für  f{y)  und  die  Beding- 
angen  der  tittograbititüt  stimmen  mit  drnjcnigf'o  ft)r  {(y)  allein  (iberein, 
es  aei  denn,  dass  <p(/)  aul'  irgE'ndwrlchcu  Uägfiu  c:  0  vrfiro,  wo  dann 
Mif  dieaon  die  Unatetigkeilripoukte  fortrallen  and  die  Bedingungen  nur 
rar  die  Qbrigen  erforderlicb  sind- 

loibeaondere  haben  Integrale  von  der  Form  //"{>*)<"«*()•— 0  *'?"»  *'s 
sie  In  der  Kuurier'aclieD  Reibe  vorkommen,  nur  dann  einen  bestimm- 
ten Wf>rtb,    wenn    lf{y)dy   einen    solchen    bat.     In   den  jetzt  folgenden 

Krfirletungen  über  die  GDtwickelnng  einer  Function  in  eine  Fon  ri  er'aehß 
Kitibe  a^dlen  deslialb  die  nicbt  integrablen  Kuuctionen  auKgescbloaaen  aeiO' 

X.     In    einem   I'oukte   /'   habe    die  Function   f^y)   den    linkaseitigen 
Wertb  p,  in  einem  Pnnktp  Q  Hakd  von   dii'item  den  Werlh  q.     Man   bilde 

den  Uaotienten  ^"   ~^'PJ  and  lasse  den  Punkt  Q  sieb  dem  Funkte  P 

stetig  oäbero,  so  dass  /'(v)  alle  Wertbe  tod  f{y)  swtacben  0  und  f  er- 
hAU.  In  tinlcli<*n  I'nnkten,  wo  f{y)  nicht  einen  eiazigen  bemimmten 
Werib  bat,  darf  man  für  /(?)  irgend  einen  der  Wertbo  von  /{y)  und  im 
Falle  von  Unbestimmtheit  irgend  einen  Wertb  inaerbalb  der  Schranken 
von  f{y)  itetxen.  U'fun  nun,  wie  man  auch  die  Wertbe  von  f{y)  wählen 
■■f,  obiger  Quotient  einen  bestimmten  Grenzwertb  erbXlt,  so  nennen 
vir  dioaeo  den  linksseitigen  Wertb  des  UifTcrentialquoticnteo  oder  der 
Fhixion  von  f(y)  im  Pnnkte  P.  Hat  der  t^uoUent  keintm  bestioiintcu' 
^n  einen  unendlich  grossen  Grenzwcrlb,  so  ist  der  linksseitige  Wertli 
<ln  Flnzlon  im  Pnnkte  P  nnbesiimmt  oder  unendlich  gross.  In  ent- 
■precbt-nilar  Wei^e  erliNlt  mau  den  rechtsseitigen  Wertb  der  Ftuxion, 
is'ipiD  man  den  F'unkt  Q  rechts  von  /*  nimmt. 

Hie  Fluxion  von  f{y)  ist  also  eine  Function  vna  y,  die  in  jedem 
rnnkie  awci  Wertbe  bat,  wntclie  einzeln  bestimmt,  unbestimmt,  endlich 
•^'•T  nnfuii}ich  gross  afia  k/ianPti.     Atusordetn  kommen  V'öW«  xm,  nio 


die  KUxinn  in  einem  Punkte  drei  oder  rier  verschiedene  Werlhe  hat, 
noter  welchvn  dann  aber  ein  oder  xwoi  isotirto  sind.  Und  zwar  sind  die« 
dann  die  nur  obige  W«ii>e  hostiminfeD ,  wAhrcod  die  mit  deu  beoaehbarten 
Wertlieii  stetig  snsatnmPobangeiidRti  durch  letztem  mit  definirt  stod.  Wir 
neaneo  die  Fanction  f{y)  in  ein^m  Punkte  stetig  oder  na8t«lig  äaenl, 
je  Dacbdrm  ihre  Floxion  iu  dietem  I'unkt«  endlich  und  stetig  ist  oder 
Dicht.  In  einem  Bogrn,  in  welcb^tn  die  Fanction  überall  nnatetig  flnent 
ist  oder  welcher  wenigstens  dnrch  Packte  oosletigfr  Floenz  in  laater 
aaendlich  kleine  1'beile  zerlegt  ist,  oenoeo  wir  die  Function  flaxionalo«. 

XI.  Am  Rande  dpr  Krcistläcbi'  vom  Kadins  ^  1  sei  nine  reelle 
Function  ({y)  gegeben,  welche  den  in  VllI  festgesetaten  Kint^chrÜDkangen 
unterwurFeu  nnd  überdiei  unch  IX  inlegrabel,  sonst  aber  ganz  beliebig 
ist.  Wir  wollen  auf  der  Krei^tlilcbe  eine  reelle  Ortefanction  i<  bestimmeo, 
welche,  folgende   Kigenscbaflen   besitzt: 

Sie  soll  nebst  ihren  bXmmlüchen  nach  beliebigen  Kichtoogen  genora- 
luenen  DifTerentialiiuutieuteD  itberall  endlich,  bestimmt  and  stetig  sein. 
Wird  dieselbe  nach  xwei  beliebigen  auf  einander  senkrechten  RicbtUDgeo, 
also  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  .r  und  y  differenzirt,  sn  sollen 
ihre  sweiton   Oiflerentialc  Überall   d^r  Gleichung  genOgen 


i; 


ttu. 


Endlich  wird  verlangt,  dass  bei  Annäherung  eines  Punktes  an  den  Rand 
der  Werth  von  t>  in  diesem  Punkte  gegen  den  von  f{y)  in  dem  Kand- 
pnnkte  couvergtrt  oder,  falls  /{•^)  in  diesem  nicht  einen  bestimmten  Werth 
hat,  anlelst  immer  zwischen  den  Werthen  von  f{y)  in  einem  den  Paukt 
einscLliesseudeu   beliebig  kleinen   Bogen   bleibt. 

Eine  solche   Fuucti«>n   erhalten   wir  auf  folgende   Weine. 

In  dem  Kreis«  Fig.  1  vom  Radius  =  1  zühlen  wir  den  Centriwiokel 
Y  nnd  den  excenlrit>cben  Winkel  6  von  zwei  parallelen  Kichtnngen  i/ M 
und  OR  aus  nach  links.  Wir  setzun,  um  den  W^rtii  von  v  im  Pnnkto 
O  an  erbalten, 

wo  die  Winkel  y  nnd  d  and  der  Fonclionswerth  f{y)  zum  Punkte  P  der 

Kreislinie    gehören    nnd    das   Integral    um   den    ganzen   Kreis  zn   nehmen 

ist.     Um   das  Veihallen   dieser  Function    bei  der  Ännftherang  von  0  «o 

einen  Randpunkt  kennen  zu  lernen,  legen  wir  dnrch  0  eine  Sehne  D£ 

und   iDtegrlren   Über  den   beiden  Btfgen,   worin   diese   Sehne  den  Kreis 

dy 
theill,  einieln.     iJa  dS  stots  grösser  ist,  als  -^,  so  erhalten  wir  das 

Intf^ral  über  jt^dem  der  beiden  Bogen,  indem  wir  statt  f{y)  ein  Mittleres 
zwißcbeo    dem   grösslen   und   dem  W\einftV«i^   V/cxvU«  tqu.  (i\)   auf 
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B«^  Htx«D.     NeDOCQ   wir  diese  Mittelwerthc  M^   und  iV,,   so   ist  also 
du  Inlegnil  Ober   DQE 

ni  d&>>jenige  Qber  KhD 

KD 
Wenn  oqd  saf  irgend  eine  Woibd  der  Punkt  0  dem  Kande  nnend- 
lieh  naliR  rflckt  und  xngicich  die  Sehne  /)A*  nnendlicli  kloin  wird,  so 
wird  du  Iutf<g:rAl  libpr  dem  griiMcrPu  Bogi-n  glftich  NüH,  daejenige  Ober 
dnn  andern  gleich  dem  zu  diesem  gehörigen  Mitlelwcrtbe.  In  einem 
Raodpnnkto  vird  also  die  Fundion  r  immer  gleich  einem  Mittelwertbo 
der  FoDCtion  ^i^)  in  anmittrlbarer  Nachbanichaft  dieses  Punkte«,  wobei 
M  gAnz  gleiebgiltig  ist,  »b  fly)  hier  einen  oder  zwei,  bestimmte  oder 
nabestimmte  Wcrlbe  hat. 

Der  Punkt  0  möge  «ich  in  der  Riebtnag  OQ  dem  Rande  Dlthern, 
^wlhreod  die  Sehne  IfE  parallel  fortrückt.  Das  Integral  Über  dem  Bogen 
H£^/)  wird  «0.  dasjenige  Über  OQK  wollen  wir  in  awei  zerlegen,  Über 

F  Wenn  nnn  f{y)  in  Q  zwei  bestimmte  Wertbe  D  und  £  hat,  nnd  min 

'      Unt  0  in   gerader  Linie   gegen  0   rUckeD   bis   zum  Znsammenfallen  mit 
Bietern,  so  wird  der  Wertb  von  r  im  Packte  Q 

UMcbiebt  die  AiinäbemTig  von   0  an   einen  Kandpnakt  in   radialer  Ricli- 
Imtg  (welcher  Fall  uns  hier  bADplBfichlich  interessirt),  so  wird,   da  hier 

ii  =  f=  -Si  der  Werth  von  r  am  Rande  die  halbe  Semme  ans  den  Wer- 

Ui«  TOD  Ay)  in   Ö.* 

Bei  der  AnnAhernng  von  O  an  einen  Randpnnkt,  in  welchem  die 
Fnctioo  /*(/)  einen  oder  zwei  uubeatimmte  Werthc  hat,  llsst  nich  über 
itü  Randwerth  von  t  allgemein  nichts  belmnplen;  derselbe  kann  eine 
bMlnoite  Grösse  oder  ebenfaÜH  'unbestimmt  sein. 


'Q   ond   Q E.     Wenn    wir    mit    n-j    nnd   Wj    wiedrr  Miltolwerthe  von  f{y) 
aof  t>0  und  0^  bezeichnen,  ko  werden  diese  beiden  Integrale  resp. 


*  Maß  fergte'che  meine  Arbeit  „Ufber  diu  BestimiunDg  einer  Function  uuf 
1  laift    Dam  die  Fuactioa  v  der  Olele  \A  dort  p''?.e\iSt. 
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Wenn  wir  obigen  Winkel  ö  durch  Polarcoordinaton  r,  t  «tudrttcken, 
80  wird  die  Gleicbang  1) 

i« 


=  rM L^^f d„ 

J      n      l+r«-2rco«(y-0    ' 


V  = 

0 
oder,  da  r  <C  1  ist, 

"  =/fe  "' + '/¥  '-■''-"  +  '•/%'  '"'^r-^  +  ■■■ 

0  0  0 

Diese  Seihe,  welcbe'für  r  =  l  die  aua  f(y)  abgeleitete  Fourier^iche 
Beihe  darstellt,  wollen  wir  S,  nennen,  den  AtLsdmck,  worana  sie  ent* 
standen  ist ,  Y.  Die  Beihe  Sf  ist  absolut  convergent  nnd  daher  stets  s"  7. 
Der  Ausdruck  F  aber   geht  am  Bande   Überall  ds,   wo  f(y)  keinen  on- 

bestimmten  Werth  hat,   in    -^ ^-s über,  wenn  r  g^en  1  con- 

vergirt.  Die  Reihe  S,  wird  daher  ebenfalls  für  r<=J  gleich  der  halben 
Summe  der  Bandwerthe. 

An  Stellen  dagegen,  wo  f{y)  nubestimmt  ist,  ist  limj  —  \äS  — ^  I 

=  einem  Afittelwerthe  der  fiy)  in  der  Nfihe  des  Bandpnnktes;  es  wird 
also  /t'fftr  nicht  grösser  als  der  grös^te  und  nicht  kleiner  als  der  kleinste 
Werth  von  f(y)  innerhalb  eines  beliebig  kleinen,  den  Bandpnnkt  ein* 
schliessenden  Bogens.  Da  nun  die  Beihe  Sr  stets  =y  bleibt,  so  kann 
auch  lim  Sr  nur  ein  Mittelwerth  von  f{y)  sein.  In  keinem  Falle  ist  also 
der  Randwerth  von  Sr=-\-CD  oder  =  —  od.  Hieraus  folgt  aber,  dass  auch 
die  Fonrier'sche  Reibe 

S.^J''^^y+f'^c«s(,-,).,,+f'Mr,.s2(y-,).,y+.. 

0  0  b 

2s 

sin'— 

Ö 

an  keiner  Stelle,  d.  Ii.  für  keinen  Werth  von  /  auendlich  gross  ist.    D«&a 
wenn    die  Reihe  Sr  für  r  =  I    einen   unendlich   grossen  Werth  bitte«  M 
müsste   sie  auch   für  r<=i    nach   IV  unendlich  gross  werden.    W"" 
demnach  die  Fo nrier' sehe  Reihe  nicht  convergent  ist,  so  k^ 
unbestimmt  sein,  was  freilich  nicht  ausschliesst,   dasB  rifl 
beidarBeitB  .  unbegrenzte.  Unbestimmtheit  habe.  •« 
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Wir  werden    künftig  imtnor  einem  ßandpnnkt  and  deo  sugeliürigen 

ITertb  roD  y   mit   gleichn&migfln  Buduitaben   beseichaen.     Insbeaondere 

nü  io  dfr  Fonricr'ecUoD  Kcttio  der  KAiulpaiikt,  für  welchen  die  Heihr 

geBomnen   wird,   iminer  mit   7',    der  2agebörigf(   Wenli  von  y  mit  t   he- 

•tiefaaei    WArden.       Den     dem    PankU>    7'    dianitttral    gegenüberliegenden 

Pvoki   neonen   wir   7'.     Wenn   die  Integrale   der  Ueibt>    nicbt  £b^r   dßr 

gaasen  KroiitllDie,   soodern    nnr  über  eEoem  Theile  derselben  genommen 

werden,  so  sagen  wir,  die  Reibe  »et  dber  dieRem  Theile  genommen. 

XU*  Die  Foarier'sche  Eeihe  werdtt  über  einer  endlichen  Anzahl 
▼DS  BSgen  gf^oommen,  in  welchen  nnd  au  deren  Knden  der  Punkt  7*  nicht 
Ue^  Die  Function  fiy)  sei  in  jedem  dieser  DSgcn  überall  bestimmt  und 
wtHig.  Der  DifTerentialqDotient  derselben  sei  überall  endlich  und  er  bähe 
■atwsder  in  allen  Punkten  nur  einen  bestimmten  Wertb  oder  in  einer 
eadlichen  Anubl  von  Punkten  zwei  verachiedeae  endliche  Werthe.  Die 
Fonrier'scbe  Reihe  ist  dann  =0.  Wenn  ferner  die  Reibe  über  einem 
lolcbea  Bogen  Aß  geuummeo  wird  nnd  dieser  ein  Tbeü  des  BogenK  T"?" 

so    tat  der  1»'*  Stafenwertb  der  Reibe,   wenn  man  mit  f  and   f  die 


P^belrflchtlichsten  Wertbe  re«p.  von  f(y)  und 
ab 

Von   Null   vprsciiieden. 


dfiy) 


rfy 


bezeichnet,   um  weni- 


Beveia. 
CTKlIoQ    colXasig   nnd    man    erhült   durch  diese,    wenn   man 


Unter  den  gemachten   Voraussetzungen   ist  tbeüweiae   lote- 

dy 


=r(r) 


MUt, 


6 


+ 


ic(2«  +  I,«rn  — 


«(2m  +  l)*&i-^ 


7ic2«+l)*ii'^-2-^ 


u 


Dft  r(y)f  f*(y)  D0<3 innerhalb  des  Inte^ationnotRrranes  bestimmte 

Scliranken  nicht  Übersteigen,  so  wird  dieser  Änsdnick  =0  (Ur  «i*=sod. 
Wird  die  Reib«  Ober  mehreren  solchen  BOgen  genommen,  so  ist  sie  Kr 
joden  einselneu,  deher  nach  l'tlr  alle  anüammpn  =0.  Nimmt  nuin  nn 
aber   nur   ülier   einem   solchen   Bngen  .^B,    weichet   «in    Theil    von    TT 

ist,  so  tat  sin—^  der  kleinste   Werth  von  ii»^~--      In    obiger  Gleich- 

nng    ist    dann    dss   Besnltat    der    Busgcnthrton   Integration   geringer  ab 

+ 

a  —  l' 


Das  nicht  aasgefiibrte  Integral  ist  gleich  einem  Mittelwertlie  des  Tn- 
tegranden   mal   j  iiY=b—tt^  mitbin  geringer  als  JJ—^ 1— 

Der  m'*  Stnrenwertb  der  Keibe  ist  also  geringer  als 

«(201+1)  Wii»—' 

XIII.  Laeeen  wir  die  Fonction  f{Y)  wieder  von  der  allgemeineD,  in 
XI  festgesetsteD  BeGcbafTenbeit  sein.  Wir  nehmen  in  jedem  der  Theil- 
bögen  bis  xnr  n^'"'  (irösse  zwei  Punkte  nahe  an  den  Enden.  Den  Bogen 
zwischen  zwei  snlchen  Punkten  nennen  wir  TheilbogenaQssehnitt,  die 
übrig  bleibenden  Stücke  Thellbogcoreste.  Wie  gross  aaeh  n  sein  mag 
und  wie  klein  die  Theilbogearcste  siiid.  ab  kann  immer  eine  überall 
stetige  nnd  stetig  flnente  Fonction  bestimmt  werden,  welche  in  allen 
Tbetlbogenansschoitten  tlberall  nm  weniger  als  eine  Torber  gegebene  n<Kh 
so  geringe  Gröaso  i  von  /{y)  »erscbieden  ist.  Diese  Function  wird  dar- 
gestellt durch  die  Wertbe  von  v  auf  den  entsprechenden,  d.  h.  dnrcb 
dieselben  Radien  begrensten  Aasschnitten  eines  zum  Rande  concentriacben 
Kreiaes  nod  sie  erhSit  obige  Eigeuscbalt  dadorch,  das«  man  diesen  Kreis 
dem   Räude  hinreichend  nahe  nimmt. 

Dies   folgt   unmittelbar  darans,   dass   bei  stetiger  Vei^rüsaerung  des 
cnneentriscben    Kreises    in    jedem    Pnnkto    eines    TheilbogenauSKcbatttes 
ohne  Ausnahme   die  Wertbe   von   p  auf  demselben  stetig  in  die  Wertbe 
von  fly)  Hbergebeo.     Die  Annahme,  dosa  in  Irgend  eJuem  Punkte  s 
Randwertbe   nicht   beliebig  nahe  komme,   wUrde  hiermit  in  W" 
stehen. 


Von  W.  Velthahk. 
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Xrr.  Wenn  wir  den  PnnVt  7*,  för  velohen  die  Fonrier'scIiR 
B«iU  frommen  wird,  in  einen  beliebig  kleinen  Bogen  AB  einschliessen, 
n  tri  dt«  Reibe  Über  dem  ganzen  übrigen  Bogen  £^  =  0. 

Bewris.     Der  Bogen  BJ  eniliKlt  entweder  nur  ganze  TboilbÖgen  oder 

is  spioeo    Enden  StHcbe   Ton    solchen;    in    leUterom   Fallr    nubmen    wir 

dioM  mit  sn  d«o  TheilbOgen  tod  BA  und  ordnen  diese  sünimtlicb  nacli 

Arar  GrCwe.     Alsdnnn  nehmten  wir  auf  sKnimtlicheu  llieilbügen  von  BA 

km  mr  h""  UrCue  Ansficbnitte,   die   wir  zneauunen    mit  A^   die  Samtoe 

der  {teste  mit  R  bezeiclioen  wollen.     Auf  diesen  Aaescitnitten  setzen  wir 

4fe  Fanclion  /(?*)  =  v(y)  +  <*(/),  wo  tp{y)  eine  Mberall  stetige  nnd  stetig 

flsente  Function   nscti  XIII   und   i^Cf)  (iberall  geringer  ist,  aU  ein«  iselir 

gering«  Grtisie  t.    Setaon  wir  nnn  Über  den  Ansscbnitten 


(y-0 


1) 


2««?^' 


rfy  = 


2  IT  Jrn 


•o  kSnnen  wir  nscb  XII  m  so  grose  nehmen,  dass  if  ein  beliebig  geringer 
Werth    wird. 

Da  femer  ^{y)  geringer  aU  i,  so  ist,  nnUr  a  den  kleineren  der 
BSgea   AT  nrxA   TB  ▼erstanden, 

Sm  +  l 

-CiL) 


sv\ 


(y-0 


2W-?^' 


rfy 


tbtr  den  Ausschnilten  genommen,  fUr  jede«  m  geringer'als 


J) 


r^/^' 

'»'•"2,/ 


tA 


2 


nsm 


0 


Nftbni>a  wir  jetzt  das  Integral  über  den  Resten  der  Tbeilbögen.  Wenn 
»ir  dmi  betrSchtlicbAtCD  Werth,  welchen  die  Fnnclinn  f[y}  überhaupt 
W,  G  nennen,  bo  int  der  m"  Btnfeowertb  der  Reihe  ober  den  TlicÜ- 
**feiirt«teo  iUr  jedes  m  geringer  ftls 

In  den  «""  Zwischeobügcn  sollen  wir  die  Function  fi-f)  wieder  ans  zwei 
TfceÜeo  Vi(?')  "»d  i^iiCy)  zuaammen-  Vi(r)  sei  tn  jedem  ZwJBchenbogen 
CMItuit  nnd  gleich  dem  kleinsten  Werth  vnn  fiy)  in  dem  Zwischen- 
^B*»t  ViCy)  »t  daher  Überall  fiositiv.  Es  sei  f  eine  whi  (^exmi^ft  v**^ 
ibv  O-iW«.    I  ^•vigeliit':  in  welchen  'H^Cy')  u\i«ta\\V\trtu« 


Die  FoQrifr'scIie  Reilie. 


bIb  (  ut,  wollen  wir  ztuammen  =Z,  die  übrigon,  in  wflcben  der  grSuta 
Worth  von  t^iiy)  nicht  kleiner  kl«  t  «od  nicht  betrXchtlicher  als  iG  Ut, 
SQBamtnen  »  7  nehmcQ,     Wenn  «ir  nun  flb«r  rtBimtlieheii  Z«ri«ehenb5g«o 

2m  +  I 


4) 


«T.W 


stn 


(y-0 


SU 


y-t 


dr= 


-       ■ 


setzRQ,  MO  kann  nach  XII  m  «o  gcoss  geDDinmeo  «rerOon,  dait  x  beliebig 
nahe  verflcbw'mdet. 

Deber  deo  ZwischenbSgcn,  deren  Samtoe  s=Z,  ist  fUr  jedee  m 
2ffl  +  l 


ttrt  — 


fy-0 


5) 


2j«n 


7-1 


rfj  «S» 


2S 


and  über  denjenigen,  deren  Samme  =r, 

2m  +  l 


«n 


(r-0 


ö) 


ttn 


Y~t 


rfyO" 


2tC 


Der  ganze  m**  StDfenwerth  der  Reihe  ist  daher  geringer,  als  die  Samma 
der   Werthe   1)  bis  6)  zusamaion,  mitbin  geringer,  als 

1 


7) 


+     +        +        +  + 


Die  FnnctioD  f(y)  ist  nun  int^rirbar,  d.  h.,  wi«  gering  auch  (  ge* 
nDinmen  sein  mag,  man  kann  immer  n  so  gross  nehmen .  dase  z  ebenfalU 
beliebig  gering  wird.  Dm  nan  in  dem  Ausdrucke  7)  alte  sechs  Glieder 
b(>liebig  gering  2a  macben .  nehmen  wir  zaent  i  sehr  gering,  dann  m  bo 
groH)  dass  :Q^f  wird.  Ferner  Df>bmcn  wir  die  Aasscbnitte  der  Tbeil< 
bögen  bis  xnr  n""  Ordnung  so  gross,  dass  ft  <C  t,  nnd  den  cuncen  tri  sehen 
Kreis  dem  Rande  so  nahe,  dass  cQ^C  wird.  Endlich  gebnn  wir  dem  n 
einen  hinreichend  grossen  Werth,  damit  aach  ij  aud  x  sneamtnen  geringer 
als  ^  werden.     Uer  Ausdrack  7J  ist  also  dann  geringer,  ab 


(1+.J  +  3C  +  2) 


t 


Da  nun  A,  G  und  Z  aber  bestimmte  Wertbe  nicht   hinaasgehen,  so   kann 
iiffeobar  d<-r  ganze  Aasdruek  beliebig  gering  gemacht  werden.      Der  G«< 
sammtwenh    der  Reilie  ist  also  geringer,    als  Jede  noch  so  VD^ 
Örötsp.  d.  b.  er  Ut  =0. 


XT.  Wenn  die  Fuoction  /(y)  einn  Coastante  = '-  ist,  lo  besteht 
lie  Qbct  dtm  Bogen  TT'  genonuaeae  Fonrier'sche  Roihe  bloa  kuh  <loin 
Kai««  Gliode  und  alle  Stofenwerthe  denelbeD   sind  gleich  dem  halben 

Vertfae  von  f(y)=^.    Nimmt  man  aber  die  Reibe  blos  über  einem  Bogen 

TO^  TT',  Bri  iiit  der  m'"  Sturonwvrth  tlerselbei)  von  -^  nm  weniger  ali 

c 

H  —  / 

v*nebiedc<n. 

beweis.      Üar  m*"  Stnfenwcrth   Qbpr  dem  Bogen   TO  ist 

N 


sm- 


fy-0 


1) 


.«-- 


2«r>] 


r  — i 


dy 


e  [u—t 


Die  TblUtüodige  Keihe  (m  =  co)  über  dem  Bogen  TT    ist  =7-     Den«el- 

bcn  Werth  erhält  sie  aber,  wenn  man  lie  blov  über  dem  Bogen  TU  nimmt, 
4a  lie  nach  XIV  Über  dem  Bogen  UT"  Nnll  iit.     En  ist  also 
—  /      »to  f «  —  0      «n  2  (m  —  I) 


i-^l    2 

^n    Ton    dieBfr 

T     ^"~,l  »ii  +  l  **■  m+2 


Sabtrahirt   man   von   dieiii>r  Oleichnng   die  Gleichung  J),  so  erbMIt  man 


i«+I  l»  +  0'(ni  +  2) 


2  rin     _ 

~(M  +  2)(m  +  3)  t„+3)(»+4) 

U'm  Selb«  In  der  Klammer  ist  geringer  als 

m       .  I  1  2 


"  +  l'*'(««  +  li(«  +  2)'*"(««+2)(m  +  3)**"  "' 


m  +  l' 


ikmauh  ist 


«(»n4-])#m 


u  — f 


WI,    IVrnn    link«   von   7  ein   Pnnkt    ü 
r.  data  jn   dem  Bogen   TO  die 


genommen  verden  kann 
Function  ((,))  oia  vok-  oÄw 


nie  aboitnmt,  00  Ut  die  Foarier'sobe  Reihe,  Dhcr  dem  Bogeo  TT' 
geaaramciu,  coitvergf^ot  and  gleich  dem  lialtipn  linkftsi'itigeii  Werllt  f{t+0\ 
von  fiy)  im  Punkte  T.  Der  m'^  Storeowerib  der  blos  Über  d«'in  Bogen 
TU  geoomnieDeD  Kcibe  iat  von  ^A'  +  O)  um  weniger  als 

veracbieden,  wo  ff  der  betrMchtlicbste  Wertb  rno  /*(/)  — /l'+O)  in  de« 
Bogen  TD  nnd  JV  eine  von  m,  u  und  der  besondern  Betchaffenbdtt  der 
FouctioD  fiy)  nnabbSogige  Conslante  ist. 

Beweis.  Wir  »etien  /(y)  «/(/  +  0)+^,(y>,  wo  »Uo/(/+0)  der  link*- 
seitige  Werth  von  ({y)  im  Pnnbte  T  and  /*,  (y)  eine  Function  ist,  welche 
in  7*  =0  ist  nnd  in  dem  Bogen  Tt/ entweder  nie  kq*  oder  nie  abnimmt, 
also  aucb  entweder  nie  gröaser  aU  Null  oder  nie  kleiner  ala  Nall  iat, 
Nebmeo  wir  die  Keibe  blos  Über  TV,  to  ijit,  wenn  wir  der  Kürao  wegen 
.2«i+I,        . 

SM — K—ir—t) 


2ä»äi?-- 


Qm  setzen, 


I)  Jf(y)Om'ty^ff{i+0)Q^dY-\-fr,{Y)Q^dy. 

t  t  t 

•  Das   erste  Integral  auf  der  rechten  Seit«  ist  von  (A'+O)  db<>'*  ^V  nm 
wenige,  .1.  /(.+0) 


venebieden.     Das  zweite  zerlegen  wir  in  mehrere ,  so  dasi  in  dem  Inler- 
vall  eines  jeden  im — ~ — ()"~0  dasselbe  Zeichen  behält,  setzen  also 


2m +  1  'im -1-1  H 

Rezeichaen  wir  mit  i»„,  (N|,  ...  m^  Mittclwertbe  von  fi(f)  in  den  ein- 
zelnen lotcgrationsiotcrvalten  und  mit  Ag,  A,,  ...ftp  dio  Wertbo,  welche 
die  Integrale  erhalten,  wenn  man  ans  den  Integranden  fiif)  fortiXs«!,  loj 
kann  man  obige  Summe  darstellen  dnrcb 

^4Kt2*ro  +  Ar,)  +  «^(*,+A,) +  «,{*,  +  *,). ..  +  m,-,t*p_,-(-A,»0 

+  >",_,  [*p_,  +kj,}  —  {«!,— m,)*,  — («i -m,)*, ...  -  (m^-i- Mp_i)*,_| , 


Die  late^ftle  k  aobmon  i.bsolut  besttfodtg  ab,  sind  aber  abwecbaelod 
poaitiv  ttnd  oegntiv.  Die  MittelgrÖsaeu  m  nclinieii  entweder  nie  zn  oder 
nie  ab  and  sind  im  ergton  Falle  alle  positiv,  im  aweiton  alle  iiogaüv. 
Ui«  GrfiMea  2i„+  ft,,  *,  +  *,,  ...  «tod  also  alle  püaiti»-,  %—'",,  »»,  — ni,i 
■••  ('■ly— 1  — 2aiy)  alle  VQD  gletcliem  Zeichen.     Dahor  Obiges 

wn  .V  und  A'  Miitolwcirlhe  resp.  der  i»  and  dor  />  sind.  Dio  Rpibp 
24, -f  2il, . ..  +  2Aj,_,  •{- Ar|,  ist  afaaebmcDd  allcroirond,  alsn  geringer  als 
Si-^,  dieaea  aber 


9s 


=  2 


Sm-f-l 

2m  +  l 


stn- 


(r-') 


3  «in 


r-i 


I  «bo  naob  XV  vud   1   um  veniger  als 

^Yvrsehiedeo ,  mitbin  geringer  als 

4)  .  + ? 


2« 


2»t  +  l 


"("•  +  *>""  2^ 
Die  Gr&ise   niy  — 2inp    ist  geringer  als  2mp.      Ferner  ist  JT  getinger 
als  #^t  also   geringer   als   die  Hälfte   des  Änsdraeks  4),     Mitbin  ist  der 
gyaae  Ansdmck  3)  geringer  als 

+    +  r  2 


+    +  r  2  "I 


l>tB  (.IrnsAvn  .V  and  m^  lirgen  beide  zwiflchen  0  and  di>in  betrlcbtlicbaten 
Wrrthe    Ton    f^[y)   in    dem  Bogen    TU,     Nennen    wir  letaleren   /T,  so  ist 


'^JfMOm'^Y  geringer  als 
t 

bYi-\— 


«(n+l)«/« 


2m 


Dar  Attaclrnc-k   in   der  Klammer  bleibt  endUcb,  wenn  m  ins  UnendHcbe 

w 

Nennen  wir  den  grössten  WerUi  desselben  fi,  so  ist  ffi(y)Om*^T 


Fmirier'eohe  B 


Für  Jude«  m  geringer  als  BS.     Nebown  wir  dies  mit  dem  Audraske  1) 
susamtDea ,  bo  ist   \  f{f)Qm*if  von  lA'+O)  tun  weuif^er  iils 


5) 


U—t 


V0rschiodep.      Setzen    wir    nnu    f  fiy)  (/m'^Y^  '"'■•   bo    ist    lior  m"  &ltir«it- 


werth  der  über  dem  gaoceit  Bogen  '/T' genommoDea  Reibe  voo   ^fif+f^) 
um  weniger  als  -f 


«(««•f*!)  nn 


u  — ( 


verschieden.  Wenn  nnn  m  idh  UneadlioUe  witebst,  so  cuuvergirt  du 
erete  Olifid  diene»  AniidrDelcii  und  nscli  XIV  aacli  tr  ge^^n  0.  Wir  kOanen 
aUo  für  m  otneu  tm  groRtten  Werth  m'  nehmen,  dua  fttr  m=:m'  and  Hir 

+ 

■ — ■ ■ "+"''  geringer   als  ti  wird.     Dann  iat 

w(m-|-I)«wi-  — 


jedes  m  ^  m' 


Uo 


der  m"  und  jeder  höhere  Stnfenwerth  der  Reihe  von  J/'('  +  0)  um  weniger 
als  /tTf-\-fJ  verschieden.  Lassen  wir  oan  den  Bogen  TU  «ich  verklei- 
nern, so  wird  ff,  (1.  h.  der  betrüchtlicliste  Werth  von  A/)  ~/('  +  0l  in 
dem  Bogen  TU,  immer  D&her  =0.  Obige  GrGue  wird  also  beliebig  ge- 
lingt woratu  folgt,  da«s  die  ttber  T  T'  geaommeoe  Reibe  »ich  von  !/*(' +0) 
gar  nicht  unlerscbeidet. 

XYll.  Link«  von  T  mJJge  kein  Punkt  U  so  nahe  an  T  genommen 
werden  können,  dans  die  Knnction  in  dem  Bogen  TV  nie  in*  oder  nie 
abnimmt.  Dagegen  möge  der  linksseitige  Wertb  des  UifTercntialqaotieU' 
ten  von  fty)  im  Pnnkte  T  eine  bestimmte  endliche  Grttssc  sein.  In  diesem 
Falle  ist  die  Reihe  über  dem   Bngen    TT'  ebenfalls  ^{f(t  +  Q). 

Beweis-  Wir  führen  denselben  blos  für  den  Fall,  dasa  die  Function 
/■(}«)=  0  ist  för  Y  =  f  Denn  wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  können  wir 
sie  wiexler  sosammensetzen  ans  einer  Function,  welche  diese  Eigenschaf- 
ten  hat.   und   einer  Constanten,   für  welche  letgstcre  der  Satz   gilt. 

Wir  geben  dem  über  TU,  wo  0  zwiKclicn  T  und  T',  genommenen 
m»*"  Stufenwortbe  die  Form 

H 

.   2in  +  I 


ifalk   s^O    Rlr   f^t.     Aoch    hat  der  fOr  den   Bd^d    TO  gflnnmraeno 

DtffereatialqaotieDt  Ton  F(y)  bei  Qoeudlicli  klciuem  7*17  Pinea  TiestimmteD 

Gt«niwertfa,    uod    aw«r   denaelbeo,    wie    derjenige    von  f{y).     Diea  ktnn 

arihst  in  dem  Falle,  wo  fiy)  links  von  T  irgend  eine  Strecke  weit  t^t^\% 

«ad   alelig  finent  fat,  Dicht   durch  Differeuziren   dargethan   werden.     Hier- 

^rcli   «rQrde  man   uür  die  etwaige  Grenze  erhalten,  gegen  welrhe  der  in 

«iam  Tankte  4  linkn  tou    T  genoiameue  Dilterenlialqiiotieut  convergirr, 

wMiD  A  dem   T  aneodHch   nahe  rückt.     E«  gieht  aber  Fniietionen  (ühn- 

lieh    der   in  Fig.  2,   wo  A   ein    Bi^rUlimugüpaokt   der   beiden   jtnnktirten 

Carven  ixt,  gra|ibisch  angedeuteten),   liei   wekben   man   bieidurcb  keinen 

baalinimlen  Wertb   erbalt,  wahrend   der  unmittelbar  in  T  genomm«ne  Uif- 

rerentialquvtient  itebr  wolil  einen  bestimmten  Grenzwerth  hat.     Diee«r  Ut 

dann   aU  ein  laolirter  Werth  dea  ali  Function  von  y  betrachteten  Diffe- 

mitial(]QoltenteD  anxaaehcn.     Um  im  gegenwSrtigen  Falle  den  linksMiti» 

p>n  Werth  dee   IlifTerentialqnotienten   von  F{y)  im  Punkte  T  an  erbalten, 

bat   man    ohne  Rücklicht   auf  die  besondere  ßeschaffenheit  von  f{f\  die 

FaoetioD  F{y)  (da  sie  =0  »t  ftr  y=0  dnrch   y—X  ■&  dividireo   und 


f  =3/  wenieQ  au  lasten.    Hierbei  wird  lim 


otUU, 


■ie  voraatigeitetxt ,    einen   iiesUmmten    Worth.     Kennen   «!r  diesen  •?  and 

M  Im  F^{y)   eine  Ksncüna,   welche  dadarcli,   daM  man    V  hinreichend 
Mbe  4D   f  nimmt,    in    dem   ganxen   Bogen  TU  beliebig   klein   gemacht 

UM 

Sy 

Sctara   wir  obigen  Auadmck  für  F{y)  in  den  Inlcgranden  ein  nnd  ser- 
Ujpa  Jan  Integral  in  die  beiden 


«Irdw  kann,   d*  lunai 


rtir   7  =  t   Qud  Ay^<:>    oioht  =3  wäre. 


J " 


(y— /)  dy  uod 


itn 


(/-')<')', 


M  (•(  anabblLopig  von  m  du  zweite  geringer  als 


*«IU)  p  ein  MiUclwertb  von  ^1(7)   tür  Werthe  von  y  zwischen  t  nnd  u  'M. 
V   «nt«    at>er    convergtrt  ofTenbai    mit   wacbnndem  m  gegen   Nnll. 
eil  XJV  ait  i/«m  /rj'""  Stofenwertbe  dei  FouiVftt^  wV«d. 


Irarier'icfae 


Keilie  Aber  dem  Bogen  UT'  <ler  Fall.  Mao  kann  also  m  biDreicliea 
^osK  nehincD,  <]«tiitt  diese  beidon  Theile  zasatnmen  geringer  werden  aU  f 
nnter   /-',    den    betrAcbltichstea    Werth    vnn    A", (y)    in   dem   Bogen    TD  r« 

standen.     Da  nun  auch  fi  geringer  ist  als  f|,   so  ist  der  i»^  Stafenve 

(II f 
IH 

Man   kann   nun   ö  so   nahe   an  T  nebmen,   dass  alle  Werthe   von  f|( 
zwiscben  T  und  V  und  daher  aueli  A',  beliebig  gering  werden.     DemnacJi 
kann  m  so  i^ross  genommen  werden,  das«  der  m*'  ood  alle  bölieren  St4i- 
fenwertbe  der  Fouriei'tfcben  Reihe  beliebig  oabe  =0  werden.    Mitbla 
ist  in  diesem  Falle  die  Fonrier'scbe  Reibe  =0. 

Die  BAtxe  XV  bis  XVII  beziehen  «ich  nur  auf  den  linksseitigen 
Werth  von  f{y)  im  Punkte  T  und  die  Integration  über  der  einen  Hilfte 
der  Kreiülinie.  Die  Resultate  gellen  ohne  Weiteres  auch  fOr  den  rechts- 
seitigen Wertb  von  ffy)  nnd  die  andere  Hälfte  der  Kreislinie  and  man 
erbült  dann  durch  einfache  Addition  dai  Gesammtergebuiiis  in  Beeng  aaf 
beide  Werthe  von  ({y)  nnd  die  ganze  Kreislinie. 

XTIII.  Der  im  Punkte  /'  links  genommene  Diffcrenlialtiuotient  mOge 
keinen  bestimtnten  (ancb  keinen  unendlichen)  Werth  haben.  .Tedücli  soll 
links  von  T  ein  Punkt  0  bo  nahe  an  T  genommen  werden  können,  dass 
kein  Theil  des  Bogens  TD  dnreh  6nxionslose  Punkte  in  lauter  nnendlieb 
kleine  llieile  zerlegt  ist.  In  dieaom  Falle  kann  die  Fourtor'schQ  Reihe 
convergent  oder  auch  divergent  sein.  Letzteres  bat  Herr  Dn  Boil- 
Reymond  (Abhandinngen  der  bayerischen  Akademie)  durch  ein  Beispiel 
gezeigt.  Die  Reibe  wird  aber  dann  nitr  nnbestimmt,  da  sie  nach  &I 
Dicht  unendlich  gross  sein  kann. 

X.IX.  Der  Pnnkt  T  sei  innerer  Pnnkt  eines  Bogens,  der  durch 
unstetig  Hueote  Punkte  in  lauter  unendlich  kleine  Tbeile  zerlegt  ist.  In 
diesem  Falle  kann  die  Fu  urier'üchu  Keibo  couvcrgent  sein,  wo  aucb 
der  Pnnkt  T  ta  dem  Bogen  liegen  mag,  da  ja  Herr  Weierstrass  darcb 
Irigonometrische  Reiben  Fnnctioneo  dargestellt  bat,  welche  in  allen  lenk- 
ten äuxiouuloa  eind.  Da^s  aber  die  Reihe  anch  divergent  sein  kann  in 
Punkten,  welche  den  Bogen  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  xerlegea, 
soll  jetzt  durch  ein   Beispiel   gezeigt  werden. 

Wir  stellen  die  Function  durch  eine  unendliche  Reihe  dar,  deren 
eiDselne' Glieder  von  folgender  Beschaffenheit  sind. 

Üb  den  Kreis  wird  eine  senkrechte  CylinderflBcbo  gelegt  und  anf 
dieser  eine  Function  graphisch  durch  eine  Weltenlinie  dargestellt,  deren 
liAtbc  Wellenlänge  ein  aliquuter  Tbeil  der  Kreislinie  i&t  nnd  detea  Halb- 
wellen  abwechselnd  über  nnd  anter  der  Kreislinie  hegen.  Die  Ana&hl 
der  Halbwellen  ist  nngerade,  so  dass  also  die  Cnrve  an  einer  Stelle  statt 
det  (F0ad«p uoktes  eine  äpiue  bat.     Die  beiden  Halbwellea,   waM* 


W.  Vnf.TMABff. 


der  i^|ntte  zasRmmenstoBBOD ,  »olIeD  oberhalb   der  Kreislinie  llcgeo.     Die 

'     .»n   lialbwelleii    »ioil   Parabelbögen    mit    dem  Scheitel    im    häcbiilAn 

ran  liefiten  I'ankte   and   der  Axe   parAllel  za  der  dee  Cyliadcrs.     Die 

rbdioB  iit  also  bestimmt,  sobald  die  Wellfluhöbc,  die  Ansah!  der  Halb- 

Bod   die  Lage  der  Spitze  gegebeu  ist.     Wenn  A  die  Wellcuhübo, 

£«  AoBahl   der   Halbwolleii,   also   ~    die   halbe  Wellenlänge  ist,   so 

vdBm  vir  eiD«  solche  FoDction  mit  F{h,n)  beseiehnen,  vo  daoo  die 
Uge  diT  Spitze  Doch  l>c«ODdcrs  angegoben  werden  mnee.  Die  Punkte 
dn  Kieislinie,  in  welchen  ein««  der  Kanctionen  ==0  ist,  nennen  wir  die 
NoUpnnkte  der  Fnoctionf  diejenigen,  in  welchen  sie  Tom  Wachsen  ins 
Maclinea  tibergeht  oder  nrngekehrt,  Maximalptinkte  derselben.  Za  erste- 
RB  geboren  die  Spitze  und  eSnimtllcbe  InÜexiinspankte,  zn  letsteren  die 
SfiUe  and  die  Fusspunkle  der  Ordinalen  sämmtlicher  Parabelscheitel. 
El  sei  nun 

«0  itoiner  h  die  Wellcnböbe,  n  die  Zahl  der  Halbwelloti  ist.  Dio  n  sind 
•fannitlich  ungerade  und  Jedes  folgende  iot  ein  gauxcs  Vicirachea  des 
vedurgehenden.  Die  A  nehmen  bostAndig  ab  nud  zwar  so,  das«  A,-|-A, ... 
m»  coQTergente  Reibe  ist,  wodnrch  dann  anch  die  Reihe  S(y)  absolut 
ooDTergent  wird-  NKberes  fiber  die  Zunahme  der  n  und  die  Abnahme 
dir  A  soll  noch  fest^ätellt  werden. 

Die  Lage  der  Spitxeu  der  einzelnen  Glieder  nehmen  wir,  wie  folgt. 
Di«  spitzen  und  Wendepunkte  sämmtlicher  Glieder  mtigen  nummerirt 
•«rdvn,  und  zwar  in  jedem  einzelnen  Gliede  in  der  l^ihenfolge  nach 
liaki;  von  einem  Gltode  znm  andern  aber  folgt  immer  auf  den  bfichst- 
BBoiniRnrteD  Punkt  dee  vorhergehenden  die  Spitze  des  folgenden.  Dio 
Spitze  des  p'*"  Glieder  wird  nun  in  den  Punkt  mit  der  Nummer />  gelegt, 
wftdnrcb  die  Lage  derselben  fUr  jedes  Glied  bestimmt  ist.  Damit  Ist 
sIkt,  da  die  halbe  WellenUngt;  irgend  eines  Gliedes  ein  ganzes  Viel- 
bebet  derjenigen  eines  je<len  folgenden  Gliedes  ist,  zngletch  festgesetzt, 
itm  jeder  Xullpnnkt  irgend  eines  Gliedes  mit  einem  Nullpunkt«  eines 
jsdcD  folgenden  Gliedes  znssmmenfllllt.  Jeder  Pnnkt  der  Kreislinie,  in 
vdehaai  Ii^end  ein  Glied  =0  ist,  erhXlt  also  bei  unendlich  vielen  fol- 
ftadaa  Gliedern  wieder  ein«  Knmmer  and  wird  daher  anch  unendlich 
oft  zur  Spitze  eines  Gliedes. 

Die  Reihe  S  sei  nun  bis  znm  p^*"  Gliede  definirt,  so  dasa  also 

l)  s£(y)  =  ^CA,.»,)  +  ...  +  nAf.'V) 

m»  gegabeua  Function,  welche  Überall  stetig  und  elnvertbig  ist,  nnd 
«b»  mdlkb«  Anzahl  gröstta  und  kleinste  Werthe  hat.  Von  dem  nach- 
Sita  Ultcde  F{kp^i,nf^i)  ist  dann  schon  die  Lage  der  Spitze  bestimmt; 
nsd  "y.ft  nind  noch  zu  bestimmnn,  Die  auf  damielbe  folgenden 
•r  seUAD  wir  MOMwmeo  ==  >?CX^,  aehmeD  in  dem  m^*^  ä\,u^«u«vtOck.« 


220  Die  FonrierVhe  Reihe. 

t~Tt 

2m4-l  —  "p+t  und  setzen  für  /"(y)  die  verschieden«!!  Theile,  woimns  diese 
Function  znaBmmengesetzt  ist,  so  dass  also 


3)       if»-=j  F,Q^dy{-fF^Q^dy  ...+jF^9^dy+jF^^,Q^dr 


«"     2     (y-0 

wo   der   Kürze   wegen  f(A,,w,)^/',  nod ^0m    geaetat 

ist.  Den  Pnnkt  7*  nehmen  wir  in  der  Spitze  von  Fp^\  nnd  integriren 
znnSchst  von  t  bis  /+n.  Betrachten  wir  irgend  eines  von  den  ersten  p 
Integralen ,  etwa  das  •>*",  so  ist 

*+»  '■'"n^  *+« 

4)  Jp^Q^dy  =y^-  Qmdy  +J'f,  Om  ä  y. 

Die  Spitze  von  Fp^i,  alao  hier  der  Pnnkt  T,  befindet  sich  in  einem  Nnll- 
punkte  irgend  eines  früheren  Gliedes.  Die  Nnllpankte  eines  jeden  Glie- 
des fallen  aber  zusammen  mit  irgendwelchen  Nallpankten  eines  jed«n 
späteren  Gliedes.  Der  Pnnkt  T  fallt  daher  zasammen  mit  irgend  einem 
Nallpnnkte  von  Fp.  Jede  Halbwelle  von  F,  schltesst  aber  eine  Anzahl 
von   ganzen  Halbwellen   der  Fp  ein.     Da  nnn  diese  Zahl  eine  nngersde 

ist,   so   ist   der  Punkt    T  entweder  um  wenigstens  \  Wellenl&nge  =  — 

der  Fp   von   dem   nfichsten  Maximalpnnkte   der  F,  entfernt  oder  er  ßUlt 

-^ 

mit  einem  solchen  zusammen.     In  den  Grenzen  des  Integrals  /  F^  Q^  dy 


/"'<>' 


nimmt   daher   die  Fnnction  Ft  nnr  zn  oder  nnr  ah  und  man  kann  de>- 
balb   anf  dieses  Integral   den  Satz  XVI   anwenden.     Der  betritaMi^il» 

Werth  von  /"».(y)  — ^»(0  fttr  Werthe  von  y  zwischen  «  nr-*  ' 


Von  W.  Veltman». 


29t 


( 


(  + 


F^{i)  nnd  diese  Differenz  hat  vieder  ihren  beträchtlichiten 


Wmh,  weon  eotweiler  der  Punkt  T  oder  der  Punkt  y  — /•}-—   mit  dem 

Kode  einer  Hnlbirplle  von   Fp  xasainmPDnilll.     In  beiden  FBlIen   ist  aber 
ÖB   Glied    obiger  DitTereos   =^  0  nnd   dan  andere  die  Ordinate  der  Halb- 

jf 
t»e11fi    tn    einem    von  dem  betrelTendeo   Eodnnnkte  demelben  nm  —    ent* 

"/- 
femten  Pqnkte.     Diese  Ordinate   ist   kleiner,  ati   das  mit  dem  Differen- 

tial<{aotienteo   von  f^iy)  im  Endpunkte   der  Halbwelle  ualtiplieirte  — . 

Jener  DiflferentialqQotienl  ist  aber  — ^j  mithin  ist  /^»(i+ —  1  — ^r(0 

grringer  als  — ~.    Da  nun  far2»  +  I=np+i  die  Zahl  in+I=^£±Lr_ 

"p  * 

vird  ODd  wegen  der  dnrcbg&ngigen  Einwerthigtceit  von  Fv{y)  immM  Fp{i) 

tUtt   /*y(/+0)   gesetzt   werden   kann,  ao   ist  obiges  Integral  von  i'rlO 

aacb  XTI  nm  weniger  als 

2Fs,{()       _   ,  2Ä„n» 


N 


») 


da  /v(0  hächsteaa  e=  A«  iitt,  um  weniger  ais 

( ? +^'^v 


Tvnehladea. 

Anf  den  zweiten  Theil 


} 


t+- 
itt  obigen  Stnrenweitbes  4)  können  wir  den  Satz  XII  anwenden.     Der 
Wtrkditlichsie    Werth  von    Fp   ist  Ay,   derjenige   von   — *— —   am   Endo 

•*er  Halbwelle  s=      *  *"■  nnd  för  »m-jr-  iit  an  setzen  «"5-  .    Mithin 
n  2  2fip 

in  olliges  Inti^ral  geringer  als 

4*,  +  (l^  +  ..)(.-£) 


•) 


kabcn  hier  nnr  zwischen  t  nnd  (+n  iotogrirt.     Integriren  wir  jetzt 
'— «  und  /,  Ko  erhalten  wir  ganz  dieselben  Rcsaltate  S)  \nvd  ^^. 
ifoDwertb  der  f'onrier'jcben  Reih«  för  dift  Yu-nOCwci 
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Fv  ist  demnach  von  /V(0  um  weniger  renchieden,  aU  nm  die  doppelte 
Snmme  der  beiden  Ausdrücke  5)  und  6),  d.  li.  um  weniger  als 

[4  ^  4n»A   ^  8  +  (8»M+27t)(ny-i)-|^^ 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrücke  fttr  v  die  Zahlen  1  bis  p  und  addirt  die 
erhaltenen  Ausdrücke,  so  ist  der  m**'  Sttifenwerth  der  ans  ^-(r)  abgelei- 
teten Fonrier' sehen  Beihe  Ton  S^[i)  nm  weniger  verschieden,  als  nm 


8) 


4».>is^  +  8  +  2«(«,-l) 


+  |i^ 


+  A,nj..   -|-A,n,). 


In  dem  (p+1)*™  OUede  des  Stnfenwerthes  W^  nehmen  wir  die  Rpitxe 
Ton  ^p-f-i)   also   den   Punkt  T  als  Anfangspunkt  der  /.      Das   (p+1)** 

Glied  wird  hierdurch 

+« 


In  gleichen  Abständen  vom  Anfangspunkte  der  y  hat  dann  F{h^^x^  "p+i) 
gleiche  und,  da  die  Wellen  der  Function  und  die  Wellen  tou  sin   '^  y 

gleiche  Länge  haben,   «n-^i-y  eutgegeo gesetzt  gleiche  Werthe;  da  for- 

ner  auch  sin  {r  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  hat ,  so  ist  der  ganze  In- 

tegrand  zn  beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  symmetrisch  und  das  Inte- 
gral wird  also 


_    /  ^<^p+i."p+i) 


.    y 
""2 


oder,   wenn  wir  den  IntegTanden  kürzer  äxiic\\  F,^\7m  d%x%teU«a^ 


g«  »ü-M-8    2» 

« 

n^-t-i-l    am 

Nf^kmeti  wir  die  oberitn  GrcoKen  am  ß—^ kleiner,  die  notoron  um 

ß  ^rSsser,  »o  wird  die  Summe«  d«  die  lotegisudea  stets  positiv  sind, 
kleiurr.      Eine    Temere   Verkleinerung  findet   statt,    wenn    wir  sin-^^y 

Obcr&ll  eleicb  dem  Weiihe  ao  den  neuen  Grenzen  =  4-  — =  und  ebeneo 

^(A^^t ,  "p^i)  fi=  dem  Werthe  an  den  nenon  Oronzen  ^=  +  JA|>+1  nehmen« 

Eine  weitere  Verkleinerung  erhalten  wir,  wenn  wir   1-  statt  »in  ~  nehmen 

and    du  letite  Glied   weglasfon.     Indem  wir  zugleich  zwischen  je  zwei 
laterale  ein  solches  mit  dem  Integrandcn  =0  einechalten,  erhalten  wir 
a»  5»  7»  ^«_  (8fiy+i-8)» 

S»ji-f  1  ^»p-^i  3«i),4.t         2Np4-l  *"p  +  l 

w  8«  6g  7«  (2m^+i— 8)jr 

«it|i.fi         SHp+i         if^F+i        ^»r  +  *  **>+* 

(awp+i-1)« 

in- -1-1 

Di«««  Integrale  erstrecken  sich  alle  über  Intervalle  von  gleicher  Ant- 
dakonng.  Eine  fernere  Verkleinernng  cr7.iel(>n  wir  dalier,  wenn  wir  in 
dcfD  ersten,   tlrilten,  fünften   d.s.  w.  den  rntegrandcn   um  die  Uitlfto  ver- 

kleioera,  denselben  also  ~  »-  setzen  und  ihn  in  den  Uhrigen  um  eben- 

•avid  Termsbren,  wodurch  er  auch  hier  ==-  wird.     Ivleiner  wird  hier- 
dvnb   äi»  Samme  uffeubar,    wail  die   fVortlie  voa  y   bCAttndlK  T.'WUb'binblk . 
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nnd  deshalb  statt  der  fortgeDommeneD  HSlfte  eines  Integrals  mit  nogerm- 
der  Nnmmer  zu  dem  folgenden  Integral  mit  gerader  Nnmmer  eine  kleinere 
Grösse  hinzugekommen  Ist.     Wir  erhalten  aber  jetat 

inp  +  i 

n 

Der  m'*  Stnfenwerth  des  (^J  +  l)*^  Gliedes  von  W«  i»t  also  grösser  als 
dieser  positive  Ansdnick. 

Das  letzte  Glied  +  « 


des  Stnfenverthes  W^  ist  geringer  ais  M  f  dy^  noter  M  eine  HittelgrSi 


von 


Terfltanden.     Es  ist  nun  Ä*^   an  keiner  Stelle  be- 


2  ■  "p+i 

""2 
trachtlicher    als    A.+2  +  An+j...    nnd    =  ^  +  co«y +-C0*2y  +  ... 

...  +  CO! ■-''"*"  — —  y  nicht  beträchtlicher  als  -q-^  "Im  jenes  letzte  Glied 

geringer  als 

10)  «p+i(Ä«+j+A„+|.   .)- 

Fassen  wir  jetzt  die  Resnltate  8),  9)  and  10)  zusammen,  so  ist  das 
p  +  1^  Glied  von    Ff'„  in  Gleichong  2]  positiv  and  grösser  als 

11)  -^Ap+,/off(2np+,_l), 

während  die  p  ersten  zosammen  von  S^(()  am  weniger  verschieden  sind,  als 
n 


4«ms— +  8  +  2jr(np-]) 
12)  ^ (A,  +  A,+  ...  +  V 


.p- 
Oitf/  die  übrigen  aiuammen  geringer  siad^  a\a 


•rtsttii  wir 

Bod    Isnen    dbcIi  dieser  Formel   UberhKupt  die  h  Tnn   don   n  abltflngen. 
iJana  i»i  der  Ausdruck  11) 

mid    12)  4">^2       ^'/opnp+, 

'"^ , 

BDd    13)  ' 

26) 


Dsmit  jeUt  ferner  die  Ansdrflcke  15)  und  16)  aaendlicli  klein  wer- 
seuen  wir 


") 


"/-+» 


^  «"V+t 


=  a 


ro  a  eine  aogerade  gADftc  ZiUl  ^1,  und  Insien  dscIi  dieser  Fonoel 
iBberbaupt  jedes  n  von  dem  rorhergehendeo  abhäagi^n.  Das  ernte  n  aber, 
i|,  iiebiunn  wir  =»,  wodarcb  jedes  n,  wie  voiauflgeeetzl ,  ein  ungerades 
^utfacbM  deA  vorbeigfbeudoa  wird.  Die  n  aind  dann  säiuuitlicb  PoteD- 
ICO  TOD  <f  mit  HxpäueDten,  welche  ebenfalls,  nod  zwat  immer  liöbere 
'oteozea  von  o  sind.  Die  Logaritlimcn  der  n  wachsen  daher  wie  Potrn- 
eiaer   gaasca   Zahl  mit   Kuoehmcodem  Exponenten  und   die  beiden 

'keiken  l        .        I  ,  1.1 

— ^-  -  ■\ —       -  ■  -  ■    and    ■■        -  -=  + = —  .,. 

ylogtt^      yfoy'>i  ylof/Hp  +  i      J^hgitp^i 

fallen   deshalb  stltrker,  als  eine  geometrische  Reihe  mit  gebrochener  Slei- 


gaaahL     Dia   erste  ist  somit  kleiner  als    —. — ^  nud  die  Kwcito  kloi- 

yfos'h 

2 

MV   ala    - — .     Dagegen  nimmt  die  Reihe 


yiuyu^ 


+1 


Mlfker   iBi    als   eine  geumctrisehe  Reihe  mit  einer  Steignngsaahl   >'l, 

2«^ 


«ad  ist  daher  kleiner  als 

IB)  wntmmen  gtriogor  »Jg 


Es  sind  daher  die  Ausdrileke  15)  und 


Die  Foariflr*8che  Renia. 


«(«p+l+<)«'''*27 


—       K'*p"l 


+ 


ri^+ 


8K-0         1     ay 


+ 


2"^+i 


>«{".+. +  l)'ö.«2^J»^"^-' 


od«r,  veno  wir  nach  Oleichnog  17)  n^^i  und  »p^sdorcb  n^  »ti«drfick*B, 
geringer  als 


^/<V«, 


i^  + 


+     .     , 


Wir  lialieo  also,  indem  wir  die  n  tod  einaoder  ond  von  den  h  in 
dar  durch  die  Gleichungea  14)  and  17)  dargestellten  Weise  abbingea 
lusen,  Folgendes  erreicht. 

Wenn  in  dem  m'*"  Stnfenwertbe  der  Fonrier* selten  Reihe  Sn^l 
esn^^i  genniumcn  wird  und  der  Punkt  TdieSpilxo  de«  ;>+ 1**"  Glied«« 
der  Reihe  S(y)  in  Gleichung  1)  ist,  ao  w&chat  dai  p+l"  Glied  von  fF^ 
in  Gleichong  3)  mit  p  ins  positive  Unendliche.  Die  öbrigen  Glieder 
aber  vom  ersten  bis  »nm  /j*"  nnd  vom  p  +  2'*"  an  in«  Unendliche  nnter- 
icbeidea  sieh  von  S-(0  nm  eine  Grösse,  welche  mit  wachsendem  p  be> 
liebig  gering  wird.  Nehmen  wir  non  TUr  Nirgend  einen  Tnäexinniipnnkt 
einer  beliebigen  Fanetion  F  in  Gleicbaog  1).  Ks  lassen  sieb  nach  Frühe- 
rem Zahlen  9,,  f,«  ...  Ai  inf.  angeben,  derart,  dass  derselbe  Pnokt  T 
anch  in  die  Spitze  dos  ffi"",  7j**"  Gliedes  n.  s.  w,  von  S{y)  tu  Gleicbaog 
1)  fällt.  Setzen  wir  nnn  2m-^l  =  n^^i  nnd  nehmen  wirp+1  nach- 
einander =  ;,,  7,  n.  a.  w.,  to  wichst  das  g^**,  9,**  n.  s.  w.  Glied  von  T^ 
ins  positiv  Unendliche.  Die  fibrigen  aber  haben  zusammen  snr  Grenze 
den  Wertb  der  Function  /*(/)  im  Pnokte  T.  Mithin  wichst  bei  dieser 
Weise  des  Zanebmens  von  m  der  m**  Stnfenwerth  der  ganacn  ans  der 
Function  f{y)  abgeleiteten  Fonrier^ sehen  R«?ihe  ins  positiv  Unendliche. 
Die  Reihe  kann  aber  nach  XI  nicht  wirklieb  — +  do  sein;  es  kann  hier 
nnr  der  Fall  vorliegen,  wo  die  Reibe  unbestimmt  wird.  Es  mtiss  also 
möglich  sein,  die  Zahl  m  in  anderer  Weise  aanobmi^n  zu  lassen,  so  daM 
der  m**  Stafenwertb  nicht  Ins  positiv  Uucndliche  wuchst. 

IIa  die  Reibe  io  allen  loflexionspunkten  eines  jeden  Gliedes  der 
Reihe  £(7)  Gl<*ichnng  I)  unbestimmt  ist,  so  ist  sie  in  Punkten  u^be^timmt, 
welche  die  ganze  Kreislinie  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  terlegen. 
In  keinem  dieser  Punkte  hat  die  Function  /"(f),  aus  welcher  die  R«tbe 
abgeleitet  ist,  einen  DiGTereDtialqnotienten  von  hrstimnatcm  endlich 
Wertbe;  deoa  in  einem  Punkte,  wo  sie  em&n.  aulcb«a  hätte,  oitts 
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>ihe  narh  AVtT  oonvergi^iit  scio.     Die  FunetloD  fiy)  ist  alsn  id  Punkten 
lnxion«lo«,    vrelohe  die  Kreislinie  in  Ualcr  anflndlich  kleiito  Thcile  zer- 


Nelitneii  vir  jetzt  den  Punkt  T  in  dei  Mitte  einet  Halbwolle  de» 
ti'+I)'**'  Gliede«  de«  Slnfenwei-tbes  If'm-  Diese  Halbwelle  sei,  von  der 
SpitKc  an  nach  linkfl  get«clinrt,  die  r/*  nnd  g  eine  nngeradp  J^nhl,  ko 
d&M  also  dieselbe  oberhalb  dRr  Kreislinie  liegt.  Nehmen  wir  wieder  den 
Ponkl   T  «U  Anfangspunkt  für  y,  so  ist  das  (A'  +  I)"  Glied  von   tf^m 


rfy. 


Vir  xerlegen  dienes  Integral  in  awei,  von  welchen  das  eine  sicli  vom 
Ntülpanktc  ans  nach  beiden  Seiten  bher  gleiche  Bögen,  und  zwar 
aach  der  einen  Seite  his  zur  Spitze  erstreckt ,  während  das  andere  die 
Wtden  ebenralla  gleichen« Bügen  von  da  bis  zam  Punkte  T'  nmrnmit.  In 
4mmui  Punkte  hat  F'{f'j>-\.tt"r  i^)  einen  Nullpunkt  und  In  flexi  nnepunkt, 
m  sei  denUf  dass  znfjlllig  die  Spitxe  in  denselben  6ele.  Hithin  ist  ioner- 
kalb  der  Oreozen   dr«   zweiten  Integrals   von   diesem  Paukte   ans  nach 

Wdn  Seiten  in  glelobeo  AbstXndeD  ^'(/'^■(■i,  n^^i),   tin^  und  sfn-^^f 

nigftgengesetzt    gleich.      Der  zweite  Theil    des   lotegraU    verschwindet 
liaber.    Dagegen  bat  innerhalb  der  Grenzen  des  ersten  Tbeils  vom  Punkte 

tau  nach  beiden  Seiten  ^(^^4.1,  N^^t)  gleiche,  ti»^  uod  *»"-^-'y  ent- 

|l|«ng«fletate  Zeichen  und  der  zweite  Tlieil  wird  daher 


(p-i) 


«p  +  i 


n 


sin 


"/+! 


t,  vtiiD  wir  den  Integranden  =C  setzen, 

«  „     w  „     w 

3- 3 

**/■+'  _''*'i  '  "•+1 


^JQ'iy^-f<JdY-\-JQdy+.    .. 


t. 


n  _w_ 

^•d«    diewr    Integrale    umfasst    sowohl    von    F {h^^\,  "p^i),    als    vun 
""  j- j-  «ine   ViertclweJIp.     Ja  dem  ersten,    dritten,    (Unfl«n  1».  %.  ■«, 


'b^eo  F(hp^i,np^\)  Dod   tm-^—y  gleiche,    io   dem  Rwoiten ,   viertcST 

secbsteD  n.  s.w.  eotgpgea gesetzte  Zrichoo;  die  iDte^rnle  ntnd  'latier  Ab- 
weeiiselnd  positiv  und  negativ.  Vcrgtßiclit  inao  xwei  Bufeianodfrfülgfndu 
nnter  einander,    lo    erkennt    man    leicht   dtircli   Verzniclinnitg  der  beiden 

'Wellenlinien,  daes  die  Wcrtbe  des  Prodncts  F(kf  ^^^  iif^i). tüi -^^  y  in 


umgekoLrteT  Reilionfulgo  glotcb  siud. 


Da  soD  sin  ^  stets  saninuBt,  so 


nebmen  die  Absolntwcrtbe  der  Integrale  ab.  Die  Kcihe  ist  daber  nSne 
abnebmeod  alternirende  und  somit  geringer  als  das  crito  Glied.  Lctst«' 
res  »ber  wird  für  p3=<x  mit  ^p+i  uneodlicb  gering.  Dabei  kann  der 
Pnnkt  7*  immer  der  nAmItche  Ijiciben;  denn  wenn  derselbe,  wie  iiogenotn- 
men,  in  der  Hitte  einer  Halbwrlle  von  ^(''^-fi i "p^-i)  Üeglt  so  liegt  or, 
da  diene  eine  nngeiade  Ansabl  von  Hnlbvellen  aller  späteren  Gliftder 
amfasttt,  auch  in  der  Mitte  einer  Ualbwelle  eines  jeden  spStereo  GHedo*. 
Indem  man  also  für  m  iiacboinander  n,,  n^i  ...  in  in/',  setsl,  coavergtrt 
da8  (/»+!)*•  Glied  von  1f'„  gr-gen  0.  Die  Summe  der  vorbßrgebenden 
aber  convergirt  gegen  einen  beiitimmten  Werth,  nKmIich  denjontgen  von 
F{y)  im  I'nnkte  7.  and  die  Snmme  der  folgenden  gegen  Nall.  wae  Beidei 
auf  dieselbe  Weise  gezeigt  werden  kann,  wie  in  dem  vorigen  Falle.  Die 
Fonrier'acbe  Kfibt!  bat  somit  in  diesem  Kslle  einen  beätimmlen  end* 
lieben  Wertb,  nSmIicb  denjenigen  der  Fonclion,  aas  weleber  sie  ab- 
geleitet ist. 

Die  hier  betrachtete  Function  bat  aUo  die  merkwürdige  Eigenschaft, 
dau  sie  fOr  gewisse  Pnnkte,  welcbe  die  ganze  Kreislinie  noendliob  klein 
tlieiton,  divergent  aod  für  andere  Pnnkte,  welche  ebenfalls  überall  ein- 
ander nneudlicb  nah«  sind,  convergent  ist.  (Jebrigenii  bat  auch  in  leta- 
leren Punkten  die  Function  keinen  bestimmten  endlichen  DifTerenttal- 
qantienten.  Vielmehr  Iftaet  sich  nachweiseD,  daas  dieselbe  in  allen 
Pankt<:-n  obuo  Ausnahme  flaxinnslo»  ist.  Ks  sei  nVmlicb  M  ein  beltehiger 
Punkt  der  Kreislinie.     Man  nehme  links  von  J  einen  Pnnkt  A  und  btld« 

m)  —  f(a) 
den  Quotienten   — j— .     Es   ist   n  aeigen,   dasa  der  Pnnkt  B  sich 

dem  Paukte  A  so  uHhern  kann,  dois  dieser  Qaotient  In«  Unendliche 
wSchst.  Der  Punkt  ^  befindet  sich  In  irgend  einer  Halbwelt«  von  F^. 
Man  lege  den  Punkt  A  iu  den  Maximalpnnkt  der  uAchsten  Halhwelle 
oder,  falU  dieae  sufUlHg  in  einer  Spitze  anfangt,  der  aweitnJichsteD 
Halbwellp.  Der  Abtrand  A  — n  der  beiden  Pnnklp  ist  aUo  wenigstens  =-^ 
und  höchstens  =}  WellcnUngcn  and  der  Differfnzqnoiieni  von   F^,  ab* 


gesehen  vom  Vonteichen ,  betrKcfatlicber  aU  -«"/""o^"^ 


I 

t 
I 
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Der  Differena* 
qnottent   Ii^end    eines   früheren  Gliedea  F^  ist   immer  geringer,   (kifl   der 


'tthrnfitin. 


Dtialtjaolient   doselbcD   io   cineni  Nnllpankto,   d.  h.  gennger,   als 
Der  DilTcrenzqaoli^nt  für  sllmmtlicbe  frühere  Glieder  sasatnmen 

^AbumIi  geringer  al« 

2 

—  (A,_  I  "p  - )  +  Ap_, n, _i . . .  +  Ä,p,) 

Dfe  1  vacbseo    nno   so   stark,    dass   ftlr  ;)  =  oo  dieser  Aasdrack   gogeo 
:^-'   veracbwindet.     Waa  abor  irgend  eine«  der  auf  F.  fotgen- 


oi^ 


drg  Glieder   /"^    betrifft,    so    ist    der   DiffeienzqudtJent    desselben    uicbl 


btiilehtlieiier    ala 
9s 


mitbiti     nicht     beträcbllicber    als 


2J, 


2hf,n 


FUr   säinmtlicbe   auf  Ff,  folgende  Glieder   zasammon    ist 


du  ift  UitfercDzquotieot  nicht  beträchtlicher,  als 

L»/     '      +— J— +    ). 

TH  ueb  FrübttriMn  l'ilr  p  =  <Xi  offeubar  unendlich  gering  wird.  Laut 
Mo  «Iso  p  108  Unendliche  wachsen  and  giebt  man  immer  dem  Punkte 
'  dit  obrn  beschriebenen  Lagen  in  Bezng  auf  die  Halbwellen  von  Fj,, 

M  wichst  d«r  Differeniqnotient  — -— ins  Unendliche;  die  Fanction 

f\j)  hat  daher  in  dem  willkürlich  gcwAhltcn  Pnukto  ^  keinen  bestimm- 
m  Midlicbco  DifTerentialquotienten. 

XX,  Es  erübrigt  noch  die  Erörterung  dür  Frage,  ob  eine  Func- 
tiM  f(y)  Ton  dpn  bisher  voraosgeaetzlen  Bigt^nschafton  anf  mehr  als  eine 
WiiM  In  eine  trigonomotriscbc  Kcihe  entwickelt  worden  kann.  Wir 
«ndfn  nn«  hierbni  anf  pinen  Satz  stützen,  dasH  unter  gewiiucn  Vnrans- 
ntcongen  nur  eine  einzige  Function  v  fxistirt,  wrlchß  den  in  Xf  geatell- 
tn  Bedingungen  geuBgt.  Uieeer  Sals  iet  an  der  S.  207  erwähnten  Stelle 
bnriaiirD  worden.  Da  jedoch  die  lUndfunction  hier  weniger  etngescbrKnkt 
ijt,  so  darf  drm  Rjtndwertbe  von  r  an  den  Unstctigkeilsstcllon  hier  kein 
M  weiter  Spielraam  gestattet  worden,  wir  es  dort  gescbelien  ist.  Wir 
tvUtc  dechalb   dem  betreffenden  J^atze  jetzt  folgende  Fassung  geben. 

Ausser  der  Function  r  in  XI  Gleichung  2)  giebt  es  keine  andere, 
••Üb«  im  Innern  tlberall  bestimmt,  endlich,  stetig  ist,  nach  allen  Kicb- 
iiog«tt  bestimmte,  endltcho  nud  stetige  Flnenz  besitzt,  der  Gleichnng 


gonUgt  nnd  (ibitrdica  die  EigenieliaPt  hat,  daas,  wenn  Irgniicl  «in  Rjwd- 
punkt  fi'  in  einen  nucli  no  kleioen  Bogen  l'Q  eingrHclitouen  wird  und 
ein  Pnnkt  0  «ich  aqs  beliebiger  Richtung  dpm  Punkte  0*  nilhoit,  der 
oralere  so  nahe  rd  letzterem  geDommen  werden  kaoQ,  dasii  bei  noch 
weiterer  AnoShemng  der  Werth  von  p  im  Punkte  0  otetd  ein  Mittlcrcf 
Bwischen  dem  grOasten  nod  kteinaten  Wertlie  der  Kandfnnction  ({y')  itn 
Bogen   PQ  bleibt. 

Bewei«.  Es  aetcn  p,  oad  v^  zwei  Functionen  auf  der  Kreisä&che, 
welche  beide  obigo  Eigenscbaflon  baben.  Ferner  aet  n  eine  beliebige 
ganze  Zabl.  Auf  sKmmtlicben  Tlieilb^gen  n^**  GrUsse,  sowie  auf  aAmmi- 
liehen  Zwischßnbtigen  n**>'  Ordnnng  nebinen  wir  Ansschnitte  uud  aiehoD 
aowohl  nach  deo  ütenzpnnklen  der  Theil  -  nod  Zwiscbenbägcn,  ala  nacli 
den  Endpunkten  der  'i'heilbogea-  und  ZwiechonbogfnauMchnitte  lladieu-, 
welclie  also  jeden  der  2nm  Kande  conceDtrisclien  inneren  Kreise  in  ent- 
sprechende nSgen  tlieileu.  Die  Tbeilbogcuaassvhuitle  («etaen  wir  znsam- 
mcn  =<4,  die  Auaatiboitle  derjenigen  Zwiacbenbligen,  in  welchen  (d.  b. 
in  jedem  einzelnen)  die  Differenz  des  groittilcu  und  kleinsten  Wer- 
thoB  Ton  f{^)  geringer  als  eine  bestimmte  Grösse  \i  ist,  znsammon 
=sZ,  die  tlbrigen,  in  wnlchcD  jene  Differenz  wenigstens  =  ^t  und, 
falls   der  betrAclitUchste  Werth,   der   in   p,    nnd   r,  überhaupt  vorkommt, 

V  V 

2 
also  Theilbogen-  ond  Zwischen  bogen  reate  znsammoD  =  A. 

Wir  nohTDun  einen  zum  Kande  concentriscben  Kreis  dem  Rande  so 
nahe,  dass,  wenn  man  anf  jedem  Radins  eines  bestimmten  Theilbogeo- 
Aoascbnittei  in  dem  von  beiden  Kreisen  begrenzten  Ringe  die  beträohl- 
llchste  Differenz  f,  — /Xjr)  bildet,  keine  von  diesen  Differenzen  betrXchl- 

licher  Ut,   als   eine  vorher  gegebene  sehr  geringe  QrOsse  -=-.     Dies    ist 

mSglioh;  denn  wenn  man  den  conccntrisehon  Kreis  sich  dem  Rande  ohne 
'''Ende   nHhem   l&sst,    so   können    In   keinem   Pnnkte   dio  Werthe  von   r, 

suletzt  mn  mehr  als   -^  von  /*(/)  vorschieden  bleiben.     Nachdem  das  ge- 

Bcheben  Ist,  wird  derselbe  Zweck  dnreb  weitere  Vergrßssemng  des  con- 
ecntrisohen  Kreises,  falls  eine  solche  noch  nöthig  ist,  anf  einem  zwetten 
Theilbogenaosschnitto  erreicht.  Und  so  fori  bl«  zum  n^  Ebendasselbe 
wird  dann  für  die  Function  r,  bewirkt,  so  das«  also  e^  nnd  e,  in  keinen 

Funkte  der  Theilbogen  ausschnitte  um  mehr  als  ■=■  von  /'(}')  verschieden 

■ind  oder  bei  weiterer  VergrössertiDg  des  eoneentriscben  Sretaea  Irgend 
einmal  veraohieden  werden.  Die  Function  (*,— r,,  welche  wir  mit  m  be- 
leicboen  vollen,  ist  dann  an  den  erwihnten  Stellen  am  nicht  mehr  ftl* 
<  Ton  Null  rencbieden. 


•^  genannt  wird,  hacbstcus  «  ^   ist,  zusammen  ^  z,  alle  übrigen  BKgen, 


"W.  YBLTUANir.  S3t 

Kthmen  wir  jetat  üne  Ühaltcbe  Operation  in  Bezug  »of  den  Ana- 
•rkitti  irgrnd  eiocB  der  Zwiachcnbiigen  vor.  In  dlecica  ZwiBclieobogen 
■^  die  grÖMtte  ÜtfferetiB  der  Wcrtbo  von  f{y)  ^ringer  all  eioe  GrÖMO 

2  Kla.     Wir   können    also  jeden    Punkt  des  AntscbaUte«   in   einen   so 

Urion  bogen   cinicbliosscD ,   d&u  in  diesem  j«deir  Wertb  von  f{y)  von 

im  Verlbe   in  dem  Punkte  um  weniger  sla  -^  voricbiedeo  tat.     Indem 

«ir  alfo  nStbigen falls  den  conconlriiicbeD  Kioi«  oocb  weiter  vt-Tgrössern, 
kGcDea  wir  erreicheD,  d&ss  iu  tleui  Ausscbuilte  des  Kreisringes  iinf 
kimm  Radiu»    die  Wortbe   von   »,    eicb  von   irgend   otoem   der   beiden 

(gltielMO   oder   verscbte denen)  Wertbe  von  f{y)  um  mehr  als    ^    noter- 

ichdden.  Bbeodueelbe  kann  dann  aucb  fUr  Vy  erreicbt  werden  nnd  dio 
DtSareo»  r,  —  c,  ^^a-  ist  daher  in  dem  botreffendeD  Bereiche  aa  keiner 
Sttllo  betrKchtltcbor  aU  l.  Indem  man  die  nümlicbe  Operation  der  Reihe 
null  ueb  für  die  Qbrigeu  Zwischoobfigen,  aowie  für  sXntmliicbe  Reste 
TtratBiBit  and,  je  nach  der  Art  dieser  Bögen,  für  i  entweder  ^  oder  V 
■iaal,  erreicbt  man  scbliesslicb  Folgende!. 

In  dem  Ringe  zwiacbon  dem  Randkroiae  and  dem  concentriacben 
Kniie  i«t  in  den  Thcilbogonanaachnitton  v^  —  r,  =  iir  an  keiner  Stelle  be- 
trlcJilHcher  ala  e,  in  den  Äuascbnitton  derjenigen  ZwiecbenbÖgtm,  welcbe 
Huunm'tn  ^Z  sind,  an  keiner  Stelle  betrücbtlicber  als  j^  nnd  in  den 
AiMebnitteo  der  Qbrigen  Zwiacbenbögen ,  sowie  in  den  ßesteo  überall 
aMrt  betrieb  ilicber  ala  K, 

Bilden   wir  jetzt  das  Integral    /  ^  dy^  ao  besteht  davselbe  ana  vier 

0 
Tkfilen.  Das  Integral  Qber  den  Tbeilbogonanasclinitten  ist  geringer  als 
äi,  über  den  Ausschnitten  der  Zwiscbenbögen  erster  Art  geringer  als  Z^^ 
Ibsr  den  Aassebnitten  der  Zwiscbcnbögen  zweiter  Art  geringer  als  zT, 
is  den  Übrigen  (den  Resten)  nicht  betrnchtiicbor  ala  AT,  iu  allen  znsam- 
Ma  demnach  nicht  betTMcbtItcbor  alti 
^HL  +       +       -f-  + 

W  Die  OrÖesen  J,  Z  nnd  V  geben,  welche  Grfiaae  ancb  {,  n  nnd  die 
I  Bogenreata  haben  mögen,  Über  boatimtnto  Wertbe  nicht  hinaus.  Man 
I  Hkse  nun  suent  die  Bogenroste,  also  fi  sehr  klein  und  {;  geringer  als  R. 
■|hlano  nehme  man  »  so  gross,  dass  :  geringer  als /f  wird;  endlich  lasse 
BHi  den  eoncentriseben  Kreis  sieb  dem  Rande  so  weit  nKbem,  dass  s 
■  gtriager  wird  als  ft  nnd  dasa  zugleich  diejenigen  GrOaseDbe Ziehungen 
I  tfattfiaden,  welche  eben  in  Erziehung  anf  die  Zwischen bogeiinnssphuillo 
I  Md    di«   Ss0te   MJg    dureh    VergrÖU9T9ng    des   coucenVT\Bc\t«n   12..^%««% 


eirajchbar  nacfagowieseD   sind.     Letsteres  ist  nnttiweDdigi   um  bplt«opU'n 

tu   künnen,   tlags   das  Intfgral   über  dem  coocentrisohou  Kreies  );ftrln|(«r 

iBt  und  bei  weiterer  Vorgröicerang  diewa  Kreisos  stets  geriagnr  bleibt,  «U 

+        +     +  + 

At+Zt  +  zV+RV. 

Dieser  Aasdruck  aber  ist  jetst  geringer  «ts 

^ 

Da  R  bellobig  klein  genommea  werden  konnte,  so  iiti  biennit  niicbg<^wi«- 
Ben,  duB  der  concentriscbn  Kreis  so  nnbo  dem  Raudo  genomuion  werd«<n 
ix 

kann,  da«    Ik-'^Y  beliebig  gering  ist.     Nnn   hat  aber  dioaee  Integral 

0 
auf  allen  cnnceutnscliAu  Kreisen  deoeelbeu  Wertb  und  zwar  deujonigäu 
der  Function  "j  — »"a  im  Mittelpunkte  dos  Ktcisce.  Dieser  Wcrtb  ist 
daher  =  0.  Um  dasselbe  anob  FUr  irgend  einen  andern  Pnnkt  der  Kreis- 
fliehe  sn  zeigen ,  bringe  uisn  diesen  durch  blereugrajibiscbn  Prajoction 
dea  Kreisea  auf  eich  selbst  in  den  Mitlelpuukt,  Die  von  der  Fnoction 
f{y)  Toranagesetxten  wesentlichen  £igen8chaften  werden  hierdurch  nicht 
geändert.  t>ie  Punkte  des  Umfang»  vorscbtebon  sich  ant  diejiero,  ohne 
aber  ihre  Kcibcnfolge  xu  ändern  und  uhno  dass  irgend  zwei  soiiRmuicn- 
fallen,  die  vorher  getrennt  waren.  Die  Tbcilong  durch  tTuBtetigkuits- 
pnnkte  behült  aUo,  abgesehen  von  der  Gröese  der  StetigkeitsbBgeo ,  ihren 
wesenllicheu  Charakter.  Nnr  die  Grösse  der  Tbeilbögen  ändert  sich  and 
damit  möglicherweise  auch  die  GTÖisenordnung.  Jedoch  kann  tmm«r, 
wie  gross  auch  eine  Zahl  "  sei,  eine  andere  Zahl  m  eo  grosK  genommen 
werden,  dags  keiu  Stetigkeitsbogen  m**''  und  höherer  Ordnung  unter  die 
N^  Ordnung  herabsinkt.  Hierans  folgt,  dass  anoh  die  Bedingungen  der 
IntegrabilitKt  der  Function  f(y)  beeteben  bleiben.  Die  Function  Pj  — »j 
Ist  demnach  Überall  =0;  die  Functionen  r,  und  e,  eind  identisch.  Die 
Fnnction  t>  in  Gleichung  1)  ist  daher  die  einzige ,  welche  den  gegebenen 
RandwoHb  /"(y)  bat. 

SXl.  Ueber  die  Randfunctiou  f{y)  und  des  Raudwertb  von  v  mögen 
dieselben  Voranssetzungen  gemacht  werden,  wie  iu  XX,  jedoch  sollen 
Äuenabmen  von  denselben  stattfinden  in  Funkten,  welche  auf  der  Kreis- 
linie eine  zweite  Thcilung  bilden.  In  diPHon  Punkten  soll  es  den  Kand- 
wertb  von  e  geatattot  aiüo,  aus  den  Schranken  von  f(y)  heranszatrelon. 
Unter  folgenden  Bedingungen  liUst  sich  dann  der  Satz  XX  noch  atif* 
recht  erhalten. 

Wenn  b  und  j;  zwei  beliebig  geringe  Grössen  sind,  so  kann  immer 
eine  ganze  ZabI  n  so  gross  angenommen  werden,  dass  die  Summe  der- 
Jeoigeu  n'""  Zwischen b&gen  der  nrnen  Thetlung,  in  welchen  irgendwo 
der   betrticbtliehite    Unterscliied   der  äcbranken    iles  Handwerthna   von   p 


tuä  4oij«nigen   der  Pnnction  /'(/}   bctrficbtl icher  nlv  £  iit,'  gpringer  rIh 
*  mi, 

Du  BewebvorfnlireQ  ist  dasielbo,  wlo  in  XX.  LJtMt  man  auch 
iitn  EiD«cbrilukang  rallen ,  bo  gilt  d«!  Satz  Dicht  mehr,  wofür  nodi  Toi- 
gtadn  Bpiepi«!  angeführt  worden  aag. 

Anf  der  Kreislinie  inßgo  die  Id  VIl  heschriebeDe  Tbeilnog  angenom- 
nra  werden.      ICk  bdII   eint;  FitnctioD   p  auf  der  KrfiNflücho  beistimmt  wer- 
dia,  ««lolii»   am  Raade  ilborall  =0  wird.     Nor  in   deuj^nigeo   Puokleu, 
vpklie  imiDPr  zwiecben  zwei  TbcIlbJJg^n  liegen,  sowie  in  den  Endpnnk- 
tra   der   IftzU'ren    soll  m  der  FnocUun  ■'  geblattet  »ein,   andere  Wi>rthc 
[«aaanehmOD,  welch«  jedoch  nicht  nm  mehr  alii  I  vun  Null  verschieden  sind. 
Man  aet-AQ   Jio  Kunctiun  /*(/)   auf  den  Tbrilbiigen   bis   itur  n""  GrtisM 
0,  in  den  ZwischeobSgen  n"'  Ordnung  gleich  einer  ertoatanten  Grösse 
1  vnd  beatimrao  eine  Knoction  v  nach  der  Gleichoiig  2)  in  XI.     Indem 
man    nan    n   wachsen   lüaet,    winl    df<r  Wi'rtb   dieser  Kunetion   f  in  jedem 
inarm   Punkte  sich   einer   beetimmten   Orense  nahem.      Die  Randfanction 
rty)   ändert    aicb    uämlicb    hierbei    fuitwÄbrend;    aber  die   Aeuderougen 
vndm,  weil  die  Samme  der  noch  biozukomtnendea  Theilbögen  bpjiebig 
ftriag  wird,  yuletzt  der  Art.  dase  sie  zn  der  Konction  p  verschwindende 
Batrige  liefern.     Die  Grenawertho  von  v  rUrn  =  OD  bilden  eine  Fanctiiin« 
nkbe    im   Innern    des  Kreises    die    in   XI   verlangten   Kigeuschaften   hat, 
«i"  (ich  leicht  nacbweiiien  Ittsst.     Uass  der  Bandwcrth  in  einem  Innern 
F^kte  ohiRa  Tbeilbegens  =0  wird,  ergiebt  sieb  oacb  der  in  XI  gezeig- 
te! Weise  des  Uebergangs  nach  dem  Rande.     In  einem  Punkte  dagegen, 
iti  bei   noch  so   grus^em  n   zwischen   swei  liieilhägen   liegt,    wird  der 
Baadwerth  =  a   and   im   Endpunkte   eines  Theilbogens   ist  derselbe,  ja 
Dscfa  der  Bicbtang  der   Annäherung,   verschieden,   Hegt   aber  zwischen 
Snll  und  <t.     Wenn  o&mlicb  in   Fig.  1   der  Punkt  Q  ein  aidclier  ist,  wel- 
fiuT  immer    swischeD    zwei  TbeilbÜgen  liegt,    a»  wird,  je    nSher  0  dem 
RaodR  int,   der  Bogen   DE  unr  Theilbogen   ana  nm  ao  «{ittleren   Kinechal* 
Hmgcn   euthalteo.     Um   ao   kleiner  ist  also   aach   der  Tbeil  des  Bogen» 
bBf  welcher  ans  TbeilbÖgen  besteht  im  Vergleich  zu  dem  ganzen  Bogen* 
Buil  an  so  kleiner  sind  die  Winkel  ili,  die  zq  den  Theilbogen  gehttren, 
ta  Vergleich    des    zn    dem  ganzen   Bogen    gehörigen   Winkels   =  n.      Der 
Biitng,  den  die  Theilbägen  tu  dem  Weribe  von  t>  im  Punkte  0  lierera, 
«vnebwiadflt  also  znleut  nnd  dieser  Wertb  hängt  immer  mehr  von  dem 
WtTthe  f(y)  =  a  in  den  Zw iacben bögen  ab.     Der  Rundn-erib  kann  dem- 
ucb  onr  s=  a  sein.     Indem   man    nun   fUr  n  beliebige  Weilbß  zwischen 
^  mi  l   nicunl,   erhült  mnu   ebensoviclo  verscbiodeno  Functionen  »,    die 
<ka  gagebenen  lUndbedingungen  genügen. 


XXII.    Wenn    eine  Function  /(y)  'von   den  in   XX  Torannfgesetztcn 
kff/r    tJarrh  finr   rngonooietriscbe   Reibe   daxalcAVe^i  Viftsl, 


derart,  dnss  din  Boibo  fUr  ftllo  Werthe  von  /,  ftir  welche  f{f)  eiD6D  eJD* 
zigen  teslimiolen  Wertk  liKt,  coavergfnt  uod  =f{if)  ist,  an  allco  den- 
jenigen  Slcllen  aber,  wo  f(y)  nicht  eioto  etnsigea  beslimmlcn  Werlh  liat. 
binrf>ich«nd  bobo  NXlirrangy«rerthe  der  Ueilie  immor  swiichen  den  b«- 
unülibnrleo  Wertben  der  Faaclion  lingoD ,  so  kann  die  Fnuctiuo  utobt 
uoub  durch  «ine  andere  trigODomctrtBclie  Reibe  in  gleicher  Weise  dar- 
gestellt werden. 

Beweis.  AngcnommoD,  die  Function  fiy)  sei  in  obiger  Wc^tse  dar- 
gestellt durch  die   beiden   Keihen 

'*!  —  ***+  "i  "^«(y  —  0  +  "j  cos%.{f  —  t)  .... 
y?,  <=  6„+  A,  ««(,-/)  +  fr,  c««2(y- 1)  . . . 
iJio  Hethen 

^r  =  "O+Olf  fM()'  — /)  +  a,r' CTWS(JF  — I) .. ., 

ß,  =  h^  ^-A, r  cos(y - 1)  +  A,r' co*2(y-0  . . . 

sind   dann   filr   r^l,   also   im  Innern    der  KreisflScbe,   stet«  conTergeat 

Qnd  stellen  Functionen  dar  mit  Eigeuttcbafteii,  welche  in  XX  Ton  r,  und 

Vy  Toranagesctzt  wurden.     Sie  genUgen  nkmiicb  der  Gleichung  ~r~i'\"T'\ 

^0  and  verbalton  sich  nach  II  und  V  anch  bot  der  Annäherung  an  den 
Rnnd  wie  jene  KnnctioDen  v,  und  9^.  Hieraus  folgt  aber  der  Sal« 
nach  XX. 

Der  Satz  läsit  noch  folgende  Erweiterung  zu: 

Auf  der  KrelBlinie  mSge  ausser  den  Unstetigkeitapunktcn  von  f{j) 
eine  beliebige  zweite  Theilnng  angenommen  werden.  f{y)  soll  durch 
eine  trigoaometrincbe  Reihe  dargestellt  werden  derart,  daas,  wenn  h  nod 
(  xwei  beliebig  geringe  Grössen  sind,  n  hinreichend  gross  genommen 
werden  kann,  damit  die  Summe  der  Zwiechenbßgen  dieser  zweiten  Thei- 
luDg,  in  welchen  die  Schranken  der  Reibe  an  keiner  Stelle  nm  mehr  als 
t  Über  die  Schraukeo  von  f{y)  hinansgebon ,  geringer  als  b  wird.  Es  Ist 
dann   nur  oiuo  solche  Reihe  möglich. 

Gestattet  man  der  Reihe  weitere  Abweichnngen  von /(/),  so  gilt  der 
Satz  Dicht  mehr.  So  kaon  z.  B.  eine  Function  /(}-},  welche  constant  =0 
ist,  auf  mehr  als  eine  Weise  durch  eine  Reihe  datgestellt  werden,  welche 
in  den  Ansnahmepnnkten  deB  Beispiels  in  XXt  beliebige  Wertbe  zwi- 
schen 1  nnd  0  erhalten  darf.  Man  erhNlt  die  Inte^grale  der  Reihe  in 
derselben  Weise,  wie  deo  Grenzwerth  von  p  in  XXI.  Fttr  veracbiedane 
Wortbe  von  a  wird  die  Reihe  verschieden. 


i 


Die  Fourier'scho  Reihe  hat  von  der  Bedeutung,  welche  man  der- 
selben ahi  DarstcUungRoiiltel  für  FuDCtionen  beilegte,  tnuner  mehr  etn- 
gebtls»t.  Dirichlet  &cbloas  blos  solche  Fanctioneu  aus,  bei  welebeo  die 
Kreislinie  durch   Uoitetigkeitspuiikte  io   lauter  uDeodlicb  kleine  TbvUe 


utltfi  itl;  TOD  dnn  übrigen  sclipint  er  goglaobt  xa  haben,  dass  die  ans 
iduJbAn  abgeleiteten  Foariflr'nclien  Koihen  in  aUcn  Punkten,  ancli 
i»  mafangiipuiikten  der  Mnxiina  und  Minima,  convcrgeiit  Heien,  Herr 
DiBois-Krymond  hat  grzeigt,  daas  Letzterrs  nicht  immer  der  Kall  Ul, 
tu  iber  der  Anwendharkeit  der  Fnnrier'scben  B(*ifac  als  Darelelluugs- 
»itel  ßir  Fnoetionen  im  Grande  keinen  KintrAf;  ibut.  Sie  wird  nim- 
M,  vie  hier  gezeigt  worden  ist,  aacb  in  solclien  Pnoktcn  DiemalB  un- 
«dlieh   groM;    sie    theilt    vielmehr   nnr   mit   anderen    DarHfelInngen    von 

KiaelioDea,  %■  B.  ,  die  Eigenicliart,  an  gewisien  ätelleo  nubeülimmt 

sc 

a  vrrden.     Wir  siod   hier  noch  einen  Schritt  weiter  gegangen,   indoin 

«ir  dargelban    haben,    dase    es    Fanctionen    giebt,    welche    durch    diu 

Foarier'sehe  Reihe,    aueh    wenn    man   ron   einzelnen   Unbestimmtheiten 

ibirUn  wollte,    nicht   daretollhar  sind.     Fa  gehören  su  diesen  anaXchsl 

ihiBBtliche  nicht  integriihare  Fnnctiooen.     Wie  hier  durch  Beiepicle  go- 

m^t  worden  ist,  kommen  solche  Fanctionea  noch  nntcr  denjenigen  tut, 

nichc   an    keiner  Stelle   snsammonhftngend    unstetig   sind.     Wollte   man 

tkitgcuH    nur    die   Tbeilhogonwerlho    solcher    Fuactiunen    darstellen,    so 

itnie   daa    durch    die    Fonrier'sohe    Reibe    geschehen    köDnen;    man 

lina«bte  an  dem  Ende  nur  die  Integrale  der  Reihe  blos  Über  den  Theil- 

Mfio  an   ncbmco.     Anch   dies   ist   aber   nicht  mehr  mSglich  hei  einem 

Tbile   derjenigen    Functionen,    boi    welchen    ansamroenhüngendo   Bügen 

iattüi  flnxioaalofie  Pankte  in  laaler  unendlich  kleine  Tbeile  getheilt  sind* 

L^e  Endlichkeit   der  Function    roraufgeaetzt,    wird   zwar   auch    hier   die 

B«ibi  niemals  auendlich  gross,  aber  sie  kann  unbestimmt  worden. 


X. 

FerspectiTiBche  Studien. 

(Kttchln^  tu  ticni  AuCaabic:  „Uvlicr  üie  UruDdiirindiiien  der  LiticiLriKrr»pccUvo ' 
im  XXVT.  Bande  <lie««r  ZetUchrift.  1881,  8.  S7S.) 

Von 

Prof.  Dr.  Guido  Hauuk 

UDmHb. 


In  dem  nbeng« nannte II  AnfKiitzc  habe  Icli  mich  vorwK'grnü  nit  ärr 
DiscDssioD  des  ..coltinrarper^pertirisrhen"  Syst^n»  berasst  und  h«b« 
tnich  hmsictitlich  d(>s  .,cunformperspertipifchen"Sy8lcttiA  auf  einige 
Bemerkungfiii  bcsclir&tikt,  vrelcho  Ap.b  Zweck  faaltm,  die  B«r«i:1itigliag 
dieses  Sy«t«iu»  von  rein  togiitcliem  Gestclitspunkt«  ausser  Zwifel  zq 
«(■tzPQ.  Die  Frage  nach  der  Hst lietiachcn  ZtilKssigkßit  blieb  od 
erOrtcrt.  Indessen  tat  die  Krürterang  gerade  dieser  Frage  am  iDeisIra 
goeigoet,  die  CnhaUbarkeil  der  binberlgeD  1*bfwrie  der  Perspective  Ina 
Liebt  so  setzen-  Wir  werden  dabei  zn  neoeo  Controversen  über  daa 
Weaen  de«  S eh prne esse« ,  specieti  über  das  Wesen  des  HstbetiscliCD 
Beiicbauetia  geführt  werden  ond  werden  es  erneut  bpstutigt  6nden, 
dasH  meine  Behandlniigs weise  des  perBppctivi§chen  rrnblcins  dio  einzig 
uiöglicLe  istf  wenn  man  oicbt  einerseits  mit  der  physiologiseben  Optik, 
andererseits  mit  der  Konstwissenscbaft  in  diretteo  Wideraprtich  g«- 
rathen  will. 

Aar  eine  ErgSozung  meiaca  frUbercn  Anfsatzes  in  der  angedenteten 
Bichtang  gebe  ich  am  so  heroitwüligor  ein,  als  Icli  in  der  Lagu  bin, 
mich  dabei  tbeilweise  auf  einen  (lewkhrsmann  zu  atiitzen,  dessen  Aotci- 
ritlt  auf  dem  Gebiete  der  Perspective  allgemein  geacbtet  ist.  Ich  meine 
ßt  la  Courncrie.  Er  ist  der  einzige  mir  bekannt»  Antnr,  der  aureine 
Besprechung  der  in  meinem  früheren  AureatzK  erörterten  principiellen 
Fragen  eingebt  und  dieselben  in  wtBsenscbaftlicheDi  Geiste  hehandelt. 
Wenn  ich  auch  nicht  in  Allem  seinen  Ausichteo  beipflichten  kann,  su 
mScbte  ich  doch  wünschen,  daas  Jeder,  der  sich  ein  Unheil  ftber  die  in 
Rede  atehenden  Fragen  bilden  will,  das  Livrt  F  des  treffliehen  „Tratte 
äe  Pertpecdt^  liMvatre'^'  par  Jules  de  la  Gotirnerie*  gelesen  haben  mSobt«. 


I'knM  J859,  Dalfflood  et  Dunod. 


FerspecÜTiBclie  Stndten.    Ton  Prof,  Dr.  G.  Haücb. 


I.  Sie  Abbildonff  von  krommflftchigen  Objocten. 

Efl  Ut  bckanDl,  da«8  b«!  dor  Abbildung  von  knimmättehigan  Objeeten 
die  Kfiostler,  and  swar  unter  ibneo  die  tUcbtigstcn  Perspectiviker,  sieb  titets 
mehr  oder  weniger  bodoutcodr  AhwoichnngRo  von  der  strengen  collincar- 
ponpeeli viseben  KoraigeütMltuog  erlaubt  liabpu.     Eh  mag  genügen,  bicr  an 
die   bekanntefilpn   Deiepiele  an  erinnera:    Ginn  Kngel,    deren   pprapectiTi- 
•cher  Umri&a   «ine  P^tlipsfl  SPin  Bollte  von  um  no  grösserer  EzcentriciUlt, 
je    wfiicr  ihr  Mittrlpankt   vom  Bauptpanktf   entfernt   ist,   wird   stets   al« 
Kreis  abgf^bildet.  —    Bei  einer  frontal  stebonden  Reibe  ron  cylindriscben 
S4lilen    werden    die  Bilder   der  einzelnen   Sanlen   ntets  in  gleicber   Breite 
g«sdeba«t,   wäbreitd   nie   nacb   dem   cullinearperspectiviscbeD    Dilde  vom 
Satipipunkie  ans  nach  rechts  und  links  immer  breiter  werden  sollten.  — 
Aatb  bpi  weniger  einfachrn  FlAcben  findet  man  stet«  bewoagte  Ahweicb* 
«Dgro    von    der   centralperspeclivisclif^n    Contour.      ffe   la    GaurncrM  sagt 
Aber  dieselben  :  ..J'nüai»  poulu  eorriger  et  gui  me  ptiraissaU  incorreci,  ce  qui 
r«Mr  eertamement  ctimmc  projection  conigue,    et  j'arricms  ä  des  formes  im- 
pooiWt."  —  Am  antTiilligstPn  treten  die  Abweichnngen  zu  Tag«  bei  der 
Duvrplhng  von  menseblicben  Fignren.     Ginselfignren  «erden  stets 
nil  sn  grosser  Augdiitlanz  gezeichnet  —  nud   es  wird  die«  auch  bei  photo- 
gnplit«ebrn   Aufnabmün    beobachtet    — ,    das«    da&  Bild    als    geometrische 
Ivfrueprojeclioo  betrachtet  werden  kann.     Eine  kleinere  Angdisianz  er- 
wägt perepeetiviscbc  VerkÜriangen ,  die  „den  Geist  verwirren ,   ohne  der 
yipir  Kelipf  zn   geben".     Eh  werden   dann  femer  die  fttaflagi'fignren,   die 
in  sine  centralperKppcliviiiche  Scenerie  gestellt  werden  —  anch  in  grosser 
Ealfemang   vom  Qanptpankte   — ,   gans   in   derselben  Weise  behandelt, 
vi«  Portraiifigoren.      Die    streng   centralperspectivischen   Contoureu   niit 
Brafltsong   de»  Augpunktes   der  Bcenerie  wtirdea  nnmögliche  Formen 
flpben.   —    (irÖMere    FignrengnippPD    sollten    bei    strenger    Anwendung 
der  colltnearen  Perspective  mit  nnch   rechts  und  links  zunehmender  Uick- 
bsicliigkeit  und  mit  gegen  den  Rand  hin  immer  Unger  gezogenen  ellip* 
tiieben  Köpfen  gezeichnet  werden-     Es  ist  aber  noch  nie  einem  Künstler 
(tttgefallen,    in    dieiter    Weiso   ccntralperspectiviscb    cnrrect    za    zeiclinen. 
Allttorts    ttttd  lU  aller  Zeit  wurden   Fignrougioppen   in  parallelperspecti* 
nscber   gerader   Ansicht  dargejiteltt,    anch   wenn  die  betreffende  Scenerie 
ii  Tollkomroen   centralperspectivischer  Corrcciheit  gezeichnet  ist. 

DiMo  Abweichungen  sind  in  der  Knostpraxis  so  allgemein  anerkannt 
vnd  Sil  tief  eingewurzelt,  ilass  es  thatsHcblich  schwer  bfllt,  ein  male-  ■ 
ntches  Kunstwerk  anfzutinden ,  wnlcbi>H  von  strengem  centralperspecti- 
nidica  Standpunkte  aus  nicht  „fehlerbaft**  gezeichnet  wBre.  Hka 
Uaa  dxhrr  die«p  Ahweicbungea  nicht  mehr  als  blo«pe  Ic Unatlerische 
LicSBaen    bfxerchaea;    es    hmatielt    nch    bitT   vlelmoUt    Um    feVli  Xw\   ^\%* 


groirende«,  in  der  praktiscbeo  KuoBttihtiDg  lilgemein  BDPrktnnte«  Hrio- 
eip,  and  an  bleibt  uns  nnr  d!e  Wahl:  entweder  die  gesammte  Ennst 
sn  detavonireo  oder  dem  GUnbeo  nn  die  Unrehlb«rkeit  der  geometri* 
tcbeu  CentralperspectiTe  zu  eDtfagen. 

Würden  wir  xtu»  fUr  difs  erst«  Wahl  eatscboiden,  ao  würden  wir  «nf 
die  nXmlicben  Irrwege  geratben ,  in  welche  sich  ehedem  die  Natorpbilo- 
gopbie  vorrHDDte,  als  sie  «icli  aoterfing,  die  Natnrgegetze  aaabbXngig  von 
ibien  AeussemogeD  in  den  Naturerscheinungen  a  priori  sn  constmiren. 
Aach  in  d«r  KnostwiBsenscliaft  rnnss,  wie  üborhaopt  bei  jeder  wisaen- 
•ehaflUchen  Forsclrnng,  der  oberste  Gmodsatz  gelten,  dass  wir  Dimmer* 
mehr  mit  der  dogmatischen  FesUtetInng  der  GnindpriDcipicn  beginnen 
dUrfen.  Wir  dürfen  und  kOnnnn  vielmehr  nnr  in  der  Art  verfahrtm, 
daas  wir  das  von  der  Kunatgescbichte  nnii  gebotene  Material  von  Knnst- 
erscheinnngen  als  Beobachtongsthatsacben  anerkennen,  ans  denen  wir 
nach  den  OrnndsKtzen  der  exacten  Winsen scbafien  rückMürls  die  Darstel- 
litngsprincipien  zu  f  xtrnhiren ,  abznkIHren,  matbematiscb  zn  rnminliren 
und   pbysiologiiicb  zn   begrUndt^n   haben. 

Ich  habe  diesen  Grundsatz  in  meinem  Anfsatze:  ,.  Oie  Slfllung  der 
MntkcMatik  zw  h'iotst  unH  h'un*tH>issei>schafl"*  nSher  ausgefahrl  Anf  die 
Perspective  angewendet,  stimmt  derselbe  mit  dem  Satze  De  Ui  Coitmerir» 
llborein:  „L'expintnee  a  prononee':  etle  n  prouv^  que  ta  Projeeiion  eonique 
employee  avee  de  rertaines  precniiiont  (tonmiii  lies  reprezttUntians  eontennbies: 
ort  $'eti  toumit  ä  ta  dicision:  mnis  au  Heu  de  reronnnitre  ta  bäte  exp4ri- 
MCatale  de  Ut  Perspective,  let  auleurs  ont  continui  i  präsenter  rhppothise 
du  spectaleur  Lorgne  et  immohHr,  romme  une  stipposilion  tnute  nnlureUe,  et 
coRire  laguelle  on  ne  sauraü  elever  aucune  ohjertian  lerieusr." 

De  la  Goumerie  spricht  denn  aacb  den  Satz  mit  aller  Dnnmwnoden- 
heitani:  ..ta  perspective  äes  surfneea  est  soumise  a  des  lots  par- 
ticuiiires."  Aus  der  Vergleicbnng  einer  grossen  Anzahl  von  Konat- 
werken  leitet  er  die  praktische  Begel  ab:  man  solle  «uerst  sämmtlielic 
gerade  T^inien  in  Perspective  soticeo,  hicraDf  für  Jeden  krnmmtlftchigen 
Körper  eioen  mittleren  Punkt  J  wiblcD,  seine  Perspective  a  constmiren 
und  nnn  die  rftomliche  Lage  von  Angpankt  and  Körper  so  verUndem, 
daes  Angpnnkt  nnd  Pnnkt  /f  anf  der  Senkrechten  zur  Bildebene  durch 
Punkt  a  liegen,  nnd  zwar  im  nSmüchen  Abstand  von  der  Bildebene,  wie 
zuvor  (der  Angpunkc  unter  Umstunden  in  grösserer  Entfernung).  —  Frei* 
lieh  sind  die  nacb  dieser  Regel  erbalteneo  Einzelresuliate  nucb  mehr  oder 
weniger  zn  modificiren,  nm  sie  mit  dem  allgemeinen  pcrspecti vischen 
Ensemble  in  Zasammonstimmung  zu  bringen.  Namentlich  gilt  dies  Dir  den 
Fall,   dAU    das  krummfitcbige  Object  in   nnmittelbarer  Beziehung  an  ge- 


Vottrug,  gehiüien  am  ii«hink«)fesi  ve^Q.    Uwtin  IMO.  Cmit  ft  Korn- 


radllni^a   Detail«  steht  ( Kotati oaskbrper  mit  viereckigem  AnfsaU  oder 
Untenata,  HXalenfnas,  8Knlenkopf,  Oosinifie  etc.). 


IL    Die  coDformperapeetivUohe  Abbildnn;. 

Haa  »tiWtfi  crwnrteo,  dass  diR  physiologische  Uegriindang  der  Per- 
Iffidive  cioe  AnrklKraog  iJher  die  Ber«chti^ng  der  heaproclirn(>n  Ah- 
vaiehoDgen  von  der  strengeo  centralperspActiTiaclieo  Kichügkeit  ertheilte. 
Der  BevRis,  der  FOr  die  KRlhHtlsch«  WirkuDf?  des  peispectivischen  Bilde« 
crbneht  vird,  miisetc  sich  für  kronimtlächigß  Objecte  weniger  awingeud 
arwriieD,  als  für  ebenßHchige.  HesUtttgt  sich  diese  Brwartaog  oioht,  so 
felft  daraus  der  SchluBs,  daaa  entweder  die  Abweichuugen  wirklich  an* 
nUsiig  sind,  oder  aber,  dau  jener  Deveis  unantreffoud  ist.  Ein  Drittes 
p'«bt  M  Dicht.  —  Da  wir  tod  unserem  Standpunkte  aas  das  Grstera  nicht 
■igcben  können,   so  bleibt  na«  nnr  die  zweite  Möglichkeit. 

Aas  der  gewöhnlichen  Be^ri\iii]aii^  (Glailti fei- /ifffriinftung)  orgiebt  sich 
na  in  der  Tbat  keine  Berechtigung  für  jene  Abweichnngcn.    Vom  Projec- 
lioDscentrnm  aos  betrachtet,  erscheinen  z.  B.  die  richtig  alii  Ellipsen  ge- 
xaebDeteo  Köpfe  einer  Fignrengrnppe  wieder  vollkommen  kreisrund.  Wür- 
den dagegen  die  Figuren  alle  von  gleicher  Dicke  mit  kreisrunden  Köpfen 
^dehnrt  werden,  so  würden   die  Randfigaren   rechts  und  links  zu  dtinn 
trKheinen.  —  Man  kommt  Über  die  in  Rede  (ilehimdu  Schwierigkeit  auch 
lieht   durch   das  gewöhnlich   emproblene  Universalmittel  der  Wahl  eioar 
passen  Augdistanz    hinweg.     Di(^    Knnst  kann    nnd   will   nicht   anf  den 
dvroh   kleine    Angdistatixen    bedingten    perspectivisehKn    Kniz    versiebten. 
Xameollich    bei   Inoenräomen    erweisen    sich    kleine   Angdislanaen   noch 
nekr  aus  künittlerischen ,  als  aus  praktischen  Gründen  als  uiivermeidticb. 
(AW  Beleg    hierfür    mag    auf    Rnffnel'»   vaticaniscbe  Waadgemülde  htn* 
gawiesaa  werden,  wo  die  Augdistnnz  nur  gleich  der  einfachen  Bildbreite 
iiL     Eine  Correctur    dereelbeu    im  Sinne  einer  absoluten  centrnlperspeo- 
tiviKbeo   Carrectheit  domonstrirt  die  Widorsinnigkeit  der  ceotralperfipee- 
'tiviacban  Unfehlbarkeit  ad  ocuio$,  witbreud  andererseits  eine  Umconetmc* 
tion    Tdr   eine   gr^MPre   Augdistanx    di«   ganze  Wirknag  der  prJicbtigen 
«rcbttektonisrhen  Scenorien  zerstört.) 

Nach  unserer  Compromisstheorie  dagegen  erledigt  sieb  die  in 
Bad«  ateheadf  Krage  auf  höchst  einfache  Weise:  Wie  ich  in  m«inem 
frflWr«n  Aufsätze  gezeigt  habe,  stellt  die  Abbildung  allgemein  einen 
[Coapromias  iwidcben  den  svei  Bedingungen  der  OollinearitHt  and  dar 
'  Citafonnitlll  vor,  wobei  die  Kphtstpllnng  doB  CompromiHsmodus,  in  ana- 
loger Weise  wie  beim  Babjectiven  Anschanuagiibilde  sKlbiit,  nach  Mans- 
gaba  der  Besonderheiten  des  Object«  tu  geschehen  hat.  —  Bei  solchen 
ObJict«D,  wo  gerade  Linien  eine  hervorragende  Rolle  spielen,  also 
Job   bei  mrebitektooischen  Objectca,   wird  die  Bedilkguu^  <V«l  ^«V- 
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lincurJUt  in  erster  Lioi«  sa  bofriedigeD  lein,  und  nnr  BO««t  es  dieae 
erste  Riicküielit  gestattet,  kann  noch  der  Canrortoitüt  Rechnung  g«ira(»ea 
werden.  Hieraus  ergab  sich  uuk  da«  colli  uearpcrkpectirische 
System. 

Oaoz  audcrB  verhält  ev  sich  aber  nnn  bei  Objecten,  die  keine  geradfo 
Linien  enthalten,  aUo  bei  krn  mm  Bächig  begrenzten  Gcgenslftuden.  Bei 
Bulchen  ist  die  Cnllinearil&t  mehr  oder  weniger  gitgADBlaudaloa  and  m 
tritt  daher  das  andere  Princip,  die  Oonformitüt,  in  den  Yorderf^rond. 
Oder  f^eoaner  gefiprochen  :  Im  subjectiven  ÄDSchanangabilde  verlangt  swar 
binsichtitch  der  Wahrnebmnng  von  wirklichen  geraden  Linien  unser  Col- 
linearitStäbewnsBtsein  unbedingte  Befriedigung.  Dagegen  erweist  sieh  das- 
selbe ftir  den  Fall,  dass  nicht  direet  gerade  Linien  vorhanden  find,  bta* 
sichtlich  der  weiteren  Consequenxeu,  die  sich  au«  der  Fordemsg  der 
CoilinearitXt  ergeben  würden,  weniger  empfindlich.  £s  kommt  daher  in 
diesem  Falle  der  andere  Factor,  da«  Confonnitittaprincip,  za  crbfthter 
Gettang  and  gewinnt  über  da«  CoUinearitM^princip  die  Oberhand.  (So 
kommt  es  z.  U,,  dasa  das  «ubjective  Anscfaanungsbild  einer  Kugel,  selbst 
in  collinearer  Umgebung,  stets  conform,  das  heisst  kreisförmig  ist.)  Wenn 
nun  die  objective  Abbildung  eine  Wiedergabe  des  subjccüven  Anscitau' 
uagsbildes  sein  soll,  so  folgt  aus  dem  Gt>eagleu,  dut  such  in  dem  fSr 
die  Abbildung  einzuleitenden  Cnmprnmie«modus  bei  kmmm6ächigen  Ob- 
jectea  nicht  das  Princip  der  CoUinearität,  sondern  dos  der  Confonnitit 
wird  dominiren  rotisaen. 

Ich  habe  daher  schon  in  meiner  „Sutijfcligen  Perspertiee'*  ala  Pen* 
dant  »u  dem  rolliiifarprrspecUnsrften  System  ein  zweites  —  conform- 
perspeetipisches  —  System  aufgestellt,  welches  dnich  folgende  Bs- 
dingungseigenscbafteu  charakteritirt  ist:  J.  Bedingung  des  geradlinigen 
Horizontes,  2.  Bedingung  der  VerticalitSt,  3.  Bedingung  der  ConformitSt 
ISngs  der  wichtigsten  Linien,  nfiralicb  llngs  der  Boriionilinie  und  litngs 
der  Verttcalen.  (In  noch  höherem  Maasae  der  ConformitJlt  Rechnung  an 
tragen,  erweist  sich  als  unmöglich.)  —  Man  erkennt  leicht,  dass  die  oben 
mitgetheilte  Regel,  welche  De  la  Gotn-nerk  fQr  die  AbbUdnog  von  krama- 
BRchigen  Objecten  gicbt,  im  Kesoltat  ungefSbr  auf  dastelbo  hinanalXnft, 
wie  die  Abbildnug  uach  dem  Princip  dcv  conformperspectivischcu  Systems. 
Ich  befinde  mich  also  hier  in  vollkommener  Uebereinstimmang  mit  Of  la 
Gournerie*  xxtid  —  da  Oc  la  Gournerie  seine  Kegel  ans  dem  in  der  Knnat- 
praxis  überall  anerkannten  IJarstellungs verfahren  abgeleitet  hat  —  auch 
in   Uebereinstimmnng  mit  der  allgemeinen  Knnsipraxia.* 

*  Ich  habe  in  meiner  „SmlffaHeen  Penptxiive"  (Ur  eine  Berechtigung  der 
oonformen  Pertpectire  sogar  bei  ebenflächigen  Objecten  plaidirt,  »oweit  als 
die  hierbei  auflretende  Verletzong  der  Geradlinigkcit  da«  Anfte  »lichl  onan"«'*^ 
berQbrt.      Ich   vht  hivrzu    meinen  Qninds&tteo  gemitsH  be-  iaa# 

A'atifiprdjaa  ia  der  That  die  mannigfiudiatan  BeiB^Ula  dafOt  .•.■■■.       ~ 
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BeiObjecten,  die  ans  ebeofläcliigCD  iiDtl  kramEofläcbigen  Uotaila  zu- 

igMvtat  nad,  L«t  man  piueD  CompromtRS  zwiscbeu  der  collinear- 

prn^tiTifclien  and  coaforiDperspectivi&chen  Foringestahnng  einztilcdton; 

«•d   twar  wird   tiacb   liicr   wicdor   dw    collloeAre  Perspective   domioircn 

■isi«a-     Man  wird  am  beeteo  in  dur  Art  vorfahroD ,  dass  man  die  Zeieh- 

a«Bg  «anicbst    co1liDeftrpcr6pPCtivi8c)i  anlegt  und   nachtrAgHch   die  dabei 

n  Tage    tceteadeo    Confoiiniläthvorzcrrungfln     im    Sinoe    doi-   conformeD 

Pcnpffetive   müdiücirt.     Ea   ist   dies  oaraeDtlicIi  Tür  luoea- Arehitcktaica 

Wi  klvinrr  Angdistanz  zu  empfehlen.     (In  dieser  Weise  «iud  in  der  That 

UmmdÜd.  Buff'iiel  nnd  iille  grosni-ii  Meister  vfrfabren.)  Dasaelbe  Princlp  wird 

rsr  Ailem  bei  Figurengrappen  zur  Anwendung  gelangen  mflpsen.  Z.  B.  mUBA- 

IM  »Mb  der  collinearen  l'erspectire  die  Handfiguren  reclitä  und  links  dicker 

nia  ab  die  Mittelfigacen,   waa  □□eercm  Cnnforniitätsbewasstaein   widar- 

ifirtehflD  wflrde.  Nacb  der  confortnen  Ferspeetive  dagegen  mUssten  die  Kand- 

figona   (entfiprec)iend    ihrer   grüsseien   Entfoniung)   dünner  sein    aU    din 

IDtteUgaren ;  dies  letztere  vrtirde  aber  tu  oiuen  unaugenclinion  Wider«prncb 

n  4flr  coUinearperapectiviAcb  gezeichneten  arcbitektonischen  Bcenerifl  nnd 

ikttm  ge^D  dvn  Rand  bin  eelir  ftlblbar  »erdenden,  in  die  Breite  gezago- 

•N,  Veraerrnngficharukter  treten.      I)cr  KUuütlcr  bat   daber  gauü   Itt^cUt, 

WOB  er  einen  Coraprntulss   eingebt  nud   die  Fignrcn   alle  von  glniclier 

iKdtn  iflicbnet. 

m.   D«  la  Gournerie's  Beatitritioiutheotie. 
Ich   nagte   zn   Anfang   dea   votigen    Abscbuitte«:   die  Abweichungen 
nn  rfer  strengen  centralperspectivischcn  J(icbtigkeit  lassen  ticb  von  dein 
lltfa  StAudjtunkle    auü    nicht   vertbeidigca  oder  erkifiren.     Non   hat  aber 
/•f  la  <inartnTir   eine  Erkliirnng  Tersucht*,    welche  interessant  genng  ist, 
Vtu  zu   einer  kritischen   Beleuchtung  dereelben   aufaurordern, 
Hf  h  Gournerie  gebt   von    der  Vorstellang  einer  anbedingt  tllu- 
laoriiEhen   Wirkung    des    perepe-ctiviBcbcn    Bildes    an^    und    sticht   von 
iimn  Qroodanscbauaug  anti  znnüchst  die  Wirkung  des  Bildes  su  erkll- 
nn  fBr  den  Fall,  dass  ob  von  czccutriacbem  Standpunkte  (freilich  nur 
nU  einem  eiuxigen  Auge)  betrachtet  wird. 

Da«  a^genannte  umgekehrte  Problem  der  Peripectivo,  nXmIicb: 

jfllr  ein   gegebene«  perspeclivischcfl  Bild  das  rftumlicbe  Object  xu  recun- 

[Mnuren,    thl   znuficbst    eine    nubestiinmto   Aufgabe.      Dieselbe    kann    abur 

baitimul  gemacht  werden  dadnrch,  dasi   man  gewisüe  Bedingungen   fest- 

1*  4t  ifaevbeEflgliclie  Struilfrage  eine  blono  Frage  de«  individnellco  Goschmocks, 
•4  idb  träft«  d>  in  TielM^ilinen  Widerapmcb,  der  gegen  die  Abbildung  von  Ueraden 
Andi  waAi«  boguntiiiieQ  erhoben  worden  iet,  ohne  Bcdeukeu  Rechnung.  Es 
li^  nir  wbr  vjul  «Jniän,  dusH  durch  diese  N'obenfrage  die  AnfmurkBUiukeii 
nitkl  vae  iem  Kerne  der  t^ncbc  abgelenkt  werde.  \  V'orgl.  die  Schlussworte  meinet 
Mkcm  Aaiätit««s.1 

(rre  V  Cbap.  2~s. 
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Betst,  den«D  daa  reetituirte  Object  genügen  boII,  —  Bedingnogen,  welche 
«ich  aQK  der  Natar  der  dargestellten  OeguoBlXnde  ergeben  mUssB«.  Bei 
architpktnntschen  Objucten  2  B.  wird  man  jedenfallü  die  Bedingung  anf- 
stelleti,  dasa  —  nach  onserer  AusdrockswAtse  —  dif  CollinearitXt  and 
die  VerticalitHt  im  resiitairtpn  Object  crbalten  bleibe.  —  Eine 
solche  „Reslilulion"  führt  nnn  don  Ange  beiu  Bpschauen  eine«  Oemitdea 
Dnwillkürlich  Ati8  In  der  That  repr^isentirt  die  lllnsion,  welcber  das  Ange 
beim  Beschaaeo  eines  Bildes  rom  Proj  ectionecen  tram  ans  unter- 
worfen ist,  nichts  Anderes,  als  eine  onwillkdrlicbe  Uestitotion  des  Objectea. 

Eine  solche  illosorische  Kestitatinn  kann  nun  aber  —  wie  fßr  das 
Projectionicentram,  so  aacb  fär  jeden  beliebigen  andern  Standpnnkt  das 
Beschauers  ausgeftihrt  werden.  Das  restituirte  Object  hat  Treilich  fflr 
jeden  andern  Standpunkt  eine  andere  Gestalt.  Ist  aber  diese  nicht  au- 
zQsehr  ver!>chieden  Ton  der  Gestalt  des  eigentlichen  Objecies,  so  wird 
der  Bindnick  des  Bildes  ein  befriedigender  sein. 

De  ia  Gournerie  nntersocbt  nan  die  geometrischen  Beziehungen  swi- 
scben  zwei  —  zweien  -verschiedenen  Angpunktan  entsprechenden  — 
Restilatii>nen.  Er  zeigt«  dass  dieselben  centrisch-collinear  in  perspectiv 
viscber  Ijage  sind.  In  der  Allgemeinsten  Form  ist  der  betreffende  Sats 
von  Herrn  Staudigl  so  ausgesprochen  worden:* 

„Es  giebt  für  jeden  beliebigen  Punkt  0'  des  Raumes  ancodlich  viele 
mit  Z  lOriginalsystem)  collineare  rftnmliche  Sjeicmc  £',  welche,  ans  0' 
auf  Ä"  (Bildebene)  projicirt,  dieselbe  Prujcction  8  (Bildfignr)  liefern,  wie 
£  fUr  daa  Projectionscentnim  0.*^ 

Die  Bildebene  stellt  die  (allen  gerne inscharti ich e)  Coli inoation »ebene 
vor;  das  Collineationrtceotram  .V  liegt  anf  der  Verbindangslinie  der  swej 
Angpnnkto  0  nnd  (f.  Jedem  anf  OCf  beliebig  angenommenen  Punkte 
M  pntepricbt  ein  bestimmte«  System  2^.  Jedes  System  £.'  hat  mit  den 
Originalsjntem  E  eine  bestimmte  Uorizontalehene  gemein,  nJimlich  di^ 
jenige,  welche  durch  das  C^olHncatioasccntram  M  geht  —  Wird  d/  im 
unendlich  fernen  Punkte  der  Linie  Oft'  aDgentimnen,  so  hat  das  ent* 
sprühende  System  £'  mit  £  die  unendlich  ferne  Rbene  gemein;  die 
zwei  Systeme  sind  affin. 

Die  Frage  nun,  welches  Ten  diesen  unendlicli  vielen  Systemen  £■' 
identisch  ist  mit  derjenigen  Rcstilution,  welche  das  Auge  beim  Bescliauen 
vom  Punkte  0'  aus  unwillkürlich  ausführt,  entscheidet  Oe  ia  Gnumerie 
dahin,  daas  im  Allgcmrioen  die  horizontale  Bodenebeno,  auf  welcher  die 
dargestellten  Objecte  aufstehen,  wieder  aU  hoiizootale  Ebene  reatituirl 
werde.  Ks  werde  daher  dasjenige  System  2'  das  bevorzugte  «ein,  für 
welches    die    der    Bodeuchcoe    des    Originalsystems    entsprechende  Eba&e 


*  In  «einem  vortrefflichen  Aiifnalze:  „Ueher  die  Identität  von  C" 
atc"  Sitntognher.  d.  k.  Ak.  U.  Wiss.i.  Wien,  matli.-iuUurw.  Cl^  G4Bd.  . 


Von  Prof.  Dr,  O.  Uadcr. 


943 


vi«d»r  b««rizAntft1  wi,   «Itki  diujenigo,   fQr  welches  das  Pollinputiooscm- 
tnm  M  Im  8cLniitpnDkte  der  Bodonebeno  mit  Oü'  Iipg<^. 

/>r  hl  Gotirntrie  sagt  nnn :  Die  collioearen  Deformationen ,  wie  eiti 
il*  n-stitalriCD  Obji^cte  zeigeo ,  seien  für  ebeoflScbige  Objecte  dem  Aage 
«enij  RQfnillig.  (..ifl  confemaUim  des  tignes  droites.  condition  essatdeUc  paur 
ueinlifa  iU  thtirmonie  ttvne  compusilioii.  rst  satisfaitn  (y^iru  h  Ini  geome- 
lie  la  rtslitiition ,  puur  divers  poinls  äe  vut',  des  objels  reprisentet  sur 
u  Mltaa  plan  pnr  une  projfetion  conii/ue.  C'cst  pruteipalement  de  lä  tfue 
fAiBftrf  Ifs  effeis  mereriltntr  de  rei  ndmirahle  modc  de  dessin.")  Bei  krnmm- 
taehigcii  Objeclen  dagegen  aei^n  die  Deformationen  vifü  weniger  aDoebm- 
bu  (eioe  Kugel  z.  ß.  ändert  sieb  in  ein  Kllipaoid).  und  dalK-r  sei  flir 
ktgottfllebige  Objecte  das  ccDlrnlperspeciiviecbe  Bild  ein  weniger  bn- 
6ieÜ|ende8,  als  für  ebendKcbigc. 


IV.    Kritik  d«r  EestitntioDBtbeorid. 

So  vir!  Vprloekend«-a  auch  diosi-  Tht-oric  auf  livu  ersten  Blick  haben 
wtf,  10  sehr  bSoffn  sieb  die  Bedenken  gegtin  di(!Hplbi>,  sobald  man  sie 
nstr  eiogebenderen  kritiscbeo  Anjüvse  noterwirft. 

ZonXcIist  erheben  sieb  gewicbtige  Zweifel  darüber,  ob  das  von  dem 

it^r  nuwillk  Qrlicb    rcstitutitc   Obji'ct    wirklicli    ideotiscb  sei   mit  dfm 

no  De  in  Cournerie   angenommenen  fiystem  £'.     Bei   demselbon   würden 

4»  bßtisontalen  arcbitektonischeo  Parailellinien  nicht  wieder  parallel  sein, 

HadeTB  gegen   einen  Punkt   convergiren,    wiibrcad  sie  doch  Jedermann 

»»illkarlich  als  horizontal  and   unter  sieb  parallel  reistilairen  wird.,    Vor 

Aflem   8b<-r   macbl   TTirr    Wiener  sehr  rii:liti^  darauf  anfmerkaam,*    dasfl 

—  für  eine  Stellung   des   bescbaaenden  Auges   unterhalb  der  Abbildung 

4«  hinteren  Uaudes  der  begrencten  Bodeoflltche  —  die  Kestitatlon  der 

BndaSiobe   durch   dos  Unendliche   hindurchgehen  nmt  hinfi>r  d(*ro  Kücken 

in  Betebaanre    '■ndtgen    wllrd».      Mnn    beachtA    dnbei,    dass    in    unseren 

^ohsriliimen  die  Bilder  fast  durchweg  über  Augenhöhe  aafgebangt  sind, 

dw  äUa  jene   absurde  Art  der  Ueititaliou   sogar  die  gewöhnliche  sein 

Hrde. 

DvrT  Wiener  nimmt  daher  an,  dasa  die  vom  Auge  nnwillkfirlicb  ana- 
|lf&kita  Restitution  nicht  das  von  /V  ta  Gountene  bevorzugte  System  2f^ 
—Jmb  Tielmebr  da«  oben  erwähnte  affine  System  sei. 

R»  lAast   sich  otcbt  Icngncn ,   dass  hierdurch  sehr  viel  grbesaert  ist. 
txt  erbeben  sich  anch  gegen  rüe  afüne  Kesliliilinn  gewichligp  Beden- 
t)tc  architektonischen  Parailellinien  sind  nun  in  der  Kestitutinn  aller- 
^ikg«   windur   parallel;   aber   alle   borizonlaloa  Linien   ond  Flüchen  aind 
tlkUeL     Dnd  zwar  erkennt  man  leicht,  dnss  ste  parallel  der  Ebene  dtuch 
psAntlinip    und    das    bt'Hcliftuendr^   Auge   <>    sind.      Legen    wir    als   Bei- 
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spiel  wieder  die  in  utiseren  Wolmräumen  gowdholicbc  Art  der  AarUSsi;- 
nng  der  Bilder  zn  Groude,  so  sind  hier  scheintiare  Neignogswinkel  der 
LorizoTitRlcn  Flüchen  von  30  bi«  15  Grnd  nichts  Ungowölinliclips.  Nnc 
kRnn  man  sich  bei  Striusonsecnen  allcDfalls  die  Budcofllcbe  «iifsteigMi'l 
deDlcen ,  nicht  über  die  Dachgpsiiniie,  Bei  InteHeDiv  rcmec  vitd  dl/ 
Ange  in  der  nn willkürlich  aasgefBhrten  Uwlitulion  ont^r  allrn  Tri 
etSode'Q  eine  horizontale  Uodenebene  snppnniren.  Vollends  eine  nn'''' 
hinten  schief  anfsteigende  Ueekenehrne  zn  rpstitniron,  « ird  keinen  1te~ 
schaner  cinfallon ,  oder  richtiger;  wird  pich  keiner  gefallen  lasse«.  E»  (■> 
eine  starke  ZumQtbnng,  den  Stithetischen  Gennss  beim  Heschaneo  «itf* 
GemSIdes  eben  darin  za  erblicken,  dass  dem  Ange  ein  rlnmliehei  ObJP«!i 
TOD  antnSglicher  Gestalt  illnsoriscb  vorgezaaberi  werde. 

Somit   kann    anch    das   afßne  System    nicht  dnnjenige   sein,    weleben 
diM  Ange  nowillkärlich  re^titnirt.  —  Welches  ist  es  aber  dann?    Eiau» 
der  Systeme  Z  rnnss  e«   dech  wohl  sein? 

Die«  Letztere  ist  nun  oben  die  Frage.     Es  ist  in  keiner  WeUe  in 
wiesen,  sondern   ist  reine  Fiotion.      lie  U  Gnuntenf  nimmt  an,  <1am  ii' 
Bi^schaucr  das  restituirtc  räDDilichc  Ohject  wirklich  zusehen  gUnb«,  ihi 
&lso   die  Restitution,   welche  er  unwillkitilicU  ansfUhrt.  durch  VermiUulu;<  , 
einer    sinnlichen    Illusion    xn   ßtande    komme.      Dies    ist    abef  ui 
llypotlicsc,    die  nicht   blos  nicht   bewiesen  ist,    sondern   deren   UDtJchi: 
keit  sich  ancb   leicht  durch   dircctes  Ksiieriment  nachweisen   Iftsst. 

Es  ist   gnnz  richtig,   diuiti  die  nnwillkürliche  Rpstitnimng  des  Ofajt 
eine  sehr  wichtige  Holle  beim  Beschauen  eines  malerischen  KanstWr 
spielt  nnd  daher  ein  Moment  von  grösstcr  Uedeatung  für  die  X«tbrtl 
Wirknng    des    Bildes    ist.     Allein    dieselbe   wird    nicht   dorch    einen 
mechanischen   iUnsuriscben  Zanher  bewirkt,  snndem   reprUsentlrt  v 
einen  Act,  der  in  der  geistigen  VoTstellnng  ror  sich  gehl,  hei  w 
also  das  Verstand esorthcil  und  die  geistige  EinbilduDg«krafl  die  1 ' 
rolle    spielen.      Wir    haben    es    hier  wieder  mit  dem  pmtnn  pteufl« 
ihuD,  d«H  die  ganze  Verwirning  nngrrictttet  bat  und  dessen  UekKm(< 
du  A  und  Sl   meiner   ganzen  Totemik    bildet:    Es   ist  nicht  wahr. 
du  Sehen    (und    zumal   das   ätiheiische  Beschauen]   einen    hloH  «iti» 
meehanischen  Vorgang   repräsentirt,    wie  die  alte  Theorie  annimmt, 
kommen   dabei  vielmehr  wesentlich   psychische   Momente  ins   8pi«), 

Jeder  Beschauer    wird    diu    nnwitlkürtiche  Rostilntion    so    anafü: 
das«  er,  seinem  Ver«tande«urtheil  folgend,  die  geraden  Linien  gerailil 
die  Poralleleo   parallel   und   die  Horizontalen  horizontal  rcstituirt. 
gicbt   es  aber   unter   den   Systemen   A'*  keines,    wctcbcs   die   zw<-t 
gekannten  EigenscbAftcn  zugleich   befriedigte,      Nur  das  Originalsy«' 
genügt  dieser  Furdernng.  —  Würde  nnn  die  unwillkiirlirhe  Keslitntion 
Vermittelang  einer  sinnlichen  Illusion  erfolgen,  d.  h.  würde  das  Avy 
reetitoirte  Object  realiter   vor   t\t\\  BteVen  «e\i6i^ ,  imiii  m<&a«te  l<« 


diop  «ine«  der  S^Bteme  £'  lein.  Ist  aber  die  RfletilatioD  eine  Fuoo- 
mo  de«  VeraUndcsartheiils,  Boiit  die«er  Schltus  koineswegs  gereehtfer* 
ti^  Es  kaoD  tlaDo  selir  wolil  nucli  von  excentitficheai  StiiDdpQoktG  aus 
du  wiiklicb«  Obj>et  £  j-ßatiiairt  w«rdou. 

UtD  bencbt«  wnhl,  da»,  wenn  J>e  in  Gourneric  sa^:  „Ca  conserpa- 
HoM  *f  tigrtfs  droH^s  fsl  salisfuite  ft'ins  In  lui  geomelrii/uf  de  la  restittition 
He",  er  BieH  eigendich  in  eiiieiu  Zirkel  bewogt.  Doiin  der  /V  In  Gour- 
■tfü  SuatdiffThchb  Sats  ist  nicbls  als  eio  anderer  Ausdruck  dor  zu  An- 
bai  aafgc^tellien  HfpnthAsc,  jeder  gftraden  Linie  <\tM  Bildes  mtisB«  in 
iet  KuUtnilon  vioder  eine  gerade  Linie  entsprccbcn.  *  Dies  Ldztotc 
bt  •Iwr  eino  rein  intcllectuelle  Forderung«  die  mit  dor  intnllectaellen 
Funji-rong  der  ParallelitÜt  dor  arcliilektnnifichen  Linien  nnd  der  Huri- 
lüituliut  vüo  Bodenebene  nnd  Deckenebeue  vollkomm«Q  cootdinirt  ist 
tai  Bit  ainnliclier  lllosiau  scblechtrirdings  nichta  xn  tbnn  hat. 

Wie  »chiin  nbcn  nrwAhnt,  kann  die  liiclitigkeit  dieser  meiner  AnF- 
fueung  duroll   dirocte»  Kxpnrimßnt  erwij>flpn   werden. 

Mau  bpobachto  EntiHcltst  ohne  alle  Vorcingenommenbeit,  in  welcher 
Wüe  mau  beim  Beschauen  einea  Bildes  von  excentrischem  Standiiunkte 
m  QDwillkürliol)  di<>  Ke»litQli<>u  nnsrilbrl.  Man  wird  sich  tiberzeugen, 
i»m  bier  v<m  einer  Illosion  absolnt  nicht  die  Rede  ist,  dssa  es  vielmehr 
Uigliefa  das  Verstandesnrthcil  ist,  welches  die  geraden  Linien  geradlinig, 
4Ii  Bodenebent!  und  Deckeuebene  horizontal,  die  Parallelen  parallel, 
<üe  Verticaleu  vertical  n.  s.  w.  restitnirt. 

Nun  suche  ronn  aber  weiter  durcb  Zwang  eine  IHnsion  wirklich  xn 
fuaj^n.  —  Beim  Beschauen  uiit  xwoi  Augen  gelingt  die«  nie,  beim 
fiateliaaen  mit  einem  Ango  nur  scbwer.  Das  Verstau desurth eil  lohnt 
lieh  eben  ^e^en  jede  unwahrscheinliche  Gestallung  nnwillktlrlicb  auf.  — 
Digegen  gelingt  es  leicht,  wenn  man  das  eine  Ange  zuerst  an  die  Stelle 
■I«  Projrclion  Stent  rums  bringt  und  von  hier  aus  allmKlig  durch  stetige 
BffWPgnng  in  excen Irische  Stellong  Überführt,  Beim  Betrachten  vom 
PtoJMtiouseentrum  ans  ist  die  Herstellung  der  Illusion  leicht,  weil  hier 
4m  Ve»iandesurtheil  nicht  opponirt,  sondern  sogar  unterstutzt.  Ilat 
mn  dann  Kb<>r  einmnl  die  rHnmliche  tiluHiciU  erzengt,  so  gelingt  es  un- 
■tlnrrr,  sie  festziibalten ,  wenn  man  das  Änge  stetig  vom  Prnjectionscon- 
tram  weg  bewegt.  Man  sieht  dana«  wie  das  restituirte  rftumlicbe  Object  seine 
Gsslall  Ptetig  Jlndert;  nnd  zwar  wird  man  tnulen ,  dns»  diä  Acnderungen 
nd  VenKhii-bnngen   im  Allgemeinen  der   ff'iVner'schen   Annabme  eDt> 


*  llierais  folgt  xonRchst.  dan  zwei  Systeme  S'  zu  einander  in  der  Vorwoadt- 
RhaA  df*r  Ht)<i;efneinen  OolUiit«lion  etebün  müacn.  Daae  über  ilieac  Collineation 
«oe  tv'  'ivischcf  Lage  hl,  folgt  diuin  unniittelhar  ans  dem  Um- 

•tutd«.  fem  ebeae«  Sjtt«m  iBUdÜgur  l^]  gemeinsam  buhen. 

lEi  dürfte  bienn  zoglL'idi  der  pinriwliate  und  natürlichste  Beweis  des  De  la  Oour- 


'ntpeeiivii 


•proclittD.     Efl  erfordert  jcdocb  immer  eioigco  Zwang,  die  Illaaioo  festzo 
Italien;  msn  innsti  Hiig  VcrsUndesQrthf-iL  mit  Gewalt  znräckd Hingen. 

Man  hatte  nan  ein«  solche  illnsoribche  ReBlilatton  (x.  6.  mit  naeli 
binleu  aarsleigendor  Dodenebeue  und  Oeckeuebene)  fest  and  beantworte 
aicb  dabei  aofrtchtig  die  Frag«,  ob  dnrcb  dieae  Art  dos  geznuttgeoen, 
geiatloden  Sehens  wirklieb  ein  Ksthetifcber  Oenoas  bedingt  iat,  ob  bierio 
wirklich  die  Jfithctiscbe  Wirkung  des  Bildes  begrfindet  ist? 

Endlich  Öffne  man  plötzlich  das  (seither  TerschleMeo  gcbBlteue)  an* 
Jere  Ange  — :  die  ganze  Illusion  ist  im  selben  Moment  wie  weggeblasen. 
Man  siebt  die  vorher  nach  hinten  aafstoigende  Deckcuebene  fSrmlicb 
b^mutcrecbnappen.  Man  mag  sich  zwingen,  wie  man  will:  es  gelingt 
nicht,   die  Illusion   festzuhalten. 

Ich  möchte  Jedermann  bitten,  diese  sehr  instructtven  Veranche  in  riaer 
Gemüldegftterie  bei  verschiedenen  guten  Bildern  anzustellen.  Sie  scheinen 
mir  entscbeidoDd  zu  sein.  —  Es  ist  ctne  deprimirende  ThatsAche,  das* 
trotz  aller  theoretisch -Jfstbetisclieu  ErÖiternngen  nucb  nicht  einmal  das 
Wesen  des  Kstbetischen  Beschauens  festgestellt  ist,  daas  die  Theorie 
der  scbfnen  Künste  heute  noch  auf  Anschauungen  aufgebaut  ist,  nach 
denen  die  Einüngigkeit  als  ein  heneidenswcrthcs,  zu  höheren  Kstboti- 
sehon  Oenilssen  befähigendes  Glück  erscheinen  muss.  E«  dUnkt  mich, 
die  höchste  Zeit  zn  sein,  d&ss  fiber  diese  Fund  amental  frage  der  Aeathelik 
endlich  Klarheit  gescbafft  werde.  So  lange  dies  nicht  geschehen  ist, 
kann  von  einer  richtigen  Definition  des  Begriffes  „Abbildung"  und  in 
ßngem  Zusammenhaug  damit  —  von  einer  richtigen  Begründung  der 
l'erspective  nicht  die   Hede  sein. 

Kehren  wir  Ühn'gens  wieder  zu  Of  la  Gowmme's  Theorie  znrtick,  <o 
htikjtmpfp  ich  an  derselben  nur  die  Vorausselznng,  dass  die  vom  BescUatier 
nnwitikilriich  aosgonihrle  Restitnfion  dnrch  Vrrmittelnng  einer  lllnstou 
erfolge.  Sobald  man  die  Theorie  in  d»r  Art  modificlrt,  dass  man  den 
Vorgang  bei  der  unwillkflilichen  Restitution  als  einen  geistigen  au- 
erkennt,  fallen  alle  Schwierigkeiten  von  selbst  hinweg.  In  diesem  Sinne 
vorstanden,  kommt  der  unwtltktlrlichon  Restitution  allerdings  eine  grosse 
Bedeutung  beim  Besch&uen  eines  malerischen  Kunntwerkc«  zu,  and  ieli 
sehe  es  als  ein  entschiedenes  Vordienst  von  Pe  In  Goumerie  an,  dass  er 
die  Aufmerksamkeit  hierauf  gelenkt  bat. 

Hit  den  angedeuteten  Beschrftukungen  stimmen  denn  auch  die  am 
Bshlnsse  des  vorigen  Abschnittes  (S.  243)  citirten  Worte  l>c  la  Gnunirrie'f. 
„  La  eonscrvation  des  Ugnes  drot'tes  ric."  vollkommen  mit  meiner  Auffassung 
Qbcrcin.  t>enn  nur  dann,  wenn  die  Abbildung  die  Bedingung  der  Col- 
linesritMt  erfüllt,  kann  das  rüinmiiche  Object  naclitrflgttch  wieder  collinear 
rfHlitoirt  werden.  De  la  Guurnerie  fordert  also  im  Inleree&e  der  nnwill- 
k&rlichen  Restitution  indirect  die  nümlicbeo  Bedingungen  fUr  die  Abbil 
äuagf   n^eJcbe  ich  auf  diroctcm  Wege  aus  der  N'atut  des   Sehprocessw 


aad  iler  Üefioitiuo  des  ficgritfßs  ,,  Abbildung"  abgelcilct  babe.  —  Eb  ist 
iodaHB  aof  da«  UDsnreichende  der  Bptrnchtnngaweise  Be  ta  Gournerie'a 
UnsBWfUfO .  wenn  deniclbe  aar  die  Bedingapgen  der  C'ollinraritSt  and  der 
VntinliMt  in  Betracht  zieht  and  diene  aUoin  FUr  die  gute  Wirknng  des 
prnprcliriselien  Bildes  vernnt wortlich  macht.  Din  citirlt>n  Worte  sind  in 
gteUet  Wi^is«  giltig  für  säintntlicbe  der  Dfdiugung  der  OoHinearitHt  nod 
Tirtinlitit  geniigeDden  perapectivlachen  Systeme,  auch  Tür  solche,  deaeo 
BJckif  iretiiger  al«  eine  tfstbetische  Wirkung  xakommt.  Uie  dieibeztig- 
litt«  Liickft  kann  nui  durch  Herheiziehung  de£  Princips  der  Coofurmitüt 
u^fbllt  werden. 

üttrwtt  censfo:  Meioe  Behandlangsvelso  doB  penpecti^isohon  Pro- 

bliBi  ist    bis  jctat   die    cinzigCt    welche  «ich   nicht   in    Widerspruche  mit 

dttLngik,  mit  der  physiologischen  Optik  und  mit  der  Kuuatpraxia  ver< 

«ickrlL  —  Sie  i«L  zwar  etwas  utustSudlicIier«  als  die  alte  Tbenni*;  allein 

a  iu  Ja  gewiss  nicht  meine  Schuld,  dai^s  der  Sehprocrss  leider  nicht  tio  sehr 

•io&ch  ist,  als  die  alte  Theorie  annahm.      Diese  alte  Theorie  ist  in  ihnr 

(Joliftllbarkeil   hlossgclegt,  das  herrschende  Dogma  von  dem  meclianiHchen 

Chftmkler  dea  Sabprocesses  und  der  einäugig- illusorieclien  Wirkung  eines 

fiiMvirkes  ist   gestürzt   und  damit  der  Boden  fllr  eine  BAcbgemSsse  Be- 

badhiDgs weise  der  l^hcorie  der  bildenden  KUnste  geebnet.  —  Die  dar- 

(cfegte    neue  AalTassuiig    des    perspectiv! scheu   l'nihlenui    mutistc   sich    so 

pvii«  geltend  machen  ,  ao  gewiss  der  Poncekl' achn  Hegrii!  der  Homologie 

«tli  erweitert  hat  zu  dem  <V'>''tu/flcheD  allgemeinen   Begriffe  der  Col< 

lisnaiionsverwand tschaft.    —    Die  alte  Theorie  UegvQudete  ntir  die 

P*oonunB|terspectiva    and   ttnlerxuhuh  dann  uubuwic«en   die   Behanptang, 

4ua   die   Panoramagesetze   auch   für  die  StafTeleikaDsl  massgehpud  fielen. 

Mfise  Tlieorie  begrQndet  die  Perspective  zunächst  für  die  StafTeleikunet 

nd  seigt  nebenbei,  dass  dieser  l^erspoctive  u.  A.  nncb  eine  illuHoriscbe 

Eiteoscban  zukommt,  welche  sie  fUr  panoramatiscbe  Zwecke  ansgezeich- 

Ut  geeignet  macht. 

Ea  sei  mir  tibrigeus  zur  Verhütung  von  Missverstäudniisen  gestattet. 
Wer  XQ  wiederholen,  was  Ich  schon  in  meiner  „ f^ubjectlpen  Prrspeclipe'^ 
toipuprochen  habe:  Wenn  ich  auch  die  seitherige  Hegründnog  der  P«r- 
»pwtive  nir  absolnt  nngenCIgend  erklttre,  so  mächte  ich  doch  ihren  pKda- 
:hea  Werth  in  keiner  Weise  beninträchtigen.  Ich  bin  keineswegs 
Ueinuiig,  der  Unterricht  io  der  Perspective  solle  mit  den  in  meinem 
frlkorsD  Aufsätze  gegebenen  Erßrtemngen  beginnen.  Man  beginne 
iiBDor  mit  der  Ableitung  der  :,  Panorama  PerspecliDf.-^  vormittelsl  der 
GUslarel>B«grfl  ml  ri  ngj  man  nulerlassc  oh  aber  nicht,  an  den  Scblusa 
4ei  Lehrganges  eine  allgemeine  Betrachtung  über  das  Wesen  der  Kstbe* 
t>«b«D  Wirkung  des  perspectivischon  Bildes  im  Sinne  meines  frübeTen 
til  Am  gvgfuwMrtigf^o  Aaffatzf«  zu  8et;:eo.- 


Kleinere  Mittheilungen. 


SIT.  Coiutntotion  algebraischer  Ansdrttoke  mit  Hilft  von  Involntioiieii 

auf  Kegelsohrntten. 

Bezeichnet  man  mit  x,  and  x^  die  Parameter  eines  Systems  Ton 
einfacher  Unendlichkeit,  so  ist  die  allgemeine  Relation,  die  zwischen 
ihnen  eine  quadratische  Involntion  festsetzt, 

oa:,a:,  +  |S(ar,  +  x,)  +  y  =  0 
oder  „      , 

Es  möge  nun  im  Folgenden  dos  Element,  welches  dem  Parameter- 
werthe  x  entspricht,  stets  mit  px  und,  wenn  Px  ein  Pnnkt  des  Kegel- 
schnittes K  ist,  die  Tangente  in  p^  mit  7V  bezeichnet  werden. 

1.  Wenn  p^  nnd  Pa,  ein  Paar  entsprechender  Pnnkte  sind,  so  folgt 
ans  der  Gleichnng  der  Involntion 

oder  •  «x,a:,  +  Y  =  0 

1)  x^x^  =  consl. 

2.  Wenn  Pa>  ein  Doppelpunkt  ist,  so  ist 

2)  a;,  +  Xj  =  consi. 

3.  Sollen  Po  nnd  p„  die  beiden  Doppelpunkte  sein,  so  mnss 

3)  ir|+a:j=0. 

Diese  Gleichnngen  können  znr  Constmction  algebraischer  Ausdrücke 
benntzt  werden.  Vor  allem  Andern  werden  die  einzelnen  Elemente 
(Punkte)  durpb  Parameter  fixirt.  Als  Parameter  kann  man  z.  B.  die 
Abscissen  in  der  geraden  Punktreihe,  die  Parameter  eines  mit  dem  ge- 
gebenen Gebilde  projectiyischen  Systems  einfacher  Unendlichkeit,  das 
TheÜTerh&ltniss  in  Bezug  auf  zwei,  oder  das  DoppeWerhältniss  in  Bezug 
auf  drei  Elemente  annehmen.  Denn  drei  Elementen  eines  Systems  von 
einfacher  Unendlichkeit  kann  man  beliebige  Parameterwerthe  zuordnen, 
aber  dann  ist  der  Parameter  jedes  Elementes  eindeutig  bestimmt,  und 
umgekehrt. 

Addition. 

Wenn  man  in  der  Involution 
1 )  X,  +  a^j,  =  const.  , 

das  dem  pg   entsprechende' Element  p^  tk'o.taMcVX. ,  «o  uV 


dftM  die   Operation    der   Addition   anf  die   VerroIUtÜDdigiiDg  dieser 
IdTolatioD  snrückgefQhrt  ist.     Es  ist  Dltmlich  p^^  aud  p,^  ein  ElemcDleu- 
p>ai  eioer  iDvolatioii,   der   aoch  pt  und  p^   ds  Paar  angcbörcu  aud  in 
velüiet  p^  ein  Doppelelement  ist. 

Bit  man  z.  B.  zwei  Slreckco  »i  and  oh  auf  einer  Geraden  G  an 
i^direo,  »o  oc-bmc  man  in  drr  Ebene  einen  beliebigen  Kegelschnitt  (Kreis) 
K  u.  Projicirt  mau  o,  a,  0  aus  f,  einem  Punkte  von  £',  und  nennt  ihre 
FnJMioflcn  p,,  Pa»  pi<  und  bezoiclinct  d«D  Schnitt  der  von  s  parallel 
n  C  gecDgeneo  Geraden  mit  p»,  »o  i»t  hierJatcb  jedem  Punkte  von  A' 
nnj  G  ein  bestimmter  Wcrih  de»  Parameters  zugewiesen. 

KoB  treffe  p^pi  T^  in  o  (Ceutmm  der  Punktiovolutioo  auf  K)^  to 
vfad  sich  1)  0P(,  l£  in  Z'^.).*  achneiden,  and  ea  ist  da-|-o&ssoC)  wenn 
c  des  Sckoitl  Ton  G  mit  ipa^i  beaeiclmei. 

Co  alao  PMt+x,  ftQS  Px,  ui><^  /'x,  ^n  construircn,  verbindet  man  den 
8cbitt  von  Pt.Pa,  und   T^  mit  p„,  welcbe  Gerade  A'  in  pjr.-i-^,  trifft. 

60II  X,  +  3^3  +  ^s  = ''*  conetrtiirt  werden,  so  cctnstruirc  man  zuerst 
«i+^=r   und    dann  c+j-j^r',   indem  man  wieder  T^  mit  p,j»,,  in  0' 

icbsddet  and  A'  mit  ap^,  in  c'  znm  Darcbscbnitte  bringt. 

Tb  dersrlben  Weise  kann  die  Summe  beliebig  violer  Wcrtho  (Punkte) 
'i  +  J, +  ...+*«=  C  conatiuirt  werden. 

Da  die  Attordonng  der  Addenden  auf  das  Resultat  oliao  EiuSuss  ist, 
i«  «ird  man,  wenn  obige  Snmme  in  irgend  einer  Art  in  zwei  Partial- 
naaeo  zerlegt  wird,  bol  der  Bestimmnog  der  diecrn  letzteren  Summen 
Entiprecbendcn  Punkte  sn   Punkt«puaren   einer  und  dcrünibnn   Involution 

.fdangeu,  deren  Centniu  X  der  Scbnitt  von  T^  mit  p^Pq  ist. 

Die  Anzabl  dieser  Punklepnaro  ist  gleicb  der  Anisalil  <Ier  veracbie- 
inta  Arten,  in  der  n  Addenden  in  zwei  PartiaUnmmen  zerlegt  werden 
kfnoea,  das  Ist  also,  wie  licb  leiobt  erglebt,  2*~*  — 1. 

Sind  pj.,  und  p,,  ironginüre  Punkte,  aber  ibre  Verbindungslinie  reell, 
M  kann  P«,-)-«,  als  reeller  Pnnkt  nach  derselbfln  Wpise  constmirt  werden. 
~  Die  iDToIntoriscben  Eigenschaften  de^  volUtäudigen  Vierseits  ergeben 
ikk  als  spocieller  Pall.  Die  vier  I'nakta  p«,,  p;r,t  P«ti  P«.  mCg^u  addirt 
»frdea.     Dann  sind  nach  dem  Krtiheren 

p*,+«,  nod  p*i+*.,     P»,  +  x,  ond  p*,+,„     p*,+*i  nnd  p*,+*i 
Pnktepaare    einer    und    derselben   Involution,      Infolge  decaen  enlitluhen 
>a  Pq  und  anf  T^  ebenfnlla  InvoIuUoußn.     Die  Pnuktrvpaare  auf  7'^  «lud 

tiebta,  als  die  Schnitte  der  Gegenseiten. 

Die  MiiUlplication  mit  ganzen  Zahlen  kann  anf  die  Addition  zurdck- 
(Htbrt  «nrden,  da  2«  =  J  +  x,  uml  dies  wirU  conslmirt,  indem  man  cd 
■Ä  t  verbindet,  d.h.  T,  «ieht  und  deren  Schnitt  auf  T^  mk  P^, ''w- 
Msdi»     f>anas  kaoa  daao  3:p—Ss-^a;  etc.  eoDstruirt  weidan. 


^«r 
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lim  srithmetiaclie  Mittel  r=  -*-ä      "'rd  DonBtrairt,  indem  man  ans 

dem  .ScKnttt^ianktR  von  p^^pj-^  tnU  T,  die-  »woile  Tangeott*  nn  den  Kcfgd- 
Bcboitt  aielil,   deren   BerfihraDgspniikt  pc  t»t. 

Di«  SubtraclirtD  fulgt  acboD  dnrch  UmkchrnDg  der  Addition.  Auuer- 
detn  können  mit  liilfe  der  Oteichung 

negative  Orfisfion  eingeführt  werden.  Un»  Centram  a  ilinier  Involatinn 
liegt,  da  Pf,  nnd  p^  [}o|i[if>Ipunkte  sind,  in  dem  Uarctiüchnittipunkte  ron 
7'f>  lind  T.J..    MxD   ßnrlct  nUi)  — X  als  zweiten  Sc1tiittt|iuiikt  von  TO  nnd  A'. 

Die  DilT'TcuK  xweier  Zahli'n  kamt  auf  mehrere  Arten  constmirt  wer- 
deu.     Da  man  statt  x,  —  Xg=r  ancli  schreiben  kann 

x,  +  0  =  J,  +  c,  

so  wird  /i^,_^,  geTonden,  indem  man  den  Rchnilt  von  PstP^  anf  T^  mit 
t'rt  verbindet,  welch"   Crradr   A    in  /'j-, _j,   trifft. 

Aasserdem  bann  noch  nafdrei  Arlco  Kubtrahirl  werden,  ent«]>recbMid 
den  drei  Formen  der  DifTerenz  j,— ar,: 

Goustmiri  man  wirklich  die  beidun  ersten  Formen ,  so  erbSit  man  den 
Beweis  folgenden  Satzes: 

Zwei  Scranten  /i^rt  nnd  P(,A,  die  durch  eiueu  Punkt  p^  dem  Kegel* 
Bchntttes  /T  gehen,  hüGtimmun  ant' dc?r  Curvci  und  einer  Tangente  7'^  vier 
Punkte  /Ix,,  />«,i  <it  fr)  deren  wechxeläeitigo  Verbindung  A"  in  xwei  Pnnk* 
teo  pt,-x^  Qod  p,,—.w,  trifn.  welche  mit  9,  dem  Schnitte  von  T,  nnd  T«, 
in  einer  Geraden  liegen. 

Da  c,  4*^1  sich  ancb  i»  die  Formen  bringen  llisiit  * 

so  IXset  sieb  die  Additinn  jetzt  viel  manniebfaltiger  ausrubren. 


MultiplicatioD- 

Wonn  die  Zahl  x^3■^^  r  constmirt  werden  soll,  so  ist  Heran,  wie 
üchun  ans  der  DiÜnitinn  der  Mnltiplieation  fulgt,  die  P^iobeit  nStliig.  Ks 
musfl  alHo  auf  dem  KegeUchnitte  der  Punkt  gegeben  sein,  deshcn  Para- 
meter die  Kinbeit  iHt,  Dann  liegen  xwischt'n  /^^  nnd  /),  alle  positiven 
echten,  swiscben  p^  nnd  p^  alle  positiven  unechten  Brüche,  zwitcheofo, 
P—\  nnd  p:t  alle  entsprechenden  negativen.  Jede  Gerade,  din  den  Kegel- 
schnitt nicht  in  reellen  Punkten  schnnidet,  bestimmt  ewei  imnginilre 
Pnnkle;  diese  Bind  conjugirt  imaginär,  weil  ihre  Summe  nnd  ibr  Prodaet. 
wie  unten  gezeigt  wird,  reell  ist.  Durch  tr,  den  Schnitt  von  T,,  m 
geben  Btralilen,  welche  k'  entweder  in  reellen  oder  in  reto  f 
I^oakteo  acbaeiden.  Denn  die  Summe  «o\cWt  vmvi.  cA%y&^iV«K 


Kleiner«  MittlieilnngoD. 


251 


Die  Valüpltcfttion  ^schiebt  ntU  HüFb  cl«r  FortoAl 

r«1cUft  die  Oleichong   «iner  Involotiou    ist,    in   tlur  p„  und  p^  ein  Paar 

b^Ut».     Auf   PuP«,   die  wir   die   Fundamental  gern  de  /■'  uonnen   widlpu, 

wird  dai  Centram   der  Invidutinn  liegen,     »an  findet  rU<>  das  rroducl, 

■tndra  man  den  Schnitt  von  Pm,P»,  auf  F  mit  p^  verbindrt,    welrhe  Gc- 

nAr.  k  in  pf  trifft. 

Die  Punkte  p,^  mid  p^  können  imaginär  sein,  wenn  sie  als  Scluiilt 
yuoltie  von  A'  mit  einer  reellen  Geraden  anftrelen.  Auch  die  unendlich 
weile  (icrade  kanu  ala  Fnndamcnialgeriulr  vcrnrcndpt  werden.  Im  Falln 
4firllv^prhpl  ist  nnter  dieiipr  Vorausjtctzung  s  der  Mittelj>nnkt,  ond  dann 
M  fettr  dem   einen  Aste    die  positiven,   auf  dem  anilern  die  negativen 

ZiUra.  l>ie  Multiplication  vird  auBgefUhrt,  indem  man  von  p^  zn/ijr, /'jt, 
rite  i'arallele  zieht. 

I.  Aomi'rknng.  Der  PascaVsche  Lehrsnu  kann  mit  Uiire  dessen 
ColsMidennaeseo  bewiee^n  werden:  Man  nehme  als  FundamontHlgeradn 
ii>  VerbiDdongslinio   dnr    Punkte  ITI    und    ]V    an,    welclio   Schnitte    der 

Gepimt« Dpaare  p,,jB,,,  /»,,;»*.;  p^^pjr,t  P*,P^,  »ind  Da  die  Prodacte 
J(  iweier  Zahlen,  deren  Verbindungslinien  dorcb  denselben  F'unkt  der 
Fiadamantal geraden  gehen,  einander  gleich  sind,  ao  ist 

3f,  Ja  ^  Xt  X»  ,        XiL  Xc  ^^  Xt  Xa 


Utnu 


-1*« 


►4*4. 


^i-^t, 


^f^St 


X.  «a  *.  X.  ^=  X- 1,  JT,  X- 


Da«  I'rodnct  r^j-^  ist  also  gleich  ^i'^i  inrolgc  dewcD  geben  Pr,Prt 
•"I  f'ttPt,  dnrcli  denselben   Punkt  der  Fundauienlalgeraden. 

S.  Anmerkung.  Daiia  ein  einem  Kegplsclinllt  ui  lisch  rieh  mihib  VierKeit 
lUiMibo  Diagonaldreievk  bat,  wie  das  Viereck  aim  den  BeriihrungKpuuk- 
**  J't.pMxPttPf.t  kann  auch  daraus  gefolgert  werden:  Es  sei  m  der 
Sdaitipunkt  der  Tangenten  in  pj-,  und  ^j.,,  und  n  der  Schnittpunkt  der 
IWgimten  io  /j^,  und  pf,,  und  man  ni'bme  die  Diagonale  mn  al«  Fun- 
duubtalgrrade.     Dann   ist 


'8  * 


nl  lia  die  Punkte  nicht  identisch  sein  sollen, 


Abo  ist 


X,  —  —  X, 


^l-*» 


X,  =  —  T, 


''*  ^  P-.r*»  ond  pf,p,,  schneiden  sich  auf  F,  der  Diagonale  des  umschrie- 
Ixsta  Vientette.  Kbenso  kann  man  dies  bei  den  anderen  Diagonalen 
"■dvetsm,  woraiu  die  IdentitJtt  der  beiden  DIagoualdreiecke  folgt. 

-«nze    Potenz   x"    an    cnnetruiren,    conatmirt  man   zuerst 

'  ete.     Da.  /T  —  f/x^xA,   so   cO!ialra\T\  maa  ^\ft 


262  Kleinere  Mittbeilungen. 


Qaadratwnrzßl ,  indem  man  ans  dem  Schnittpankte  Ton  pip^  mit  F  die 
TaDgeoten  an  den  Kegelschnitt  zieht.  Ans  der  Gonstrnction  folgt  j/x  =  +  c. 

Wähltman  x  negativ,  so  schneidet  p,p«  /*  innerhalb  des  Kegelschnittes, 
die  Wnrzeln  sind  also  imaginKr. 

ReciproÜe  Werthe  lassen  sich   aus  x. —  =  1.1  einfach  constrairen. 

Man  verbindet  p^  mit  dem  Schnitte  von  F  nnd  7\,  welche  Gerade  X  in 
pt^  trifft. 

Jede  complexe  Zahl  Usst  sich,  aber  nnr  gleichzeitig  mit  der  ihr  con- 
jagirten,  constrairen.  Denn  a-\-bi  nnd  a  —  bi  geben  addirt  2o.  Ihre 
Verbindungslinie  schneidet  also  T„  in  demselben  Fankte  m,  wo  T^  von 
Ta  getroffen  wird.  Die  Mnltiplication  der  beiden  conjngirt  imaginären 
Grössen  giebt  <]'-}-&'.  Also  bestimmt  PiPd'^v^  tL\it  F  einen  Fnnkt  n  der 
gesachten  Geraden.  Die  Gerade  tön  schneidet  A*  in  den  Punkten  a-^bi 
nnd  a  —  bi. 

Sollen  aber  die  zwei  co^ijngirt  imaginitren  WeYthe  bestimmt  werden, 
in  denen  eine  Gerade  mn  einen  Kegelschnitt  schneidet,  so  lUsst  sich  dies 
durch  Umkehrung  der  Constrnction  bewerkstelligen.  Der  reelle  Theil  a 
wird  gefunden,  indem  man  aus  dem  Schnitte  von  7^,  mit  mn  die  Tan- 
gente an  K  legt.  Der  Parameter  des  Berührungspunktes  ist  a.  Die  Ge- 
rade, welche  p^  nnd  den  Schnitt  von  m.n  mit  F  verbindet,  trifft  den 
Kegelschnitt  in  /'a<-{-A><  Davon  subtrabirt  man  a*.  Die  Wurzel  aus  dem 
Beste  giebt  +6.     Die  Zahlen  sind  also  a  +  6i. 

Die  Division  kann  auf  die  Multiplication  zurückgeführt  werden,  da 
man  statt  x^ix^  =  c  auch  arj.l=aj.c  schreiben  kann.  Der  Punkt  px,:^^ 
wird  also  construirt,  indem  man  den  3chnitt  von  PiPx^  und  F  mit  p^^ 
verbindet,  welche  Gerade  K  in  />«  trifft. 

Auch'  kann  man   dividiren 

1.1-  1.^-1 

Führt  man  die  Constrnction  ans,  so  müssen  /'rQQd  P\:c  nach  dem  Frühe- 
ren auf  eine  Gerade  zn  liegen  kommen,  die  F  in  demselben  Punkte 
schneidet,  wie  T^. 

Wien.  Ludwig  Kotanti,  Stud,  phil. 

XV.  ConstructiTe  Lösung  der  Aufgabe:  Eine  Gerade  zu  bestimmen,  die 

Ewei  durah  ihre  reohtwinkligen  Frojectionen  gegebene  windschiefe 

Gerade  nnter  vorgesohriebenen  Winkeln  schneidet. 

(Hierzu  Tat  III  Fig.  3  n.  4.) 

Sind  g  nnd  h  (Fig.  3)  swei  windschiefe  Gerade  und  ist  AB  zur  ge- 

fncbten  Geraden,  die  mit  g  den  Winkel  o,  mit  h  den  Winkel  ß  bilden 
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•dU,  panll«t,  so  erhallen  wir  in  den  boidea  reclitwiukligpn  Ür«ieck«u  v^ßC 
t.td  4  BD,  die  entslelicn,  wenn  dareli  irf^nd  einPD  Punkt  RdcrABt'me 
VinMf  SQ  A  gezogen,  auf  diese  vod  J  das  Loth  ^ D  and  von  B  »q(  g 
jii  Ulli  HC  gefüllt  wird,  die  Mittel  2a  einer  oinrachen  Lösniif^  nnsorer 
Anffiibe.  Xümlieh  d»  der  Winkel  ABD  =ß  ist,  so  kCounn  jene  Drei- 
Kkf  tn  der  darcli  g  itnrallel  zn  h  gplegten  Kbenn  gezeichnet  and  durch 
DtehlBg,  wobei  ABt'  eine  Bewegung  nm  AC,  BAl>  eine  wilctie  um  AB 
ttrfBhrt,  in  die  aDgedeat«te  Lage  gebracht  werden.  Nachdem  Ist  nur 
Bi*!i  durch  AH  und  ij  ein«  Ebene  zn  legen,  deren  Schnittpunkt  mit  h  zq 
Mnnfm   und   dnrrh   diesen   eine   pHrallele  2a   A  B  zn  ziehan. 

Eioa  solche  Lbaung  rübreo  wir  im  Sinne  der  daral  eil  enden  Oeomotrie, 
fii  folgt,  darcb. 

Tb  Fij^.  4  sind  9,,  g^  and  A,-,  A,  bezflgücb  die  gegebenen  Projectio- 

UD  der  windscbIßfeD  Geraden  g  und  h\   S^,  S^  die  8[>area  der  durch  g 

pittllpl    an    k    geleimten    Elmne   Sj    h'   die   Pritjeclido    vi»n    k    atif    dieser 

FViifl  nnd   (ff),  {h  )  die   mit  Sin   die  eret«  Proji*ctinn»ebenR  herabgeechta- 

t^n  Geraden  g,  H'.     Wir  Iragen  an  (fr)  in  einem  betiebigea  Pankte  ^ 

Jm  Winkel  0,  ferner  in  irgend  einem  Punkte  B  sfines  freien  HcheukeU 

II  dtiven   den   Winkel   Aflt/^ß  und   lalinn   von    B  nnd    A  bezJlglicb   die 

Ijäht  BC  und  AD  auf  (1;)  und   Bi)\  ziehen  wir  noch  durch  A  die  Nor- 

■ttf  tu  (/< )   nnd   im  Abstände  fiJ)  zu  jener  eine  Marallel«,  di)>  BC  m  {b') 

KiBcidet,  so  ist  von  derjenigen  Geraden  «A,  welche  zur  gedachten  parallel 

l<»  -<(*')  die  herabgeschlagenc  Projection  auf  S.    Der  Abstand  de*  Ponk- 

Ips  fr  »nn   der  Ebene   S  wi  ('/)(6).     Schlagen   wir  nOD   die  Punkte  A,  ('/) 

a  die  Kbeae  S  xnrtick,  wodurch  wir  die  erste»  Projectionen  Uj,  h\  bo- 

k«am(>n,   und  errioliten  in  tf'  auf  5  ein  Lotb  gleich  der  Strecke  (V)(6)t 

H  |iebt   der  Kud|innkt   /<   deuelben,    mit  1  verhnnden,    wa«   für   beide 

Projeetioneo  auHgeRIliit  ist,  die  Gerade  at'.     Durch  ah  und  g  logen  wir 

4t«  Kbeoe    T,    b«Htimmen    deren  f>chnitt|innkt    e  mit  h  und  ziehen   dnrcli 

midlich    die   Parallele  X    zn  (fi>;    dmnit   erliallen   wir  eine  Gerade, 

dnr  Aufgabe  genügt,  deren  es  bekanntlich  im  Allgemeinen  vier  giebt. 

lianoQTor,  9.  November  IBSl.  M.  ['etzold. 
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FDrHillrh  JnblonoirNkrftflien  Gospllsrhart. 

Sfathematiich  •  natarwiBseni ohaftUohe  Sectlon. 

1.  Füi«  dae  Jeüu-  ISSS. 
Ffir  uiKuebe  weniger  erferechte  Gebiete  der  Krystallographie  bat  sich 
<*t«  dor  diirrh    Einwirkung  von   LSsnogs-  und  Corrosionamittoln 
'icbeii   erxoiigtea    gngpn.  AetzBgurcu    \n  \vA\6TO  Gi»^« 


ertpriesslich  erwieieo.     Einerselt«  Ut  ei  vHnscbenswertli ,  die  sablreichen. 
in    dieser  Hinsicht    au   Minemlirn  und  kllnetliehr>D  KrystAlieo   g<>.inachteii 
and  in  sehr  verscliicdßnctu  Zeirsrhrifien  SAtt  ««tner  Iftng^n  R«iltr  von  .Taltreo 
mit^elbpilc^D,  nur  lose  unterfionndcr  susamm4>nliitngeDdeu  üntPrsuctinngen 
kritiBcb   ZD  Bammeln    aod   tod   einem  bestimmten  wusenachaf^Hcben  Gti-H 
Bicbtspnoki<^  ans  zor  cinhettUcbf^n  Darslellnng  za  bringen,    inftbeanndere 
aber  aucb  die  biBberigen  ErmitUlungen  durch  weitem  nene  zn  Termebren 
nnd  SU  ergünzctn,  wobei  uaeb  die  frUher  weniger  erörterten  Fragen  B«- fl 
rUcksicbtigaog  verdienen ,  in  welcher  Weis«  die  Form  der  ActieindrUdce 
von    der    Natnr    des   Äotzmittela   und    von   der   Verscbicdenartlgkeil   der 
Kry stall flfieben  ahbSngig  ist,  feiner,  wie  sieb  die  Äetzeindctlcke  bei  iso-  ■ 
morpben  Subüianaon   verballen.     Andererseits  ist   c«  aber  von  noch  böbo-  ^ 
rer  Bedeatong,   wenn   solch«   ältere   nn<}  selbatstindige  nene  Untersnch* 
ungcn    dazn    verwerthct    werden,    dnrob    Bntwickelnng  neuer   allgemein  ■ 
gütiger  und   berechtigter  SMIko  unsere  Kenntuißse  von  den  CuliKsions-  und    " 
Stractnrverbnltutäsen  der  Krystalla  au   erweitern   und   die  Frage  zu  lösen, 
ob   die   ActtfigQien   die   Form  der  den    Krystall   aufbanenden    Molecnle 
wiedergeben. 

Die  Geuellticbaft  wOqscht  daher 

eine  Zusa  mmenntellung  unserer  bisberigen  Kenntnisse 
nnd  der  durch  uelbfitfttSn dige  Untersuchungen  nach  den 
angegebenen  Kicbiungen  hin  nen  gewonnenen  Erfab- 
rnngen  Über  die  Aetsfignren  der  Kristalle,  ferner  eine 
daran»  Hieb  ergebende  Ableitung  allgemeiner  SXtse, 
wt^lchn  für  die  Anffassung  der  CuliJisioBs-  und  Sirae* 
tarverhültniflse,  sowie  der  Holecularbescbaffeulieit  der 
Krystallc  von  Wichligkeil  sind. 

Pieis  700  Mark. 

S.  Ftlr  dae  Jahr  1883. 

Unser  Mitglied,  Ilerr  W.  Uaukel,  liat  in  seiner  Äbhandlnng  „Ueber 
te  photo-  nnd  thermoelf-ktrlschen  Eigenschaften  des  Flnssspatbes"  (im 
20  Bd.  der  Abb.  d.  ktinigl.  sXchs.  Ges.  d.  Wiss.,  ]2.  Bd.  der  Abb.  d.  math.. 
phjs.  VAnsae)  den  Nachweis  gt>fOhr(,  dass  anf  farbigen  Flu«sspHt1ikrysta1- 
len  durch  die  Einwirkung  dea  Lichtes  elektrische  Spannungen  erregt 
werden.  Die^e  plmtoelektriHche  Erregung  der  bezeichneten  Krjstalle  ist 
eine  Folge  der  blinwirknng  des  Kiehtes  auf  den  in  ihnen  enthaltenen 
Farbstoff;  die  hierdurch  eingeleiteten  Vorginge  werden  durch  die  Structnr 
der  Substanz  iu  heiitimmter  Weine  bet^-influHat,  so  dnss  die  elektrischen 
Verlbeilttngen  in  stn^nger  Abhüngigkeit  von  <ler  Gestalt  nnd  dem  Waebs- 
Ibnm  der  Krystalle  erscheinen.  Dieselben  stehen  femer  bei  dem  Flnsi- 
spalh  in  engster  Beziehung  zu  di>n  durch  TpmperatnrStideningon  erzeuK- 
teti  t/irnaopiektriBchea   Spannungen,    t\evi«e8l.a.U ,   diu»  ii^im   Belichten 
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selben  FolariUten,  wenn  auch  in  gröBserer  oder  geringerer  Intensität, 
auftreten,  wie  bei  steigender  Temperatur.  Ob  bei  anderen  Krystallformen 
und  namentlich  bei  anderen  FarbslofTen  die  eben  erwähnte  Beziehang 
Tortbestebt,  IfieBt  sich  im  Voraaa  nicht  entscheiden.  Für  eine  weitere 
Verfolgung  der  elektrischen  Wirkungen  des  Lichtes  werden  wahrschein- 
lich nur  sehr  wenige  Mineralien  ausser  dem  Flussspatbe  tauglich  sein; 
dagegen  steht  zu  erwarten,  dass  es  gelingen  werde,  auf  künstlich  dar- 
gestellten, mit  geeigneten  Farhstoffen  imprägnirten  Kristallen  die  photo* 
elektrischen  Erscheinungen  hervorzu rufen. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  als  Preisaufgabe: 

Die  Nachweisung  and  nähere  Bestimmung  der  durch 
Einwirkung  des  Lichtes  auf  künstlich  dargestellten 
und  mit  geeigneten  Stoffen  gefärbten  Kristallen  her- 
vorgerufenen pbotoelektrischen  Spannungen,  sowie 
ihrer  Beziebnng  zn  den  darch  Temperatnrändernngen 
erzeugten  tbermoelektrischen  Erregnugen. 
Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1884 

wiederholt  die  Gesellschaft  die  zunächst  ftlr  1880  ausgeschrieben«,  damals 
aber  ohne  Bearbeitung  gebliebene  Aufgabe. 

Nachdem  durch  die  embrjologiscben  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtHcher  Thiere  — 
mit  Ausachlnss  der  sogen.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  ans  Keim- 
blättern sich  anfbant,  entsteht  die  Frage,  ob  der  Antheil,  welchen  diese 
Blätter  an  der  Enlwickelung  der  einzelnen  Organe  nnd  Gewebe  nehmen, 
überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine  Frage,  die  dann  natnr- 
gemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt,  ob  dieser  Antheil  durch  die 
specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  durch  anderweitige  Mo- 
mente bedingt  ist.  Jn  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung,  welche  die 
Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Änffassnng  der  thieriscben  Organi- 
sation hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete  Kritik  der 
Lehre  von  der  Homologie  der  Keimblätter. 
Da  die  zur  Bearbeitung  dieser  Aufgabe  nöthigen  Untersuchungen 
einen  längern  Aufenthalt  an  der  See  nothwendig  machen  dürften,  also 
ungewöhnliche  Kosten  verursachen,  siebt  sich  die  Gesellschaft  veranlasst, 
den  dafür  ursprünglich  festgesetzten  Preis  von  700  Mark  auf  1000  Mark 
zn  erhöben. 

4.  Für  das  Jahr  1885. 

Die  Theorie  der  Flächen  dritter  Otdnnng  bat  darch  die  neueren 
Untennchnngen    von    Schläfli,    Klein,    Zentben    und   Rodenberf; 
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einen    gewissen  Abscblnss   erhalten,    insofern   es  jetzt  mSglich  ist,    df 
Geaammtheit   der   bei   diesen  Flächen   anftretenden  Gestalten  mit  Lach  ■"'^ 
tigkeit  SQ  überblicken.     Hieran  anknüpfend,  wünscht  die  GesellBchaft 
eine  in  gleichem  Sinne  durchzuführende  UntersnchuDg 
der  allgemeinen  Fl&chen  riertor  Ordnong. 
Die  mannigfachen   Betrachtangen   Über  die  Gestalten   der  Complex- 
fläche,   welche  Plücker'in  seiner  „Nenen  Geometrie  des  Raumes"  ge- 
geben hat,  sowie  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Rohn  über  Knm- 
mer'sche   Flächen   werden   dabei   ebenso   als  Vorarbeiten   zu   betrachten 
sein,    wie  die   Angaben   von   Zeuthen   und   Krone   über  die   Flächen 
vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt     Preis  700  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  BewerbungsEchriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  snsdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  franzSsiscber 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  nnd  paginirt,  feiner 
mit  einem  Motto  verseilen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Ausseneeite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  nnd  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1882  Geh. 
Uofrath  Prof.  Dr.  R.  Leuckart,  Thalstrasse  15b)  zu  richten.  Die  Re- 
sultate der  l'rüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  dnrch  die  Leip- 
ziger Zeitung  im  März  oder  April  des  folgenden  Jahren  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerhungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesell- 
schaft, welche  sich  vorbehält,  im  gegebenen  Falle  die  dafür  ausgesetzten 
Preise  nach  ihrem  Ermessen  von  700  Mark  anf  1000  Mark  zu  erhöhen. 

W.  Boscher,  Präses. 
O.  Cnrüus.    W.  Hankel.    A.  Leskien.    B.  Leuckart. 
W.  Soheibner.     O.  Voigt.     F.  Zarnoke.    F.  Zirkel. 
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Erzeugung  von  Complexen  ersten  und  zweiten  Grades 
aus  linearen  Congruensen. 

Von 

L)r.  A.  AVeilek 

In  ItöUlntlrii. 


Ilierau  Tai.  tV  Pig.  1-20. 


Einleitung. 

Eine  lineara  Congrnen»  bestellt  aa«  allpD  Stinlilcii,  wrlcbc  awoi 

'f^vtfl  Oerad«!],  di<^  Dircetricen,  glridizcitig  scluiculr-n.     Wenn  die  Direc- 

Ifknn  in  sllgrmpincr  Lsgo  Rind,  so  ist  dip  Coagroeoz  eine  itllgpin ein (>. 

Scfaneidrn  sicli  die  Directricen,  so  entsteht  eine  zerfallende  Congrnenz. 

int#>  BftAtandtbeile  sind  ein   Bündel  und  ein  StrabUeld.     Siod  die  Direc- 

ftiieeD  iwei   (sieh   Dicht  subneideudo)  unendlich  nahe  Rannigoraden,  io  ist 

die  CoDgmens   eine  spitcielle,      Dicmelb«  kann   auch   in  rnlgendcr  Wet8i' 

dcfittirt  werden:   Die  Ebenen  durch  eine  Gerade  (l)irectri»)  werden  den 

{'■nkien   «dT  derBelb(*u    prnjoctivisch  zugeordnet.     Die  ÖirablhUschel  ans 

]«B»n    Punkten    in   den    ihnen   entsprechenden    Ebenen    bilden    die   Con- 

Complexe  ertten  Qrades. 

Kin  linearer  Complex  bat  bekinntlich  die  Eigenscbaft,  dau  alle  «eine 
Orrailen,  welche  eine  biuitimtnt«!  Kaumgorade  treffen»  noch  eine  zweite 
toenjogirte)  Gerade  Bcbneiden.  Die  Cnngraenz^  deren  Directricen  jene 
3fnde  Bod  deren  conjngirie  sind,  gebärt  ganz  dem  Cnmplcx  an.  Die 
Cnji^rte  einer  Complexgeradeo  liegt  der  letzteren  oneudÜcb  nahe. 

Der  lineare  Complex  enthalt  co*  lineare  Oongmenzea.  Beschreibt 
■be  Dirrctrix  einen  ßUschel  '^A  (vom  Scheitel  ^  in  der  durch  A  gehen- 
■Im  Ehtrnt^  A),  so  beitchroibt  die  anderfi  einen  Bli«chel  ^78  und  ee  lind 
in  Bualilen  beider  Buschel  in  projectivischer  Znordonog.  Jm  Büschel 
iA  komrat  ein  Compleutrahl  vor  und  da  seine  conjngirte  Liiite  mit  ihm 
luraiiBrnnillt,  so  folgt:  Die  Bchcitel  A,  B  der  bcideo  Büschel  liegen  in 
•W  Scbnittlinie  ihrer  Ebenen  A,  6  und  AB  =  k^  entspricht  sich  selbat. 
'"-il  »ich  tior  lineare  Complex  etzwttgftxi  äxvä  cO 


lineKreo  Cnngrnenteti,  deren  Directricen  zwei  projceii* 
visclie  BiUcliel  bilden,  welche  eitiPn  gemeinsamen  uod  selbtt- 
«n taprechend^o  Strabl  liabcD.  (Syl vester'scbe  KrzcogODgewelsr.}* 
Für  deo  Dftmliche>n  Coroplex  ist  dies  »af  oc^  Arten  KDsftibrbar. 

Indem  miin  betni  »llgemeinen  linriiTen  Coii)|i)ex  nuigflit  vnii  «iura 
B(to«bel  von  Complexatrahlcn ,  crbHlt  man  woilor  folgf  nde  Krzpnguni;  d« 
Oomplexes:  Kr  wird  gebildet  durch  ot'  epeci  ßlle  Co  ngr  u  «niEe  d, 
deren  Directricon  rf,,  (i„,  ...  nin  BUachel  JA  bilden.  Ucn 
l'nnkt»  4  entspricht  stet«  die  Ebene  A.  Der  Complez  ist  be- 
stimmt dnrcb  xwei  der  «pcciclU'n  Congmenzi^n.  Vür  den  näniljcbeu  Com- 
plex   int  diese   Krxengnng  axxt  oc'  Arten   möglicli. 

Für  den  »pectellen  linenrea  Onfn|i|px  gelten  Jone  Kraeugiingen 
aui  linearen  Congrurnxen  nocli.  Wenu  t'ilr  die  prnjecti vischen  Btrahl- 
liiiBchel  ^A,  />' K  die  Scbpjtel  in  der  Linie  AU  xanammcnfallFn  nnd  AB 
eich  scibat  enlKprirht,  im  zerfallen  die  entstehenden  Cnngnienxon  und  der 
ßomplex  wird  «peciell.  —  An  Stelle  dessen  lasse  man  A  mit  II  znaam- 
menTallen  nnd  A  von  />  verrichieden  aein,  sn  bilden  die  üireelricenpaare 
«wei  perspectiv ische  BUachct  in  einerlei  Ebene. 

Andere  HrzeugnngeD  des  linearen  Coniplexcs  ans  CongrucnKen  ergeben 
sich  nls  Specinlfjtllr  bei  Buhaudliing  der  Complexe  zweiten  Grades.  Dringt 
man  die  Strahlen  der  einen  Rcgeliichaar  einer  Fläche  zweiten  Gradea  in 
inviilntoriscbe  ZuordnunSf  so  ergtebt  jedes  Strahlenpaar  eine  CoD|;meBt 
des  Complexes.  **  Ist  die  tnvolallon  parabolisch,  mo  entsteht  der  «p*- 
ciellß  Cotnplex. 

Complexe  zweiten  Oradet. 

Ea  gielit  im  Ganzen  59  Complexo  zweiten  Gradei.***  Von  ibnea 
serfatlun  S  und  von  den  übrigen  4*>*  eigentlichen  Complexen  lassen  «ich 
38  ans  linearen   Oongmcnzen   erzeugen. 

Wenn  nümlich  ein  Coroplex  zweiten  Grades  ans  linearen  Congmen- 
B«n  besteht,  8«  bilden  die  Directricen  eine  (irnnlacible  mler  aerfallende) 
KegelBXehe,  die  nnthwendig  «nr  BingnlaritXtenflScIie  gehört.  Denn  ftr 
die  Punkte  und  Ebenen  dieser  Directricen  «erfallen  die  Complex- Kegel 
und  Kegelsehnitte.  Also  mUseen  die  AingularttAlenllEchen  der  hier  ID 
antennchenden   Complexe  LinienflAchen  sein. 

Wenn  man  nmgelcehrt  weiss,  das»  ffir  einen  Complex  zweiten  Gre- 
dc0  dio  SinpilnritritentlKche  eine  Linienlläche  int,  so  kann  man  lUmu» 
&eblieu«n,  dass  dieser  Ccmplex  aus  linearen  Congrnenzcn  besteht.  —  Sei 

•  Comptei  readoi  IMl,  t.fia.  —  Im  Gebrigen  vergl.  PlOokor.  „Ob  a  »w 
0cometf7  of  ■paoe%  Trans,  of  the  Camb.  Phil.  Soc-,  Vol.  XI.  Part  I,  7  (IMft). 
**  Vcrgi.  Chaalea,  l.iouviIle'»  Journal  1139,  t.  IV  pitg.  318. 
***  Vergl.  meine  Piwertation:  üeber  dicverechiedcnon  tlattdnfreB  der 
Votaittoxf  sweiten  Urades,  Math.  MmiAen  Wd.  VU  S.  i*b. 
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Blulicb  f  eine  Eraeugende  der  Liniüniliiclie,  jedoch   nicbt  gleichzeitig 

CooipUiitrAbl.     DaoD  xerfidU  in  jed^r  Rbene  A  darch  e  (l'aogeoti«)- 

drr  StcigularitStenflltebe)  der  Coinplexkegelechnitt  in  zwei  Hili><h<>lt 

Scheitel  N,.  S^   Die  auf  e   fallen.     Ebenso  bilden  die  durch  eiueu 

Faakt  A  »af  <  gnbeaden  Complexstrabicn  zwei  Büschel,  d^rea  Ebenen 

£,,  E,  nie  darch   (f  gehen.  —  Dreht  man   A   uni  f,  »o  bildeu   die  I'unkto 

S,,  5j  «inen  Ort  zweiter  Otduuiig,   welcher,  luit  jedem  Punkte   vun  e  ver- 

btnideD ,   swei  Bliecbel   tiefem   musB.     Daa   iat  nur  dann  mügücb,   wenn 

^■tiorr  Oft  aas  xwei  Geraden  boslcht  (die  init  e  zwei  lineare  Cotigruenzen 

I«   r'umplexei    ergeben).   —   Ist  r  ein  Complcxstra  hl,    no    mnss,    wie 

iD0  dem   Vorigen  entsprechende   Betrachtung  lehrt,  der  Ort  der  Punkte 

S'j  S',    bratehen    aoa  €  und   einer  weiteren   Oeraden.     Tn  e  vereinigen   sicli 

lit    xwei   xoaammengeh<}rige  Üirectrlcen.     Ilire   Congruenz   ist  speciell 

ind   besteht  aua  allen  Tangenten  der  KUche  an  e.     (Die  Anwcndnng  dca 

irars  von  der  Entengcmlen  dttr  SingnlaritStenllflche,  welche  Coinplexstrahl 

und   der  ITmkehtang  dieoe«  Snlzen  ist  dann  nicht  immer  giltig,  wenn  f 

•nf   einer  FiKebe   zveiten  Giade«  liegt,   von  der  die  andere  Schaar  von 

^rmnRg«nden  aus  Uirectricen  besteht.)  —  let  endlich  die  (zur  Scliaar  der 

Krectrieeo    geb(>rende}    Gerade    e    Uoppelgernde   dee    Complexes,    «o 

fallPD   beide  sugebbrenden  Directricen  mit  f  susamnieD  (und  es  iet  c  ein 

Dnppelvtrabl,   reep.  eine  Kiickkcbrgeradc   der  gesammteu  Singularilflten- 

»). 

Mit  Hilfe  der  eben  bewieseucn  Sätse  erkennt  taan,  dasg  alle  die  38 

CoBpIrxo  sweiten  Grades,  deren  SingulniitülRnH^cbea  KegelÖJichen  sind, 

Uaearen   OimgrueuzL^u    bonlehen.      Uie   Erzeugenden    der   Uegelllftche 

[■iad   die  Directricen    (bei   Flüchen   zweiten  Grade«   im  Allgemeinen   nur 

^  dar   einen  Scbaar.    die  der   andern  öchaar  sind  dann  stets  doppelte 

fVMnplexgeraden ,  nclcbo  allen  Congrucnzeu  angehören,} 

Nachdem  man  uan  die  Gleichungen  der  verscbiadeneu  Gattungen  der 
Oaaplexe  kennt,  sowie  die  zugehürigm  Singnlaritittt^ntlüchen,  sn  besteht 
aiw  riebere  und  einfache  Methode  zur  üpstimmaug  der  ZuJjanuneugehJi- 
tifkait  der  Erzeagenden  sa  Directricen  in  Folgendem:  Man  drückt  die 
t«ge  twrier  Punkte  P,  0  der  SinguIaritHtenflilche  au»  durch  Parameter 
*t9i  fi  't  berechnet  die  Coordinateu  von  PQ.  Hetxt  in  die  Uleichang 
4w  Camplezea  ein  nnd  erhftU  die  Bedingung  dafür,  dasa  I'O  Cotnplex- 
Cmdi  tat.  Seien  o,  y  die  Parameter  der  Ersengenden,  auf  welchen  P 
■■'i' Hegen,  a«  mfiaaen  die  Coclficionten  der  Glieder  mit  ß,  ä  Rinen 
Rfsetuanen  Factor  haben,  der  nur  a^y  entbKlt.  Setzt  man  ihn  gleich 
KiH.  iii  hat  man  die  Rezicbnng  xwiachon  den  Parametern  der  Eraen- 
w^aAtn    «filph«  Directricen  paare  sind.* 

;  t:  Iva«  Methode  ist   vcrbChietlcB    von  der  von  Herrn  Fiedler 
UcojuL-trinclie  Mitthcilniigen,  Vii;tV«Vjn.\\t«uÄvTA\  A« 
^^^J^JU^iMt.  Zürich,  IttTB,  Öd.  XXIV  Ä  IM 


Brxeiigqnß'  von  ComplAxen  nrstrn  und  cwvlleti 


Ersragung  ^'  =  ^  =  /3   beAteht  anc  doppelten  Compl^igenideD.     Die  Ho 

dorc  Regelschxar  ist  ^=^^a.  —   Der  Schnittpunkt  P  dieser  beiden 

t/i      9* 
Stnbten  J3,  tt  hat  die  Coordinatfn  ^,:)v,:y,:y|  =  f):o/$:  ot:].     Kin  wdte-t 

rer  PoDkt  (JderFUcbe  sei  6:yd:y:l,     Für /'i>  als  Oomplezslrahl  ergiebt] 

sich   aaif   I) 

iJie  Zuordnung  Ap.t  fttrahlen  a,  y  ^^  Otrt'clnecopaaren  ist  eine  |2,2|-j 
dentigc.  ^rf&llende  Congnieosen  treten  nicht  auf,  dagegen  giebt  e« 
vier  spccielle.     Man  erbtllt  sie,  indem  man  in  4j  as^f  »etst. 

Setzt    man    die  Coordinaten    von    PQ  in    2)  ein  oder  orsetzt  mau   to 
4)  1,  b,  c  durch  deren  Quadrate,   sn  erhSlt  man  eine  Gleichung,   welche 
mit  4)  die  singulSren  Linien  ergiebl.     Man  ernbri  «o,  daas  die  singnU-j 
ren  Complex strahlen  vier  von  den  linearen  Congraenzen  ansmacben. 

Indem   man  weiterhin  noch  den  Complexkegelschnitt  in  einer  belic- 
bigeo  Ebene  des  Raames  einftlhrt,  hat  man; 

Erzengnng    dos    Complexes    [(1I1)111|.      Han    wKblt    eine 
Fläche   zveiten    Gradea   F  nnd   einen  Kegelschnitt  V  in    all- 
gemeiner Lage  (Fig.  2).     Mit  C  liege  der  Kegelschailt  ü  roa  Fl 
In    einerlei    Ebene.      Die   Tangenton    von   C   schneiden    A'    in] 
Punkten,    die    sieb    entsprechende    genannt   werden   aallen. 
Irgend  einem  Punkte  P  auf  A'  entsprechen  dann  dio  sweitaBJ 
Schnittpunkte   J>',    0"  der   von   />   an  C  gezogenen  Tangenten 
mit  A'.    Dnrch  die  entsprechenden  Pnnkto  />//,  resp.  ■/''/'"gehen 
die  Directriceapnare   dtf,  da'  der  linearen   Cnngroensen   nnd 
geboren   sHmmtlich  derfielbou   Regelschaar  vnn   f  an. 

Wenn   bei   dieser  Brzengnng   die   an  C  gezogene  Tangente   ancb  A'' 
berührt,  so  entsteht  je  eine  specielle  Congruenz. 

Gebt  d  (Fig.  2)  durch  einen  der  Schnittpunkte  9,  7t,  S,  T  von  üj 
nnd  A*,  so  fallen  jedesmal  «f*  und  '/"  znHsrnmen.     Ftlr  einen  Pnnkl  auf  rfj 
erhält    man    einen   Htischel    von   Compirxgrraden ,    welcher    nach   der  ver- 
einigten Linie  iTd"  geht.     Der  BfUchel  ist  anfzufasBen  als  zwei  unendlich 
benachbarte   Bfiscbel   von   Complexstrahlen.     Jeder  Strahl   kann   als   der 
gemeinsame    beider    BUschol    gelten ,    d.  h.    alM    der    zugehörige    singulare 
Complexstrahl.*     Diese  BOschel  und  somit  jene  vier  Congnienzen  bestehen  { 
aus  singiiliircn  Linien.     Damit  sind  die  singnlAren  Linien  aus  der  gegcbe-j 
nen  Erzeugung  hergeleitet  und  es  ist  einleuchtend,  das^  jeno  Knteugnn) 
von  #*,   welche  aus  (doppelten)  Complexgeradcn  besteht,   bei  den  siugu- 
iHren   Linien    vierfach    zu    zXhten    ist.      Doun    ihre   Slrabloa    gehören    deoi 
vier  linearen   Congmenzen  stnguliuer  Linien  zugleich  an.  j 

•  Fiaekerj  a.  a.  O.  Vr.  Sil. 
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ErsODgiini;  üeti  OaiaplexuR  |(tJ)Illl).    Auf  einer  all^euiei- 

•ft  LloienflHcho  viertnn  Orados  F  mit  swei  UoppelgnrMilei), 

Vrraitm*  Xl,*    withlp    mau   eine   Uclinbigo  Hrzengonclc  i-,   nuf 

dicjrr  finnit  Fnakt  /'.     Üto  iu  /'nn  Z' gelegte  TangontialcbonQ 

Pfclineiilc  /*  aotsL   in   e  noch   in  der  Curvc  dritter  Ordnaog 

'],    anf    welch nr    man    wirdnruiti    »inon    Punkt    .V   willkiirlicli 

viblt.    |)ie  Stral)l<>n  de«  BusclifiU  MV  ecbaeidRa  T,  iu  Punkte- 

paaren   iUt',  /',/'*,    de.    und    die  dnreb  die«e  Paare  gelegten 

l*««rt<   itit,   tty^Y    otc.    von   Erftengeiid  en    von    /^  «ind   di»   Dircc- 

iricf!»    Ton    ex'    Congvu«nEcu,    dflren   Geanraintlif it   der   Cum* 

plex   tat.   —  Die6<*r  Complox  iSset  eich  Auf  zwei  ver«chicdene  Arten  in 

■enannicr  Weise  erzeugen,  xesp    >o  swei  gelrenote  Schaaren  von  Je  <x' 

mgrti(.*nscn  zerlRgcn. 

Führt    man    bei  der  gegf-benm    Erzeugung  an  Stelle  dne  Punktes   M 

li«   beiden   Punktr«  .V,   A  (derßu  VcrbindungHlinic  durch  V  geht)   ein   und 

FDutit    man    beide  gleicbzeilig,   ao   entsteht  der  Complex  doppelt.     L*ie 

M  und  S  an  C,  gezogooen  TangcntCD  llcferu  die  vier  epcctclten  Oou* 

'^rveosen   de»  Cornplexe».      Ihre  Directricen   gehen   durch   die  BerfMirung« 

fonkte  jener  Taugouten   und  sind  die  vier  oinsigen  E^rzeugeudcn   von  t\ 

vclctte   lUgleich   Oomplexgorade  »ind. 

Uic  gegebene  Krzcugnng  des  Complexea  gilt  auch  dauu  noch,  wenn 
V  «nf  i\  mit  /'  coincldirt. 

Hai  man  durch  gleichzeitige  üenutxung  der  Punkte  4f,  N  zu  joder 
Dtrectrix  d  {auf  F)  die  beiden  aogeliürigcn  rf',  d"  bestimmt,  (in  erhall 
■ao  die  flingalüreu  Linien  des  Complexes  aU  die  GeüKUiDitbeil 
T»a  30*  Regel>cbaarcD,  welche  je  ä,  tt,  cf'  gleichzeitig  »chueideo.  Alle 
■■thalten  die  beiden  Doppelgornden  von  /''.  Wenn  soniit  die  Uoppel- 
gftadun  a*,  y  von  F  und  eine  ^ingul^re  Linie  s  bekannt  sind,  so  lassen 
•U  lofort  od'  siugulltre  Liuien,  uümlich  die  Erzeugung  x,  y,  s  eino« 
Hyperboloids  linear  conatruirou,** 

lumplex  1(111)111),  tir.i. 

Die   RingnlarilifK^D fluche   ist   vom   zweiten    Orade,    doppelt    zAhlend. 
Kf  ezthltt  das  Vierseit  A^AJ.■9^.^^  des  CoordioateDteiraederfl.     Die  eine 


*  Vffrgl.  dt«  Abhandlung  den  Herrn  Cremona:  „Sülle  »uperficie  gobbe 
diqBkTio  prado".  Memoria  dell'Accademia  delle  »ciense,  t.  VIII  (»erie  2«), 

**  lit  /■'  jfcgctim,  so  kHon  miui  Wicht  ollo  Oomjiluxt:  zweiten  Grade«  oon- 
*'i«na,  miitibe  F  tur  Singularitäten Häcbe  liaben.  Hau  wähle  oämlicU  P  all 
wtw  hmkt  aad  Jaase  die  ftiogul/lre  Lmte  JI^'  den  BüKhel  PV  dUTC^^tnl^u. 
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Kür  die  sin^lüren  LiniPii  vergl.  f(n)llll]'     ^*"  erkennl,  daM  hier 
diu  vou  ibocD  gebildete  Cougnteoz  iu  swei  xernUlt,  voo  denoD  j*>Ue  aasj 
OD*  R«g«techaareQ  besteht 

Comtilex  i(IllKll)l|t  >>.  4. 

Im    Vergleich    xa    [(111)111]    winl    i=iu.      Die    SitigularilMtcnflücbe 
bleibt   dieselbe,    fhenso   die   Darstf^IInng   der  ConrilinHieD   von    /'  and   fj 
durch  aßyi-     PO  ist  Complexstrahl ,  weuo 


4) 


,y  +  ^AÄI(«-r)-i  =  o. 


FOr  die  ip«ciellen  CoDgraeDseo  nnd  fttr  die  singulKma  Liniou  hall 
man  «■=  y«  +  i. 

Brzengang  des  Complexus   [(III)ilI)l].     Aufoiner  Fläche 
zweiten    Gradee    P  bringe    man    die    Erzengenden    der    eioeni 
Schaar  su  in  projectiviflche  Zuordaang*,   dast  die  »e1b8lent->] 
sprechenden  Kfzeagt-nd  eo  verschieden  sind.    Enteprechendft] 
Strahlen  »ind  die  Directricen  der  linparen  CongraenzeD. 

Bei  [(111)111)  (Fig.  2)  lasse  man  C  aod  If  aich  doppelt  berQliren. 
—  Ist  alsdann  insbesondere  F  eine.  Rotaliitosfl^che,  A'  einer  ihrer  Kreisf, 
C  ein  mit  h'  concentrischer  Kreis,  sü  iXsst  sich  der  Couiplex  erse^ugeo 
darch  Rotation  einer  Congruens  um  die  Axe  eines  darch  die 
Directricen  gehenden  Rolationshyperboloids. 

Komplex  |(tl)(ll)(ll)|,  ?lr.  fi. 

1)  ß=  "  PitP3*-^''PuPi»  +  '■  PuPtt^^^ 

2)  a'=f^PtaPu  +  ^^ia/'«  +  *^'PuPM  =  **» 

3)  y,  Pi  ffa  P4  =  0 .    »I  "j  Ps*"!  *=  *** 
Dieser  Compicx  ist  der  tetraedrsle,  seine  SingnUrilXteDdilchc  ist  di 

FnndamcntaitetraedcT.  —  Die  Coordinateu  zweier  Ponktc  /;  Q  in  Ap  A, 
seien  Q'.l:ß:a,  Siyid'-i.     Alsdann  ergiebt  sich  fttr  PQ 

Die  Büschel  -^lA,  nnd  ^jA,  von  zwei  tkken  nach  der  gvgenflber- 
liegenden  Kante  des  Tetraeders  sind  aUn  projectivibcb  xn  Diroctricen- 
paaren  geordnet.  Dabei  eDi«prechen  sich  die  darunter  vorkoinmendeu 
sich  «chnridenden  tlbrigen  Kanten. 


*  Die  ioTOlatorische  Ituordnuug  wOrde  einen  linearen  Compln  liefeni; 
*.  die  Idnleitaog. 
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Ersito^tiiig  de»  Comploxes   [(11)(11X1I)),     Man   biltlo  zwi>i 

roj  ecliviHcUe  UilHchol  iu   Hllgnmpinnr  Lftge.      KnI  B|)reclieD  d  a 

RlrkhleD     tiaä     diei    Direclriccn     ÜDearnr    C'unßrtipnxcu     des 

Cnmplexei.  —  Ffir  deacelbea  Complex  i«t  diese  Krzeu^nDg  «uC  soclis 

Art«Q  roögltclj. 

fH»  iibfn  angf-g^benen  BQscliel  ^jA,,  /'jA,  praflugen  in  -4^^^  «wei 
TeiT>iDi[^f<  |jrojecliTischc  PaaktrciheD.  Die  l)oppcl|iankte  sind  /l^  and  <t^. 
te«e   K«ihen   köiiDeii  Huob   in  nine   lurüliition   flbcrgtdiea- 

In  einem  metriKcliMi  S|>ecialf«ne  i^iitstcbt  dieses  Complex  durcb 
ilotMtion  rin^r  lineareo  CongrneDz  um  dio  Binormale  der 
beiden  Directrioen  (wolcb'  letztere  für  d«n  Fall  der  luvolutioa  sich 
recblwiaklig  kreuzen). 

CamplAx  I(111)(1I1)K  Nr.  (t. 

Unler  Beibebaltung  der  Bezmcbnang  bei  [(Ilt)lll]  crbllt  inau 
4)  {a-Y)(ß-~6)  =  ti. 

Erseuguug    dei   Cntnploxcs  [(1U}(1I1)].     Jeder   Eizcugeu- 
ileu   oioi^r  FIScbc   xwoitnn  Gradne  F  orduet  man  die  coDsccn- 
tiv«  derselben  Scbaaz  zn.     Beide  sind  Directriceo  einer  spe 
clellcn  Congmenz  des  Conploxcs  (bestobend  aasTaDgeoLen 
Ton    F). 

tMcM-  Rrzeugnng   ist  auf  doppelte  Weise  möglteb,   man  kann  beide 
Bf^elscliaareD  auf  F  zu  Direciricen  machen. 

Ist  /'  eine   BotalioDsfltcbe,  so  entsteht  der  Complex  durch  Rotft- 
tioD  etoer  specielten  Conginenz,  s.  |(ni)(ll)l]. 

Dieser  Ccmplcx  [(IIIMIU)]  eutatebt,  wie  [{111)111],  Fig. 2,  wenn 
Blmlieb  V  mit  A*  znaammennilU. 

t'onplcx  (111(12)1,  Sr.8. 
2)      ß'=  ah  (/>„«+/'«•)  +  ia^+b')p„Pu  +  '^(P.s+P«)*  =-0. 

Die  Shignlarililtonflilche  ist  die  RegelfiJIche  vierten  Grade«,  Or«« 
■uD«  XII,  und  es  kann  dieser  Fall  ganz  wie  [11]1(11)|  bebandelt 
vvrdtK,  nar  sind  die  beiden  Doppelgeradon  einandor  nncndlieb  nahe 
gtitehi. 

ErteaguDg  des  Complcxes  |1I1(12)].  Ka  seien  /'  nnd  P 
BtrttiTangBpank t  and  zngebSrigc  Tangentialebene  einer 
StJilfUi'lie  viertnn  Grades  F,  Crcraona  XII.  Di«  Khene  I' 
•cnufliJfl  p  [ti  einer  Granngeudeu  f  nod  einer  Cuxv«  dtUv^i 
^»AMgMf  6j  oliae  Doppelpunkt  (welche  ff  in  i*  ac\nie\äi<j\.  uti^ 
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an  einer  andern  Stelle  berührt),  auf  welcher  man  einen  I'ankt 
M  willkürlich  wühlt.  Die  Strahlen  dea  BüachelB  MV  schnei- 
den Cg  in  Pnnktepaaren,  durch  welche  man  die  Directricen- 
paare  als  Erzeugende  von  F  zieht.  —  Diese  Erzeugung  ist  für  den 
nämlichen  Complex  auf  zwei  verschiedene  Arten  möglich.  —  Die  Gon- 
grnenz  der  singnlüren  Linien  ist  Jrreducibel  und  iKsst  sich  zusammen- 
setzen aus  od'  Kegeischaaren ,  welche  sftmmtlich  zwei  consecutive  Strahlen 
gemein  haben. 

Complex  111(11)2]  j  Nr.  9. 

1)  ß=  fl  (Pij*+P34)'+ 26p„P34+2c;),3P«  +  p,4»=0, 

2)  ß'=«Mp„"+/'34«)+    (a»+ft»)p,sP„  +  cV,8P«     =0, 

Die  SingularitätenflSche  ^  hat  zwei  doppelte  Leitgeraden  <4j'^g>  ^f^t 
{y%^'y*'^^t  yi~yB~^)  ^^^  ^■^^^  doppelte  Erzeugende  ^i^^{yi^=^yi 
=  0).  Sie  ist  die  allgemeine  Cremona  V.  —  Die  Ebenen  durch  A^A^ 
schneiden  F  in  Kegelschnitten  nnd  enthalten  zerfallende  Complcxkegel- 
schnitte,  wobei  beide  Büschel  ihre  Scheitel  in  A^A^  haben.*  ('^£'^31  die 
doppelte  Erzeagende  von  F^  ist  doppelte  Gomplexgeradc.) 

Erzeugung  des  Gomplexes  [11(11)2].  Eine  Regel flKche 
vierten  Grades  F,  Cremona  V,  habe  die  doppelten  Leitgeraden 
a,  b,  die  doppelte  Erzengende  c  und  einen  Leitkegelschnitt 
K  (wobei  die  Ebene  von  k  durch  c  geht).  Auf  K  construire 
man  eine  Involution  von  Punkten,  deren  Pol  ein  Punkt  M 
von  c  ist.  Unrch  die  entsprechenden  Punkte  zieht  mau  die 
Erzeugenden  von  F  (Transversalen  an  «,  b)  und  erhSlt  su  die 
Dircctricen  der  linearen  Gongrueuzen.  —  Diese  Erzeugung  ist 
für  den  nSmlicben  Gomplex  anf  zwei  Arten  ausführbar. 

Complex  [11(112)1,  ^r.  10. 

1)  Ä=  a  (p„  +  P3,)«-  6  (p,8~Ps*)'+/'i/  =  0. 

2)  Ä'=«'(p„+P„}*-6«(/>,s-P3i)'  =0. 

3)  (yiy4)"  =  o,    KpO'^o. 

Die  SinguIaritätenflKche  ist  eine  zerfallende  doppelt  zählende  FlKchn 
zweiten  Grades.  Die  Büschel  p^^:=  p^^<^  p^^^  — ()  oder  A^A^  und  A^Kt 
bestehen  aus  doppelten  Gomplezgeraden ,  die  übrigen  Bütichel  A^A^  und 
A^A.^  werden  die  Directricen  liefern. 

Für /»  und  0  wählen  wir  die  Punkte  l:|S:o:0  und  0:y:d:l.  Dann 
erhält  man  für  PQ  als  Gomplcxetrahl 

4)  a{«-\-y)*-h{a-yf^\=Q. 

*  Die  Schnittpunkte  der  doppelten  Erzeugenden  mit  den  doppelten  Leitgera- 
den, mit  einem  KegeUchnitte  der  Flilche  und  die  zugebßrendcn  Scheitel  des  ser- 
fiUlenen  ComplezkegelechnitteB  bilden  drei  Paare  einer  Involution.  Vergl.  auch 
[1(11)8]. 
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i   floniit  ilia  Strahlen   der  Biiachel  '^fAj,  A^Aj    [3,  3]r1otitig 
n  Oirwtrtceo  geordnet.  —  Für  die  Bingniärcu  Linien  hat  ma»  ovbat  4) 

Alt  4)  ond  b)  ergeben  sich  (\iT  a,  y  vier  Worthopnaru,  d.  h.  die 
dl|allmi  I^iuii>n   bilden  vier   ''ongmoneen. 

Die  [3,  2]-dpntige  Znordnnng  der  Strahlen  a,  /  iKaat  sich  durch 
riocn  CoiDpl«xkegfUi>hnilt  hcrBtellon. 

Eriengnog  dns  Complexes  [11(112)].  Durch  d\t*  Verbtn- 
diB{ilinie  sweter  Punkte  J,  ß  geben  Evrei  Kbcnen  A,  H  (Fig. 3). 
L<litrr«  schneid  L*n  ein'^ii  Kegelschnitt  A'  in  C\  />,  K,  F.  Irgend 
«ineTiDgßule  /  vud  k'  Ircffo  A  und  B  (bezüglich  C/',  liF)  in 
T,.  7(.  AUdann  sind  stets  AT^^=d^  und  f  r,  =  rf,  Directricen 
rinar  linearen  Cangruenz  des  Complcxos. 

tAlijtrcchond  [UliII]})  ergeben  AV,  Ab-,  HE,  BF  und  deren  (je 
rffttsigte)  entflprrchendn  Btralilen  die  Directricen  der  Cougruenzen  «in- 
glUiM  Linien. 

ronplex  |Un)(13)|,  Nr.  11. 
1)                   Ä=  4o  p„pj, +  *(;»„+/)„)» +p,/=ü, 
J)  Ä'«  4«V«r«  +  '•»(Pu +/>«)'  =  ü.  

Die  SingnlitiitfitenHXche  besteht  ans  Rwei  FlJlchen  zweiten  Grades 
''i^'t.  welche  sich  nach  A^Aj^()>)  berühren  und  lünga  A^A^(tf)  und  .4^A^{r) 
KliapJdeD.  tSpecialtall  von  [ll(l])(ll}],  zwei  Gegenseiten  des  Vierseits 
drr  l>ci[i|>elgeradeD  coinctdircn.)  FUr  /'  auf  F^  und  Q  auf  F^  seien  die 
Cwrdinalrn    l  :^:o(^  — <*):ik,    1  :i:/(ä  +  c):)'.      Dann   ergiobt  itich 

£ti«tigaQg  des  Complexes  [I(ll](]2)].  Zwei  FlKchen  zwei* 
t*ii  Grade«  T, ,  /*,  berühren  sich  längs  der  Geraden  p  und 
■thnetden  sich  Ittnga  y,  r.  Uan  bringe  entweder  die  Regel- 
icbkiren,  tu  denen  Vt  ''  gehören,  so  in  projectivischc  Znord- 
ovig,  das«  y  und  r  sich  selbst  entsprechen.  Oder  man  bringe 
'ii  Strahlen  der  anderen  Regcisehaaran  in  projectiTisches 
Cktiprecben,  so  dass  für  die  hierbei  in  v  (oderr*)  ontstehen- 
J«D  projeeiiviechcn  Krihen  beide  Doppelpunkte  in  ;j</  ipr) 
iliimiBen  fallen.  —  Kür  den  nXtnlichen  Ofimplrx  ist  jede  der  genaun- 
t«o  EnfUf!unf;t>n  auT  zwei  Arten  autführhar.  —  BexUglicb  der  »ingulüTeu 
Liu't'a  •■  [11(11)111)]. 

(mnplex  |l(lll)2|,  Nr.  13> 


^ 


^='»V„+/'«/+*;^„(6p„+p„^==D, 


Snsnngitag  tab  ConplevoB  M«VMl 


swriten  Ondet 


aftro  T*og«DtiAlcbeneD  gi  =  0,  }ft  =  0.  Die  FlXcbe  entütelit  dadarcb,  dsM 
niBD  die  PoDkte  eiocr  ebenen  Cnrv«  dritter  Ordnuug  C\  mit  Doppelf  ankt 
und  diejenigen  einer  Gerftden  f,  welclie  f-'j  im  DnjipelpDDkte  7'  ecbnei- 
dot,  in  projectiviache  Zuotilnuug  bringt  und  «olaprecbciide  Punkte  dutcli 
Geraden   verbindet. 

¥la  tei  P  ein  Punkt  auf  /*,  P  die  zagehörige  Tangentialebene.  In 
P  liegen  eine  Krzeugende  r  (liurcb  P  gebend]  und  eine  Curve  dritter 
Ordnung  C^,  welclie  diircb  /'  gebt  uud  einen  aaT  e  gelegenen  Unppel* 
punkt  T  besitzt  (Fig.  Ti).  Der  Coniplexkegclsclinitt  in  P  \ösl  »ich  auf  in 
zwei  Pnnkle  ü^  iV  auf  C',,  wobei  /*  in  A/y  liegen  mnss.  Die  atu  M 
(tider  A")  gezogenen  Stralilen  Bcbncidcn  l\  in  den  Paaren  Oü\  /',  Z^, ,  .  - 
einer  Involution  und  dnrch  Dt/,  l\D\,  ...  geben  die  Direclricenpaare 
als  ErKeiigende  von  F.  —  iJie  Strahlen  TIt,  TU'  etc.  bilden  ebeMfallB 
eine  Invointion.  Durcb  Betravbtung  der  an  T  llegenileu  I'aare  der  lo- 
volttiion  auf  C^  findet  man  sofort,  dasa  in  der  Strableuinvolution  nin  T 
die  beiden  Tangenten  an  ditt  C,  sich  enl«preebr.n.  —  Audi  die  Kbenea 
und  die  Punkte  der  dreifftcben  Geraden  X  der  FlScbc  sind  iovolatorjacli 
geaobaart  und  zwar  auf  zwei  Arten,  und  die  stalionSren  Ebenen,  sowie 
die  slatioDÜrea   Punkte  bilden  je  fin   Paar  dieser  Invointiouop. 

Erzengnng  de»  Complexes  [11(13)].  Eine  Kegelflielie 
vierten  Grades  b\  Cremoua  X,  babo  die  dreifache  Gerade  <, 
auf  i  floien  A  uud  B  die  stationttren  Punkte  ond  ea  seien  A 
nnd  B  die  atationKren  Ebenen.  Alsdann  bringe  man  die 
Punkte  Ton  '  so  in  io volutoriscbes  ICn tiprecben,  dass  A  und 
/'ein  Paar  bilden  (oder  man  constrnire  eine  Involatioo  ante r 
den  Ebenen  von  t  mit  A  nnd  B  als  einem  Paare).  Die  dnrch 
die  Paare  dieser  Involution  gelegten  Erzeugenden  von  ^'sind 
die  Uirectricen  der  Congruenzeu.  —  Diese  C'uuslraclion  ist  ftlr 
den  Coinplex  stets  anf  zwei  Artou  ausführbar.  —  Fttr  das  Weitere  vergl. 
lllll(U)]. 

Ciimplex  [1(11131,  Nr.  18. 

2)  Ä'«  «'/»«P« -*•(?«-/»«)'+    Ph*  =«. 

3)  **^H\l\  t/t  +  Vitf^y  ■*-  2(2i  —  a)v,jr,(s(,y^  +  a^^!f^  —  oy^y,)  =  0. 

Die  RingnlariLStenflXcbe  ist  eine  KegelBKchc  F  von  der  vierten  Ord- 
nung, wßlcbe  zwei  doppelte  Dcitgernden  und  eine  ßUckkebronceagende 
hesitst  (Specialfall  von  Cremona  V).   Der  Vergleich  mit  [11(11  t2l  ergiebt: 

Gtseugnng  des  Complexes  |l(ll)3l.  Eine  Regel flAc he  vier* 
teu  Grades  F,  Cremona  V,  habe  die  doppelten  Leitgeraden 
a,  fr,  die  RUckkehrerzeageude  n  und  sa  sei  Jb*  ein  Leitkegel. 
aelinilt    von    /'(»»bei    «:   und    A   sieb   berühren).     Auf   A'   eon. 

f/tt   man    eine    lnvn\utton    von   VunV^-^w^   d«r«n   Pol    ein 
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Krsengnag  dos  Complexea  f(llKll)2}.     Aaf  einer  FlKeüe 

«weitan  Urtdci  F  wablv   mao   zwei   sieb   KcbovidoDde  £r»en- 

,  gt>n  lin  r,,  je^  und   Bit  f  /■,   dpn  Punkt  /'  tFig.  4).    Dr>r  ätrali  Mi  iincliol 

f',    wird   iir>r  Krzoagung  «nf  A',   welche  **,  trifft,  jiroj  roli  v  iäoli 

saifeitrdiiet,  lo  dast  T)  sich  selbst  cntspricltt.  —  Für  den  nMm- 

i^licbf^n  ('omptex  iet  die«e  Krzeagnng  auf  vier  Artnn  Dinglich. 

fl'uniitinx  |(11K1I3)|,  Nr.  14. 

2)  «*:=         /.,gp„  =0, 

Mit  ßßilielinltiiog  der  bei  [Il(ll2]]  ningpUnirti'n  Bf^seicbovog  ertiKlt 
man   bler  die   BpiliogiiDKsgleicbuog 

!•!•  Bttschel  iiad  hier  projecttviBch,  in  Kiß.  3  fallen  C  mil  />  nnd  ^  mit  7' 
inswotnen,  die  t'ongraenzen  singulürer  Linißn  vereinigeu  sich  paarweise 
'  in    xfrfallrndc. 

HranQgnng  d^B  CnntplexeR  |(ll)(lt2)].  Dip  Dircctricen- 
paar«*  sind  ontsprochende  Stiablco  aweier  projeotiviseliflti 
DUaetifl  ^A.  Bü,  dernn  Scheitel  A,  B  in  der  ßcbnitllinie  AD 
li«»gen.     [Ati  darf  sich  nicht  selbst  eutsprochon.) 

OoBiplex  |(lll>(lä)i,  Kr.  15. 

Die  Verbindungslinir-    diT    PunlctB    \:u:aß:p,    \:-g:yi:li    ifit  C<^m- 
pUutrahl,  wenn 

4)  — ^  =  /7- 

EriflDgung  des  Complexef  [(ni)(l2)].  Man  bring»  die 
Htrablen  der  einen  Erzengang  <nner  FiNchf?  xwoitcD  Grade« 
''■bin  prnjectiviHc)ie  Znordonng,  dass  die  beiden  sich  selbst 
««tiprecbenden  susammenfallen.  Die  Paare  vnn  ErsRugeti- 
üia  liod  die  l>irectrtcea  der  Cougraeazeo. 

Vrrgl.  Fig.  2,     ORST  sind  consecutive  Ptioltte  vnn  A',  d.  h.  C  nnd 
*  amlirBD  iicb  virrpanktig. 

Cowplex  (11(13)1,  l«r.  17. 
Jl     Ä=  o   (ft,'  +  p„>)+       ^hp,,p^,      +2/.„(p„+P„)-0. 
1)     Ä'=«&(p„»  +  /»M«)  +  (n»  +  ft»)p„p„+    ;>,/  =0. 

t^«  SiogolariifllenflSübe  F\»\  die  allgemeine  Crcmona  X.    Oio  dtei- 
***^(^rfp  wt  y,  =f/^  =ff(-^s-^s)<  'Sog«  dersulben  \ial  mÄW  ^«^\  »WA«- 


»PW»K 


trat 


zwei  BU«cheln  in  A,  in  pmjectivisclier  Znordnun^.  —  Alle  Complcx- 
({irftlileii,  welcho  a  ircfTen  ,  bilil^'o  £Wf^i  CoDgrupaxoii,  deren  aw(>itc  Direc- 
trict^u  ili^n  Düsclißlu  ■^yA,  and  /^^A,  aogehilrea.  Die.  sn  ß  gelioreDdoa 
Uir^ictric^n  licgru  in  den  HUsclieln   ^,A,  und  ^iA^.* 

t^rz<>agiing  des  Complcirs  [(11)(I3)].  Auf  einer  PlXofao 
KwniU-n  Grades  F  (Yig-  7)  wülilo  man  eioe  ErEeugeado  /«  ^nf 
ilir  die  Paukte  A,  B,  welche  die  BerUbrnngspunkte  der  Ebft- 
iie.n  A,  B  seien  In  A  und  It  «eleu  nebst  e  noch  die  weiteren 
Krzeugenden  r^,  r,  von  F  gelegen.  Kon  bringe  man  die  r 
«clineiilenden  Erzeagendcn  von  F  in  prnjccti vtsclie  Zanrd- 
nnng  mit  den  Btralilen  im  Bliscfael  aA^  b»  dase  ^|  sicli  Belbal, 
dem  Strahl  i*^  aber  €  entspricht.  —  Oder  man  bringe  dia  aa- 
dere  Uegelschaar  von  F  in  ei&dentigoi  £ntsprecben  tnit  dom 
Bllnchel  j^H,  ho  daHB  für  die  hierbei  in  <?|  entstehenden  ver- 
einigten projecti  vischen  Reihen  die  Doppelelemente  in  H 
vereinigt  »ind.  —  Jede  der  genannten  Erze nguogs weisen  ist  fiir  den- 
ielben  Complex  zweimal  ansfllhrbar. 

(onplex  |(tll)ä|,  Nr.  31. 

FOt  PiXiu-.-oß.ß),  e(l:y:-ya:d)  ethSIt  man 
4)  «(>•- o)'+2(y  +  «)='0. 

Erzeagang  des  Complexus  ilH(3)J-  Die  Ebene  eines  K«- 
gelacbnittea  C  sehneide  eine  Fläche  zweiten  Grade*  A'  im 
Kegelschnitte  A'.  Beide,  /'  and  A",  oseuliren  sich  an  einer 
Stelle  dreiponktig  (so  dass  sie  sich  ansserdem  in  noch  einem 
Pankte  scbnoideu).  Jedem  Funkte  auf  h'  entsprechen  dte 
zweiten  Schnittpunkte  der  von  ihm  an  C  gezogenen  Tangen- 
ten mit  K.  Die  dorch  die  «ulsprcchenden  Pankte  von  IC 
gehenden  Erzeugenden  der  einen  Scliaar  von  F  sind  die 
Direetricenpasre.  —  Siebe  [(111)111],  Fig.  2. 

Conplex  |1 1(22)1,  Xr.  38. 

2»         i^  =  "'t/'„+p„)»- /'•(;>„-/'„»=  =0, 


3) 


y/(«,y,«-|,,»-y/J  =  U.      .V(wV- "a'-^'J  «  «. 


Die  SinguiaritütentlfCche  iitt  ein   Kegel   K   mit  der  Spitze  A^  and  rl 
Kfgelscliaitt  V  in   A,,   welche  zwei   gmieinsaine  Erzeugende   lialien. 


*  Hitrauft  er^'lion  üicti  nnfurt  lÜe  tiiugiilüreu  Linien     In  Nr.  äO  der  Utaseria- 
liott  and  ilioielieu  unrichtig  angegeVicn. 


Ton  Dr.  A.  Wnaitft. 
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EUn  Ptonkl  P  auf  K  lei  ^az^uß:  —{m-\-u'):  ~i(m—B*).  —  Seien 
DoD  Jf  and  JV  die  gemeinsameD  Sclinitlpankto  von  K  nnd  C  mit  '^^^i 
fFig.  8),  gegcbea  durch  yj'+Vi'^**!  Qod  «Cien  /*,  E  btizQglicb  auf  den 
Xuigentttn  ^,iV,  ■■l^f'  an  6^  g^elegea,  so  eind  sie  darstellbar  durcb  (>:/:-i;  I, 
fkiliiftf.    Alsdann  gehören  /*/>,  P£  dem  Complexe  an,  wenn 


4) 


j/^  +  ^A 


ttV  =^ ^ — 


("•=1^*)* 


H^         E8  seigt  sich,  dans  die  durch  j»,  /  beattminten  Paukte  D,  S  «Is  Ver- 
Hbiuditagclinio  eine  Tangente  an  C  ergeben.    Da   «,  y  =  ^t  '^  <^'^  Gleicb- 
flog  4)  erfüllen,  so  sind  M^M^  A^N  selbstentsprecbeode  Strahlen  (Direo* 
^^tricftn  t|>»ie11er  Congnienceo). 
H         Verateht  man  unter  f/a,  ^  die  absolaten  Werthe  der  Worseln,  to 


man    für  jeden    Werth    von    o    zwei    Werthe    r. « -   ~= ^, 

«  ya—yb 

80   dus  /, '.Xs^^«"^'-     Jeder  Kegelseite   d  mit  dem 


PanuMter  o  eiod  swei  Tangenten  tf^  (f'.von  C  zugeordnet,  welche,  mit 

jtjSI  gcftchnittcu,  swei   projectivisehe  Beihim  i-rgebou.    Die  i>o{)|jel|iuukto 

leo   nach  J^  aod  Jtf,  —   Jo  zwei   dieser  Tangenten   <f'(   ergeben  einen 

nittpnnkt  0,  dessen  geometiiscber  Ort  eia  nener  Kegelschnitt  C\  ist, 

er  C  in  *  und  ff  berührt. 

I>ia   Complexstrablen   aas   P  auf  K   bilden   zwei  RQBchol  Ptt^  Ptf\ 

Der  gemeinsame  Strahl  PO  ist  ein  lingal&rer  Complexstrahl.    Bewegt  sich 

P  a«r  *i.   so   bleiben   /,  fT  and  0  fest  und  es  besteht  aUa  der  Büächel 

44  aai   eingolfiren  Lioien.     Indem   man   das    für  alle  Strahlen  (/  auf  K 

sasfBlirt,    erbSlt    man    eine   Congrueus   zweiten   Grades    von   singulJtren 

Usies,  bestehend   naa   oo'   BUsehelu ,  deren  Scheitel  Punkte  ^  auf  f.',  üind 

«ad  deren  Ebenen  die  jenen  Punkton  eindeutig  entsprechendeu  Strahlen 

<f  sof  K  eothalten. 

Betrachtet  man  ferner  die  beiden  linearen  Congruenzen,  welche  als 
pneiasamo  Dir««trix  eine  Tangente  von  C  babou  0'  =  Coiist.  ergiebl  zwei 
Wtttka  fttr  «),  »o  erhilt  man  als  xweilu  Directricen  zwei  Strahlen  auf  K. 
Bi  tBtsleht  aoel)  so  ein  Büschel  siognlirer  Linien.*  Solcher  Büschel 
P*bt  OS  rUr  jede  Taugeole  von  C  eines  nod  die  Gosammtheit  ist  eine 
^^ütn  CoDgraens  sweiten  Grades  von  singulftreD  Linien. 

Kreeugang  des  Complcxes  |1](23)].  Kiu  KegcUchuitt  C 
io  dfr  Ebene  K  berlibre  die  in  E  liegenden  Seiten  s^,  r^  eines 
KsgiUK  in  tf  nnd  JV(Fig.  B).  Man  bringe  die  Seiten  tod  K  nad 
'l*Tsngeatfln  an  Cio  in  projeetiTtscbe  Zuordnung,  dass  die 

*  t>w  Enveloppe  der  EbeiieD  diesei  Bflscbel  ist  ein  weiterer  K.&%el  1.^.,  ^w^' 
*•»  K  a  diw  rtuM  J^  und  A'  gebeuden  Seiten  berührt 
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gemeinsamen  unter  ihnen  sich  selbst  entsprechen.  DieStrab- 
lenpaare  sind  die  Direetricen  der  Congrnenzen.  —  Für  den- 
selben Complex  ist  diese  Erzeugung  auf  zwei  Arten  ansfUbrbar. 

Es  seien  nun  C  ein  Kreis,  M  und  N  seine  unendlich  fernen  imagi- 
nären Punkte)  K  ein  Rotationskegel ,  dessen  Aze  im  Mittelpunkte  von 
C  zu  der  Ebene  von  C  senkrecht  steht.  AUdann  geht  der  Complex  durch 
Rotation  um  jene  Axe  in  sich  Belbet  Über:  Der  Complex  entsteht 
durch  Rotation  einer  Congruenz  mit  den  Direetricen  rfj,  «', 
um  eine  Axe  a,  welche  rf,  schneidet  und  d^  rechtwinklig 
kreuzt,  wobei  die  Ebene  vom  Punkte  nd,  nach  d^  zu  a  senk- 
recht steht. 

Complex  [12(12)1,  Nr.  24. 

1)  ß  5=  -  «  (Pi,- P34)'  +  4  b  p„p„  +  p,s'+Pn'  =  0, 

2)  Ä'=-«"(P„-P84)'  +  46V,8P«  + 26^,3*       =0, 

Die  SingularitHtenOSehe  Fiat  eine  LinienäÜche  vierten  Grades,  Cre- 
mona  VI.  Sie  hat  eine  Cayley'sche  Doppelgerade  und  eine  doppelte 
Erzeugende.  Letztere  ist  Vj  —  ^j  =  0  (v^g.^^).  Sie  ist  zugleich  Doppel- 
gerade des  Complexes  und  daher  hat  man  in  einer  beliebigen  Ebene  P 
durch  sie  einen  Complezkegelechnitt,  welcher  in  zwei  Punkte  M,  N,  auf 
jener  Linie  liegend,  zerfSllt.  Von  der  FlSche  enth&lt  P  ancb  einen 
Kegelschnitt  Ä",*  auf  welchem  durch  die  BUecbel  WP,  ^P  zwei  Involu- 
tionen entstehen.  Darcb  die  Involutionspaare  geben  die  Directricenpaare 
als  Erzeugende  von  F.  (Vergl.  [1(11)2],  die  doppelten  Leitgeraden  sind 
hier  unendlich  nabe  gerückt.) 

Erzeugung  des  Complexes  [12(12)].  Eine  Regelfläcbe  vier- 
ten Grades  ^',  Cremona  VI,  habe  die  Doppelerzengendec.  Die 
Ebene  P  durch  c  enthalte  den  Kegelschnitt  A*  von  F.  Auf  JT 
construire  man  eine  Invointion,  deren  Pol  in  c  fällt,  so  sind 
die  darch  die  Pnnktepaare  der  Involution  gehenden  Erzeu- 
genden von  F  die  [>irectricen  der  Congruenzen-  —  Diese  Er- 
zeugung ist  stets  zweimal  ausführbar. 

Complex  [1(123)1,  Nr.  25. 

1)  ä  =  «(P,s+/'m)'+P,3»  +  Pm'  =  0, 

2)  Ä'=:    Cp,^+Pm)"  =0, 

3)  »i*  =  0,     V  =  0- 

Die  SinguIaritätenMche  besteht  ans  dem  Büschel  ^^A,,  vierfach 
zählend.     Die  Congruenzen  müssen  hier  speclelle  sein. 


*  Die  Schnittpunkte  von  K  mit  der  Ooppelcrzeugenden  und  die  Puiikto  M,  N 
bestimmen  eine  Involution,  von  welcher  der  eine  Doppelpunkt  in  den  Schnitt  der 
'  3)geradcn  von  F  f&llt 


'  Em  Punkt  P  ia  A,  sei  Oioyio:!  (Fi;.  9),  wobei  a  der  Parnmcter 
te  Ami)  P  gehrnden  Btralilcs  im  vorbia  genannten  BUBcbcl  ist.  12in 
Fükl  /?  in  ^, .«,  fei  —  1  :  0  :  |3  :  0.  Daun  gchüroo  die  Stralilcu  iIm  Btl- 
aUi  ua  f^  DAch  A^fi  dem  Complex  an,  wenn 

fit  tt=:f.'oni/..  flo  gehfiren  in  jodeiu  Wertbe  y  xwei  Wertbe  P,,  jS,, 

A*n  jcdfoi  Paukte  /*  im  festen  Str»IiI  /*,/'zwfii  Pankt«  /?,,  ffj,,  welcbp 

fi»  Lifo  der  Kbpnr>n   der  Uüschel  aus  /'  ergeben.  —  Kückt  P  nacb  .^^ 

|^=x},  so  falloD  die  Punkte  H^^  B^  noch  A^  {p=^cti^  und  die  Ebrni^n 

ifft  BüicLel  sind   in   A,   vereinigt. 

Für  dcD  Scliniltpuokt  A  von  o  mit^,,,.^^  ist  }'=0,  l/^  =  oy^  und  Tttr 

l^ngeordneten  Punkte  B  ist  —^~ß  =  j/~^,    DioaePonkte  gebrn, 
I  "i  ' 

[vit  A  vprhnnden,  T«ngentrii  des  KegciUdinittes  y,*+ "  ("^j'  +  ^i")  =  *>■ 
lÜMor  Keg«lB«bnitl  h'  hl  dur  Cum ploxkogel schnitt  in  A^.  Für  ihn  ist 
[.i,^,.^^  rin  'l'riiiel  burmonischer  Vo\p  und  die  Bcbnittpnokte  mit  A^4^ 
id  beelimmt  durcb  ffa' +  V*' *=  t).  

]  _/o"4-l 
Setal  nun  in  4)  ^  =  0,  so  folgt  ¥=  —  1/  ~-^—.  Somit  liat  man  fUr 

O  f  —  il 

iBe  pQokte  /\  fSr  welclie  je  die  eine  zngebSrige  Ebene  n&cb  A^  geht, 
-^a,  ~*^--T/— — -.     Ujcraaa   ergiebt   sich  aU  Ort   dieser  Panklr 

4n  KtgeUcbnitt  A',  in  A,  «ron  der  Gleichung  "y/  +  V3*  +  y/  =  0'  Ki  ist 
Jftr  Schnitt  dp«  ComiilexkegeU  auB  ^i,  mit  K^.  Kerner  sohneidel  er  A^A^ 
ia  aeaielbcm  Punkten  (y,»+y,'  =  0)  wie  AT. 

Krzengang  des  ComjilexeB  [I(l22)].  Zwpi  Khcnen  P,  M 
(Fig.  lü)  entbaltou  die  Eegolscbni  tte  A, ,  A,  welcbe  p  =  PM  im 
lalbea  Punktepaar  schneiden,  reep.  auf  />  dieselbe  Involn- 
tlsn  harmonischer  Pole  erseugen.  Die  Pnle  von  p  fUr  K,  A', 
l«lea  <V,  P.  Für  j^den  Strahl  n  des  BlUcbeU  PP  QrdnA  man 
liBpuokta  Assap  dia  eine  Tangentialebene  Bf  aas  o  an  den 
Kcgelscboitt  A'  zn  and  dem  n!ni<n  Schnittpunkte  //  von  er  mit 
JC,  die  Ebene  Bq  {ßP.V).  Endlich  sei  die  dem  Punkte  /'  zu- 
ItordoFte  Ebene  P.  Uiordurch  ist  «wischen  den  Punkten 
ll4  Ebenan  Ton  o  eine  projoeti vische  Zuordnung  gegehen. 
I>ie  Strahlen  an«  den  Punkten  in  di^o  isngeordueteu  Ebenen 
|tbtB  j*  eine  (speeielle)  Congruenx  des  Complexes-  —  Fttr 
^eutlbvD  Compipx  ist  ditrse  Er&ougung  anf  zwei  Arten  ausfahrbar. 

Wird  der  Cnmplex  metrisch  specialisirt ,  «n  iMuBt  er  sich  durch  Ro- 
t«tiau  »rxengeo.  Es  sei  M  parallel  mit  P.  A*  nnd  A*,  seien  Kreise,  so 
*n4  /*,  M  deren  MiLtnlponkli?  und  PiU=  v  sei  eeokiecbt  zu  P  (and  M). 
iHsn  ist  V  die  Bot»tinns»xp.      Dvr  Onmpirx   rnt»lc\il  Au\t\k  ^o\l»- 
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tion  einer  speciellen  Congrnenz  um  eine  Axe,  welche  dHe 
Uirectrix  schneidet  nnd  senkrecht  steht  zu  der  dem  Schnitt - 
pnnkte  entsprechenden  Ebene.  —  Vergl.  den  Rotation scomplex 
[11(22}];  d^  nnd  </,  sind  hier  nnendlich  benachbart. 

Complex  1(11)221,  Nr.  26. 

2)  Ä'=2a»p„p„  +  2ftV,BP«+      /^Pis'      =0, 

Die  Ebene  A^  (^^  =  0)  ist  Ans d ahmeebene  und  der  Paokt  A^  («,  =  0) 
AasDahmepnnkt.  Als  Beitrag  znr  SingalaritätenflSche  liefern  beide  den 
BUscfael  A^A^.  Der  übrige  Theil  ist  eine  Regelfläche  dritten  Grades  F^ 
für  weiche  ^g  und  A,  ein  Doppelpunkt  nnd  eine  Doppeltangentialebene 
sind.  —  Die  Uirectricen  der  Congrnenzen  sind  also  entweder  Strahlen 
des  Büschels  A^A^  oder  Erzeagende  von  F. 

Die  Doppelgerade  von  F  werde  d  genannt,  die  einfache  Leitgerade 
sei  /.  Der  Pnnkt  A  aaf  d  sei  der  Ansnahmepnnkt  des  Complexes  und 
A=  AI  sei  die  Ansnahmeebene  (Fig.  11).  Eine  Tangentialebene  P  von 
F  enthalte  die  Erzeugende  e,  daneben  einen  Kegelschnitt  K.,  beide  aaf 
F  gelegen.  Dann  schneiden  sich  A*  nnd  e  im  Punkte  D  von  d,  sowie 
im  Berührungspunkte  P  von  P  mit  F.  Weiterhin  wird  e  von  I  in  L  ge- 
schnitten, die  Ebene  A  =  Al  schneide  P  in  a,  welche  Linie  anch  dnrch 
L  gehen  muss.  K  wird  von  a  in  Ä  und  S  geschnitten.  {F  wird  gebildet 
dnrch  alle  gemein schaftlichen  Schnittlinien  von  A',  d  und  /,  drei  von 
ihnen  sind  e,  AH^  A^.) 

In  P  löst  sich  der  Complexkegelachnitt  auf  in  zwei  Pnnkte,  deren 
Verbindungslinie  durch  (den  eingnlären  Punkt)  P  gehen  mnss.  Diese 
Punkte  liegen  auf  dem  Schnitte  von  P  mit  der  Singularitätenflache  (« 
ansgenommen,  vergl.  frühere  Fälle),  also  der  eine  auf  «,  der  andere  auf 
IT.     In  Fig.  11  sind  sie  M,  N  genannt. 

Eine  Erzeugende  x  von  F  treffe  P,  resp.  A"  jn  Ä'.  Diesem  Punkte 
entsprechen  X\  X" .  Die  zu  x  gehörenden  zweiten  Directricen  sind 
somit  die  dnrch  X'  gehende  Erzengende  von  F  nnd  der  Strahl  AX  des 
Büschels  AA,  Hierbei  können  sich  X  und  X"  in  Ä  und  S  vereinigen 
nnd  andererseits  ist  ÄS  ein    Paar  der  Involution  XX  . 

Erzeugung  des  Complexes  [(11)22].  Eine  RegelfUche 
dritten  Grades  F  habe  die  Doppelgerade  rf,  die  einfache 
Leitgerade  /.  Man  bringe  vermittelst  der  Punkte  auf  l  oder 
der  Ebenen  dnrch  d  oder  der  Funkte  eines  Kegelschnittes  K 
der  FUche  ihre  Erzeugenden  in  involutoriscbe  Zuordnung, 
10  sind  dieErzengendenpaare  die  Directricen  der  Co ngruen- 
aen.  —  Oder  man  wähle  eine  Doppeltangentialebene  A  von 
^  welche  d  in  Ä  treffen  möge.     Die  Strahlen   des  BUachaU 


•  eist  man  In  projeatiTischt*  Zanrrtnnng  sn  den  Rrxeiigen- 
VAn  /*,   *o   dA88   dift  in  A   liegenden  Strahlen  von  F  sieb 
ilbct  eotaprecbcn. 

Anmerkung  xu  der  ersten  t^rzengaogsweisi*.  Die  Stralilcu  tuu  F, 
«Aclie  jf^  Ton  dpme4*lben  l'nnktc  snf  r^  «aitgchen ,  ttcbneiden  arm  /  eine 
vnlntion  vnn  l'unktrii.  Uii?  iuvolnlnriscbe  Zunrdonng  ilcr  Krzeagcuftru 
tiD  F  ziebt  dns  Auflrelnn  Ptnnr  Kupilen  Invnlutinn  nach  hicIi.  Butrln 
fcben  ein  gein<«in»amf«  Paar,  w<>lcbe«  eine  zerfallende  Congruenz  (//,  A] 
efm. 

CüMiplM  I(nä)ä|,  Nr.  47. 
1)  il  =  1  fl  />„  /•„  +  />,  j*  +  p„»  =  0 , 

Zu  dfff  SnigolaritJitpnflitclie  gehören  je  doppelt  A,,  A^,  A^.  A^.  In 
A,  uid  Af  wkble  man  /*  und  C  mit  den  Covrdioatea  0:/3:o:|,  ]:]r:J:0, 

■M  folct   «08     1) 

Dir  .Strahlen  dnr  ßllHchel  -^^A,  und  .4, A^  sind  f2,  l]-deutig  xa  Di- 
ndTJcPD  gnordnet. 

Kraeugung  ilea  Complexes  ((I12l2].  Von  zwei  Kbeuen  A,  B, 
ii  deron  Schnittlinie  die  Punkte  ^,  H  liegen,  borilhre  die 
tlBl  (l»Q  Kegelachnitt  h'  in  Cy  wHhrenddem  die  andere  ti  in 
t,f  lebneidet.  Die  Tangenten  (  von  A'  acbnaiden  A  Dod  B 
^iPiakeen  T^,  Tj,  und  es  sind  JT",  =  rf,,  ff  7',  =  *^dift  Paare  der 
^itfctricon.  —  Vergl.  |I  1(112)];  in  Fig.  3  fallen  C  nnd  D  Kusammen. 

Die' gegebene  ti^rzengong  kann  man  ancb  to  auffassen:  Den  iStrablea 
'i^r,  ...  eines  BüscbeU  H\^  lasse  man  die  Paare  na',  h'h",  ee\  ... 
*(m  lovuIatioD  von  Strahlen  im  BUacbel  AA  entsprechen,  rlnRli  an,  dass 
^ni  B  in  AB  Hegen  und  da»»  a  =  Jfi  mit  dem  einen  Stralil  u  de« 
■Mtpwbendan   Involutianfipaaree  xuMmmeandlt  («ich   einfach  selbst  ent* 

Conplex  Hlä)Oä)l,  Nr.  3S. 
*l  li','+3«(i/,i/,  +  y,y.,ny,''-2o(y,y,  +  sr3i^j=o. 

Analog  [ll(II)(n)i,  [1(11)(12)]  erblllt  man: 

Kttengang  des  Oooiplexes  [(12)(12)].  Zwei  Flächen  awei- 
I**  Grades  /^,,  F^  bortlbren  sieb  nach  swei  Erzeugendon  p,  g. 
«*a  bringe  ihreRegelschaaren,  welche  ^  schneiden,  in  pro- 
ItetirUcbe  Znnrdonng,  an  dass  für  die  hierbei  in  q  nnt- 
ilibtaden  vereinigten  projectiviachen  Reihen  die  Dop^el- 
*lk«tatc  fa  /t^  rereioigt  aiod     ßntsprechundc  8\T«\i\«\i  «\n& 
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die    Directricenpasre.  —  Diese  Erzengnng   lAsst  sich  fUr  denselbeo 
CompleT  anf  vier  Arten  aasfübren. 

Complex  |(ll)(33)],Nr.29. 

2)  Ä'=      PtiPu  =0, 

3)  y,»(y5"+O  =  0,    VK*+O  =  o. 

Die  doppelten  AnsnahmeelemeDte  sind  ^1  =  0  (Ebene  C),  v^  =  0 
(Funkt  C).  Die  einfachen  sind  ifs'+l/i*  =  0  (Punkte  ^  nnd  ß).  Bezüg- 
lich ihrer  gegenseitigen  Lage  s.  Fig.  12,  Es  treten  ohne  Zweifel  die 
Büschel  anf:  AA,  ßB,  AG,  ßC,  CA,  CB.  Der  BUschol  CC  von  Stralilcn, 
die  in  den  doppellen  Aosnahmeclenienten  liegen,  kann  hier  nicht  iu 
Betracht  kommen ;  für  jeden  seiner  Strahlen  erhält  man  eine  Congmenz, 
bestehend  ans  dem  Bündel  C  and  dem  Strahlfelde  C,  beide  doppelt 
fühlend. 

Die  sehr  einfache  Unterevchnng  ergiebt: 

Krzengang  des  Complexes  [(11)(22]].  Zwei  Bflschel  {AA, 
AH  in  Fig.  12)  in  allgemeiner  Lage  werden  so  in  projecti- 
vische  Zuordnung  gebracht,  dass  für  die  in  der  Schnittlinie 
ihrer  Ebenen  entstehenden  projectivischen  Reihen  dieDop- 
pelelemente  zusammenfallen.  (Vergl.  [(11](11)(11)]).  Oder:  Zwei 
projectivische  Büschel  AC,  CB  liegen  so,  dass  die  Ebene  des 
ersten  dnrch  beide  Scheitel  geht  nnd  der  Scheitel  der  zwei- 
ten in  beiden  Ebenen  liegt.  (Nach  der  eingeführten  Bezeichnung 
entsprechen  sich  dann  AB  nnd  C B^  ferner  AC  nnd  AB.)  —  Letztere 
Erzeugung  ist  auf  zwei  Arten  ausführbar.* 

In  Fig.  12  ist  s  ein  beliebiger  Complezstrahl ;  er  ergiebt  für  jedes 
BUschelpaar  zwei  entsprechende  Strahlen  und  bestimmt  mit  AflC ABC 
den  Complex. 

Complex  [1(U)],  >'r.  31. 

1)  Ä=«(p,,+P3,)«+2p,3Pj3  +  4p,^'  =  0. 

2)  ß'-«'b.!+P3*)*  +  2p,sP,^  =0. 

3)  y3'{4i/,'  +  ay3*)  +  8ay,Mi/3j/4-y,i/s)-0. 

Die  SingnlaritStenfläcbe  ist  vom  vierten  Grade  mit  der  dreifachen 
Geraden  ^j  =  y^  =  0.  Die  etationSren  Ebenen  sind  in  i/i  =  0  voreinigt 
(Specialfall  von  Cremona  X).  Man  erhalt  diesen  Fall  aus  [11(13)], 
indem  man  den  dort  auftretenden  Doppelpunkt  T  von  C^  in  eine  Spitze 
verwandelt. 

Erzeugung  des  Complexes  [1(14)].  Für  eine  Regelflache 
vierten  Grades  /",  ('remona  X,  mit  vereinigten  stationären 
Elementen    bringe    man    die   Ebenen    durch  die  dreifache  Ge- 
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«q    iD   invulutririscbe  SSuordnung,    dasA   die  flioi^  selbat- 

ipri^olieadt*    Ebene  in    die  statioutire   füllt.     l>io   EbettoD- 

re    scbaoideo    F    \n    den     Dtrectriccopaiirr'D    iLrr    ltn''areo 

igrucD»Pi).    —    Die     zweite    l>op|ie1ebpne    der    Involatioo    eigiebt 

ülen    eilte   ii|rt>delle  Congrueoz.     Solclier    giebt    es    alter  swei   und   es 

Mj   gegebene  Krxeuguug  deti  (Jompittxes  auT  KWei   Arten  aii»ruUrbar. 

rcnrtilndlicli  iel ,  dsss  ra»o  die-  Involotion  dor  ICbooeo  duicb  eine 
l*ookUiti  iwf  «ler  dreifitcheo   Gcrmdeo  oreetKea  kaoo. 

i'onplox  |(ll)4|,  Nr.32. 

IN«  8jagularitfiteiillilcbe   iat   eine   ßegel6&cbe  dritte»   Urades  /''  loil 
Caspidalebeue  nnd   den  sugehörigen  Caspidnlpunkte.   —  Kine  Be- 
lang analog  [(11)22]  ergiebt   rolgendes  Rcsullat   (in   Fig.  5  fallen  R 
S  anaammea): 

Ersengang  des  Complexe«  |(11)4|.    Kine  Uegell'Uclie  drit- 
■    Uradea    F  liabe   die  UD]i]ielgerBde   z',   die   einfache  Leit- 
rad« /.  die  eine  Uuspidalerzeugende  aei  r.  ^  der  daxn  gebö- 
de Cas[iidalpnBktf.  =  rdnnd  dieCaspidalebeDeC=^ciy.   AU- 
iBo    eoufetraire  man   in  /  zwei   projectiTtscbe   Reihen   X,    i\ 
...iJT',  J",  2*.  ..,,  deren  Doppelpunkte  im  Pnnkte/r  vereinigt 
d.     Die  aiiH  J*,  f,  ...  gezogenen  Erzengenden  von  f  bilden 
it  den  Strahlen  CA",  CT\  ...   die  Directricea  derCongrnen- 
lO.   —   Oder    man    ordnet    die  Punkte    auf   /  au  oiuer   luvolu* 
•a,  flo  daaa   ein  Doppelpankt   nacli   Ic   fällt,   nnd   zieht  die 
Irecirlcenpaarc    als   Erxengonde  von   F  dnroh  die  IdtoIu- 
OS«  paare. 

Complex  1(111»,  Xr.»». 

3)  (y,y,)"=o.    {»',O*=0- 

Wte  bei  {1JUI2)],  [UH3)J  findet  man,  da«R  die  Uiroctricen  zwei 
itocbel  mit  |l,  2]dentiger  Zuurdnang  bilden. 

Crseugung  den  (Komplexes  [(114)].     Den  f^trahlen  n,  fr,  e,  ■■■ 
inea  BtlaeboU   Itli  lasse  man  die  Paare  a'a'^b'h",  cV,  ...   einer 

voIntioD  von  Strahlen  im  Uüschel  AA  entsprechen,  wobei 

aad   If  in  AB  liegen  ond   -i B  xngleich  Strahl  in  /^Bnnd  der 
lac  l>opprlatrabl  der  Involatioo  in  /4 A,  ist  [sich  doppelt  Hellist 

itapricbl).  -    Mnn   vergl    [(tl2)2].~  »ei   11(113]   laue  man    />  nach  C 

lleo,  M  daM  A   liea  KegeUchuitt  k  in  6'  berilbrt. 
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Complex  [1(28)1,  Nr.  85. 

1)  Ä  =  -  a  (Pi,-P„)»  +  Pu,»  +  ^Pii{Pi3+P»)  ^0. 

2)  Sl-=     «MPii-/'»^)'-?»"  =0. 

DieUnteriuchnng  wird  hier  geführt,  wie  bei  [11(22)].  £b  ergiebt  sich: 
Erzeugung  des  Complexes  [1(23)].  Ein  Kegel  E  und  ein 
Kegelschnitt  K  seien  bo  gelegen,  dass  £C  in  einer  Tangen- 
tialebene von  ^  liegt  und  die  darin  befindliche  Eegelseite 
an  der  Eegelspitze  tangirt.  Nun  bringe  man  die  Kegelsei- 
ten  und  die  Tangenten  von  K  in  projectirische  Zuordnung 
mit  Beachtung  folgender  Bedingung,  Wenn  man  die  Tan- 
genten a,A,...  Ton^  mit  der  festen  /  unter  ibnen  schneidet, 
80  entstehen  Punkte  A,  £,  C,  ...;  durch  eine  feste  Eegelseite 
lege  man  Ebenen  nach  den  Seiten  a\  6,  c,  ...,  welche  den 
Tangenten  a,  b,  c,  ...  entsprechen.  Diese  Ebenen  schneiden 
t  in  den  Punkten  ^,  B^y  C\  ...,  welche  mit  A,  B,  C,  ...  zwei  ver- 
einigte projectivische  Reihen  bilden.  Die  Doppelelemente 
müssen  im  Schnitte  von  t  mit  der  K  und  A*  gemeinsamen  Er- 
seugenden  vereinigt  sein.  —  Diese  Erzeugung  ist  stets  auf  zwei 
Arten  ausführbar. 

Jeder  Seite  von  E  entsprechen  zwei  Tangenten  von  £*.  Der  geo- 
metrische Ort  des  Schnittpunktes  ist  ein  neuer  Kegelschnitt  i'j,  welcher 
K  an  der  Eegelspitze  vierpunktig  osculirt.  Er  bt  die  eine  Brenncurve 
für  die  eine  Congruenz  zweiten  Grades  von  siogulSren  Linien.  Die 
duale  Betrachtung  ergieht  eine  weitere  Congruenz,  s.  [11(22)]. 

Complex  [2(18)1,  Nr.  86. 

1)  Ä=4aPi3Pö+    Pia'    +2pi^(p,j+p„)  =  0, 

2)  ß'=4aV,sP«  +  2«P,3"  +  P„»  =0, 

3)  ^1  \!/i^  +  Sa'yt{y^y^  -t-  ^jj/^)  +  4ay^y^'\  =  0. 

Die  Sin gnlaritSten fläche  ist  eine  Csyley'sche  LinienflKcho  dritten 
Grades  F  mit  einer  Ebene  A  (y^  =  0)  ihrer  Doppeleveloppabeln  und  dem 
dazu  gehörenden  Punkte  A  der  Doppelgeradeu.  Als  Linienfläche  vierten 
Grades  besteht  sie  ans  F  und  dem  Büschel  AA. 

Ein  Punkt  auf  F  sei  /*,  P  sei  die  zugehörige  Tangentialebene.  Dann 
hat  man  in  P  (Fig.  13)  einen  Kegelschnitt  ff,  eine  Erzeugende  e  und  die 
Schnittlinie  n  mit  der  Ausnabmeebene.  Hierbei  schneiden  sieb  h',  e  und  n 
in  einem  gemeinsamen  Punkte  D,  welcher  auf  der  Doppetgeraden  d  von 
F  gelegen  ist.  Die  Tangente  b  \u  D  An  K  ist  die  Schnittlinie  von  P  mit 
der  stationären  Ebene.  —  Der  Complezkegelschnitt  in  P  besteht  ans  den 
Büscheln  M,  N,  wobei  M  auf  a,  N  auf  K  liegt  und  ^A'  durch  P  geht. 
Einem  Punkte  X  auf  Jf  entsprechen  X'  (auf  f )  und  X"  (auf  a).  Auf  AT 
entsteht  eine   Involution   von  Punkten,  wobei  DE  eines   der  Paare  ifft. 


ftntt  ftTfini^n   skU  X  nnd  X"  sowohl  in   /^   als  in  £.     Diibei  ist  fi 
dir  Bduiiltpacikt   Vau   P  mit    tlcir   in    der  Auxtiahineptienc    gelegenen   Kr- 

H^pulAO. 

ErSBngQDg  des  Complexes  [2(13)].  Die  Erzou  gnaden  einer 
Cijlojf'sehen  LinienflAcliG  dritiea  Grades  F  bringe  mau  io 
iivoliinrtsclie  Zanrdnnng.  Knlsprerliendv  Erzougondeu  «ind 
Ji(  Diiectricen  der  linearen  CoogrnenKen.*  Oder:  Auf  der 
IfappetgAraden  derselben  Flilcbo  F  sei  ein  Punkt  A  mit  der 
K|Fliikf)g^n  TaDgeatialebeDe  A.  Di«  Strablen  des  Büscbels 
JAhrioge  map  in  projcctiviscbe  Zuordnung  mit  den  Efkcu- 
gtaiira  auf  r,  Bo  daiis  die  beiden  gemeinsamen  Strahlen  (diu 
mtiniiire  Erzeugende  und  die  in  A  ans  A  gebende)  «icb  selbst  out- 
iptechen. 

Unplex  i»(lä)],  Nr.  37. 

Die  ffingnUrilStcnfliicho  ist  eine  KegpIflKcbe  vierten  Grades  F,  Crc- 
BAsi  VT,  mit  RrtckkebrcrKeiigcoder  r,   die  Caylcy'sche  Düppclgcrado 

•fi  i/. 

HsD  gelangt  biet  sebr  leicbt  zam  Ziele,  wenn  man  irgend  eine  Tan- 
(«liüeben«  von  >' einfuhrt  (dAsselhe  gilt  Dir  [I2il2i]).  Noch  einTachet 
■  (s  aber,  eine  Ebene  P  durch  di«  RUckkehrerzengende  c  cinxnfübren, 
*l*iy^^O,  Wie  man  an»  obigen  Gleichaiigen  leiclil  nachweist,  enlbSlt 
iltnr  Ebene  nebst  c  einen  KegeUcboitt  A*,  der  c  berührt,  und  der  Oom- 
FluUgelschnltt  in  dieser  Ebene  ist  r," -|- <>  r's' =  0,  Er  bat  sich  aufgelüsi 
'i  n«i  Bttscbel.  deren  Scheitel  M,  fi  x^  c  Hegen.  Der  Schnittpunkt 
*H  c  nji  der  Doppelgeraden  der  PlHcbc,  der  BerUbrungapnakt  mit  A*, 
■Uli  A^  bilden  dabei  eine  harmonische  Qrnppe. 

Erzeugung  des  Coroplexes  [3(12)J.  Eine  Regelflüche  vter- 
1*1  Gradaa,  Oremooa  VI.  habe  die  Rückkohrerzcagende  e. 
DliBbeneP  darch  r  enthalte  den  Kegelschnitt  K  von  F  (wel 
^  c  berfibrt).  AuT  Ä'  contitrnire  man  eine  Involution,  derou 
^•t  ia  r  fSlU,  so  sind  die  durch  die  Pnnktopaare  der  Invo- 
iKItoD  gebenden  Erxeagenden  von  /'die  Directricen  dorCon 
IfBADteo.  —   [ttese  Erzengucg  ist  stets  zweimal  anst'tibrbar. 

ronplex  1(138)1,  Nr.  38. 


Die  der  stationBreo  Brzengenden  entsprecheode  liefert  eine  wrfallende  Coa- 
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Complex  [(282)1,  Nr.  41. 

1),  2)  Ä=/>„«+/V+;'H'=fl.    ß'-o. 

3)  y.*  =  0,    (V  +  V+V)  =  0. 

Hier  handelt  es  sich  znaXchst  nm  den  Fall  [(222)],  (Ä).  Der  Com- 
plex besteht   aas   allen   Treffgeraden  eines   Kegelschnittes   (jfj  =  y^'+j/g' 

Erzeugung  des  Complexes  [(222)],  (A).  Die  Directricen- 
paare  sind  consecntive  Tangenten  eines  Kegelschnittes. 

Erzeugung  des  Complexes  [(222)],  (B).  Die  Directricen- 
paarc  sind  coosecutive  Erzeugende  eines  Kegels. 

Wenn  man  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  die  Strahlen  o,  b,  ... 
der  einen  Regelachaar  mit  denen  der  andern  {a,  b\  ...)  in  projectivische 
Zuordnung  bringt,  so  bilden  die  zerfallenden  Congruenzen  aa,  bb,  ... 
beide  Complexe  [(222)]  als  zerfallenden  Complex  vierten  Gradec. 

Beide  Complexe  können  bei  metrischer  Specialisirnng  durch  Rota- 
tion erzeugt  werden.  Bei  (A)  rotirt  eine  zerfallende  Congruenz 
mit  den  Dircctricen  d|,  d^  um  eine  Äxe,  welche  d^  schneidet 
and  zur  Ebene  rf^ff,  senkrecht  steht.  —  Bei  (B)  rotirt  die  zer- 
fallende Congraenz  am  eine  Axe,  welche  durch  den  Punkt 
</|</|  geht.  — Beide  Fftlle  lassen  sich  als  Specialfälle  des  Rotationscom- 
plexes  [11(22)]  darstellen.  —  Auch  der  zerfallende  Complex  vierten  Gra- 
des (A),  (B)  kann  zum  Rotati onscompl ex  werden. 

Complex  [(15)1,  Nr.  48. 

1)  Ä=2^i3pg5-f />,^(pig+;»5^)  =  0, 

2)  Sl'=  iPiMii-Pst)+Pu^     =0, 

3)  Pi  li/i'tfs  —  ÄiJ/ay*  +  Sys'i  =  0. 

Die  Sin golaritSten fläche  i<it  eine  Cayley'sche  Linienfläche  dritten 
Grades  F  mit  ihrer  stationären  Ebene  S  und  dem  stationären  Punkte  S. 
Fig.  18  (analog  Fig.  13  fUr  [2(13)])  giebt  ein  Bild  dessen,  was  in 
einer  Tangentialebene  P  von  F  enthalten  ist.  Aus  F  werden  A'  und  e 
geschnitten ,  ans  der  Doppelgeraden  von  F  der  Punkt  J) ,  aus  der  statio- 
nären Ebene  die  Gerade  s  (die  Tangente  an  IC  in  B).  Die  singnläre 
Linie  durch  P  ist  IV N.  —  Die  Directricen,  welche  auf /^liegen,  ergeben 
auf  A*  die  Involution  mit  dem  Pol  J/.  Die  andere  Schaar  'von  Con- 
gruenzen hat  za  Directricen  Erzengende  x  von  F  (welche  Ä"  je  in  einem 
Punkte  Ä'  treffen)  und  Strahlen  SX"  des  Büschels  SS. 

Erzeugung  des  Complexes  [(15)].  Die  Directricen  sind 
die  zu  einer  Involution  geordneten  Erzengeoden  einer 
Cayley'schen  Regelfläche  dritten  Grades,  wobei  die  eine 
selbstentsprechende  Erzeugende  die  stationäre  ist.  —  Oder: 
Uad  bringe  die  Erseugenden  a,  6,  ...  der  genannten  Fläche 
(mit    *         stationären  Punkte  S  und  der  stationären  Ebene  8) 
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tB  pr«j«ctivisebe  Zuordnung  mit  den  Strahlen  o',  h',  ...  des 
BBivbtls  Ä'8,  ao  daas  sonKcbBt  die  statlonfire  Erscngonde 
>i{b  lelbst  catB|iric1il.     DieZuorilnang  maus  sudemfolgendo 


PxJ 


if    >• 


i'diBgang    erfüllen:    Kln   Kegelschnitt    &    aut   f    werde  tou 
..  in  den  l'ookten  4.,  B^  ...  geaohoUtea  und  die  Kbene 


in  A\  B',  ...•  dann   mUsaen 
,.  ein   Biibcbel  bilden«  dos* 


fiü  i*  von  den  Strahlen  «',  d',  . 
rfte  V«rbiodaDgslinien  Jj\  B B^^ 
**ü  Scheitel  auf  U  liegt.* 

Complei  1(24)],  ^r.  1& 
l),2)        Ä=p,/+/.,,-  +  2p„;»,,=sO.     Ä'=p,jp<,  =  0, 
3)  y,^{y,'-*ry:)  -  0,     V(r,»-2r,r3l  =0, 

Die  Singnlarit&tenfläche  besteht  aus  xwei  dt^generitteo  Flüchen  awei- 

len  Gridea.     Die  eine  ist  ein  Kegelschnitt  k'  in  Ä^.     Di«  andere  EorfSlIt 

fe   «wfli  DoppelbOschol»  deren  Sebeital  in  einem  Punkte  (^j,)  anf  A  vor- 

A^igt  sind  (Fig.  19).      Die  Ebenen  dieser  BUscbol  sind   ttwei  l'angL-atiRl- 

*V«tietl   vnn    K  (i^ir  + '5fi  =  0). 

K«  sei  P  ein  Paukt  auf  dem  Strftbl  a  des  Büschels  A^^  yt^'V*^^^ 
«nit  dsD  Cootilinaten  a:i:ß:\.  Ftlr  Q  in  A^  habe  man  l:Ä:y:0,  so  ist 
'*&  Cnnplexstrabl,  wenn 

■•)  «M-2y-2iß  =  0. 

Der  Ort  von  Q  fUr  Bin  bestimmtes  o  ist  somit  die  Gerade  «Vi  —  Sfirg 

—  2(01^1  =  0,    welche    als    Envetoppe    den    Kegelschnitt  r^-  — 20,^3  =  0 

w^rlit,  &]so  U,  %.  3).  —  Die  Znorduung  der  Tangt^Dien  (  an  iT  mit  den 

^iralileQ  a  des  Büschels  A^.A^}1  ergiebt  sieb  durch  Kiniühmng  der  Linie 

^  £|  welche   ihre  Schuittpankte  mit  der  Ebene  k^s^ A^A^A^  verbindet. 

'V    bta:i:0:1,   B  ist  a:2i:0:0  und   die  Lieie   AB  trifft  yJ^^^  stets  im 

»^'■slile  Vi  =ff3  =  yj  + •y4  =  0»  also  im  Schnittpunkt«  %on  A^A^  mit  der 

'Wetirn  Ebene  der  SiognlaritHteniläche.     Die  Reiben  A  (in  MA^  nod  B 

^i^\)  •'°^   pcräprctivisch. 

Ebenso  entspricht  der  Tangeute  i  an  K  ein  Strahl  y  =  A^C  im  BU> 
**^1  J^.J^jJf.  Die  Schnittpunkte  ß^  C  mit  A,  liegen  perspectiviech  mit 
*  aU  Coulruni. 

Oboe  Zweifel  ist  die  Ebene  A,  eine  singnlüre  (eine  Tangential  ebene 
**  SingnUritJIteDflflche),  A^  der  singnlXre  Punkt  in  ihr,  A^M ?i  die  sin- 
•*Uri»    Linie    und    Ä,   iV   repr&sentiren    den   zerfallenden   Complexkegol- 
L***«liu  in  A,. 

^L^  *  Aetalidie  KinschrftnkimKen  kommen  vor  bfi  rt(t»)I.  [(IIIKIS)L  [(11X13)1 
^^^Q.  —  Ca  Ungt  das  daniit  soaammeii,  dui  di«  Sinffularit2t«iifliU*bB  (hier  F,  S  und 
V^^wiinraen)  im  Allgemeioea  für  ob'  C'omplexe  (tweiten  Grades)  gleichor  Qattang 
'  i^*i(fitlaritUeii6Ilcbt!  tst.  Tritt  also  Liei  der  Zuordnung  der  Directriu«m  eine  Invo- 
^^SoB  auf.  »0  bat  mau  nur  eiue  einsohrftnkeodo  Bedingung,  bei  ProjeeCivitat  da- 
iantt  sw«>t. 


Ecngung  von  CniDpIpxcn  ersten  mif 

Nacbdero  man  erkannt  hat,  dus  die  Congmenseo  («  4^A  nnd  f,  A^C 
(Fig.  Ifi;   N,  N,  Ai  ftind  fest,   dagegen   /,  B,  .4,  C  veiladf^rllch)   ilen  Caia- 
plrx  aogoliör^n,  kann  man  eine  Congrnenz  crfitor  Ordnung  zwPitAr  CIubm 
von  BiognlXroQ  Linien  leicht  »ngelten.     [>ie  Ebene  J^J'' schneidet  f  Iq  r~ 

Ua  aber  ohne  Zweifel  die  Gmppo  A^HA^B^  eine  hannonieKhe  ivCi 
so  iBt  T  gerade  der  BeTöhrnngBiimikl  von  t  mit  A'.  Der  Btlschel  an»  ^ 
in  der  Ebene  A^AC  besteht  auii  «iingnUren  Linien  Für  jede  Lag«  von 
J  ist  T  Aof  A^  und  die  ICbene  des  BUBcbels  gebt  durch  die  feste  Linie 
A^A^.  Bomit  besteht  die  Congrnonz  der  gleichzeitigen  Trefr- 
geradeo  von  //g/^^  and  k  au«  singnlSren  Linien.  —  Der  nbrige 
Theil  der  Cnngmens  singnlSrer  Linien  iCerrKlU.* 

Erzeugtiiig  des  Compleics  [^24)],  (A).  An  einen  Kegel- 
schnitt K  lego  man  eine  beliebige  TAngeulialebcne  E  and  et 
sei  P  dcrSorilhrangsptinkt,  p  die  zagchorige  Tangente  anA', 
Man  bringe  die  Strahlen  des  BOseliots  PF^  in  projectivisebe 
Zaordnnng  mit  doo  Tangenten  vnn  K,  so  dasü  der  gemein* 
aame  Strahl  p  sieh  selbst  entspricht.**  —  Diese  Erxengang  ist 
stets  aar  zwei  Arten  aasfUhrbar. 

Erzengang  dea  Complexes  [(24)J,  (B).  Aaf  einem  Kegel 
zweiten  Grades  K.  liege  ein  Punkt  P,  Ss  sei  p  die  darch  P 
gehende  Kegelseite  und  P  die 'l'angential ebene  iKngs/j.  Die 
Erzeagenden  p,  a,  6,  ...  von  K  bringe  man  in  projectirische 
Zaordoung  mit  den  Strahlen  p,  n\  V,  .  .  des  Btlschela  TP«  so 
dftSB  p=p'  sich  selbst  entspricht.  —  F(lr  den  Complex  1«  dies« 
Krzcngnng  auf  zwei    Arten   auarillirhar. 

Conplex  Kä»)j,  Nr.  47. 

^  =  P«(/*i«+/'m>  +  Pu  KPxt  -Psi)  =  0. 

r  die  Punkte  p,  =  ^i  =  J/s  +  y«  ="  0  nnd  y,  =  yj^]|p| 
—1^4  =  0  durch  H  und  f>,  so  besteht  die  8itiguUritäteuilSL-he  aus  A^  aod 
A]  je  dreiTacb,  sowie  aas  der  Ebene  A^A^R  and  dem  Punkte  S. 


*  Tergl  einen  allgemeinen  Bat«,  Diu.  S.  203. 
**  Vergi.  die  Anmerkuag  au  [il&)].  Eine  weiter«  ränsclLrSnkeade  Bedingnng 
der  Projectiritat  ist  hier  nicht  rorhundcn.  Ist  n&mUcb  die  gesauimte  Sinf^iläri- 
UiUitiflELche  (bvatehend  aus  K  und  den  beiden  TiUigfntiulelienen  R,  F  in  V)  heknnuL. 
so  man  fCir  die  Striihlen  />. »,  ft. ...  dea  UQ»chelfl  /'E  nnd  der  Tangenten  />  =  ;■'. 
a'(  h't  ...  von  K  Füljftnides  eiutreleo!  Schnddpt  roiin  das  (jonzti  mü  irgend  einer 
Tangeuttalebene  T  von  K,  so  ntfitten  die  .iiw  ;i,  u,  ...;  />',  a, ...  gesclinittenen 
(C«iben  pen]>ectii-iacli  liegen  lilr  einen  I'ankt  in  der  ächuitth'uie  FT  (p«rk|iectiTiMb 
Bind  &ie  umiiittellior,  weil  /»Kfr').  Man  kann  alsdann  nar  ein  Paiir  a«*  Ar* 
wäbiea. 
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Ria  Punkt  P  auf  dem  Str*ltl  a  in  AyA^H  aus  A^  eei  a:«^: — 1:1. 
D<r  Pankt  0  ■«  0  : 1 :  (f  +  ä) :  ^t  "^^^  <^*"'  Scliuilt  <ler  Slrablen  yV^  — j^n 
+  P,=0((>Ä).  yi=-ötf,((>^,)-      F«r   ^0  folgt 

*)  (y  +  2iS)(«-y)  =  0. 

y+SJ=0  giebt  ya  +  y|  =  0,  wobni  v  nnd  J?  b<'liebig  Hiiirl.    f^o  «rUidc 

«B  fpfriollfT  Coinplric   entstrlicn   (/»d+Z'h  =  0).  —  Wenn   dngegen   tt—f 

>9,  lo  sind    Oio  Strahlen    o,  ;■   in  projectivinchRr  Zuordnung,   sn   dagg 

i^Ä  and    AjS  Bicli    mtsprftctii^n    (obonso   /'j -Jj  und   A^A^^  Wahl   dp6   Co- 

«ri/iu  ten  syst  eins). 

EriengQDg  dös  Coiupl«xe«  [(33)].  Dnrcb  einen  Pankt  ^ 
{Fi%.  3f>)  gpben  zwi>i  Bbenen  A,  B.  In  erste rer  liegt  ^  iDBier- 
&alh  AB.  D«n  fltrahinn  a,  /',  c,  ...  aas  ^  in  B  ou  tsprivclirn 
rfie  Strahlen  o',  '/,  r',  ...  ansßinA,  sn  dasa  'f^AB  und  a  =  AB 
ieb  «otiprecb«n.  I>«r  C<^»inplt>x  bfatebt  aus  den  Congmen- 
<i B  A o',  fi &'  etc. 

la  Fig.  20  ist  dfr  %n  der  ICbene  mn  gehörende  Cnin|il«skegrlBchnilt 
iftrgc«t«11l.  —  Za  derselben  SingntaritAtenflNchp  ge1i))ren  hier  oo'  eolobcr 
'omplexci. 

Dieser  Complex,  sowie  [(]1)(22)),  lassen  sieb  durch  EinfUhrnng 
esoea  KegeUclnittea  Shntich  wie  |I1(112]]  erzeuge».  In  Kig.  3  werde 
=  /»,  *■=  ^,  d.  h.  Ä'  berOhrt  Nriwohl  A,  als  B.  A  bleibt  in  AB,  da- 
grgpn  rfickt  R  bvlmbig  !n  B.  Su  entüteht  ((II)(32)|.  Wenn  Bpccioll  B 
io  flie  Vprbiodan^alioie  von  A  mit  dem  Bertibmngopunklc  von  k  mit  li 
fUlt,  SO  entsteht  [(33)}. 


^P  Be«UgUch    dar    hier    gegebenen    ICrzengungewoisfln    tod    Comploxen 

■weiten   Grades    mag    noch    bemerkt  werden,    dass   mit   Ausoabme  toq 

t[S(33t].  [(222)],  1(24)1  die  duale  Kncengung  Überall  denselben  Complex, 
dieselben    [JireetricRn    nnd    dieselbe    Zuordnung    a wischen    ibueu    ergieliL 
Diese  Zaordnong  ist  |(3,  2)]-detittg  bei 
[{111)111],  [(112)11],    1(113)1],   l(lll)12J,   [(111)3], 
R,  l]-denl>g  bei 

[(1I3)2J.  [(IM)]. 

nnd  bei  den  31   (ihrigen  [l,]|  deulig. 
^^  Besäglich     der    Anzahl    der    Möglichkeiten    der    Erzeugiingpu    steht 

H  [(1  l)(l  l)(t  1)]  mit  A  abenao.      Vierfache   Möglichkeit  hat  man   fUr 
H|',II)tll]lll,  I(l3)(tl)]|,  [(]l)(ll]2],  i(12)(l2)).  [(t3]in)),  |(]1)(22)1. 

Hdi«tfiulie  bd    |(lll)Ul)l|i   |(11]}]2)].  [(112)(ll)],   swetfache  bei  den 
^m  Crnnplcreo 
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[(11)1111],   [(12)111],    [(13)11],   [(14)1],   [(15)].  [(11)112], 
[(11)13],    [Ul)22].   [(11)4],   [(12)12J.   [(12)3],  [(13)2].   [(22)11], 

[(22)2],   [(23)1],    1(24)].   [(in)(ni)],   [(122)1],   [(33)], 
bei  den  übrigen  9  hat  man  nur  einfache  Möglichkeit. 

Für  die  Gomplexe ,  welche  mehrfache  Möglichkeit  der  Erxengnng  au 
linearen  Congrueozen  znlassen,  ist  leicht  so  zeigen,  wie  je  ans  einer 
die  anderen  hervorgehen.  Ich  gedenke  hierüber  sp&ter  einige  Andeu- 
tungen zn  geben. 

Die  übrigen  zehn  Gomplexe  (abgesehen  vom  allgemeinen)  laaaen  sich 
aus  Congrnenzen  1.  (2.)  Ordnung  2.  (1.)  Classe  oder  aus  solchen  vom 
zweiten  Grade  erzeugen.  Der  erstere  Fall  tritt  ein,  wenn  ein  Ansoabme- 
pnnkt  (eine  Ausnabmeebene)  vorkommt.  Auch  hierüber  gedenke  ieb  bald 
Einiges  mitzotheilen. 

Hottingen-ZQrich,  im  Mai  1881. 

Nachschrift.  Für[(ll)(22)],  Nr.  29,  S.  278.  habe  ich  nmcbtrig- 
licb  folgende  Eigenschaft  gefunden:  Der  Complex  entsteht  in  einem 
metrisch  specialisirten  Falle  durch  Parallelversebiebung 
einer  linearen  Congraenz. 

Besüglich  der  hier  gegebenen  Resultate  wolle  man  die  Arbeit  dei 
Herrn  Lie  vergleichen:  „lieber  Gomplexe",  Mathem.  Annalen  V,  speciell 
Nr.  75. 


xn. 

Gnmdsügo  der  mathematischeD  Cbomie. 

VOD 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwkk 

tn  R«([eMl>iirK. 


ni. 

S.    K  a  1 1  n  m. 

Atomgewicht  X=  39  -  Mr.locolar(rewirlil. 

Il4>trNgt  dir  QnaiititJift  der  trllgpit  HithBUnx  ninf^i)  Atoms  das  30rticlic< 
iAB  dvrjotiigrn  rinps  WnFArrstofffttntns,  so  ist  es  das,  VM  dic^  Cliomiker 
[»li  nm  ntnm   nennen   nnd   mit   W  ni1rr    fi'a  braßiclitio». 

Rrfindot  »teil  «in  »nlclie«  Kaliamiltora  in  (•ineai  Üllicrerfflltton  Ranme, 
retden  aicIi  vermag«'  der  Änzit'liuDg  von  Aether*  und  MAseensuUstanz 
ICT  Actbertlir liehen  aaf  dem  Atom  iiomilfrltiBr  nitdcrUss'^D  und  vegen 
)TVT  grigenspitigen  AbntnHiiiiDg  lieh  so  aaf  Intzlercm  grnppiren,  60,911  üive 
(Utflpnnkto  al«  die  Ki-kr-  pi«M  klc-tncn  Tetraftdftr»  hrtraelitet  werden 
inen,  de«8cn  Mitte1{iUDkt  mit  dcuiJ«DigeD  der  Massenkug«!  zusammen- 
11.  Mehr  Aetliertheilclien,  als  diese  vier,  «erden  nicht  anoilttelbar  auf- 
IgfDoRimvD,  weil  die  Abatofsnng,  welche  die  bereits  incoriiorlrten  Theü- 
jeb»n  auf  ein  nca  sufxu nehmendes  ausüben,  die  von  dem  Massen thüilchen 
aw^b4>ndn  Anziehung  Überwiegt.  Dem  so  entfitandeoen  kleinen  Tetraeder 
fsUprrchend,  gTn|ipirt  sich  nun  dör  umgebende  Aether,  und  die  nAch- 
■iMi  Tlieile  de&selben  sind  so  gestellt,  dass  sie  entweder  in  einer  Geraden 
dnd,  die  man  vom  Mittelpunkte  des  Atoms  nnrmat  auf  eine  Tetraeder* 
SScbc  Ttiehen  kann,  oder  in  einer  Gt^radcn,  welche  senkrecht  auf  einer 
IViracdr^'kante  steht  nnd  durch  den  Atommittelpnnkt  g^tbt.  Im  eraton 
Pmllr  beträgt  die  Zahl  der  nkcbetliegenden  Aethcrtlieilclien  vier,  im  zwei- 
trD  »pcha.  Im  ersten  Falle  ist  die  Bedingung  der  Uuhe  für  ein  Aether- 
llirjl«lt4»D   durch  folgende  Gleichung  gegeben*- 

.,    3»   ±  'H^'a)  1 7/Ü  1  . -„fl 


tMmAtmtM  m.  Plijtik  XXVJl.  i. 


Vi 


Id  dieser  Gleiclinng,  welche  denjenigea  der  früheren  Äbbandlaogeti  «na« 
log  gebildet  ist,  gifbt  dus  erste  Glied  die  Anxiehnng,  welche  dai  Atom 
auf  das  Sassere  Äetberthoilcben,  dessen  Eotferonng  besUmmt  werden  snil, 
au&fibt.  Im  zweiten  Qltcde  findet  sich  die  Abstossnug  aw!sch**n  dem 
Xussern  Aethertbeilcbon  und  denjenigen  drei  incorpurirlen,  welche  an 
den  Kckcn  der  dem  iltissern  Aeihertbcilcben  zogewandteD  Tctraederfläcbe 
liegen.  Uas  dritte  Glied  giebt  die  Abslosenng  zwischen  dem  Kussem 
Aetbertheilchen  nnd  dem  ineorponrteu ,  welches  daa  abgeweudete  Eck 
des  kleinen  Tetraedrrs  bildet.  Das  vierte  Glied  stellt  die  Abstosating 
dar,  welche  die  drei  Übrigen  Susseren  AethertheUcben  aofdas  betrachtet« 
ausüben,  and  dai  fllofte  Glied  endlich  giebt  den  Sossem  Aethcrdmek. 
Der  Wertb   von   ff,  welcher  der  Gleichnng   I)  genügt,  ist  1,3690. 

Wenn  die  n  Sehe  (liegen  den  AetberlbBilchen  nicht  in  der  auf  einer 
TetracderflXcbe  errichteten  Normalen,  sondern  über  einer  Kante  sieb  b^ 
finden,  so  ergiebt  sich  als  Bedingongflgleichung: 


''    Vis.«      ^      f    J/f      ((S-r|/it*  +  lr*V- 


{(ff-r;4)«  +  |r*)%      ((Ä+rj/4)»  +  |r»)% 

Dieser  Gleichung  entsprichl  der  Werth  A=l,ü242.  Da  nnn  in  diesem 
Falle  R  bedenteod  grösser  Ul,  als  im  ersten,  so  ergiebt  sich,  da««  um 
das  kleine  Kaliacntetracder  hemm  sich  ein  solches  von  Aethertbeil- 
chen  einstellt,  dessen  Kcken  normal  über  den  FlSchen  des  innom  Ta- 
traedere  sich  belinden.  Dann  mag  die  durch  Gleichung  2}  angedeutete 
Stellung  (nllerdingfi  mit  anderem  R)  kommen  a.  8.  w.;  doch  soll  dieaes 
zunäcbet  nicht  bcrUcksicbUgt  werden. 

Man  kann  nun  von  den  Acthertbellchea  des  Sasscro  Tetraeders  eines 
wegnehmen  and  durch  ein  zweites  Kaliumtetraeder  ersetzen,  nnd  dabei 
dem  ttuttseru  Tetraeder  eine  sulche  Stellung  geben,  dass  die  Abatnssung 
zwischeu  ihm  nnd  dem  innern  einen  kleinsten  Werth  erhält.  Es  iet  dies« 
Stellung  diejenige,  bei  welcher  beide  Tetraeder  nich  je  eine  Seite  zn- 
wcndcD,  nnd  wenn  die  Seite  des  nen  hinzugekommenen  äussern  Tetraeder« 
gegen  die  des  ursprünglich  allein  vorhandenen  innern  60  Grade  om  die 
Verbindungslinie  gedreht  wird.  Bezeichnet  man  die  gegenseitige  Wirknng 
der  beiden  Tetraeder  mit  J,  so  ist 


'>  -^" 


+ 


{fi  +  rf 


6(/(  +  Jr) 


] 


39»    _l^ 

is.6*  k*' 


Die  von  einem  Eektetraeder  nach  dem  Hittelpunkte  gerichtet«  Con- 
pouirende  B   der  Einwirkung,   welche   dfls  Eektetraeder  von    eioeni   der 
i/re/  sn  flen  muderea  Kcken  befindVtcUeu  Ä,t\.Vet\\\e\\«Äi*'a  wOrtitt.^  tat 


4,       «='« 
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weon  A  die  Entfernung  des  Eektetraeders,  A|  die  Entfernung  des  Aether- 
theilchens  von  dem  Mittelpunkte  angiebt. 

Die  von  einem  Eckfitbertb  eilchen  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtete 
Componirende  C  der  Wirkung,  welche  ein  Ecktetraeder  auf  ein  EckBther- 
theilehen  austtbi»  ist 

«      ,_  3«  ("'  +  !)  («■  +  l  +  l) 

(-■n"-0 
~((«.+|-0'+*-f 

Die  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtete  Componirende  D  der  Wirkung 
eine*  E^klthertbeilchens  auf  ein  anderes  ist 

6)  />= — -i — 

Die  Wirkung  des  Mittel tetraeders  auf  ein  Eckätliertheilcben  ist 
_       _       39      1  K^'-j) 1_ 


>Mv  ((«._^)'+ä..y-  (".+' 


Wird  nun  eiues  der  vier  Aethertheilcben,  welche  nach  1)  das  ur- 
sprfiDgliche  Kaliumtetraeder  umgehen,  durch  ein  zweites  Tetraederchen 
eraetst,  so  ist  Rahe  fllr  das  Ecktetrscder  und  ftlr  die  drei  ^c^V%.VV«T>>;i(t^- 
cbeD,   weav  naebaiehende  ^eff/og-angsgl eich nn gen  erCüUt  vvsA\ 


emeine 
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Das   Glied   \^~tQ^j  ^    giebt  die   Einwirkung,    welche   der  »llg 

Kusfiere  Aether  anf  das  Kaliamatoni  ansflbt,  algo  den  Drack  des  ersteren, 
mit  welchem  er  letzteres  gegen  den  Mittelpunkt  zu  führen  sucht.  Er  ist, 
wie  ich  bereits  wiederholt  erwähnt,  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
proportional,  beträgt  also  für  die  vier  Aethertheilcbeu 


((«-^)'+*-y 


Für   das  Hassen tbflilchen   findet  die  Wirkung   im  entgegengesetzten 

39 
Sinne  statt,   der  Aetherwertb  des  Massentheil chens  ist   73-37  ■ 

lo,b 

Den   Gleichungen   8)   entsprechen   die   Werthe   A=  1,3622   und.  A, 

=:  1,4437.     Wenn  nun  eine  grössere  Anzahl  von   Atomen  sich  im  äther- 

erfUllten  Räume  befindet,   so  ist  die  Möglichkeit  geboten,    dass  das  eine 

in  die  Nttbe  eines  andern  kommt,  dass  ein  Aetherthcilchcn  aus  dem  Um- 

gabnngstetraeder   abgedrängt   wird  ,und   dann   ein  Atom   sich   an   dessen 

•Stelle   setzt.     Dieses  zweite  Atom  nähert  sich  dem  ersten  mehr,   als  das 

Aethertheilchen ,    das    von    ihm    verdrängt   worden    ist,    nncb   1)    es    thut, 

nnd    sowie   es    seinen   Platz    eingenommen    bat,    rücken-  die    übrigen  drei 

Aethertheilchen    des    Umhüllungstetraeders    in    die    grössere   Entfernung 

1 ,4437.     Der   eben   geschilderte  Vorgang  kann   sich   mit   einem   aweiten 

Aethertheilchen  wiederholen.     Soll  nochmals  ein  Tetraeder  an  die  Stelle 

eines  Aethertheilchens   treten,    so  wird  auch  da  wieder  die  Stellung  der 

kleinsten  Abstossung  eintreten  müssen,  es  wendet  also  das  neue  Tetraeder 

dem   mittleren    eine  Fläche  um   60  Grade  gedreht  zu,   nnd  die  Stellung 

gegen    das   bereits   aufgenommene    Ecktetraeder   ist  derartig,    dass  beide 

gegen  eine  sie  verbindende  Gerade  vollkommen  gleich  gestellt  sind.    Die 

eine  Kante    eines  Bcktetraeders    ist    die  Fortsetzung    der  entsprechenden 

Kante  des  andern   und  gleichzeitig  ein  Theil  der  Kante  des  Unihüllungs- 

tctraedera.      Die    von    einem    Ecktetraeder    gegen    das    mittlere  Tetraeder 

gerichtete  Componirende  F  der  Einwirkung  des  einen  Ecktetraeders  auf 

das  andere  ist: 

^^r_i(2Ä  +  r)  ^(2Ä-r)  ^R       1 

(2«  +  r) ClR-r)  _  /i 
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Fflr  die  Anfnahme  eiaes  zweiten  Ecktetraedera  gelten  die  Beding- 
nngsgleichnDgen : 

10)  J-^2B+F+U-~\r^0   and    £+ />  +  2C+ff,  =  0, 

Die  Gleicbnngen  10)  lind  erfällt,  wenn  R  =  h4lSS  nud  fl^^  1,4928. 
Es  ist  aach  liier  wieder  R  kleiner,  als  A,  des  vorigen  Falles,  es  masii 
sieb  also  anch  das  zweite  Aethertli eilchen  abdrängen  lassen.  Die  beiden 
QQD  Torbandenen  Ecktetraeder  rücken  in  die  Entfernung  1,4183  nnd  die 
beiden  noch  bleibenden  Actbertheilcben  müSBen  abermals  Euräckweicben. 

Soll  der  nämliche  Vorgang  ein  drittes  Mal  stattfinden,  so  mnss  bei 
den  Oleichangen: 

11)  A-^  B  +  2F+U~^\r  =  0  nnd   £+3C+Äj  =  0 

wieder  R  kleiner  nnd  dann  R^  grösser  ansfallen,  als  R^  in  10).  In  der 
That  ergiebt  sich  il— 1,4679  nnd  Aj=  1,5338,  nnd  das  nrsprUngliche 
(unnmebr  innere)  Tetraeder  bat  jetzt  drei  Ecktetraeder  und  ein  EckKther- 
theilcben  nm  sieb.  Soll  dieses  letztere  auch  noch  wegkommen,  so  mnss 
io  der  Gleichung: 

12)  ^  +  3f+(4-|g)Ä  =  0 

ß  kleiner  sein,  als  R^  des  vorigen  Falles,  nnd  dieses  ist  in  der  That 
auch  so,  es  hat  R  den  Wertb  1,5138,  es  umgiebt  sich  also  das  ursprüng- 
liche Tetraederchen  nach  und  nach  mit  vier,  die  in  einiger  Entfernung 
von  ihm  stehen  bleiben  und  ein  grösseres  Tetraeder  bilden.  Die  Eck- 
tctraeder  zeigen  gegen  das  innere  eine  Fläche  nnd  deren  drei  nach  aussen. 
Diesen  gegenüber  sind  ursprünglich  auch  Aetbertheilcben ,  doch  werden 
letztere  ebenfalls  infolge  Fortsetzung  des  Vorganges  abgedrängt,  und 
endlich  kommt  ein  grösserer  Körper  von  der  Structur  znm  Vorschein, 
die  ich  in  meinen  „Molecnlargesetzen"  in  Fig.  II  dargestellt  habe  und 
die  im  Allgemeinen  einen  Krystall  des  tesseralen  Systems  geben  würde. 
Bei  der  Art,  wie  das  Kalium  dargestellt  wird,  ist  selbstverständlich  ein 
Krystall  nicht  zn  erwarten  und  es  entsteht  also  an  dessen  Stelle  ein 
Körper  von  krystalliniscber  Structur.  Ich  habe  allerdings  noch  in  keinem 
Buche  gelesen,  dass  das  Kaliam  krystallisire ;  allein  es  ist  nicht  notb- 
wendig,  dass  man  Krystalle  eines  Körpers  habe,  wenn  derselbe  kristal- 
linisch vorkommt.  Das  Kalium  sieht  anf  dem  frischen  Schnitte  nicht 
anders  aus,  als  das  Silber,  und  letzteres  ist  offenbar  krystallinisch,  d.  h. 
08  besteht  aus  kleinen  Krystallen.  Man  findet  bekanntlich  anch  kleine 
Krystalle  von  Silber;  aber  diese  sehen  im  Innern  nicht  anders  ans,  als 
das  gewöhnliche  Silber.  Wahiscbeinlicb  sind  viele  Metalle  im  festen 
Zastande  krystallinitehi  denn  Hlbat  du  Blei  zeigt  in  dem  Bleibaum  eine 
offenbare  Neigoag  ^  "^  l^t  das  Blei  kristallinisch 

iit,  Bo  gut  kuin  Ut  dlerdings  möglich, 
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daas  dss  allmftlige  Abdrängen  der  Aethertheilcben  nicht  voUsUndig  ein- 
tritt; daa  kann  aber  gerade  znr  Folge  haben,  dass  eich  kein  Krystall, 
sondern  ein  krystallinischer  Körper  bildet.  Denkbar  ist  es  acch,  dass 
einzelne  Lagen  Ton  Aethertheilcben  und  Tetraedern  auf  einander  folgen, 
dass  je  nach  der  Temperatar  und  anderen  äusseren  Umständen  Verschie- 
denheiten eintreten. 

Man  kann  gegen  die  rorstehende  Ableitung  einwenden,  dass  die 
Bestimmnngen  ron  R  und  Bj  in  den  Gleichnngen  8]  bis  12)  darum  nicht 
ganz  richtig  seien ,  weil  eine  Verschiedenheit  der  Werthe  von  R  und  A, 
jedenfalls  auch  eine  Verschiedenheit  der  Winkel  nach  sich  zieht,  welche 
die  Richtungen  von  dem  mittleren  Tetraeder  gegen  die  an  den  Ecken 
befindlichen  Körper  eiDScbliessen.  Kleine  Verschiedenheiten  werden  aller- 
dings Torkommeo,  doch  sind  die  dadurch  bedingten  Aendcrungen  der 
Werthe  von  S  und  H^  sicherlich  nur  unbedeutend  und  ich  habe  es 
darum  für  nnnöthig  gehalten,  darauf  einzugehen.  Jedenfalls  bezieht  sich 
diese  Verschiedenheit  nur  auf  die  Uebergangszustände,  in  denen  ein  Tbeil 
der  Ecke  durch  Tetraeder,  der  andere  Theil  durch  Aethertheilcben  ge- 
bildet wird.  In  dem  Anfangs-  und  Endznstande,  welche  durch  1)  und 
12)  repräsentirt  werden,  sind  alle  Winkel  gleich. 

Kalium  und  Sauerstoff. 
Die  Verbindung  von  Kalinm  und  Sauerstoff  bietet  allerlei  Verschie- 
denheiten, denn  die  Bestaodtheile  können  in  wechselnder  Atomzabl  auf- 
treten, es  kann  die  Reihenfolge  derselben  eine  verschiedene  sein,  und 
dann  ist  möglicherweise  die  Drehung  der  Atome  noch  eine  abweichende. 
Ich  werde  diese  Abarten  nach  einander  durcbnebmcn,  beschränke  mich 
aber  jedesmal  auf  die  Zusammenstellung  dreier  besonderer  Tbeile,  wie 
ich  dieses  auch  in  meiner  vorigen  Abhandlung  gethan  habe. 

Verbin  dang  zweier  Atome  Kalium  mit  einem  Atom  Sauer- 
stoff, ^fOf  Kali  oder  Kaliumoxyd  der  Chemiker.  Die  drei  Be- 
standtheile  der  Verbindung  mögen  in  der  Ordnung  aufeinander  folgen, 
dass  das  Sauerstoffatom  in  der  Mitte  ist  und  zu  seineu  beiden  Seiten  sich 
je  ein  Kaliumatom  befindet,  dass  sie  also  die  Reihe  k'OK  darstellen. 
Diese  Combination  hat  zwei  Varianten:  u)  Es  kann  das  Kaliumatom  so 
gegen  den  Sauerstoff  gestellt  sein,  dass  es  diesem  eine  Tetraederkante 
zuweist;  b)  es  kann  dem  Sauerstoffatom  eine  Tetraederfläche  zugewendet 
haben.  Da  es  sich  hier  nur  am  das  Aufsuchen  derjenigen  Stellung  hau- 
delt,  bei  der  die  gegenseitige  Ahstossung  ein  Minimum  wird,  so  kann 
mau  von  einer  dritten  Variante,  bei  der  das  Kalium  dem  Sauerstoffe  ein 
Sek  zuweist,  absehen. 

a)  Ist  dem  Sauerstoffe  gegenüber  eine  Kaliumkante,  so  steht  letztere 
■ormal  auf  der  Verbindungslinie  KOK,  die  Axe  des  Sauerstoffes,  d.  i. 
die  V  nlinie  der  Mittelpunkte  von  dessen  Massen-  nnd  Aether- 
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tWilcb«D,  «tobt  «^bonfill»  rechtwinklig  iinf  dicspr  Verbtoilungslinie,  ist 
ib«r  gegon  di«  ihm  2ug(!woiiiI«le  Knntc  dra  Kftliunis  um  90  Orftde  ge- 
jrflttt  l)MA  2Wcito  Kalium,  das  sich  auf  der  dem  ersten  diametral  ent- 
^«SeiifMetzteD  Seite  des  SauerstofTee  bcÜDdct,  wpist  cbenfslla  zwui  auf 
In  VetbioduiigoIiDie  senkrechte  Linien  auf,  Ton  denen  die  dem  Saner* 
itfllTuilier  liegende  wtodiir  um  OOGrado  g(*geu  dio  StiucrslolTaxe  gedreht  ist. 
IHt  i*t3i  einander  gogennbcr  liegenden  nnd  die  zwei  vun  cinauder  ab- 
gcweniletfii  Kanten  der  beidmi  Kaliumalome  haben  also  Je  die  »Xmliche 
Riclitiog.     AU  UedingnngBgleicbang  des  Huliezastandcs  orgiebt  sieb: 

2.39  It  ,  /2.16        \  {n-rj/j) 

4.39  i2R~ry]) 


13) 


18,6  (Ä»+r*)'/»^ 


,6      V((Ä. 


,1:39  l2H±r}^ (16  +  ^)-^  -L 

A{R-rj/l)  S(H  +  r/i) 


({R-r;4)«  +  Jr«)'/.      ((Ä  +  r/i|«+ri{I -/})«)% 

iin-^-rVi) 1 


■hwoi  Gleichung  pntsprecbende  Wertb  vou  R  ist  1,0653. 

V  Ist  dem  SaDemtoffo  gegeuüber  beid^rdcits  eine  KaliumflÜcho,  an 
••t  iB«  Äxe  des  Sauerstoffe»,  wie  im  vorigen  l*'alle,  normal  auf  der  Ver- 
^^aBgilinie  der  dt«i  Atome;  die  dem  Sanerstoff«  zagewandten  FiXchon 
>«  K^liamatumc  sind  es  ebeufnlls,  die  Ecke  sind  abvr  su  gest«IU,  da£ä 
«•  Vetbindungfilinie  eiucs  deiKelben  mit  dorn  Flächen  mittel  {toukte  auf  der 
Aiektnn^  der  SanerstofTAxe  normal  sieht.  Bei  dem  zweiten  Kaliauatom 
^^m»  abeoso  der  Fall,  aber  diesesm»!  ist  der  rechte  Winktfl  aoT  der 
"^^  Seite  der  Sanerstoffaxe ,  e&  sind  also  die  beiden  KaliatnflMchen 
^  Ünüe  gp^«D  einander  gedroht.     Mau  erhalt  so  die  Gleichung: 


J.jy 


Ä 


llt  t:^         "        x'Li^ 


Ifi 


S.39 
*I8.6 


("-^) 


')' 


i*^  18,6  (Ä  +  r)« 


i^) 


+  J'" 


V.^  18,6  (2Ä  +  r)«     ^'"^  <  M8.6»  ft« 
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..--L,. 


-1 


I     '♦ 


-4 


•V* 

■ .  J 

- .  J 


<!., 


daas  das  allmftlige  Abdrängen   der  Äethertheilehen  nick 
tritt;    das   kann   aber   gerade   zar  Folge  haben,   dsH  b= 
sondern   ein  kristallinischer  Körper   bildet     Denkb'-    -~~ 
einzelne  Lagen  von  Aethertheilchen  and  Tetraede*:, 
daes  je  nach  der  Temperatur  und  anderen  Musi  ,l 
denheiten  eintreten. 

Han   kann   gegen   die  Tontehenda  A^'   :'  .-' 

Beatimmnngen  von  R  and  R^  in  den  Ola*  .. 
ganz  richtig  aeien »  weil  eine  Venehi«)  z    . 
jedenfalls  auch  eine  Veiaehiedenh^ t      ' 
die  Biehtnngen  Ton  dem  mittlerer,- .- 
befindlichen  Körper  einaohlieHea // 
dingB  vorkommen ,   dooh  lind 
Werthe   von  B  and  J^  «ie*  ^' : 
darum  fttr  aanftthig  gehalt      -  '  • 
dieie  Versohiedenlialt  nv 
der  E^oke  datdi  Tat» 

bildet  wird.    In  der  "^6°  ^«^  ^'^'  Elemente  KKO,  ao 

12)  repcinntitt  w  gestellt,  die  sich  gegenüberstehenden  Kai 

oanorstofF  steht  gegen  das  benachbarte  Kaliai 
^fa  Fftl'^-     Bedeutet  R  die   gegenseitige  Entfern 

Die  Vr'  y^fooie,  ^i   diejenige  von  Sauerstoff  and  dem  beut 
denheitaa.      ^'''^iXlt  man  nachstehende  zwei  Gleichungen: 
treten,    y^'' 
denn 
leb       . 

'/,"*"  1S_fi  >" 


=  0. 


^  18t  dieser  also  grosse) 


('?+'■  Ki) 


ah 


i5^._' 


,.I6   _      (Ä+/?i+r/^)  /.  I    39'  \  1  A/t 

4(fi-2r(/i) 4(fl  +  2r?/j) 


((fl+fl.+r/i)«+r«(l-j/})«)'A 


und 


({fl  +  Ä,-rf/^!«  +  ^r')V. 


2.30         R, ,  2^1fi 

TS.G  (>J,^+V^»j^'''"T&,6 
2.16  (Ä,  +  r^4) 


18,6«  {/?+/?,)«"'■  V     18,0;' 


((«i-'-/1"+l-7' 


T^ 


1 


,/ 
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2(R  +  r) 


K-0 


((Ä-^r  +  r»tl-/f  COS  150')»  +  tH'«>.150'')'' 

_  6(2/t-|r) 3(2  fl-gr) 


<-t) 


! 6(2B  +  |r)    _      (^_32_\^^ 

4tB+r)«      ((2fl  +  |r)'  +  fr')V-+V      IS.B^ "      "■ 
Hier  bekommt  Ji  den  Werth  1,0832,   und  ist  dieaer  also  grösser  «U  im 
vorigen  Falle. 

Benutzt  man  die  Beihenrolge  der  drei  Elemente  KKO,  so  sind  die 
beiden  Kalinmatome  gleich  gestellt,  die  sich  gegenüberstebeodeu  Kaoten  sind 
also  gekreuzt.  Der  Sauerstoff  steht  gegen  das  benachbarte  Kaliam  gerade 
so,  wie  im  ersten  Falle.  Bedeutet  R  die  gegenseitige  Entfemang  der 
beiden  Kalinmatome,  A,  diejenige  von  Sauerstoff  und  dem  benachbarten 
Kalium,  so  erh&H  man  nacbstebende  zwei  Gleichungen: 

4^  {R-rj/j)  4.39  (R-^r/i) 

18,6   ((Ä_,j/|).  +  |r7A        18,6   ((ff  +  r^i;«  +  Jr»)% 

"*"  18.6  ({Ä+Ä,}»+>)%+_l8,6   ((fl+fi^_r/i)«  +  ir«//. 
I  2.16  (ft+B^  +  r]/^)  (    ,    39'  \  1  AR 

"^18,6  (fÄ  +  Ä,  +  r/f)«  +  |r«jV.      V    "*'l8:6'/y?«      (Ä"+lrV- 

_   _lCß^2rj/i) 4(fl  +  2r^|) 

({Ä-2r^fi«  +  ir>)V.       ({Ä  +  2r^|f  +  ^r*jV, 
2(fi+fi,+r^;^) 2(B+ff,+r^|)   

4(fl  +  fi,-r/i) 16.39  !_   .  ^__39^\„_„ 

((Ä  +  Ä,-r^^)«  +  ^r7/.       18,6«   {R+R,Y^V      18,(i7 
und 

2.39  y?,  2.16 {R^-ry^)  

18.6  (Ä.«+r»)'/,+  18,6  ((7i,-r;/i1»+|r'y. 
.2.16 iß^  +  ^yj)   ^      .2^  (Ä+/?,-r^/i) 


18,6  ((Ä,+r/J)»  +  |r'J%      18,6   ((Ä+Ä^_r^i)'  +  |r»/A 
g.;ff  (-^i+^f^i)  .2.39         (fl+-fii) 16.39  J_ 
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MH^-rJ^i) 


a(»,+'-Kl> 


16.311  1 

18.6»  (/f  +  Ä,)» 


lipr  ist  /7e:l,2&.')3  an<l  ^,  =  1,2219.  ßeidt!  WcriliD  »ind  grösoer,  rIh 
rderjenig«  ron  P  in  13),  nnd  da  letalerer  Wertli  auch  kleiner  ist,  als  R 
in  14),  CO  ergiebt  sicli,  tlass  die  Stelloog  13)  dan  Miuimam  der  Abstossuug 
^cbt.  B?i  dieser  Stellung  beben  sich  Anziehung  nnd  Abstosiang  in  der 
Kalfpronog  /f=  1,0653  gerade  ruT,  während  sich  diu  ThRilchcii  iu  df>u 
aadfir«o  Stallungen   and   in   der  Enlfnrnang  1,0653  ftbetoesen  würdoo,   and 

^Ld*rnm    i«t   13)  diejeuige  Position   und  Keibenfolge,  welche  wir  als  die  in 

^bcr  Natar  Torkommeude  zu  hctrachten  hnbeu. 

^m  Vcrbindnog    ron    einem    Atom    Kalium    mit    etnom    Atom 

^BanerstofF,  ICO.  (Erstes)  Kaliomhyperoxyd.  Krsetst  man  das  ein« 
^c^Rlintnatom  in  13)  oder  H)  durch  ein  Aethertbüilchcn ,  so  datw  also  die 
n  Itrib«!  k'OA  xnm  Vorschein  kommt,  wenn  man  dem  Aetberlheilchrn  das 
^^Kcjchen  -4  giebt,  so  entsteht  ein  Kaliamhyperozyd,  Auch  hier  gieht  es 
^F wieder  mehrere  Varianten,  von  denen  jede  möglicherweise  ein  Minimum 
Hde>  Abatositing  bietet.  Es  kann  bei  dem  Kklinm  eine  Kante,  e«  kann 
^■rine  Flilcha  normal  anf  der  Verbindungslinie  der  Tbeilchen  stehen. 
^M  Im  ersten  dieser  zwei  Fülle,    iu   welcbeui  eine  Ealiumkaute  stif  der 

^K  Verbindnogalinie  nurmal  stobt,    thut   dieses  auch  die   SauerHtoß'axe,    aud 
Uutere   ist   gegen  die  ihr  nSchslliegende  Kaliumkauto  um  90  Grade  ga- 
dr«bt.      Ist  II  die  Eotferuang  A'O,    A|    die  Entremong  OA,   so   ergeben 
^«ieb  die  Gleichungen: 

I  Iß.  IE     "     .^ '^    jft-r t^ii 

■    ^^^    18,6  (/?»  +  rr- 


2.16 (Ä+rJ^I) 


l8.6"((Äwyi)t  +  |r»)V, 


+ 


39 


1 


18,6  («+/?,)» 

2(ft+rj/|) 


lfi.39    l^ 
18,6"  Ä» 


((Ä  +  '-^)'  +  r»(l  +  >/|)«)%      ((W+/?,_r;/i)«+ir>)'A 


+ 


i^-Z)" 
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18,6  Ä.« "^  18.6  (fi+ft,)*      W  +  r«//.      ((Ä+ß,_rj4)»+ir»)''» 

E8  Ut  Ä  =  0,9427  und  Äi=  1,1206, 

Bei   der  zweiten   Stellnng,   wenn   alao   das   Kaliam   dem   Sanentoff 
eine  FUcbe  zuwendet,  erhält  man: 

3.16  V^"3"/  2.39         H         .16  1 

■•')      iQfi  77  ITT  \';.  + 


+ 


39  1 16^39  2. _       2(jg+r) 

18,6  (Ä+Ä,)"       18.6»  Ä«      ((Ä  +  r)»+r^//i 

((ft-^y+r^d-^froslSOV  +  r»  .171150'''')'* 


+ 
and 


J6^   Jl_       39         _1  27?,  1 


18,6   V^  18,6  (fi  +  ü,)"     tV+^T'     lÄ  +  Ä,+r)» 


((^+«._iy+vf 


Ä,  =  0. 


Diesen  Gleichangen  entsprechen  die  Werthe  A  =  1,0073  nnd  Aj  =1,1053. 
Es  ist  also  R  gegen  den  vorigen  Fall  bedeutend  gewachsen,  w&hrend  Ji^ 
nnr  nnbedentend  abgenommen  hat,  nnd  es  ist  demnach  die  Stellnag  16) 
der  Stellung  17)  Torzuziehen. 

Ist   die  Reihenfolge  der  drei  Körper  OKA^   so   kann  ein  Hinimnm 

der  AhstossTing  nnr  dann  eintreten,  wenn  das  Kaliomatom  so  gestellt  ist, 

dass  eine  Kante   senkrecht  anf  der  Verbindungslinie  steht  und  dass  die 

Sanerstoffaxe    gegen    die  ihr  nächstliegende  Kaliamkante  am  90  Grade 

gedreht  ist.     In  diesem  Falle  sind  di«  0\«>\c\]i^v«\&^\>>Vi^viL^a^n : 


Von  Vtot  Or.  W.  C.  Wittwic«. 


2!K> 


i8) 


2.39 


+ 


2.16  (rt-r|/i) 


IS.Ö  (Ä"+r«)'/»      J8.6  ((R_r/i)t+Jr>jV. 
J.I6  (Ä  +  r^i)  ,    16  I 


^        I        _  16.39    I 

18.8  f(/r+;.,/i)»+}Hi)%"^18.6  (A+/?,)»      18,6*  ft* 

3fl 


2(Ä,-rj/f) 


18,6»  Ä,>  '  1S.6  (Ä  +  Ä,)>     ([/?^-r^]jjt+;|H')v. 
__2(Vtr/J) 20ff+Ä^ 

f(Off)   Ut  «=1,1638  nod  Ä,(ff^)r=  1,2910. 

Dio  V«rgl«ichuug  (lic«C8  Besultate«   mit  Jcmjcnigeii   i|«r  GleicIiuugeD 

16}   x«igt  «ine  groHsc  Verschiedeubeit  dor  Wertbe  vou  Ä  uud  W,,  während 

glauben   sollte,    du«  ci   gleicbgiltig  wira,   nb  dss  KhUuu)  Vi(  der 

liBVS   adei  auf  Hör  andorn  Seite  des  SaucrslofTee  steh  befiudot.     Die  Vrr- 

lecbcit  köDUte  sieb   etwa  dadurch  ansgloichpn,  daiis  der  Aether  jen- 

ilM  des  Saaerstoffet  etwas  ande»  gntpiiirt  Ut,  ala  jfi)Bt!»lt8  dee  Kaliums, 

id   antnr  die»?r  Bedingung  mQiiste  sieb  die  Gleichheit  der  Werthe  von 

in    16}   nnd  18)    erzielen   lassen.      Ks   dürfte  jedoch    UbcrBfbiaig   sein, 

weitere  Üutentucbiingen  ansiistellen,   da  die  Verbindung  k'O  wahr* 

clifioltcb    gar    nicht    fxistirt.      Dan  Kaliumsapeioxyd    bildet   sich,    wcnu 

tKjkliaui     in    SauerstnfT   verbrannt    wird,      nierbei    findet   eine    bcdeatonde 

r«snpeniinrerlii>bDng  und  mit  ihr  ein  heftiges  Scbwingen  der  Atome  statt. 

'I>a    komoit   es  nno   vor,   dnss   zu   beiden  Seiten  eines  Sanerstoffmdlecals 

ein    Kaliumatoni    sieb  ftubMogt  und   analog  deui   Wasserstoff bypenix^d 

)imM  Kaliumhj'iierox^d   sich    bildnl.     Die   gegenseitige  Euircrtiung  aweler 

SauPTitoffstome  in  dem  Molecul  beirigt  0,8930*,  und  wAhrend  die  DisLans 

rveior  Kaltnmatomc  nach  12)  1,5138  betrügt,  ist  nach   16}  der  Abstand 

roa   Kalium  und  •SaurrstofT  0,9427.     Geht  das  Kaliumatom  tod  den  Ubri- 

fVtt  Kaliumalomea   weg  und  scblipsst  ee  sich  einem  BaaurBloflfwnlccul  au, 

m»  findet  hier  jedenfalls  eine  bedc^uiende  Annüberung  statt.     Da  die  Vor- 

glagtt  bri  erhöhter  Temperatur  stattfinden,  vXhrßud  vorstehende  Gleich- 

eagao   den   absoluten    Nnllpankt  Torausselzen ,    können    allerdings   noch 

Axndeningrn    in    den    Werlben   der   Anziebongcn   und   Abstossungen   eiu- 

tnten;  allein  der  Hauptsache  nach  dürfte  doch  das  ubige  Resultat  stehen 

Ueiben. 


•  Meine  »wate  AhhamUaag,  ttieto  Zeitächnh  XXVl^  6,  3.  M6. 
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Verbindung  einea  AtomB  Kaliom  mit  zwei  Atomen  Saner- 
8t  off,  h'O^.  (Zweites)  Kalinmhyperozjd.  Wenn  ein  Atom  Kaliam 
Bicb  mit  zwei  Atomen  Sauerstoff  verbindet,  so  sind  anter  den  verschie- 
donen  möglichen  Zusammensfellungen  folgende  F&Ue  zu  betrachten. 

a)  Die  Keihenfolge  der  drei  Atome  ist  gegeben  durch  ö£0  oder 
h)  durch  KOOy  und  in  letzterem  Falle  kann  wieder  das  Kalinm  eine 
KantR  oder  eine  FUche  dem  Sauerstoffe  zuwenden. 

iBt   die  Reihenfolge  OKO  gegeben,   so   stehen   zwei   sich  entgegen 
gesetzte   Kaliumkanten    normal    auf  der   Verbindungslinie  und   die  dem 
SauerstofTc  zugewendete  Kante  ist  gegen  die  Sauerstoffaxe  gekreuzt.     £a 
orgiebt  sich  nun  die  Gleichung: 

1a^    239         R  2.16  {R-rJ^l) 

''      18,6  («"+0''        1^8,6   ((Ä-rj/^)<+|r«)'/, 

2.2fi  (R  +  n  \)  4.16         2fl  /16.39  +  4.16\  I 

"•"  l'ö.«   ,(Ä  +  rj/i)''  +  ^r«y/.        18,6   (4Ä*  +  r«)'A       V  18,6«  )  R* 

A(H-ry\) 1{R  +  r}/\) 

UÄ-r>/i)»  +  4r>)%      ((B+r^|)«  +  r«(l-/fn- 

__ 2(;f+rK'iL_ 4.2.fl_      /       J6^X 

^/J4.r,/T)«  +  r»(l  +  |/|)')''      t4Ä'+2r^/''^V''      18,6;  "' 

Dieser  Oteichung  genügt  A=  1,1672. 

h)  Wenn  die  Keihenfolge  der  Atome  KOO  ist  und  das  Kalium  dem 
Sauorstoff  eine  Kante  zuwendet,  so  ist  die  erste  Sauerstoffaxe  gegen  diese 
Knute  gekreuzt,  die  Axe  des  zweiten  Sauerstoffes  ist  jedoch  wieder 
gegen  die  des  ersten  am  90  Grade  gedreht,  läuft  also  mit  der  nächsten 
Kaliumkante  parallel.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  KO  mit  A,  QO 
mit  //,,  so  erhält  min  die  Gleichungen: 

18.6   (/;»  +  rV"^lS.6   ((/?-.;   if  +  ^r»)'". 
+  2- 16  __[ZL+r?  IL         L  2-3^  '-B+fi,) 


18.6  (^W+r;  J)»  +  |r7.      18,6  ((Ä  +  Ä,)^^^//» 

2.16 i^+ÄJr^^^  _    .2.16       (Ä+Ä.+rj^f) 


_  16.30/ _1^  1 \_        \yR-ry'l^ 

is.(i«  W;*"**iÄ+ü,)^;    (^ü_V,  |)i+"^^v. 
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4.I6..R, 


2.39         (Jt+Jit) 


39.16         I 


16»      I 


4  7i, 


2(;?+7I,-r»4) 


((B+B,+i'/|)''  +  ir«)V.^V       18,6/    ' 

EM  Kwei  GleicbQiigen  sind  erflillt,  w(>nn  A:=  0,9640,  ^j=:  1,0234  ist. 

Ist  die  Rciliflorolge  die  ottulicho,  wre  im  vorigftn  Falle,  ist  ftbei;  das 

laliatn    so  gestellt,   ila«s  eine  seiner  Klücheii  senkreclit  nuf  drr  Vrrhiii- 

langitlinio   st«ht,  so   bofiudct   sich   dieser  gegpalibor  ein  Sanf^rstoffatuni, 

m    Axe  pbeDfalU  normal  auf  der  Verbindungslinie  stftlit  tind  atiBisnr- 

nncli    rrchtwinklig    g<'gon    «ine    Orrndo,    dio    mau    von    dem    MillcU 

»■nlitft    ilor  KaliumllScIif!   [;egen    finPH    der  drri   Ficke  ziclieii   kann.      Die 

t*  des  xwfitpn  BanorstofTatunts  \si  gegen  die  des  rraten  wieder  -ara  ÜO 

tfmde  gedreht.     Unter  diesen  UmslJlnden  ergehen  sieb  die  Glelclinngßn : 


II) 


2.M 


li 


..,.+ 


2.39         (fi+/M 


3.jn 


3. Iß 


\H.ti  (Ji'+r'A^  18,0  ,(Ü  +  iI,)-  +  r')S^  18,0  i^jj_r\^  ,  A" 

.10         (^'+^A-i)  ,e^     1       ,  I         ^ 

39.10/  I  I         \ 

((/i  -  ^)*+r»tI  -y^  ros3»'i*  +  8 /■«  «.1 30"*»)  "* 


^(ä-0'+'-'i1  +  /2™,,3ii")»+5/»j™3»*')  ■ 


302  Grandxtlge  der  mathenutiscben  Chemie. 


(r+r,-^)  K^x-^) 


((i2  +  Ä.-0'  +  r'{I-/i)')"''      ((iJ+B,-0"+r«(I+/f)»)''' 
K^+^--0 ^ 

^i^  +  ^^-j) 

((S+b;+ö*+>/-»    ^      18.6/ 

nad 

4.16        Ä,  2.39         (JJ  +  iZ,) 

18,6  W+r«)'^-      18,6  {(ü+i2,)>+r«)'A 

.  3.16  (^+^^~^)  16  1 


((i2  +  E,-0"+r»(l-^^Cüs6O'')»  +  |r>sm6O"«)'' 

2(ü  +  7?,  +  r)  16.39         1  16«      I  4B, 


((i£  + Ji,  +  r)«  +rV"       18,6«   (ii+7i,/      18,6«  Ji,«      (Ä,«+  2r»)^. 

Hier  haben  wir  Ä(A'O)  =  1,0022  und  Ä, (00)  =  1,0103. 

Das  Hinimom  der  Abstossung  bei  dem  zweiten  KalinmBaperozjd  tat 
darcb    die   GleichnttgcD   20)   gegeben   nnd   es   ist  die   ihneo   lo   Omnde 
liegende  Stellung  als  die  der  Natar  entsprechende  anznuehmen.    Dia  Ver- 
bindung entsteht,  wenn  Kaliam  bei  genügender  Quantität  dea  Saueratoffs 
in  letzterem  verbrennt,  und  der  VorgKug  \a\  äet,  &«b&  Wv  d«a  «Xbrenil 
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VerbrenneoB  s  ist  (finden  den  Hcbwingangen  je  ein  KiilianiBtom  sich 
«taem  8«oer«loff(nolecal  anschliesst- 

ItR  Nile listehen den  ist  eine  Zneamrar^ntitcllung  dpr  drei  Oxyde  dns 
Kaliuma  gcgoWo.  Die  zwischen  den  «inzolnen  Tlieilclien  stehenden 
Zahlen     geben   die  jeveilige  £ntferuuug   fUr   den   Btaad   der  gerlagaten 

Aiulouunr. 

Oxyd. 

1,0653      1,0653. 


13) 


16) 


20) 


EratRs  Hyperoxyd, 

A'  0  A 

0,6427       l,r206 

oder  aacfa 

0  0 

Zweites  Ilyperoxjrd. 

k-  0  0 

0,9640      1,0234. 


A\ 


11« 


Vi^rgleichung  ergieht,  du  die  Eotfernnng  A'O  unter  allen  drei  Oxy- 

bfli  dem  ersten  den  grttsaten  Werth  hat,  und  dadurch  ist  es  erklKr* 

eb,    dal«  bei  gehSriger  Qnanlitiil  dea  anwesenden  Saueriitoffcs  bei  dein 

rorforcDoeD   de«   Kaliuma   sieb   nicht   Oxyd,    aondern   Superoxyd   hildet. 

Oxyd  gebildet  werden,  an   mnss  eine  Trennung  der  SauftratofTmole- 

iltt  in  Atome  stattfinden,  vm  wegen  der  gerlogen  Entfernung  der  Atome 

S»tieratoflfittolccule  (0,Sü3ü)  «eine  Schwierigkeiten  hat.     Leichter  geht 

Verbindung  bei   den  Snperoxyden   vor  lieb,   weil  hier  nnr  der  An- 

cbldM    eines    oder    zweier   Knlinmatomo   nn    ein    SanpretofTmoIecul    atatt- 

liuleC     Hat  sich  anf  der  oiaeu  Seite  eines  Saueratoffaloms  ein  Kalium- 

kngMchlossen,     so    rückt    nach    20)    auf   der    andern    Seite    das 

«ite   BanerstofTatom    weiter    weg   (von   0,8930   auf   1,0234),   und   eine 

IvnlUtXndige  Abtreunung  wird  dadurch  eingeleitet.    Man  stellt  das  Katium- 

oayd    dar,   indem   man    eines  der  Snperoxyde    mit   soviel  Kalium   glUht, 

ium   bei  gleichmäKsiger  Vertheilnog  des  Sauerstoffs  anf  je  zwei  Kalium* 

■tdtte  ein  Saneistoffatoni  trifft.     Das  erste  Superoxyd  wird  also  mit  soviel 

KallnB  gescbmolzea,  als  schon  darin  ist,  das  zweite  Superoxyd  mit  der 

Areifaeben   Menge.     Wird   das   zweite   Snperoxyd    verwendet,   so   nimmt 

jtde«  Sanentoffmolecnl  noch  ein  zweites  Kalinmatom  anf  und  es  entsteht 

•in  Doppelatom    de«    ersten   Snperoxyds.      tia'i   der- Bildung   des    aweiten 

St^ffoxydi  hat  «ich    da«   erste  Atom  Kalium  bta   auf  0,9640  an  seinen 

Saamtoff  angeechlosieu ;  dafUr  aber  ist  das  zweite  Sau  erst  ofTatom  auf  der 

MHltTH  Seite  «ies  ersten  aus  seiner  araprflngliclien  Entfernung  0,8930  bii 

\,WH  «f.ggrrilckt      Legt   sich   uun   onch  anf  der  Seite  dieses  aweileu 

SmmitHHatoni»    aochmah    ein  Kaliamatom  an,    BD   t*«  ■*  *™  f^s^t 
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maliges  Aoseiuanderr&cken  der  Skneratoffatome  nach  sieb  siehen,  und 
dieses  braucht  von  1,0234  gar  nicht  mehr  weit  zu  geben,  nm  die  Grenae 
1,0653  an  Überschreiten.  Sowie  nun  in  der  Verbindung  A'OOf  die  Ent- 
fernung 00  die  Greose  1,0653  ttberscbritten  bat,  tritt  die  Verbindung 
KOK  in  ihr  Recht  ein  and  es  schieben  sich  zwischeo  die  beiden  Saner- 
stoffatome  awei  Atome  Kalium  ein,  da  dieselbeu  eine  geringere  Distans 
Ton'  dem  Sauerstoff  beanspruchen;  es  bilden  sich  zwei  Holecnle  KOK. 
So  gftht  die  Zerlegung  der  Sauerstoffmolecule,  die  direct  nicht  möglich 
war,  auf  indirectem  Wege  vor  sich. 


Kalium  und  Wasserstoff. 

Ehe  ich  auf  die  Beaiebnngen  zwischen  Kalium  und  Wasserstoff  ein- 
gehe,  mnss  ich  eine  kleine  Erörterung  fiber  den  auf  das  Wasserstoffatom 
ausgeübten  Aetberdmck  vorausschicken.  Dieser  Druck  ist  bei  einer 
gegebenen  Kngel  dem  Radius  proportional,  und  er  sucht  ein  Aetber- 
theilcben  gegen  den  Mittelpunkt  zu  führen,  während  bei  dem  Massen- 
thpileben  das  Entgegengesetzte  stattfindet.  Die  kleinsten  Theilchen  der 
Körper,  die  man  Atome  zu  nennen  pflegt,  sind  mit  mehr  oder  weniger 
Antbertheilchen  verbundene  Hassenkngeln ,  und  die  Wirkung,  die  der 
Süssere  Aetber  auf  ein  Atom  ausübt,  ist  daher  eine  gemischte.  Ist  die 
Zahl  der  Aetbertheilchen  eines  Atoms  grösser  als  1,  so  gmppiren  sie  sich 
so,  dass  ihre  Gesammtwirkung  derart  ist,  als  seien  die  Aetbertheilchen 
alle  in  dem  Mittelpunkte  des  Massentbeilcbens  vereinigt,  und  es  wurde 
darum  im  Vorstehenden  der  anf  ein  Kalinmatom  ausgeübte  äussere  Druck 

(39  \ 
4  — —5-7^1  ß   bezeichnet,    weil   die  Zahl   der  mit  der  Massenkngel 

verbundenen  Aetbertheilchen    4   ist   und   das  Kali nmmassen theilchen   die 

39 
Wirkung  von  — -^  Aetbertheilchen  nentralisirt ,  während  die  Entfernung 
io,o 

von  dem  Mittelpunkte  der  um  das  mittlere  Molecnl  gezogenen  Kugel  R 
betrügt.  Bei  dem  Wasserstoffe,  der  nur  ein  einziges  Arthertbcilchen  hat, 
ist  die  Sache  etwas  anders,  denn  der  Werth  von  R  ist  verschieden,  je 
nachdem  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Kngel  zum  Mittelpunkte  des 
Massen theilchens  oder  zu  demjenigen  des  Aetbert heilchens  rechnet.  In 
meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  analog  dem  Verfahren  bei  den  an- 
deren Elementen  die  Grösse  R  bis  zu  dem  Mittelpunkte  der  Massenkugel 
gemessen,  doch  sind  mir  gegen  dieses  Verfahren  Bedenken  gekommen. 
Das  Aetbertheilchen  wirkt  (allerdings  im  entgegengesetzten  Sinne)  lS,6mal 
•o  stark  als  das  Maasentbeilcben,  und  es  dürfte  daher  vorzuziehen  sein, 
die  Grösse  R  bis  zu  dem  Aethertbetichen  zu  messen.  Tbut  man  dieses, 
•o  erh&lt  R  einen  um  die  Distanz  der  zwei  Mittelpunkte,  also  nm  r  oder 
0,37396  gröatem  Wertb,  und  ist  in  der  vorigen  Abhandlung  (Gleicfag.  5) 


Nti  li^n  Wueor  72^=0,6158  gernndcn  worden,  ao  ist  A  fUr  da«  Aether* 

Ihiikbni  0,61äS  +  l).a730  =  O,0SSS.      Kä   Imndelt   eich   bior  our   (laratu, 

«if  nui  als  den  Kcfirüsf^utaDten  dca  ÄLnmes  lictraclitet.      Ist  ii^O.^SSS 

ugtQ'JUtntn ,  an  kann  dinicr  Annahme  vrifder  der  Vorwarf  gemacht  wer- 

1,  du«,  wenn  auch  du  Masseüthetlcben  weniger  ntark  wirkt,  alo  da« 

mbcilchen.   e»   doch    uicbt   ganz  veroachlifiiiiigt  werden   dürfe,  und 

i(k  tnbo  daher  vorgezogen,  da»  7i  bis  zu  ei»etn  Punkte  su  mesaeoi  der 

mifliea  Aetbertheilchen*   und  Maesputlirilchpomittolpunkt  tet,   und  xwar 

BD  *o  DÜfaer   an   erAterem,  je   mehr   dessen  'Wirkung  Uborwiogt.     Wird 

iko  lue  Uirtanz  r=  0.37296  in  19.6  Theile  getbeilt,  so  ist  die  Eotfer 

1M{  du  Mittelpunktes  dpR  Druckes  von  dem  Aetbermittetjmnkte   I,  von 

ima  Uasseoniitielpuukte  IS,4>.     Ich  bestimme  nun   im  Nachstehen dcu  fUr 

h  W»Mßnitoflat(iiuo    die  Grösse  li  als    dto  Entfernung   dea  Actherthoü- 

0  37396 
de»  nad  siebe  dnnn     ',„  „     =0,0190  ab.     Bei  dem  WasRor  ist,    wie 

]»,D 

«brn  erviihnit  die  Cnlfernnng  vom  Mittvtpnnkte  der  Kngel  bis  zu  dorn- 
inigra  des  Wasaerstotl'mnssBntheilclienR  0,Ct]58,  bis  zn  d^m  l^litteljitinkte 
•InAolliiTthrilrbens  0,0158  +  0.3730  <^  0,9SBS  und  bis  zum  Tbiittelpiiiikte 
dMlirackra  0,0888  -  0,0190  =  0,06US.  Ein  analoges  Verfahren  ist  nr»tbig, 
•™n  man  die  Llntfernnngeu  der  Waflsersiotfatomc,  die  in  der  vorigen 
Aliliiuillung  bestimmt  sind,  mit  den  nach  stehen  den  vergleichen  will. 

Verbindung  vnn  eiucm  Atom  Kalinm  mit  einem  Atera 
Vtii«rsinff.  Wenn  man  die  Keihe  Wflsserfltoff,  Kalium  und  Aftllier 
Uumtnpnstellt,  Kn  richtet  «ich  das  Kalium  an,  dass  es  dem  WasKersloiF 
■-■  fTirilr  xnwendrt;  beide  Tlieilchen  des  WÄSserslnfTeg  liegen  in  der 
lungtilinie,  dm  Mansentheilchen  ist  dem  Kalium  zugewendet.  Tat 
^  ih  KDlfemnug  //A*,  Ji^  die  Entfernung  A'v#,  so  ergeben  aich  die 
^»leUngon : 

331  iL.  I  +  A  (Ti^ril+Zl)) 

lb,U    /(=      Ji>,ü[iÄ_r(l+/|jJ>'+|r'J''- 

+-1       a<-ru-yh) . .         > 

IM   ((7?-r(l-^[))»+5rT'        'W^'  +  ^V^ 


3  /r-rj4)_ 


a» 


I 


•Bd 


0 


I 

{H  +  Ii,}- 


iV.'iV"^lS.6CJf+7it,-r)'=~((jv^_,yf).  +  j,., 

**^*<IW  t  MthmmmtiU  m.  fltft4»  XXVI i 


H» 
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HierftQS  entzitfert  flieh  72=1,2521,  und  ist  P  die  Entfernang  dei  Mittel- 
panktes  des  Druckes  von  dem  Kalium,  so  ist  P=  1,2521  —0,0190 
=  1,2331.     ü,  hat  den  Werth   1,2778. 

Verhindung  von  einem  Atom  Kaliam  und  zwei  Atomen 
Wasserstoff.  Hier  ist  gegen  den  vorigen  Fall  die  Aendemng  ein- 
getreten, dasB  das  Aetberth eilchen  dnrch  ein  WasserstnfTatom  ersetzt 
wurde,  so  dass  also  die  Reihe  BKH  entstanden  ist.  Hier  kommt  die 
Gleichung: 

^""^  U8.6    Vie'^18,6  i;(i;_rci+y4))>  + jr«]v, 

_^  [U-r{\^y\)-)  2  1  f39+A       1 

li^iZ^L^i) ^jH  +  r/i)  ^   17.6^  ^      r     ^^ 


Jl  hat  den  Werth  1,2492,  also  ist  /'=  1,2492  -  0,0190  =  1,2302. 

Man  erkennt  ans  den  Werthen  von  /'  in  den  vorstehenden  Gleich- 
nagen, dass  die  Verbindung  von  Kalium  nnd  Wassertoff  jedenfalls  nur 
eine  sehr  lockere  sein  kann,  wenn  Überhaupt  eine  solche  existirt,  was 
durchaus  nicht  «icher  ist.  In  dem  Lehrhuche  der  Chemie  von  Graham- 
Otto,  4.  Aufl.,  IT,  2,  S.  106,  befindet  sich  hierüber  nachstehende  An- 
gabe: „WASserstofrkaliam.  Wird  Kalium  in  Wasserstoff  erhitzt,  so 
m<^ngt  fiich  dem  Gase  Kaliuradampf  bei;  das  Gas  erhält  die  P])igenschaft, 
sich  an  der  Luft  zu  entzünden  und  unter  Bildnng  von  alkalischen  Nebeln 
zu  verbrennen.  Itci  dem  Erkalten  sntzt  sich  das  Kalium  aus  dem  Gase 
wieder  ab,  Sementini,  welcher  das  Auftreten  eines  solchen  selbstent- 
zUndliclien  WaHserstoffgasos  bei  der  Darstellung  des  Kaliums  (mit  Hilfe 
von  Kalibydrat  und  Eisen)  beobachtete,  hielt  dasselbe  für  ein  Kalinm- 
wagserstoffgna."  Dieses  Kalinmwasserstoffgas  zerlegt  sich  also  bei  dem 
Erkalten  und  da  die  vdrstelienden  Formeln  für  0"  absoluter  Temperatur 
gölten,  Bo  ißt  der  groese  Werth  von  P  dabin  zu  rleuton,  dass  die  frag- 
liclie   Verbindung  in  diesem  Falle  nicht  existirt. 

Kalium,  Sauerstoff  nnd  WasscrstofT. 

Sollen  diese  drei  Körper  sich  verbinden,  so  gielit  es  verschiedene 
ZusammeuHtellungen.  Die  Reihe  kann  sitin :  AV)//,  wobei  wieder  das 
Kalium  dem  Saueretofte  eine  auf  der  Verbindungslinie  normale  Kante 
oder  eine  auf  der  Verbindungslinie  normale  Fläclie  zugewendet  haben 
kann.     Die    lieilie  /iO//  kann   jrducli    aucli    durch  0 /i  i/  ersetzt  werden. 

B(!i  der  Reihe  h'Ofl  mit  auf  der  VerbindungaHnio  rechtwinkligen 
Kanten  des  Kaliums  ist  die  Axe  des  Sauerstoffes  gegen  die  ihr  zugewen- 
dete Kaliumkante  gekreuzt.  Das  MasRentlieilchen  des  Wasserstoffes  ist  dem 
SauerstofTe  zugewendet.      Man  erhält  nun  als  Gleichgewichtsbedingungen: 
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j      U9        B  2.16  {ü-rVi) 

'    18,6  (ü*  +  r«)V."^  18,6  ((7i_r^|)*  + -2, ■«)'', 

3.16 !:^±''yi}_  _j.39     1 


18.6  ((i2  +  rj/J)«+fr»V/.      1_8,6  (J£  +  7i,)« 
a  ((■R  +  Ji.-r(l  +  ^^)) 

l8.6[(Ji4.J2,-r(H-/|))«  +  |rS]V, 
a  (i;  +  ü,-r(l-/^)) 

_  16.39    1  ^It-r}/^) ^■^^+I^iL 

18.6«  ■  7i«      ((fi  _  r  yi)^  +  ^  r«)%      ({/i  +  r  l/^>  +  r«  (1  -  ^|  )^)% 
_  2jJi+r^) 2(Ji  +  li,-rl/}) 

-     nJi+J^.+r^/T)  39  1_     .f4„J»«_Vi-« 

vnd 

18,6  ((B,_r)»  +  r=)'/."'"  18.6  7V      18,6  (7f+/i,r 
^^        (j;+j;,-r(i  +  ^|i) 
18,6  f(7;^.  n^  _  ^  (1  +  ^^)).  _,.  1 ,33% 

^. 2C7i+ü,-r(l-j/iO 

i8.6[(JJ  +  ii,-r(l-/|)y  +  «.T' 
__^Ä| ]6_  1_  2(n+R,-rfl) 

afl+7;,+  r^l«+|r«)V.     18.6«  (7i+7;,-r)''"^18.6    '"^18,6 
H»r  iit  Ji  die   Distanz   A'O   nnd    bereclinct   bicIi   zu  0,9339,    währond 
"1  =  1,0991    ist.      Die   Entferoung    des  Mittelpunktes  des   Druckes   des 
Witteretoffca  von  dem  Sauerstoffe  ist  1,0991-0,0190=1,0801. 

Hit  dis  Kalinm  dem  Sauerstoffe  eine  FlScIie  zugewendet,  so  ergeben 
■CB  sti  Bedingungen  des  Gleicligowiclites : 

•51 3.16  {■^"z)  ,16  1        ,  2.30         li 


+ 


i     ^ß±^i~*'i)  /l  +  39\   I^ 16.39    1_ 

»8,6  ((Ä+Ji,-Jr)*+  «r^A"'"^  18,6  JiJl+M^Y      18,0*  "7^ 
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K^  +  ^'-l)  1 


39 


+ 
nnd 


+ 


\        10,6/ 

16      1     ,  /'  +  39\  1 

18,6'Äi^''"V  18,6  )'{H+li^)* 


^    3  (R+B^-tr) 


2  (B, -r)  2/2,  16  1  I 


"((7i+i,,_^)%j,..j-"^"  iB+B^'+m'^+m-o- 

Hier    kommt  man   za    den    Wertheu    R{KO)  =  1,0020   nnd   A|  =  1,0860 
oder,  nacli  Abzng  von  0,0190,  =  1,0670. 

Bei  BenützQng  der  Reihenfolge  OKH  ergeben  sich  dieGleichnngen: 

2.1fi  jK-rVi)  2.16  _JJi_±y})__ 

2.39         Jf  16  1         ^_2^    _     (R+Ri  —  r) 


18,0  (Ü^  +  rV      18.6  (/i+Ü,)*^l8,6  ((ü+7J,_r)''+rV. 
16.39  J 4(^r''/i)__ 2(Ji  +  r/j) 

2(7i  +  7j/|)_ 16^ 1 

i{R+>V\f+  '-ni  +  ^l')')"'     18.6«  (7;+  /;,  -7)« 

_       2{7f+7M  /       J6\ 

,    {(Ji  +  j;,)='  +  ,.^)'.  +  '.''     I8,6r' 
und  _ 

1S,6*  j;^       18,6  |f7i-r(H-^^))^  +  |y^7. 
2  (Ji_^(l-/,  |)) ir,  1 


1S,(>  !(/,'_,., l_^/J)):f+l,.:i|%  •    18,6    (/i  +  i;,)'' 

2  (;,•  +  /;,-,■)        _    30  1       _       2(ü,-riKi)_ 

"^  IS,(i  ((7;  +  ^,  -'f +  /T'       IS.fi^  {7i,-r)«       ((ß.-'yi)'+|/-)'' 

2ai+_^Ki^_       _J6_  1  _        2(Ä  +  K,) 

(,7;+,;>lj«+|;:«)V,      18.6«(/.'+A~'0-      (tK  +  Ä.)'+rO'' 
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Die  Ver^leichaog  der  Werthc  von  It  aod  A^  in  24),  25)  tiud  26) 
&bt.  tlasH  Uie  Stvilang  24)  eiu  Minimntn  dur  ÄbstoKüuug  btütnt,  und 
boideii  BoderRii  VornaasctzuDgrii  kötiD^o  dabnr  einolw eilen  aosber 
tck«IcUtigung  b1eib«u. 
i^ei  241  ronM  lorort  die  bedeutende  AnoKbcniDg  des  Kaliums  ku  den 
mprfctofr  Rofffilltiii,  und  e$  besteht  (Ifinnnch,  um  cnicli  in  der  3|iracliu 
\ar  Cbemikifr  aotizndrticknn ,  zwiscbpn  Kaliiiro  und  Batieislon'  eine  sehr 
Veiwaiidtttulinft.  Weniger  gross  ist  die  AiinSlierung  de^  WaB9«r- 
toff««  an  den  Sauerstuff,  sie  ist  sogar  kleiuer  als  bei  dem  Wasser.  In 
Inr  Vvrbiodmig  JiOh'  ist  nach  13}  die  EDtrcrnuDg  A'0=  ljj(>53,  sie  ist 
ml>n  kleioer,  als  die  Ktiirerouiig  flO  in  24)  =  I,090l,  und  durch  Glulimi 
rua  ICalinuioxjrdhydrat  mit  cbeosovicl  Knüum,  als  Hchuu  dnriu  ibl ,  wird 
)r  Abscheiduug  vuu  WnssurstofT  aus  KOU  die  Verbiuduug  kOh'  htr- 
\\\t.  Iq  Graham-Otto*  hotsst  es:  „Aach  durch  Erhitzen  von 
Ai*q.  Kalihydrat  mit  1  Aeq.  Kalium  lüsst  sieb  wasserfreies  Knliumoxyd 
Erhmllcin,  indem  das  Kalium  durch  deu  Snuerstotl'  di-K  Hydratwasüers 
»xyilirt  wild:  A'O  (0=8),  HO  nnd  A'  gt>hcn  2A'0  and  ü.  Dii's  dürAB 
iioeb    der  bequemste  Weg  zur  Darstollung  sein." 

Bringt  man  Kalium  und  Wasser  zusammcD,  so  wird  Wassoritofl' aua 
|pe*cbicdrn  und  Kaliliydrat  gohildüt.  Di«  Kutfeniung  Oll  im  Wasser  ist 
:li  den),  was  oben  hiftrliber  erwShnt  wnrdp,  =0,9608.  Kommt  nn» 
Kalttim  htDau,  so  kann  sich  dieses  nübcr  an  deu  Haiier&tufl'  leg«n,  als 
riu  WuaurstofTthctlvhcn  es  an  thuu  vermag,  und  lelxtores  mues  weg. 
8uwie  nnn  das  Kalium  an  seine  Stolle  getreten  ist,  rückt  das  zweite 
W*aspn(t«ifftheilchpD  des  früheren  Wassers  von  dem  Sauerstoffe  wpg,  i'g 
nDtfprol  sich  nach  24)  bis  I,OSlM  und  darum  wird  es  möglich,  dass  aut:h 
^ic*ea  xweito  Wasserstoffatom  abguachtuden  wird,  doch  geht  es  jetzt 
vpaij;i*c  leicht.,  als  bei  dem  ersten  Atum,  denn  die  hier  aasschlaggehrnde 
l>irt«feuz    1,0801  (24)  —  ],()ti&3(,13)  ist  bedeutend   kleiner,  als  im  vurigen 
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Kleinere  Mittheilungen. 


ZVI.  Zur  Beflexion  und  Refraction  d«  liohtei  an  Corren  and  Flftchen. 

Die  Dm  zwei  Punkte  als  Brennpunkte  beschriebenou  Kllipseu  e'iad 
die  einzigen  ebenen  Cnrven  von  der  Eigenschaft,  dasa  jeder  von  dorn 
einen  Punkte  ausgehende  Lichtstrahl  nach  dem  andern  Pnnkte  reflee- 
tirt  wird. 

Sind  nun  eine  ebene  Garve  c  und  zwei  Pnnkte  ji  und  B  in  ihrer 
Ebene  gegeben,  so  gelangt  mau  zu  jenen  Pnnkten  von  c,  an  welchen 
ein  von  A  ansgebender  Lichtstrahl  reflectirt  werden  mnss,  damit  or  nach 
B  znrilckgeworren  werde,  auf  folgende  Weise.  Man  denke  in  der  Kbeno 
der  c  nm  A  und  B  als  Brennpunkte  die  kleinste  Ellipse  beschrieben, 
welche  mit  der  Strecke  AB  doppelt  znaammenf&llt;  denke  sodann  unter 
Beibehaltung  dieser  Brennpunkte  die  grosse  Äxe  derselben  stetig  ver- 
grössert,  so  dass  die  immer  sich  erweiternde  Ellipse  fiber  die  ganze  Ebene 
der  Curve  fortschreitet.  Diese  Ellipse  wird  nach  und  nach  c  in  allen 
ihren  Punkten  schneiden,  und  zwar  in  den  meisten  Punkten  Mi  einfach, 
iu  einigen  besonderen  Punkten  Pk  in  zwei  oder  mehr  zusammenfallenden 
Punkten.  Die  Curve  und  die  Ellipse  werden  sich  in  diesen  letzteren 
Pnnkten  berühren;  von  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  wird  abgesehen. 
In  den  Funkten  Pt  und  Mt  haben  c  und  die  Ellipse  gemeinsame,  be- 
ziehungsweise nicht  gemeinsame  Tangenton,  ein  von  A  nach  I'k  oder  lU^ 
gelangender  Strahl  wird  also  von  c  nach  B  reflectirt  oder  nicht. 

Diese  Punkte  haben  aber  noch  eine  andere  intoroäsantc  Eigenschaft. 
Denkt  man  nämlich  die  einen  Punkt  Pii  enthaltende  Ellipse  mit  den 
Brennpunkten  A  und  B  beschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Entfernungen 
eines  ausserhalb  oder  innerhalb  dieser  Ellipse  befindlichen  Punktes  von 
den  Punkten  A  und  B  grösser  oder  kleiner  als  der  gebrochene  Wttg 
AP/tB.  Daraus  folgt,  dass  der  Weg  APi,B  kleiner  oder  grösser  ist,  als 
jeder  benachbarte  Weg  von  A  über  einen  Pti  benachbarten  Punkt  von  c 
nach  ^,  je  nachdem  nämlich  die  Pk  benachbarten  Pnnkte  von  c  ausser- 
halb Oller  innerhalb  der  Pk  enthaltenden  Ellipse  liegen.  Nur  wenn  die  /'* 
benachbarten  Punkte  von  c  einerseits  dieses  Punktes  innerhalb,  anderer- 
seits desselben  ausserhalb  jener  Ellipse  liegen,  c  und  die  Ellipse  also 
3,  5,  ...  unendlich  nahe  Punkte  gemein  haben ,  ist  der  Weg  APtB  weder 
ein  Minimum,  noch  ein  Maximum. 
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Tritt  ao  Stelle  der  ebenen  Corre  c  in  der  vorhergelienden  Unter- 
snchnng  eine  nnebene  Curve  oder  eine  Fläche  und  an  Stelle  der  ver- 
Ünderlichen  Ellipse  ein  Rotationsellipsoid  mit  den  Brennpunkten  A  und 
B,  so  kann  das  oben  abgeleitete  Kesnltat  verallgemeinert  und  folgender 
Satz  BQBgp^prochen  werden: 

Die  Zeit,  welche  ein  von  einem  Punkte  ansgehender  Lichtstrahl  bedarf, 
um  nach  der  Reflexion  an  einer  Curve  o^er  Fläche  nach  oinem  zweiten 
Funkte  zu  gelangen,  ist  im  Allgemeinen  kleiner  oder  grösser,  als  Jene 
Zeit,  welche  das  Licht  brauchen  wUrde,  wenn  es  vom  ersten  Paukte  über 
irgend  einen  dem  reflectirendeii  benachbarten  Curven-  oder  Fläcbenpnnkt 
zum  zweiten  Punkte  ginge. 

Zu  diesem  Satze  kann  leicht  ein  analoger  für  die  Brechung  dos 
Lichtes  an  Curven  oder  Flächen  auf  folgendem  Wege  gefunden  werden. 
In  zwei  Mitteln  habe  eine  gewisse  Lichtstrablongattnng  die  Geschwindig- 
keiten nr  und  c,  so  daas  der  Brechungsexponeat  n  ist.  Welches  ist  die 
ebene  Trenn ungscarve  dieser  zwei  Mittel,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
dasB  ein  sich  im  ersten  Mittel  bewegender,  einen  Punkt  ^  enthaltender 
Lichtstrahl  an  jener  Curve  so  gebrochen  wird,  dass  der  gebrochene  Strahl 
einen  zweiten  gegebenen  Punkt  B  enthalte?  „Ein  Lichtstrahl  enthält 
einen  Punkt"  hat  hier  und  im  Folgenden  die  Bedeutung,  dass  der  Licht- 
strahl entweder  von  diesem  Punkte  herkomme  oder  sich  gegen  diesen 
Punkt  bewege. 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogenen  Coordinaten 
der  Punkte  A ,  B  irgend  eines  Punktes  !H  der  gesuchten  Curve  und  eines 
Punktes  T  der  Cnrventangeute  A/r seien:  0,  (i;  0,6;  x,y^  €t  tj.  Dann 
sind  die  Gleichungen  der  Geraden  AM,   B M ,  MT  beziehungsweise 

^    -i  y'—y  ■\-  a^/—  *•■ 

Aus  dietivu  GU^ichuiigen   folgt 

AMT  X+O/-«).!/' 

UMT                    x+((/-ftly' 
cos  li  MT  — -^^^ : "^ — -  -  -  ■ 

V^^+y''){^'  +  Ky-^)'\ 

NacIi  dem   Urecliuugfigüsotzc  ist 

vosAMT-.cosbMT  —  n 
oder    mit    Uilfe    drr    üben    gefundenen    Wcrthe    nach    Mnltiplication    mit 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 
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Kleioero  MiUtitM'iaofioii. 


Die  Cunre  von  der  gcfordert«ii  BescIiaiTenUeit  Ul  liicrDadi  ein  Cute- 
eliekos  Ovsl. 

Zu  dem  eben  gefundenen  OvaI  führt  aber  ancti  die  Kritgr  niicli  dn 
Trcnoungncorvo  nbiger  zwei  Mittel,  welclie  die  EigeDscIifll't  lint,  diu»  dia 
Zeil  t,  wolcbo  da«  Liebt  brnucbt,  wenn  eB  sieb  von  J  bU  »n  trgoud 
einem  Ciinrenpunkto  mit  der  Oc8i:liwiDdin:ko)i  rir  und  dann  von  dieseai 
CarroDpunktc  bin  ß  mit  der  Qeecbwiutligkoit  c  bewegt,  conitant  sei. 

ti»  ist  ftir  diesen   Fall 


oder 


HC  C 


DieBo  GIcicbnng  stimmt  mit  der  oben  gnfundoncn  vollkommen  (iberoia, 
wenn  man  die  Conttantn  der  obigen  gleiob  nrt  setzt. 

Üas  jetzt  auf  xweifacbe  Art  bestimmte  Cartesisclte  Oval  hat  Tolgcnde 
Kigenscbaften: 

Jeder  J  enthallende,  sich  im  ersten  Mittel  bewegende  Lrchtatimlil 
wird  in  irgend  einem  Ovalpunkte  tJi  so  gebrochen,  dass  der  gcbrnchcne 
Strahl  den  Punkt  If  enthalt.  Writera  ifit  die  Zeil,  welche  du  Licht  snr 
Znrticklegung  der  Rtrecke  aQi  mit  dor  Geschwindigkeit  ne  and  der 
Strecke  {i/ fi  mit  der  <iejchwindigkcit  r  braucht,  conslnut. 

Es  Boitn  nan  wieder  jene  Funkte  einer  gegebenen  ebentm  Curva, 
welche  die  Mittel  mit  den  LichtgcAcbwindigknileo  nr  and  r  trennt,  aoT- 
ansuchen,  welche  die  Eigeufchaft  baben,  da«)  ein  A  entlialtender  Licht- 
strahl in  einem  solchen  Punkte  so  gebrochen  wird ,  dasä  der  gebruchnoe 
Strahl    B  cnlhfilt. 

Hnn  findet  d!t>«e  Ponkte  in  ganz  analoger  Weiee  wie  Crühor  die 
reflectirenden  Punkte  Pt.  An  ätelle  der  sieh  dort  stetig  erweilemdm 
l^llipsc  tritt  hier  das  sieb  durch  Vergruasoruug  von  i  stetig  (<rwoi(erndc« 
Oval.  Und  wenn  man  dann  die  Untersucbung  auch  auf  unebene  Gebilde 
erweitert,  zu  welchem  Zwecke  an  Btolle  des  Oritltt  einu  Uotattonsflilcbc 
tritt,  deren  RotationsskXß  AB  und  deren  Bloridiau  Jenca  Oval  ist,  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Wird  ein  den  Punkt  A  enthaltender,  sich  im  ersten  Mittel  bawcgmu* 
der  Licbtstralil  im  Pnnktc  Qi  an  dor  Treonungslinie  oder  Trenuuuga- 
Hürhe  zweier  Mittel  so  gehroeiiou ,  das»  der  gebrochene  8lrah1  den  Ponkl 
A  enIbüU,  ho  ist  die  Zpeit,  welche  der  Lichtnlralil  znr  Znrlicklegung  der 
Strecke  AQi  mit  der  Geschwindigkeit  ric  and  des  Weges  Oi  ii  mit  der 
Geschwindigkeit  c  bedarf,  im  Allgemeinen  kleiner  oder  grösser  als  jnue 
Zeit,  welche  er  znr  Zarückicgnng  eines  Weges  von  A  Ilber  irgend  einen 
Q/  benachbarten   Carvon*  oder  FIttchcnpunkt  nach    />   brauchen   würde. 

Nicht  nnwictitig  scheint  noch  die  UeiunrkuBg,  das»  man  vullkommeo 
Mpl&natiäche  Linsmi   cvnstruircn  küunVa^  w«ni:i   n,u  'ftVv.VW  \W.i   ^ebritneli 


I 
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Mchwi  sphKriscfaen  Bcgronvnng  der  LloBra  jeno  durch  Siilckc  tlnr  rrütitr 
•rwAluitnD,  ilurcti  Uotaütin  von  Cartosisclicn  Ovalen  cntstaudonnu  Flu- 
chcD    gegotzt  wUrJcD. 

^T^KTDik  io  BoHDien,  I.Mai   1S32.  Johann  Ho&awetz. 

XVII.   Zar  Theorio  der  Fanktmengen. 
,  lu  der  AbltandloDg  S.  193,  «owic   in  der  Mittheilang  S.  J7G  divueB 

I     Jahrgänge»  h&tic  ich  gezeigt^  da»,  wenn  uuf  eiiißr  endlichou  Linio  uu- 
Bcmdlicli    viele  Theil;>unktc  gcgoheit   sind,    die   nneudlicfae   R«ihe,   deren 
HGliedor  die  abocbmeud  oder  'w-cDigBtGDs  nie  zanebuend  geordneten  Tbcil- 
H«tm:kffu  siu'l,  zur  Souiui«  nnch  dann  nicht  nothwniiüig  die  gan^o  Linie 
bat,   wenn  keine  nucb  so  kloine  Strecke  durch  die  'rheil]>nnktc  in  Unter 
anentllicli  kleine  Theilo  zerlegt  ist,    während   man  bis  dahin  das   Gegen* 
tiicäl    jumattru   und,   frcUich   vergeblich,  za  beweisen  snchte.     Kben  das- 
•fllbo    bat  Herr  Uaroaok  in  einer  vorigen  llerbit  veröffentlichten,   mir 
«nt   Jetst  xn  OeBicbic  gekommenen,  ebenfalls   die  Fourier'ecliii  Ueibo 
utm    Gegf^nfitande    bähenden   Abhandlung    dargclban.      Da&n  ancb  für  die 
ADordnoDg  von  Punkten  «nf  einer  FlAchn  Aebniiches  gilt,  int  veder  tn 
mcJner    oben   genAanlen   Abhandlung,    noch   in   derjenigen    Harnack'fi 
frwKbnt  und  Bbcrbaujit  diese  Seile  dca  GrgenstandcB  dort  nicht  hurfibrt 
j       worden;  in   der  Mitthi^ilnng  S.  176  aber  habe  ich  Audeuiiingun  dniiiber 
gügcbrn,    ZQ   »olcbcn    ich    hier   Riaige«  hin^nfUgen    will.     ZuuücliHt  laoae 
kli    ein   einfaches   iJcifiplel   folgen    für   Punkte  auf  einer  Liuiej    da«    in 
wbiger  Abbandlnng  gewählte  ist  weniger  einfach  >    weil  ich   boi   diuiom 
Bocli  einen  Nebenzweck  hatte. 

Eine    gerade  Blreck«  wfrde  durch   zwei  Theili>unkte  in  drei  Tlioüe, 

11  itteldtUok,   Bwoi  Knd&tUckc,    xericgt,   von  welchen  die  beiden 

tiereo   gleich    lind.     Jodes   der   beiden    tJudstäckn   werde   auf  gleiche 

rp-ijio  behandelt,  jedei  der  dann  erbaltcneu  vier  Kudstücke  clous»  und 

ioa  Uuendlicbe    fort.      I>ie  Zahl    der   ll^ndstJivka   verdoppelt  sieb   nach 

}«d«i  'llieilung,   wird   also   nach    der  vi''^"  Tbeilung   ^2*".     Die  Gro&se 

teielhfru  auU  sich  nach  der  Formel 

bminBeu,  wo  £U  eines  der  Endsiack«  nach  der  m^'"  Tlieilung  bt. 
lUitmit  i»t  dann  ungleich  festgesetzt,  das»  uacb  jeder  llieilung  die  Eud- 
•tfleke  nicbl  hloo  paarweise,  sondern  sKmmtlich  einander  gleich  sind.  Es 
isifc>|,  p  pnaittv,  ^>a>0.  Nennt  man  die  ganze  Strecke  /,  so  ist  eines 
<l«r  Bodjtlicke  nach  der  m*'"  Tbeilnng 

^  dit  Zähl  lienclben  =  2",  so  hl  algo  ihre  Sttmine 


«n 


M 


Ifp 
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mitliiu  die  Summo  ilcr  bU  xur  fli"'^  Theilaog  ioclusivc  erlialteocB  Mittel 

Für  iR  es  3s  wird  dies  =^  /  odor  <t,  je  aaclidoiu  n<^4  ^<^'  u=|  ut. 
Dom  geometrisclißn  Clihrakter  dar  Theilatig  nach  aber  ist  kein  veteut- 
lichcr  Unterscbied  zwischeo  dieflen  beidea  Füllen.  Wenn  icb  HSnfnngs- 
pankt  einer  Tbeilaog  jeden  Tunkt  nenne,  in  diwaon  beliebiger  Nüba 
Dncndlicb  vivle  Th(ülpankte  liegen,  wenn  icb  fernar  soldio  Punkir, 
welcbß  irgend  eine  Strecke  in  Unter  unendlich  kleine  Tlieila  xerlp|;«n, 
als  geeeblogsnoo  Punktfolge  borxoicbno,  so  hat  obige  Pankttanagi 
in  beid^'n  F^illcD  die  Kigentbamlicbkeit ,  diiBS  jeder  'Hjcüpunkl  «in 
liüafungspnnkt  ist  nnd  dass  dennoch  gar  keine  geschlosaenen  Pnaktrol- 
gtJu  vorhanden   sind. 

Ana  einem  (Quadrate  ^  (/  werde  ein  Krens  heransgeftuhnilten ,  ao 
diU6  vier  gleiche  Qnftdrate  Übrig  bleiben.  Jede«  dieser  (j|nadr«le  verde 
auf  gicielie  WeiBC  behandelt  und  so  in«  Uuendliche  fort.  Die  Zahl  der 
Qaa<lrale  iot  oacli  der  fn'""  TheilnDg  =  4"".  Üio  Grdaao  deraelbeu  jM 
durch  die  Formel  bebtitnrot  .,  |. 

Nach   der  rn'*"  ThoiluDg  ist  also   die  Summe  deraelbeu 

mitbin   die  aus  eMmmlüclieu  Kreuzen   betttoheude  xutfammeuluiugBude 
(gfiomclrisch)   daa  ganze  Quadrat  oinnchmendo   PiXeho 

Für  maoo  ist  dies  a^  oder  ^(J,  je  nachdem  a<\  oder  tf  =  ^  {«t. 
lEotrai-htet  man  diif  Kcknn  der  ans  den  Krenzen  bevlchenden  FlXcIie  ab 
sin^utfitti  Punkte  einer  Functinu,  bo  sind  diese  sAuitnllich  lläuruags* 
panktc  der  SIngalaritftteu  nnd  können,  wenn  i  =  '^,  nicht  in  FUcketi  ein* 
geiichlutiiii'n  worden,  welche  zunnuinien  hrlirbig  klein  sind.  Man  kann  aaf 
drr  genannten  Klftrhe,  wie  anl' jeder  andern,  eine  Function  <lnreh  dco 
Handwertb  ihres  reellen  Tbeilea  bestimmen,  wenigsten«  wenn  «n  den 
Häudem    der   utt  m'""  Tbeilung  gehürigen  Kreaxe  jener  Baodwerth  mit 

—  gegen  Mnll  convergtri.     Wühlt  man  nnn  diesen  Randwerlh  bo,    das« 

dereclhc  tu  alten  Eckpunkten  undlicht^  UnstetigkcJton  hnt,  ao  crluilt  «neb 
die  Funclinn   ebrnsnlclm    tlnstetigkeitrn- 

Frankentbai  i.  d.  PfaU.  W.  Vblthahk. 
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XTin.   Ein  Zusatz  zur  Methode  der  kleiniten  Quadrate. 

1.    BekannUicb    bietet  die   Aowendang   der  Methode   der   kleinittou 

^aadrnte  nicht  selten  eiue  bosoudera  Schwierigkeit,  aubald  die  FunctioD, 

von   welcher  oiae  Beihe  beobachteter  Wecthe  vorliegt,  in  Hozng  aaf  die 

m«  besUnitnoDden  nobckannten  CoDitanteo  nicht  linear  ist,  also  entweder 

«in«  bAhere  algebraische  oder  eine  Iranscendento.     (iaDSS  giebt  fUr  KSlIn 

(Ubmit  Art    die   Vorttclirift,    man    Knilo    znerst    ans   sori«!    Beobachtuogeu, 

vie  CoDBtanten  za  bestinanien  sind,  angenäherte  Werthe  dieser  Constan- 

trm  berechnen  and  sodanD,  Indem  man  die  Function  nach  Massgnhc  der 

noch  fehlenden  Correctionen  lo  Keihrn   entwickelt  und  von  diest-n  UiMhcu 

nw  die  ernten  Potenzen  ilieeer  Cnrreclionen  beiheliHIt^  die  »n  nnigerormte 

FonctioD  der  Methode  der  kleinsten  Qnadiate  unterwerfen.    Ke  Ht  augeu- 

•ekeinlich,   dssi   man  anf  die&e  Weise   eine  FudcUod    erhält,   welche  in 

Beiiebong  anf  die  geanchtan   Correctioncn    linear   ist,    und   somit  wHrc 

sdiPiabsr  Alles  in  r>rdnuDg.     Aber  Ganss  selbst  hitt,  anseros  WisNen«, 

•ei&a  Vorschrift    nieuiatä    andere,    als    auf  Itueiare  Fanclioncn    selbst    au- 

C«wudt,    wo    die  Anwendang    derselben    nnmittelhar  evident   ist,    und 

bawFckt  damit  im  Gründe  nai  eino  Krleicbtcrnng  der  Rechnung,  welche 

diiliirch  eintritt,  dass  man   mit  kleineren  Zahlen   zu  ibun   bekommt.    Dn- 

gigm   in   FAlleu,    wo   die  Functionen   nicht  linear  sind,    hat  man   in   der 

B«((k1  im  Voraus  gar  keine  Garantie  dafür,  dass  iu  den  gedachten  Reihen- 

«it«iekelungen  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  der  Ctirreclionen  wirk- 

Bck  ve^eUusen  werden   dttrfen    und   nicht   rielmebr  diese    Wcglnsauug 

tiaea  so  bedeutenden  KinfluBa  ausSht,   um  die  ganze  Rechnnog  iltuanriHch 

n  machen.      Una  Ist  mehr  nis   Pin    Beinpiel  bekannt,    wn   man   im  vnlli'u 

Veitiaaeo    eine    Kecbuuug    in    der    vorbezeichneteu    Weise    uutemaliui, 

J«d«ch  fUr  die  gesuchteu  C^oriectionen  so  grosse  Wertbo  fand,  ja  gri>siier 

lU  die  XQ    cerrigirenden   Werthe  selbst,    das»  das  Ue«nltnt  geradezu   uu- 

Mgbdi  war  und  die  Rechnung  aufgegeben  worden  mnsste. 

S.  Ee  iüt  kaum  abznsehcn,  ob  diese  Schwierigkeit  jemnia  allgemein 
Ukötigt  werden  kann.  Wühl  aber  sind  wir  dahin  gelangt,  zn  entdecken, 
Um  diu  fUr  eine  gewisse  C'lassu  vmt  Functionen  allerdings  möglich  tat, 
ataricb  wenn  es  gelingt,  die  gegebene  Function  dnrcb  die  gewöhnlichen 
OpenUioneu  in  eine  andere  umzuformen,  welche  linear  ist,  wie  z.  6. 
)(  =  »;■+*'  in  logy  =  atagr-\-h3:  lof/c^ 

ys=sin{a  +  bx)    in    aresiny  =  n-\-bx 
(fc^  «0  die  iieaen  Fuuctiouuu  linear  in  Bvzug  Auf  die  unbekaantoo  Con- 
MiaieB  a  und  b  geworden  sind.     In  Füllten  dieser  Ail  ist  es  immer  mtig- 
^^,  im  Weitho   dieser  Coostaotnn  ToUkommcn   genan   ans   den   neuen 
l'Qociinaea  xn  hestimtnoD,   sobald  nu  eisuu  Satz  boacUtAlv 

■»■n  »ir  hier  fffbca,    wie  folgt. 
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3.  IJehrsatE.  Wran  von  einer  Tnnetion  y  eine  Reihe  vod  beob»cb- 
totcn  Werlltpu  <V  etc.,  mit  den  Gewichten  p  etc.  versehen,  gegcbeu  ist, 
so  kann  man  zur  Bcittiinmuug  ilor  io  der  ranction  enlhaltencn  unlit^kAOD- 
lOQ  C'oDBtaDteo,  anstatt  die  Samioe  fler  FeblprqQ^dr&te  dieser  Function 
SU  einem  Miniiniim  zo  machen,  vollkommen  cortect  aach  so  Tartaliren, 
daHH  man  die  Samme  di^r  fchlerqnadratt'  einer  beliebigen  rnacttoo 
vnn  tj ,  welchn  f{tt)  sei,  bq  «ioem  Minimum  macht,  dabei  Jcdocb  jeder 
Beobachitto^  ein  Gewicht  p  beilegt,  welchen  kq  dem  vorigen  p  io  der 
Bezichnog  steht 

wo  k  eine  willkürliche  und  ffir  alle  BeobacbtUDgen  identisiAo  positive 
(Junstante  bedeutet. 

Der  B<^weia  Hegt  einfach  darin,  da««,  wenn  ftlr  difM<lbiMt  Wertbe 
der  in  der  Function  y  «nthnltrnen  Constantou  gteicbEoitig  »owobl 

abi  auch 

^;''K(y)-A'V)l" 

ein  Minimum  werden  soll,  dieses  nur  bo  m&glicb  ist,  dam  alle  Tbrile  der 
einen  Summe,  Ulicd  l^r  Glied,  den  entsprechenden  Tbeilen  der  andurt) 
Summp  entweder  gleich  nder  von  denHclhen  um  eini'ii  fUr  alle  'I'hctie 
idontifclieii  positiven  Factor  vcracbiedeu  sind.  Nennt  man  f*  dieeon  FactoFi 
so  musä  mau  also  haben 

Pim-nn'      •»*»«%'-*!   y_*   )* 

woraus,  dn  man  för  da»  VerbXllnisB  der  kloinen  UiO'orenxen  fis)  -  fi^) 
nnd  ff  —  JU  ohne  Fehler  das  VcrbUltniss  der  Uifferentialo  setaen  darf, 
iiumiltflbar  der  oben  gegebene  Ausdruck  fulgl. 

4.  In  den  Anwcudungun  vcrl'iigni  wir  zur  Verein  fachnng  der  Kecbanng 
ttbor  die   willkürliche   Constaute  A   ho,  da««,   wenn   der  Ausdruck 

\  dJH   / 

einen  constauten  Factor  liefert,  d.  h.  welcher  für  alle  Beobaetitungvn 
den  nHmlicbpu  WeHh  hat,  wir  da«  Froduct  aua  &  mit  dienern  Factor  =-1 
Hetzen.  Ist  ein  eolcher  Factor  nicht  vorbandeD,  so  nebmeu  wir  unmitUfl- 
bar  *=  I. 

So,  venu  in  dem  obigen  Beispiel  die  Function 

y  =  ^+*',     Gewicht -;*, 
nrogurormt  wird  in 

Jogj/  s^  a  luge  -f  iix  loije^     Qewielit  =/('> 
erhallen   wir 

p'^pM\ 


Kleinere  Mittheil  an  gen. 


317 


mit  wolcheu  Gewicht  dio  CooBUQten  dieier  letzten  Konction,  alin/i:  und 
Hage,   bervcbnot  worden  niflMen. 

Ebenso,   wenn   in   dorn  zweiten   obigen   Beiii))tol   die  Function 

y  t=  sin{»-\-hx),    Gewiclit  ^  p, 
mag«fnrtnt  wird  in 

arctinj/  asa^bx^    Gewicht  =  />', 
_    erhaltOD   wir 

^  5.    Wir  setzen  noch  Innzn,  dass  nicht  selten  eine  gegebene  Knnetion 

Aof  mehr  «Is  eine  Art  sich  in  eine  lineare  Fvinction  nmfonnen  liuet,  so 
dmam   man  niitiwfthlen  kann.    Kin  solcher  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man  ans 

Hl)  V*=ä')    Gewicht  1 

Pablfitnt 

,         2)  logy  =  xla^a.    Gewicht  jW", 

fca)  ^'=>«^«.         ,.      -•**. 

Hcoo 


'4)  y'-«,  ..        ^««     '. 

Wir    hnbpn    riii    nnmerisfhes  I)riB[>iel    enr  Bestimmung   der   unbekannten 

iConstaule  u  nach  allen  diesen   vier  Gleichungen,   mit  den   hier  beigosets- 

Ipn   Gewichten ,   durchgeiechnet   und   die  Arbeit  in    2),  3)  nnd    4)    iinhn 

gleich   gross  gefunden,   wHhrend   sie  in    1),    wo  der  Weg  der  sncccssivcn 

IAnntthernng  etngcAchlKg*>n   wprdon   masste  nnd,  wie  wir  hinzosetzen,  mit 
Brfuig    pingt'Rchlagen   wi-rden  konnte ,    ohne  Vergleich  gtrigeer  war.      Uai 
fipdrf^snltnt  der  vier  Itndinungi-n   war  genau   dasselbe. 
K      llannuver,   im  Juni    1SK2.  Prof.  |Jr.  Türodok  Wittktkin. 


XIX. 


Deber  Reihenentwiokelnngen  fär  gewisse  hyperelliptische 
InUgrale. 
Von  O.  Sart.«">iiii.rii. 


PdEannIlich  hnt  Legendrr  ilie  vollRUtndigen  ßlltiiliwilien  Inlograln 
F*(t)  und  A'(i)  in  Rcihon  entwickrlt,  din  nach  fotonKcn  de*  c'nn|ilp- 
tamlürnn  Moduhis  A'  rortschrciten,  also  in  dem  Falle  einen  Vortheil  ge- 
«ahrf^n,  wo  k  wenig  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  von  Legendre 
•0gr:\niS%ii   llprl^iliing  kommt  darnuf  hinnns,   die  beidrn  UriTprentinlglf^ieh- 


igen 


^I-*^ 
<l-*'l 


iPF^  .  1-3*»  df* 


«/A> 


itk 


/-'^o, 


E^  =  (» 
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dnrch  nnendliche  Reihen  mit  nnbestimmteD  Coeffieienten  %n  intogrltea  \ 
sie  ist  daher  schon  an  sich  nicht  ganz  einwnrfsfrei  nnd  wflrde  rieh  flber- 
dies  anf  Hoder^  als  elliptische  Integrale  nicht  ohne  Weiteres  anwenden 
lassen.  Vielleicht  erscheint  deahalb  der  Nachweis  nicht  ganz  tlberflBaaig, 
dass  das  allgemeinere  Integral 

0<,<1, 


fl 


0 
mit  geringem  Rechnnngsanfwande  nach  Potenzen  von  A'  entwickelt  wei^ 
den  kann. 

Wenn  in  dem  Doppelintegrale 

1  i» 

JJ  (1  — x»)  co^9  +  (I  -  k*x*)  sin*& 
0    0 


da8  eine  Mal  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 

0 

nach  9^  das  andere  Mal  nach  x  integrirt  wird,  so  entateht  die  Gleicfanng 

1 
n        r rfx 

0 
hn  

0 
die  rechte  Seite  kann   in  der  Form 

2  Z';--"-^  ■  !,(^.)+,(J-)_,| — -^™V„« 

0 

dargestellt  werden,  nnd  somit  ist 
1 

0 
wo   P,    f)f   H  solbstverstänilliclir^  Abkürzungen   bedeuten. 

Der  Werth  von  P  findet  sich  dnrch  Entwicltelnng  von  (1  —  k'*sia'ü)—% 
nnd  Integration  der  einzelnen  Terme  nach  Nr.  1;  er  ist 
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Das  Sanmenseiclien  bexieht  sich  hier  auf  die  Wertbe  n  =  0,  1,  2,  3  etc.; 
(* — /t)m    beseichnet  den   n*^   Binomialcoefficienten   fUr   den   Exponenten 

Di«  mar  analogen  Entwickeinng  von  Q  erforderliche  Formel  erhält 
vaa  mu»  Nr.  1)  f&r  (i  =  &a=l  nnd  dnrch  partielle  Differentiation  nach  9, 
■Smlieh 

o 
oder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gammafnnctianen 

O  0 

Srtxt  man  EDr  AbkSrznng 

4)  (,  =  W^!Z^,.rf,^ 

0 
•o  gelangt  niaii  zn  dem  Wertbe 

*^  ^      2««^n^     2. 4.6. ..(2")     *       '^^'*"       ■ 

Um  dritteos  A  in  entwickeln,  sei  vorerst  bemerkt,  dass  bei  echt 
gerochenen  q  der  Anedmck 


'{i+yTzr)-'f(y^,    'Yj 


0 

ia  die  Potenzenreihe  ^^  +  -^2^'+  etc.  verwandelt  werden  kann,  dass  alflo 
aaeh  eine  Gleichung  von  der  Form 


[b'(iT7i^)="''"*""'''"^" 


beatahen  mnss,  Maltiplicirt  man  mit  ]/l  — p,  diffcrenzirt  nach  p,  mnlti- 
plieirt  mit  2j/1~q,  entwickelt  linker  Hand  J^l  — e  nnd  vergleicht  die 
brideiseitigen  Coefficienten  von  9"~',  so  erhält  man  die  Recnrsionsfnrroel 

9«*        f5«      IW        _l-3.5...(2n-3) 
2««.-C2n-l)a._, 2.4.6...(2^' 

volehe  dnreb  SnbBtitntion  von 

1.3.5...(2«  -1) 

""         2.4.6. ..(2/.)     '^" 
in 

^-^•"'==2ir:rT-2^- 
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6)  *..  =  f-i  +  i---  -^i 

es  ist  dann  ß»^Sin',  hieraas  folgt  a»  nnd 

_.  '       ,/        2        \_-s^l.3.5...(2«-l) 

''  ^y-^'ll+f/l^j--^     2.4.6. ..(2»)     "-P* 

wobei   ^0  =  0   ^^   nehmen   ist,   wenn  die  Sammirnng  mit  »  =  0  heginnoi 
soll.     AU  Werth  von  R  findet  sich  nnn 

2  sm^]f^^      2.4.0  ...^2«) 
nnd  ans  den  Formeln  2),  3),  5),  8)  snsammen 


9) 


y[ dx 

Im  speciellen  Falle  p  =  ^  wird  /a  =  i2  — «j»  nnd 

was  mit  Legendre^s  Angabe  übereinstimmt. 

Bei  sehr  kleinen  k'  redncirt  sich  die  Reihe  in  Nr,  9)  anf  ihren  Ai 
fangslerm;  es  iflt  also  näherangsweise 

()  0 

nnd   z.  B.  für  f  =  }  nnd'fi  =  j^ 


1 


0 

/;  - "^      ./(n+^,2-j.. 

./ ^il-.«^Ki-A==-*-=')^       Va/     ^ 

0 

AIh  ln'ilJiiifig«   Folgening  ans  Nr.  10)  möge  noch  die  Krlatinn 

1  1 

/• fix  r  ilx 

Krwiilininif;  lirulrn. 

{Ans  d(^n  Sjtziinpilicripliten  ilr>r  K.  SatliB,  fifsi^llBfli.  d.  WJ 


xm. 

TTober  den  Mittelpunkt  der  Raumcurve  dritter 

Ordnung. 

Von 
Dr.  \j.  Geisenhkimkr 

Ib  Tsniawlts  iSolilBaleii). 


Hier™  Tuf.  V  Fig.  t. 


Cnter   den  neueu  EDlwickfilQiig«n,   dnroh  vclclio  Profesaor  8cbr8* 
tr'ft  vovsQtfliches  Werk  „Theorio  der  OberBHcbeo  xweiter  Ordnoog  and 
JitT  Rfloroetirrcn  dritter  Ordnang  «ts  Krzeugnisse  projeciivischer  Oebtldo'* 
Ate    matliRiiiHtiHobe  Literatur   bcrcii^bßrl,    liiidet  sicli  nucb   der  Sata,    dasg 
dar   gpometriflcbe  Ort    für    dnn   Mittelpunkt  dei  in   einer  BcbmiegungB- 
dwn«    eDtbaltenen    KegelflchDittec,    diesen   TaDgenten    die   Rchnittlioien 
dtr»cr   idU   alkn   ubrigt'D    Sctmiif'gaDgeicbeDcii    der  cabiiKbon   Kanmcurve 
bilden,   «elbet   ein   ebener   Kegetscboitt    sei.      (A.  a.  0.  S.  320.)     Diuser 
Kf^ebchnitt    tat    mit    fi<",    Hfin«    Ebeue    mit    /i    bezeicbort.      Kd    wurde 
vormBAgciieui ,    da««     die    Unumcorve    C*'    drei     reelle    uneiulHcb    ferne 
Pookie  0,,,  Ti^t  c»  bkbe,   sieb  aUn   darcb   dieselbe   drei  (byperboliscbe) 
CyltD'litr    legen    lasseo,    deren   beiEQglicIic   Axrn    «,  &,  c  seien    nnd   anf 
ttlcbRn   dir  Apymplitten  'a, 'bi '<  verlauten;   nltidanu   i»t  luicbt  naciizuwei- 
j«a>  der  MittelpuoktdkcgeUclinitt  f4<"  dlo  Cylinderaxen  nnd  Aaym- 
plnleD    trifft.     L>ie   Scbiiittputikle   mit   den  Axen  t*  f',  r  seien   m,  n.  o, 
di«   Schoitipankte   mit   den  Aeymptuten   'o,  '».  'c   seien   et,,  b, ,  t,.     Die 
rrtiiodaogsHnien    Ia,in|.  |b,nU  lc,o|   treffen   den   xngebfirigen  Cylinder 
CTio   »«eitpu  Male  in  Punkten  a,,,  \.  C^,  welcbe  auf  der  RAiiineiirve  C" 
jieg^a ,    rUo  di«  Hchuittptinktfl   dieser  mit  der  MittelpunktBebene  fi  dar- 
^McUfffi.      Diete    tetxten   Geraden   lOoOiE»   \h^t\'   K^il   o^nnt   ScbrÜter 
^pr  ''OirsBer  der  HiiumctiiTe,  da  dieselben  die  aus  ibreo  Pnnkten  an 

^L.  '  'umcnrva  gelegten  Sec«nt4-ii  balbiren.  Die  Seenuten  selbst  bilden 
^^tar  jrdfin  der  erwähnten  drei  DurcbineeHer  diejenige  Kcgelschaar  einea 
^^^k'  "  li«u  l'arnijoloidH,  deren  Leitebene  znr  Asympintenebene  dea 
^HKli.,         '■•   nnendlicb   fernen   Punkte«   parallel  liLaft, 

^H  Amaor  dem  Byntem  dicaer  drei  Diircbmesser  werden   aueb  die  Cylio- 

^BerSAev  »« '^i  <*  •!*  «ilelie  bexcielmel ,  da  sie  ebenfaUs  dte  WvV\e  t^t  *^«i^« 
^M  >  xxvn.  '•.  IV 


ikt  der  Baomen 


«ie  scbneidende  Secntit«  der  6'^''  eotliftUeii.  Zwei  puirwriM  zociuamra- 
gehörige  DttrclioicBsor,  wi«  lo^Bil  imd  ff,  «clmeidt-n  »icli  im  Puukic  m, 
bezüglich  n  und  o;  i.will  mau",  achliesvt  dpr  betreffendo  Abschnitt  de» 
angelShrten  Wnrk«s,  „ oinan  «oIcIimd  Punkt  udsd  Hitttilptinkl  dw 
cnbischen  Kaumcorve  neonFn,  weil  sieb  in  ihm  swei  Durchmcsspr  der 
HtumcDTve  treSVo,  sn  bat  die  cobiBcbe  Ellipse  nur  einen,  di<>  cnbiscbe 
Hyperbel  drei  reelle  Hittelpankle*'. 

Bs  ^rrpgt  Rpdf^nken,  einen  Paukt  alii  M  ittelpnnkt  zu  bezeicbuea, 
«elcbrtr  sich  in  dreifacher  Weipe  ergiebig  mir  ist  kein  Analogou  fQr  eine 
demrtige  Bezeicbnnogsweise  bekunot.  Dieselbe  kfian  iber  auch  im  vot- 
liegenden  Falle  om  no  eher  entbehrt  werden,  als  sich ,  wie  im  Folgenden 
gezeigt  werden  attll,  aas  den  ScIbrBter'scbcD  Entwickeln  n  gen 
die  Bestimmung  eines  Punktes  ergiebt,  desceo  aablreiohe 
Kigenscbaften  eine  hohe  Uebereinstimmnng  mit  denen, 
welch«  man  vnm  Mittelpunkte  einer  Figur  erwartet,  seigen 
und  welchem  daher  in  der  Tbat  die  Ileseiebonng  als  Mittel- 
punkt der  cnbischen  Uaumcurve  beigelegt  werden  kann. 

Der  Uarchmesier  la^a^l  eutbXIt  zwei  Pnnkte  der  Bcfamiegnngseheae 
v„  in  Oq,  nXmlich  Oq  selbvt  und  den  Mittelpunkt  n  des  in  n,  enthaltencD 
Kcgi>l8cbnittes  n^"^,  welchen  die  Schnittlinien  der  fibrigen  Schmiegungs- 
obcnnn  mit  a„  umhülleD.  Demnach  ist  lOoa,  |  die  äcbnittlinie  der  Mittel- 
pnuktsebeue  fi  mit  der  Scbmie^nnge ebene  Cf,  des  i*  und  C^^  gemeinachaft- 
licben  Panktrs  a«.  Der  Durchmesser  10^0,1  geht  also  dorcb  den 
Pol  u  der  Ebene  fi;  ebenso  laufen  dieDnrcfamesser  |f)ot>{|  and 
je^Cil  dnrch  diesen  Punkt.  Da  die  unondlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  fi  als  die  Schnittlinie  zweier  (parsllclen)  Schmiegungsebeneu  x« 
und  n'^  betrachtet  werden  muss  (a.  a.  O.  §  38) ,  Hillt  dieser  Punkt  u  mit 
dem  harmonischen  Pol  dieser  unendlich  fernen  Gentden  f/,"  in  Uesng  auf 
•^(0o^o^»)i  ^'^   '"'^  '^^"^  Schwerpunkte  dieses   Orejpcks  zusammen. 

In  Flg.  1  sind  die  gesammten,  in  die  Miltelpunktspbene  fi  fallenden 
Pnnkte  dargestellt,  wobei  znnXchst  die  drei  sich  in  u  schneideudeo 
Unrchmesser  und  auf  dieaen  die  Schnittpunkte  a, ,  b| ,  C|  mit  den  Äaym- 
ptolon  der  Uaumcnrvo  als  gegeben  angetscheu  wurden.  Da  die  Arym- 
ptolenebenen  des  zu  o«  gehörigen,  dnrch  die  C'  gelegten  Cylindere  t^ 
die  Asymptote  /^  nnd  ff  nnd  entsprechend  die  Asymptotenebenen  der 
anderen  Cylinder  b'J^  und  c^'  je  eine  Asymptote  enthalten,  bilden  die 
Schnittlinien  der  sflromtlicben  an  diese  drei  Cylinder  gelegten  AsjrapioWn- 
ebenon  ein  Suchsi^ck  mbiOia,nc,,  dessen  Gegenseiten  als  Schnittlinien 
paralleler  Ebenen  parallel  laufen  und  deasen  UauptdiAgonal<!D  sieb  in 
einem  Pnnkte  treffen.  Uierana  folgt  sofort,  dass  sich  diese  Diagonalen 
auch  halbiren,  »lao  uiu:=Ha,,  iiu  =  ul?,,  ou  =  uc,  ist.  Da  ferner  der 
MittelpunktskegeUchnitt  fi*"  diesem  8eebscck  umschrieben  ist,  fSllt  der 
Mittel/innkt  von  i^^*  mit  u  zusammen. 


I 

I 

* 


WenD  man  doicb  jeden  Paukt  in  der  Scboittlhiie  sweier  festen 
rbiDi<>f:iiDg*eben<>n  die  dritte  Scbmiegnogsebene  der  KeamcarTe  legi  and 
Besng  auf  dea  in  dieser  v«riiiblpn  RctiiiiiF>giiiigf<pbpn4>  entballpnen,  von 
Gesmoimlheit  iler  (ibrigen  Bchmiegangtiebenen  umbulllcn  Kogelaclinitt 
i«  Holare  dee  gewübltoo  Punktes  conetruirt,  so  bilden  diese  Polsreu  die 
^lechaar  pincA  Hyperboloids,  welches  rlie  bcidon  featen  Schmieguegs- 
lea  berührt.  Wird  dieser  Siita  aaf  die  Gerade  g^  «ngewendi-i,  so 
«n  Stelle  der  fpstcn  Scbmiegang^ebeoen  die  Fllr  die  cnbixcbe 
lyfterbri  allurdings  iniaglnÄrcn  Parftllclebeneo  fx  and  ft',,  nnd  u  fÄlIt 
\\X  dvm   UittelpDokte  dieses  Hyperboloids  xosammeD. 

Ponkt   u   kano   ferner  als  der  Schnittponkt  der  drei  DnrebmeBser- 

i«D    io    deo    drei  liypnrboliscbpn    nylindern   bestimmt  werdnn,    welclie 

ncli  «Inrcb  je  eine  CjHndcrase  uud  die  bier2a  parallele  Asymptote  legen 

iMsen,    inl  also  der  Mittelpunkt  des  darefa  die  drei  Asympto* 

i»n   gelegten  Hyperboloids. 

Llie    drei    Aüymptntpnebenen    t^,  rg,  r^,    welcbe    die    Leitebenen    an 

Bcha«r   der   darcb  die  Dorcbrnpftser  |uao|,  (ubgl,   |uCq|  lialbirten  Se- 

lateo    bilden,   scbitpiden   sicli   im  nnendÜcb    fernen  Pole  der  nnendlicb 

[Carara   Ebtae  r,,  mviA  aUo  der  nach  dirsem  Packte  c^.  gerichteten  Ge- 

iden    parallpl.     Die  dnrcb  den  Pnokt  u  gelegte  Secante  17,   welche  den 

'dnn    AnymplnlPtiebrnpn   pai-allrl  lilnft,    ist  also   nach  c^   goriclitet.      l>iese 

;ftir«nttt  [},  welche  altiii  die  Pole  derKbenon  ft  nnd  i«  verbindet«  ist  im 

SaQsyiteui  der  6*"'  tar  Schnittlinie  ^,'   dieser  Ebenen  conjugirt  nnd  ent- 

kilt  daher   die  Bt^rührungspnnkte   der  parAllelon  Sctimieguugs ebenen  v» 

«sd  «*, .      iJa  die  Asymptotenebenen  der  drei  Cylindcr  0^',  b*J',  c^'  die 

SkbtQogen  |a»b«|t  |<L«C;k|*  |b«c»!  bestimmen,  fnlgt  nach  einer  bekannten 

Eigftoscbart  der  Aceant^,  dass  t^  in  der  harmonischen  Polaren  der  Bbene 

^  iD  Beang  auf  drei   nicht    parallele  Asymptotenehoaen  dieser  Cylindcr 

lugt.     Uird  fi  parallrl  au  sieb  selbst  anendlicb  weit  verschoben,  sa  bil- 

^   die   Pankln   a, ,  b.i,t   t^  io   der  sn   erbnltencn   Khene  f^   ein   Dreieck, 

Tclcbeo)    die  Sebnittltnien    der  Darcbmesserobcnen   [o'a])   ['''»]•   ["^U]  ni't 

t«  vBwdiiiebeu  aind.     Lelitere  Schnittlinien  sind,   wie  ans  Fig.  1   folgt. 

Gsgenieiton    des   eingeschriebenen    Dreiecks   parallel,    weshalb   auch 

Bekwerpunkt  des  ans  dpj)  Scbnittlioien  der  Durchmesserebenen  gebil- 

detca  Drrieck»  in  e.   fallt. 

Die  durch  den  Pol  u  dpr  Mittelpnnktsebene  ft  gelegte 
dicsm«  g  ist  die  harmonische  Polare  dieser  Kbene  ^  sowohl 
isBtsag  auf  das  Dreikant  der  aus  u  nach  den  unendlich  fer- 
3*nf!etiKnten  derKaamcnrve  gelegton  Kbc neu,  wie  in  Beiag 
asf  das  Dreikant  der  Durchmesserobonen  {n'a|.  ['''&].  ['''c]> 

Dt«  Secant«  g  kann  im  AllgAmeinrn  in  keine  Durch  messe  rebene 
^lltt:  tut  tteMndere  Aaenahmenillp  kämmen  wir  spütpr  EUrilck.  Diese 
L>»cliiBiMrrvbrD ra   kdoorn   auch  nielit  a|]c  drei   einer  Ulc\Aun^  \\ata\\fc\ 


üeti«r  tl«i  BUttelptfbkl  der  Raninciirrc  dritter  Ordnan^ 


laaPeD,  ticfa  also  oicbt  in  einem  eiostgeD  Strahle  Bcliooideo,  am  ihre  P« 
Abu  Dreieck  o^^boCo  bilflcn,  in  deH«n  £cken  sieli  je  svrei  »elbslooojogi'a 
Strableo  der  Ebe&An  schneiden. 

An«  voreteheoder  Kntwickelang  folgt,  dsH  die  Secacte  g  io  Bes- 
«nr  du  dnrch  die  Asymptoten  la^,  fit  k  g^if^gt«  Hyperboloid  surGerad' 
g*  conjagirt  ist.  Die  Gpraden  ofa,  ''/b,  cU  bilden  «in  auf  diesem  Hyp« 
boloid  verlaofendefi  windHchiefe«  Secbsseit,  waIcHm  deu  balbcn  Uml& 
eines  raraUelopipedons  darstellt.  Man  findet  elementar  sehr  leicht,  d 
die  Schnittpunkte  derjenigen  Ebene,  welche  alle  Seiten  diescji  Sechs««!' 
halhirt,  das  einzige  ebene  äechweit  liefern,  decsen  lUaptdingnnaleo  dM 
GegeniKiten  parallel  lanfen.     Die  Ebene  diese«  Secbseeks  iat  also  fi. 

Die  Mittelpnnktsebeue  fi  faalbirt  die  Seiten  des  abwech 
selnd  aas  dcnAxen  n,  h,  c  der  darchdieRatmcnrTetcnbiseh 
Hjrperbel)  möglichen  Cflinderriftcben  nnd  den  Aaynptot« 
'at  'tt  'c  gebildeten  windschiefen   SechsseitB. 

Die  durch  coUineare  Umbildung  erbaltene  Verftllgcmcinerung  di 
Satzes  lautet: 

Die  Tangenten  /■.  ffe,  U  dreier  beliebigen   l'nnkte   a 
der  Ranmcnrve    dritter  Ordnnug    und    die   PolRren  n,  ff,   r  de 
Ebene  [abc]  in  Bezug  anf  die  durch  die  Cnrvo  gelegten  Kegäl 
riSeben  a^',  B**',  c"'  bilden  ein  winffschiefeH  Sechsaeit  atfbi^tt^ 
welches  auf  dem  durch  die  Tangenten  gelegten  Oyperboloi 
verlfiuft.     Wird  au  den  beiden  sieb  in  der  Ebene  [abc)  »cbnfll 
dendpH   (reellon   «idor   imagin  Kren)  Seh  miegn  n  gsebcn  en   le  no 
V  die   itur   orAtgenanuten   ICbeiie   [abc]   coujugirle  vierte  bar 
monisohc  Ebene  fi'  gelegt,   so  wird  diese  von  den  Seiten  d« 
windschiefen   Secbsseils    in    den   Eckpunkten    eines  ebene 
Sechsecks     geschnitten,     dessen    Gegenseiten     sieb     in    de 
Schnittlinie   g^=i\nn'\    der    vier  Harmonischen    Ebenen,    an 
dessen   Hanptdiagonalen    sieb    im  Pol    u'   seiner  Ebene  in  Be 
zng  auf  das  Null  System  der  0^>  treffen.    Der  diesem  Bechsec 
nmschriebene   Kegelsohnitt    Ist  der  Ort   aller   Pole,    welch 
der    Schnittlinie     der    Ebene    [aht]    mit    einer    SchmiegnngB 
ebene  in  Beang  auf  den  in  dieser  Scliroiegungsehene  eulhal 
leucu  Kegelschnitt  entsprechen. 

Das  dnrch  die  Tangenten  /q,  /^i  U  gelegte  Hyperboloir]  bntm  übri 
gcns  mit  dem  Hyperboloid  der  Polaren,  welche  den  Punkten  von  g^  il 
Besag  anf  die  Kegelschnitte  der  dnreh  diese  Pnnkte  gehendrn  drittel 
Scbmiegnngsebeopn  entsprechen,  nicht  susammenfBlIen.  Deun  da  d 
Ifltztprn  Hyperboloid  die  äclimiegungs ebenen  it  und  n'  in  den  *'ürVi 
punkten  berflbrt,  wtlrde  bei  einer  Cotacidens  beider  FUcbeD  dsasalli 
aclit  Punkte  der  r""',  aliio  iliese  sflbst,  oDthnltrn.  Letzter««  ii** 
Hell,    iIa  cht  durch  die  lUuuicurvc  geWgie«  U-jy"^'*^'^'**  w 


bff  T«ngeuten  gehen  kiioo.  Da  dte  (Cbeno  jm'  für  bf>iile  Hjrperboloiile 
JiBiellieB  Pol  beBitzl.  b^riilirea  sivli  diese  H^jiorboloiilu  Ungfl  des  ihnnn 
;«>*inicbAftlicbea,  in  dnr  Eheo«  (i    lipg4>ni]«D  ßfgeUchailtes. 

Wir  tegcQ  zwpi  zur  Mittelpacktsebene  ^  pamllelä  ICbenen  io  g)«i- 
äna,  aber  eufgogengvBrUt  gerichtoteui  Abstände  von  fi.  Da  diefis  Pn 
nDelrbraPti  durch  «Üb  unendlich  fernen  Linien  j^j'  von  ^  gnben  und 
totet<'  —  Kti-M  «ine  cablachp  Hyporbel  vor&nAgesetat  —  «ine  unAJgent- 
Ht^  Scbnittlinie  xweier  Schmi^gungsebenen  ist,  so  schneidet  jede  Paral- 
jfUbnt  die  C^^  wieder  in  drei  reellen  Punkten,  nnd  zwar  wird  die  Ver- 
biodiiogBliDie  irgend  r-ine«  Schnittpunkt  es  der  einrn  Kbene  mit  einem 
bflMigeo  der  drei  Schnittpunkte  der  andern  parnlletfin  iCbetie  durch 
«Id«b  beitimmleu  Darchmesaer  der  Ebene  /4  balbirt,  Uul^  also  aneb  der 
entvprecb enden  Aiymptotenebcne  der  Uurve  parHilel.  Projicirt  man  die 
beidra  Scboittd retecke  ans  r^  auf  ft.  so  erkennt  man,  dass  die  Projec- 
tiosoD  ilieser  Dreiecke  (also  auch  die  za  ft  parallelen  Dreiecke  selbst) 
lAa-gleicb  sind  nnd  die  AffinitAlsaxe  in  einem  beliebigen  Dnrchroesser 
»{esommen  werden  kann;  die  xogehCrigen  AffinitHlüsirablen  laufen  als- 
ibon  derjenigen  Seite  des  Dreiecks  OutioCj,  parallel,  welche  von  dem  aar 
AfSottÄlsasc  gewAhlten  Durchmesser  halhirt  wird.  Da  die  Secante  g 
*i»  |Uf«|  so  y'  coDJQgirt  ist,  enthält  g  die  Pole  der  Parallelebenen, 
Cm  die  Schwerpunkte  der  Scbnittdveiecke.  In  elemeniarer  Weise  liUst 
iiih  femer  nachweisea,  dass  auch  die  Schwerpunkte  derjenigen  Dreiecke, 
den»  £ekcn  die  Durchbohrnngspnnkte  der  drei  Asymptoten  U,  '^t  'r  init 
imtr  tu  fi  parallel  gelegten  Kbeno  aiad,  in  ein«  Gerade  fallou.  Die 
Sdrwerlinie  dieser,  mit  den  Ecken  in  die  Asymptoten  fallenden  Dreiecke 
flUt  rtlr  die  unendlich  ferne  Ebene  t^  nnd,  wie  Fig.  1  lehrt,  für  die 
MHtrlpoDktsebene  ft  und  daher  Uberhatipt  mit  der  Bchworiinio  der  erst- 
^uintpu  Schnittdreiecke  zasammcn.  « 

Zwei  von  der  Mittelpunktsebene  n  gleiebweit  abstehende, 
10  dieser  parallele  Ebenen  schneiden  die  cabische  Uyper- 
bel  in  Punkten,  welche  einander  gleiche  Dreiecke  bilden.  Der 
Kiltelpnnkt  (Schwerpunkt)  eines  solchen  Dreiecks  füllt  mit 
'en  Schwerpunkte  des  durch  die  Durcbbahrnngspnnktß  der 
ii^mptnteu  mit  seiner  Ebene  bestimmten  Dreiecks  nnd  mit 
'so  Pol  aeiner  Ebene  znsammen.  Die  Gerade  'j  bildet  daher 
dii  Scbwerlinie  aller  dieser  parallelen   Dreiecke. 

Denkt   man  eich   diese,   mit   ihren   Ecken  auf  der   Raamcnrve  liegen- 
jdaa  parallelen  Dreiecke  mit  hoinngener  Mnsae  ausgefüllt,  so  entsteht  eiu 
Srper,    für   den   der   Schwerpunkt  eines  jeden  Thciles,    welcher  durch 
rci   SU    p   parallele   und  hiervon   gleicbweit   entfernte  Ebenen  begteuKt 
I,  ia  n  HlUt.     Hiersnf  und  auf  die  früher  entwickelten  SKtzc  gestütst, 
woreelitrertigt,   den  I'nl   tl  der  Mittelpunktsebene  fialsMictel- 
■Aiu»  lUamcurvo   zu    boKeiclmcii-     M'il  ^WitVeta  V.etV\fe 
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wärde  die  Mittelpankt  geben  e  ft  die  M  ittelebene,  die  dnrch  den  Mittel- 
pankt  u  gelegte  Secante  g  die  Mittellinie  der  Carve  genannt  werden 
dürfen. 

Aus  Fig.  1  folgen  weitere  Eigenscbsften  der  Ranmcarve.  Der  die- 
Bfllbe  enthaltende  bjrperboliscbe  Cylinder  a^'  wird  von  der  Ebene  fi  in 
einer  dnrcb  aibgCg  laafenden  Hyperbel  geschnitten,  deren  Asymptoten 
titbi  nnd  mCj  sind;  die  Tangente  dieser  Hyperbel  in  a, ,  also  die  Spar 
der  Asymptotenebeue  Tq,  ist  daher  mit  bgCg  parallel.     Hieraas  folgt: 

Die  znr  Mittellinie  g  parallelen  Schnittlinien  der  drei 
Asymptotenebenen  der  Ranmcarve  schneiden  die  Durch- 
messer der  Mittelebene,  auf  welchen  sie  die  Strecken  jaom|, 
l^on|i  |CoO|  halbiren. 

Die  Scbmiegnngsebenen  der  Ranmcarve  schneiden  die  Asymptoten 
'ai  'bi  U  iii  äi'si  projectiviscben  Fanktreihen.  In  jeder  Asymptote  finden 
sich  hiernach  zwei,  den  nnendlich  fernen  Punkten  der  beiden  anderen  < 
Asymptoten  entsprechende  Gegenpunkte,  welche  z.  B.  aaf  ta  dnrch  den 
Schnitt  dieser  Geraden  mit  t^  und  r^  bestimmt  sind.  Berücksichtigt  man, 
dass  sich  die  drei  Asymptoteneben en  t^,  r^,  r^  in  parallelen  Geraden 
schneiden,  so  folgt  ans  der  Figur,  dass  aj  die  Mitte  der  auf /q  gebildeten 
Gegenpunkte  ist. 

Die  Mittelebene  fi  geht  durch  die  Mitte  der  Gegenpunkte, 
welche  auf  jeder  Asymptote  durch  die  beiden,  dieser  nicht 
zugehörigen  Asymptoten  ebenen  ausgeschnitten  werden. 

Wählt  man  drei  durch  einen  Durchmesser,  etwa  luo«,!,  halbirte  Se> 
canten  der  Ranmcarve,  so  lassen  sich  durch  die  2.3  Endpunkte  der- 
selben zwei  Ebenen  legen,  welche  keiuen  dieser  Endpunkte  gemein* 
schaftlich  haben.  Diese  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  den  Darchmeeser 
judol  treffenden,  zu  r^  parallelen  Geraden.  Rücken  die  gewählten  drei 
Secanten  nnendlich  nahe,  so  geben  die  Ebenen  in  die  SchmiegungBcbencn 
der  Endpunkte  einer  durch  luOgl  halbirten  Secante  über. 

Die  Scbmiegnngsebenen  derRaumcurve  in  den  Endpunk- 
ten einer  zn  einer  Asymptotenebeue  parallolen,  also  durch 
den  zagehörigen  Durchmesser  halbirten  Geraden  schneiden 
sieb  in  einer  zu  dieser  Asymptotenebene  ebenfalls  paral- 
lelen Linie,  welche  den  erwähnten  Durchmesser  trifft. 

Der  letzte  Satz  ist  Insofern  für  die  betrachtete  Cuvve  nicht  charak- 
teristisch, als  derselbe  für  jede  Ranmcurve  gilt,  welche  einen  Durch- 
messer in  dem  hier  gebrauchten  Sinne  besitzt.  Eine  Folge  des  Satzes 
ist,  dass  die  Schmiegnngsebenen  in  den  Endpunkten  der  aus  u  an  die 
C'  gelegten  Secante  parallel  laufen. 

Aus  Fig.  1  folgt  endlich  noch,  da  die  Sehne  |ni)|  dem  Durchmesser 
Imail  für  den  Mittelpunktskegelschnitt  fi''^  conjngirt  Ist,  dass  dieser 
^oauioKihnitt  die  Asymptotenebeuen  der  Ranmcarve  berühft,  ein  aus  den 
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tffl 


TMScfarÖler  iiig«g«lMD«D    BigeoscbaftPo  dioeos  K»g<'lschDiHe8  leicht 
WilHikarn»  Rvsoliat.  — 

Dk'  ftXmtiitlicliSD  SKlzo  gelten  suIbatvcrsUnillicIi  aucli  fjlr  die  cDbisehe 

Ellip««;    nur    wpiJeu    aiwei   Asymptoten    üieaer  Currc   uuil   rli«  dieee  ent- 

btlt*Dii<*n  Cyliodpr  irnftginür,  dagegen  die  parnllelen  ScbmiegODgaebeDeD 

t,  Doil   Jt',    reell       Jcdß    licreellieo   scbncidot  iJbs   den   PuukH'n   von  p,* 

nitprrclifndp    Bypctboloid     dnr    in    Dftzug    aul'    diu    Kegclscbaittn    der 

Sdnniegnogs ebenen   geuommeoen  Pnlaren  in  einem  Ltnienpnare,  welche» 

d»  BertUmtDgspnDkte    von    iTgc,    bezüglich    it'^   mit   denjenigen    Pnnkteu 

mbindet,    in  wclobcu  g^*  die  in  den  parallelen  äcbmi^gangriobenen  ge- 

l^ra»    KpgßlscImiUe    bcrtlbrt.      Die    Oomdon    de«    Linienpaareii    lanfen 

iikai  den  Tangenten   in   den  Kudpnukten   von  g  parftitel  and  das  Hyper- 

Maij  wird  ron  /i  in  einer  Uyperbel  gescbnitteD,  deren  Asymptolen  die 

tbkbe  Ricbtaog  haben. 

Der  Mitlelpiiuktakegelscbnitt  der  cablKcheu  Kllipse  ist 
•ine  Hyperbel,  dpreo  Asymptoten  den  Tangenten  der  Kaam* 
ttlit  ifl  den   Endpauktea  der  Mittellinie  parallel  sind. 

Iit  |a„a,|  der  in  dienern  Falle  einzige  reelle  Uarcbmei^iier,  so  ergeben 
lidi  der  Mittelpnnkt  u  und  ein  weiterer  l'nnkt  m  dieser  Hyperbel  fi^', 
Uno  Inoa, j  nach  dem  VerbHltnisse  3:1,  besUglioh  1:1  getbeilt  wird. 
Wnn  ancb  mit  b«  nud  c^  die  Schnittpunkte  bp  nnd  Cq  tmaginSr  weiden, 
Uiitwn  doch  die  Sccanien  |&«Cc{  and  W(a\  ri^^H;  erftere  ti>t  die  unend- 
Bik  furao  Gerade  der  dritten  reellen  Asymptolenebene,  welche  mit  der 
na  Darcbme««er  [floa,  |  parallelen  Leitebene  de«  einzigen  durch  (^'*"  au 
Itjeiulen  hyperboli scheu  reraboloidti  zusammenfällt,  letztere  eine  t'arallele 
nr  Spar  der  Asymptoten  ebene  Tg  mit  n,  welche  uoi  im  VsrbXltniss  3:1 
vnttagert.  In  gleicher  Weise  iHsst  sich  in  jeder  parHÜel  zu  fi  gelegten 
Bmm  mit  Hiiro  des  eioeu  reellen  8chnittpuukteB  mit  f.'^^  die  Miitn  der 
it  dluer  Ebene  verlaurendeo,  die  beiden  imaginären  Schnittpunkte  voi-- 
kbiiendeu  Becante  und  hiermit  dteee  selbst  coustraireo.  Der  Satz,  das« 
r  ächvßflinie  der  ans  den  äcbnittpunkiun  dieser  parallelen  Kbeneo  toit 
^u  Corre  gebildeten  Dreiecke  werde,  wird  nattlrlich  illaBoHsch.  Uer- 
tt)W  IlsBt  sich  dahin  umrormeu,  da^s  man  die  imaginüren  Bobiiittpiitikte 
^  lo  den  Parallelebencn  liegenden  Secauten  durch  die  reellen  Polens* 
inahte  der  aaf  diesen  äecanten  darch  die  Cnrve  indacirten  Invulntioo 
■nrftt.  pie  Etctige  Folge  der  aus  dem  reellen  ächnitlpnnkte  und  diesou 
kfiilca  Potenspunkten  gebildeten  Dreiecke  stellt  einen  Körper  dar,  fär 
■«kbea  wieder  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Tbeilea,  der  darch  xwet 
'Du  ik  gltlcbweil  abstehende  ParallelebeDen  begrenzt  wird,  nach  u  f^lt 
u4  die  «wei  in  den  begienzendeu  Ebenen  gelegenen  Dreiecke  gleichen 
hiialt  babeo. 

*^*  den  angedeuteten  Ansnnhmefnll,  lu  wulchem  die  Mittellinie  ^  ID 
tDMsere  bell  eil  liegt,  mufts  dieselbe  mit  der  in  dieser  Ebene 
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verlanfenden  Asymptote,  u  demnach  als  Mitte  der  Scboittponkte  der 
dnrcb  dieflen  Punkt  gelegten  Secante  mit  einem  nnendlich  reroen  Paakte 
zasammenfallen.  Daher  muss  g^'^  als  Sdinittlinie  zweier  Schmiegnngs- 
ebenen  mit  der  Tangente  dieses  Punktes  coincidiren ,  die  Raumcurve  also 
eine  unendlich  ferne  Tangente  haben ,  deren  Schmiegangeebene  sich  als 
Mittelebene  ft  darstellt.  Bei  der  cnbischen  parabolischen  Hyper- 
bel, wo  bot,  mit  Cgg  zusammenfällt  und  die  Tangente  dieses  Punktes  un- 
endlich weit  rUckt,  wird  also  die  Schmiegaogsebene  t^  dieses  Punktes  zur 
Mittelebene.  Die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  a,  dieser  Ebene  und 
der  endlichen  Asymptote  ^a  ^^^  dem  unendlich  Fernen  Mittelpunkte  ba> 
Terliindet,  ist  ein  im  Endlichen  gelegener  Durchmesser  der  Curve;  diese 
Gerade  (S\\t  mit  der  Aze  des  durch  die  cuhische  parabolische  Hyperbel 
möglichen  hyperbolischen  Üylinders  zusammen.  Die  beiden  anderen 
Durchmesser  |ubj|  und  |uc,  |  decken  sich  mit  der  unendlich  fernen  Tan- 
gente des  doppelt  eu  zahlenden  unendlich  fernen  Punktes  60^. 

Bei  der  cabischen  Parabel,  wo  die  Punkte  Og,  b,,  nnd  Cq  im 
Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Ebene  zneammenfallen,  liegt  u 
in  diesem  Berübrnngepnnkte,  welcher  durch  die  Erzeugende  des  die 
Curve  enthaltenden  parabolischen  Cylinders  bestimmt  wird.  Die  Mittel- 
ebene ft  redncirt  sich  auf  die  unendlich  ferne  Tangente  'o,,  da  die 
sfimmtlichen  in  den  Schmiegungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  die 
nnendlich  ferne  Ebene  („  in  einem  Pnnhte  dieser  Geraden  /„  berühren. 
Die  Durchmesser  der  Curve  lassen  sich  aU  Schnitt  der  zu  (^  gehörigen 
Darcbmesserebene  mit  der  Schmiegnngeebene  dps  in  letzterer  enthaltenen 
Curvenpunktes  bestimmen;  da  jede  Erzeugende  de»  parabolischea  Cylin- 
ders in  einer  solchen  Durcbmesserebene  liegt,  folgt,  dass  jede  Schnitt- 
linie zwischen  der  Durcbmesserebene  und  Schmiegnngscbeue  eines  Pnnktes 
der  cubischen  Parabel  als  Durchmesser  derselben  betrachtet  werden  muss. 


XIV. 
Grundsüge  der  mathematischeii  Chomio. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C  Wittwer 


HL 

{Bslilail') 

4.  5  a  t  r  1  n  m.  ^ 

Atomgewicht  Na  =  23. 

BctrMgt  die  QuaDlttMt  der  trfigeo  Substanz  einer  Magsenlcugct  23  mal 
•ovifl,  aU  diejenige  Piner  Wasseretoffkugel,  eo  erhalten  wir  dna,  was  die 
Cbemilcer  Natriumalora  nennen  und  mit  Na  bezeichnen. 

Befindet  sich  ein  Folcbea  Natriomatom  iu  eiocm  Kth  er  erfüllten  Rautn«, 

M   worden  «ich  vennSge  der  gogcnscitigen  Anziehung  von  Massen-  nnd 

Aelbertheilcheo ,    sowie    anter   Mithilfe    des   üutiECirn    Acthcrdrnckos   drei 

Aothftribeilcheo    aninittelb&r    mit    dem   Masseutlioilchco    verbiodeD    nnd 

ik^li   darauf  so   stellen,    das»   ihre   MittplpDuIctß   die    ICcke  eines   gleich- 

nitigeo    Dreiecks    darstellea,    dessen    Mittelpunkt    mit    demjenigen    der 

KuRrnkagcl   KUflammenfKllt   nnd    durch    welchen    die    auf  der   £bene 

Bormale  Axe    dos  AtomßK  gebt.     Hat  sieb  so  dßs  Natrinmatom  con- 

■lilaitl,  mo  wird  es  auf  die  Groppirung  der  benachbarten  At<tliortboilcUoD 

Men  virken,  aU  ein  Aetbertheilchen  an  seiner  StelU  than  irtlrde.   Am 

■tlcluteo   kommen    ilim  jedenfalls   zwei  Aothcitbeilcben ,   die  sich  in  der 

■ttlfaigemng  der  Atomaxo    ho6ndpn    und    deren   Knlfemong  fi  von   dorn 

AUnamillelpankte  dorcb  nacbstehendn  Formel  bestimmt  wird: 

,  j,,  23      1  3ff 1_ 

I    D«r  W< 

W         En 
■ 


17,  ^^,^.,^^:^.^^^,+  n^o. 

D«r  Wertli  von  R  ist  l,171S. 

EnelKt  man  nun  das  eine  Aethertheilcben  darcb  ein  »weites  Natrium- 

U  liMPeu  Aso  in  der  Verlan  gern  ng  der  Axe  des  eretou  licgti  wlihrond 

rdroicok  am   GO  Grade  gegen   das  de«  ersten  Atome  gedreht  ist, 
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23  1  SR  23" 


^«'  <m-') 


(Ä'+r<)V'      18,6   (Ä  +  Äi)«      (Ä>+4r«)*'^      18.6«   Ä» 


1% 


2L/J_  ,  1       ^  3«.  3(/?+/?.) 

I8,6U,»^(Ä  +  Ä,)<.'  W+'-T"  ((«  + V  +  '-')'^"  '" 
Ii{Na^a)  ist  =1,1093,  während  il,  =  1,2568  wird.  Kommt  also 
ein  sweitoB  Natrinmatom  in  die  Nähe  des  eraten,  so  wird  es,  wenn  es 
•ich  in  der  richtigen  Stellung  befindet  —  nnd  in  diese  begiebt  es  sich 
•elbst,  sobald  es  in  den  Wirkungskreis  des  ersten  kommt  — ,  weniger  ab- 
gestossen,  als  das  demselben  zanficbstliegende  Äetbertbeilchen ,  es  drängt 
also  dieses  weg  und  setzt  sich  an  seine  Stelle.  Sobald  dieses  geschehen, 
rflckt  das  auf  der  abgewendeten  Seite  befindliche  zweite  Aethertheilchen 
in  eine  grifssere  Eotfemang,  gebt  von  1,1718  nach  1,2568-  Es  kann 
nun  auch  das  zweite  Aethertheilchen  dnrch  ein  Atom  ersetzt  werden, 
welches  gegen  das  mittlere  ebenfalls  nm  60  Grade  gedreht  und  also  mit 
dem  ersten  ftnsaern  gleich  gerichtet  ist.  Dieses  führt  zu  der  Gleichung: 
ao^  fi/23         \        R  23  I2fl  /23«  \  1 

^'   "^US.e        /(Ä'+r«)%'**18,6*(4Ä»  +  r»)'A      Vi8,6«*'**Vä» 

3^R  12R  (        23  \ 

(Ä>+4r")V.     (4^+3^»)*/."^^^     18,6/ 
Es  bestimmt  sich  R  zu  1,1643,  und  da  das  Aethertheilchen,  welches 
weggedrängt   werden   soll,    den    Abstand   1,2568   hat,    so   ist  diese   Ver- 
drängnog  sehr  gut  möglich. 

Seitwärts  von  der  die  drei  Atome  verbindenden  Geraden  befinden 
sich  zunächst  Aethertheilchen,  nnd  es  wäre  nun  die  Aafgabe,  da  auch 
wieder  eines  nach  dem  andern  durch  ein  Natrinmatom  zu  ersetzen  und 
80,  wie  bei  dem  Kalitim,  nach  und  nach  einen  Krystall  aufzubauen.  Es 
ist  jedoch  die  Zahl  der  zu  berücksichtigen  den  Theilcben  hitr  eine  viel 
grössere,  and  dazu  kommt  noch,  dass,  da  der  entBtehende  Krystall  nicht 
wie  das  Kalitim  dem  tesseraleo,  sondern  dem  hexagonaleo  System  an- 
gehört, die  Verschiedenheit  der  krystatlographischen  Axen  zu  berücksich- 
tigen  ist.  Dadurch  wird  die  Zahl  der  Unbekannten  um  1  grösser,  wäh- 
rend die  Gleichgewicbtsbedingnngen  durch  viel  weitläufigere  Formeln 
ausgedrückt  werden.  Aus  diesen  Gründen  habe  ich  mich  wenigstens  auf 
so  lange  von  der  Bestimmung  dlspensirt,  bis  die  genauere  Feststellung  der 
Constanten  ein  anderes  Resultat,  als  ein  blos  provisorisches  als  Frucht 
der  Arbeit  erwarten  läset. 

Katrlom  und  Sauerstoff. 
Wie  bei   dem  Kalium,   giebt  es   auch   hier  Verschiedenheiten  rück- 
dehtlieli  der  Zahl   der  sich  verbindenden  Atome  sowohl,   als  auch  ihrer 


Verblndiinp  von  zwei  Atomen  Natriam  mit  einitm  Atnm 
S  fl^aetstoff.  Na^O  oder  Natron.  Hier  kann  die  Keihenfolge  der 
J^CoDie  seXa  iVaOjYn,  lie  kann  aber  aacb  sein   Na  Pia  0. 

In  vrelen    der  vorstetieoden    KAlle  »tetit   die   Axg   des   Saut^retoffna 

i»«»rtu)  auf  dor  V«rl>indnngiHnie  der  drei  Atome,  wahipnd  d!e  Axen  der 

E9  «triaraatomc  id  diese  VerbindiiDgelinie  binoinfallen,     L>ie  Ax«  d(>!>  l^tier- 

w^'OffM    im   ^gen   die   VerbindungüliDi«   fine»  jwden    NntriumiDBBsflDttieil- 

^ftxeitt  und  i^inea  seiner  Äotlierthfilrhen  um  00  Grade  gedrelit,   di«  zwei 

f^  atriamatt>mc   sind    gegen   einander   nm   60  Grade  gedreht.     E«  ergiebt 

»ich  10  die  Gleichung: 

/3. 164-2.23        \        R  /23         \        2ft 

\        18.6  V{A*+r>)*»"'"    \I8.6     Vt4Ä'  +  H')^ 

23    /Iß  +  5.75\    I  2rt  2fl 


3UJ 


23    /] 

18,6  V 


{Ä='+4j'**in75''«)' 
Der  Wonh  von  R  ist   I,032B. 

Nimmt    man    die   Keihenfolge   JVuA'nO,    so   bleibt   die  Drehung  dar 
Afcome  angeAndert,  und  es  Folgen  die  Gleichongen: 

^^8,6      V|.Ä='  +  r«)V."^V         18,6        /((ft+/',J''  +  r»)''» 


23«    1 

18,6«  H* 


3A 


lÄ*-(-4f>)"/' 


Iß. 23   1 

18,6»  (fl+Ä,)» 


ud 


V 


((Ä+Ä,)»+4r»>f«15"»)'^      ((Ä,+Ä)'  +  4r»*i»75  "y-^ 

2(Ä+«.)  /  23  \ 

(ifi+Ä.l'  +  i'-«//'     V       I8,6v' 

/3.16  +  2.23\/       /?, (ff.  +  Ä,)        \ 

\        18,6        >'  Vi  Ai'T^'**'  C(/f  +  Ä,)'  +  r'/'J 
_^6.23/  1  1       \ 2J?, 2/r, 

18,6'Vä,«  +  (ä  +  ä,)V      (V+^r'j^HlS''^^      (V  +  2r») 

2if, 2(K+ff,) 

~{Ä,«+4r«^75*«)'A      ((Ä+  Ä,)"  +  4r«  «in  J5*»)*'' 
_        2ffl+/?.l 2(Ä+Ä,) 

((Ä+ft,)>  +  2r«)V.      t(/l+ffj)«+4r«siH75''')% 

'('"'«Aa)  ist  =1,11S3.   wÄhiend   /?,(?VrtÖ}=  1.1705   i*t.     Diese  Wertlie 
"*"  iU\  grösser,  als  derjenige  von  H  in  30),  and  wenn  aacb  die  durch 
IJ  kogcgcbeoe  Stellang  riamal  znm  Vorschein  kommen  sollte,  bo  taiUste 
**  <fcA  itf/  der  uäcbaten  Sciiwingaug  in    diejenige  von  *4V1'^  uoÄiii««^. 


332  Ornndztige  der  mathematisohea  Chemie. 

YerbindtiDg  von  einem  Atom  Natrinm  mit  einem  Atom 
Sanerstoff.  A'oO,  erstes  Natriamtiyperoxyd.  Hat  man  nnr  je 
ein  Atom  Natrium  nnd  Sanerstoff,  nnd  bildet  man  ans  ihnen  mit  Zn- 
ziehnng  eines  Aethertbeilcbens  eine  Reibe,  so  sind  die  zwei  FfiUe  f/aOA 
and  ONaA  zn  betrachten.  Die  Sauerstoffaze  steht  wieder  normal  auf 
der  Verbindongslinie,  während  die  Natrinmaxe  in  dieselbe  hineiDf^Ut. 
Die  gegenseitige  Drehung  von  Sauerstoff  und  Natrium  ist  die  nümlichei 
wie  in  den  beiden  vorhergehenden  FäUen. 

Nimmt  man  die  ReihRnfolge  N<tOA,  so  ergiebt  sich: 


/2.23  +  3.I6\         n 


2R  2fi  2fl 


und 


J6     _L.iL  1  2/?.  3(/?+/?0 


18,6   Ä,*^18,6   (Ä  +  Ä,)'      (V  +  '-T'      Clft  +  Ä,)'+''T' 
Die  Entfernung  R{^aO)   ist   0,9655,   die  Entfernung  Ä,(0^)  ist  1,0880. 
Benutzt  man  die  Reibenfolge  OSaA^  so  entstehen  die  Gleichungen: 

'3.16  +  2. 23\        R  16  1  16.23  j_ 

18.6       7{Ä='+r»)V."''l8,6'{Ä+/(,)*      18,6'  'r* 
2Ii  2fl  2ff 


33)      (^ 


und 


(Ä»  +  4 r»  siH  1 5"  *)V«       (/i*  +  2  r*)'-      (fti  +  4  r»  s,„ 75°  ')'/• 

2(/i  +  y?,)  /         16\^_Q 

((«+/?/  +  rV/'^r      18,6;" 


^3     i    .Jfi  1  3fli  2(Ä  +  Ä,) 

18,6  V     l».ö  (ß+-'ii)'     («i^  +  ^T'     {{R-\-\f  +  r^T^        ' 
Es  ist  A(OAVi)=  1,1192  und  R^(^NaA)=  1,1116,  also  beide  grösser  als  im 
vorigen   Falle. 

Wir  begegnen  so  dem  nämlichen  VerbÜltnisae  wie  bei  dem  Kalintn, 
und  aus  dem  nämlichen  Grunde  wie  dort  ist  auch  hier  anzunehmen,  dass 
sich  ein  Natriumliyperoxyd  bildet,  welches  die  Zusammensetzung  2  (iVdO) 
oderAViOOAVi  hat.  Dieses  Natriumliyperoxyd  entsteht  bei  dem  Verbren- 
nen des  Natriums  in  einem  Strome  von  Luft  oder  Sauerstoff,  nnd  der 
hierbei  slattfiodende  Vorgang  ist  wieder  ganz  einfach  der,  dass  an  ein 
Molecul  Sanerstoff  beiderseits  je  ein   Atom   Natrium  sieb  anhaugt. 

Verbindung    von    einem    Atom    Natrinm    mit    zwei  Atomen 
Sauerstoff.      JVaOj  oder  zwi-itos  Natriumhy pernxy d.      Man  kann 
die  Finge   aufstellen,   wie   es  sich  mit  der  Stellung  der  Atome  verhalte, 
-nd  alß  Antwort   ergiebt  sich   sehr   \e\chl,  daas   ä»\>b\.  i\fc  TaÄÄvft'oS.'A^ss^ 


tOO  oder  OlfnO  zu  bchlcksklitigen  seI«D.  Im  «rateo  FkIIo  ist  die 
Drohung  der  Ax«  des  tnittleni  Sauerstoffe  gfgen  dM  Natriam  dl'i  uStn- 
liebe,  wjn  bislipr,  der  äaescre  Sau^rstutt  bat  gugvn  den  in  der  Mitte 
bcfiDiIltehpo  «eine  Axe  gokrcuzt.  Im  Intzteran  Falle  sind  die  beiden 
ltiox>toflaxpa  gftgeo  einander  um  60  Grnde  gedreht  nnd  auch  jn  am 
Grad«  g<>geti  eine  der  Geraden,  dt«  den  Mitte1]>unkl  de»  Natriam- 
auu»«DthHlchi>ns  mit  r.inem  der  Aetbertbeilchen  verhindoi. 
Bei  der  Reihenfolge   IVnOO  einlebt  «ich: 

-a.ifi+s.as'j      fi      . // 3.i6  +  a.23\_  \ ff+ß, 


23.16    I       /23.16       \ 
18,6»*/^     \18,6«  "*"  / 


23.16 


.+((- 


iS.fi 


I 


SA 


e(Ä+Ä,lM^^ 


2  ff 


2ß 


2(K  +  JI,) 


aod 


.    <tff  +  ff.]'T40''"^V"T8;6i'^-* 


4.16         «,            //3.l6  +  2.23\       \        (ft+ft,) 
IS.6  («,«+'•'/•      ^^         »ä.«         -^       /((Ä  +  Äil'  +  i-'yA 
lt>«     J  4fl,  /23.I6  ,  ,\ I  2(fl,  +  /?.) 


(23.16        V        I 

l*.e'  V     {V+3M)%      V  18.6' ^    /(Ä  +  Ä,)« 


(|Ä+ff,t«+3r»J-. 


fH\aO)  hat   die  OrfinKP  fl.flSOI,   /i^(00)  i«i  =  O.nSßf». 

Hei  Beiiutzong  der  Keilieafvlge   ONnfi  eotuteht  die  tileichuitg: 
„^     (3.16+2.23)  Ä         .   ./2  16      A  « 


lJP+r»)V« 


+  4 


\  18.6      V 


2« 


(4/?«  +  r«)''. 
2ft 


4/f 


A  bat  deu   Werth   1.1236. 

Die  Vergloichnng  der  Resnlutc  von  34)  und  35)  seigt,  dass  die 
Beihenfolge  NaOO  die  D«iurgoinllMere  ist,  und  sie  soll  es  daher  sein, 
welche  iler  nachfulgi^nden   Reirachlung  zu  Grunde  liegt. 

Die  Verhiudnug  An""  i-nUteht  am  einfachsten  in  der  Weise,  daes 
«Id  Nstriumaloni  «ich  an  ein  AauevatofTtnolecnl  snecblieast.  Diese«  ist 
nfiglich.  denn  nach  2{()  nXhern  steh  die  NalriiiftiaioiDß  einander  nicht 
aber  Lin-lS,  und  hat  altia  «iue«  derselben  die  Wabl  zwischeo  einem 
BaaerBltHTmeleciil  iiud  einem  andern  Natriumatnui.  sn  ergiebt  aich,  dnas 
Ton  praterem  eine  geringere  Ahiitowinng  erfStiit,  sich  ihm  alsn  mehr 
'lera  kMaii .  mls  dietes  bei  dem  benachbarten  ^AlnuntaU^w  ^vit  Vii)Ä,"vfcV 


334  Grnndsflge  der  mathematischen  Chemie. 

Sowie  dieser  Anschlnss  des  Natriums  an  den  Saneretoff  erfolgt  ist,  rücken 
die  Atome  des  Moleeals  des  letzteren  aaseinander,  eie  gehen  von  0,8930 
auf  0,9869.  Anf  der  andern  Seite  des  Molecnis  kann  sich  ehenfalU  ein 
Natrinmatom  anschtiessen ,  nnd  es  entsteht  so  die  Verbindnng  PfaOOlfa, 
die  bereits  oben  erwähnt  wnrde.  Es  geht  nnn  hier  wieder,  wie  bei  dem 
Kalium,  nnd  wenn  man  die  Verbindaog  iVa 4  0 A'a  mit  ebensoTiel  Natrium 
glüht,  als  schon  darin  ist,  so  entsteht  die  Verbindung  NaONa,  es  braucht 
nfimlich  infolge  des  Anschlusses  des  zweiten  Na  an  NaOO  nur  ein  weite- 
res Auseinanderrücken  der  zwei  SauerstofTatome  von  0,9869  bis  über 
1,0328  stattzufinden,  und  die  Entstehung  der  Verbindnng  NaONa  ist 
möglich. 

Vergleicht  man  die  Wertbe  von  R  und  /{, ,  wie  sie  sich  in  den 
Gleichungen  des  Kaliums  ergeben,  mit  den  entsprechenden  Nalriumgteich- 
ungen,  so  ergiebt  sich^  dass  dieselben  in  letzteren  kleiner  sind.  Aus- 
genommen von  dieser  Regel  sind  die  zwei  Hyperoxide,  in  denen  die 
Annäherung  des  Metalles  an  den  Sauerstoff  bei  dem  Kalium  grösser  ist, 
als  bei  dem  Natrium.  Die  Grösse  der  Annäherung  zweier  Theilchen 
an  einander  ist  jedenfalls  maassgebend  für  die  WahrscbeiDÜchkeit  des 
Eintrittes  einer  Verbindung,  und  wenn  sie  derselben  auch  nicht  propor- 
tional ist,  muss  man  doch  schlieseen,  dass  die  Kalinrnhyperoxydo  sich 
leichter  bilden,  als  diejenigen  des  Natriums,  das  erste  (weisse)  Kalium- 
fajperoxyd  leichter,  als  das  zweite  (gelbe).  Uober  das  zweite  Natrium- 
hyperoxyd habe  ich  nirgends  etwas  in  den  Büchern  gefunden,  und  dieses 
Iftsst  mich   darauf  schliessen ,   dasselbe  sei  noch   gar  nicht  hergeetellt. 

Natrium  und  WasserRtoff. 

Der  Zusammenstellungen  von  Natrium  und  Wasserstoff  sind  zwei 
möglich,  nämlich  die  Verbindung  je  eines  Ätomes  beider  Substanzen, 
wozu  als  drittes  Glied  der  Reihe  ein  Aethertheilchon  zu  nelimeo  ist,  nnd 
die  Verbindung  von   einem   Atom  Natrium  mit  zwei   Atomen  Wasserstoff, 

Veroinduug  eines  Atoms  Natrium  mit  einem  Atom  Was- 
serstoff. In  diesem  Falle  kommen  hei  der  Reihe  HNaA  nachstehende 
Gleichungen  zum  Vorschein: 

'    18,6    ^»"^18,6  (fl-|-Ä,-r)«'^lb,Ü    ((/i-rj^+r*//. 

_J3 1  1  3/?  17.6  r     _ 

18,6»  (Ä-r)*  [R  +  RiV     (Ji*  +  OV."r_i8_6     "^18,6 
und 

18,6   V      18,6  {R^  +  R.-r)*      (ß^'+r*)'"      (fl+ß,)^^  '■      "• 
R{HTfa)  ist  =1,1480,    während   für   Äi(A'fl^)  1,1675  sieb   entziffert.      Bei 
JI  ist  die  Entfernung  bis  zum  Acthertbeilchen    des  Wasserstoffatoms  ge- 
meneDi   und  nach  dem,   was  oben  bei  dem  Kalium  erwähnt  wnrde,   ist 
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die    Eutfernaug    bis    zum    Mittelpunkte    des    Dmokes    1,1480  —  0,0190 
=  1,1290. 

Verbindung  eines  Atomes  Nntrinm  mit  awei  Atomen 
Wasserstoff.     Für  di«  Combination  HNaff  crgiebt  nich: 

37^  (^-i\  l  +  -i-  (fi-^)         1     2  1 

'  \18,6     V   A''"^Jb,6  (rÄ-r>)  +  r')%'^i8,6\2Ä-rj'' 

_23,25  _J 3if  17.6  r 

18,6  "(fi-r)»     (Ä'+r*)'/."^  18,6    ■''18,6 

Hier  ist  A=  1,1315,   die  Entfernnng  bis  zum  Mittelpankte  des  Dmckea 
1,1315-0,0190=1,1125. 

In  beiden  Fällen  sind  die  Entferoangen,  in  welcben  sich  die  Tbeil- 
eben  einstellen,  so  gross,  dass  das  Zustandekommen  der  Verbindongen 
sp.br  fraglich  ist.  Ich  habe  nirgends  eine  Nachricht  gefunden,  diu  die- 
selben schon  einmal  hergestellt  worden  seien. 

Natrium }  Sauerstoff  und  Wasserstoff. 

Soll  eine  Verbindung  dieser  drei  Körper  untersucht  werden,  so  hat 
man  die  Wahl  zwischen  den  Znsammenstellungen  fiaOH  and  ONaH. 
Die  gegenseitige  Stellung  von  Na  und  0  ist  die  nämliche,  wie  bei  der 
Verbindung  fiaO A. 

Die  Reihenfolge  NaOH  führt   zu   nachstehenden  zwei  Gleichungen: 

tfi\  /^2.23  +  3.16\         R  23  1 

'  V         18,6        AÄ'  +  r'')'-"'"l8.6*tÄ  +  Ä,)'' 

3  (j?-t-ff,_r)  23.16    1  2J? 

'^l8,6*([Ä  +  /?,-r)«  +  r>)-A       18,6»  "ä»     (Ä'»+4r»jml5'''')V' 
2ä  2Ä  23  1 


(Ä''+2r«)V,        (flt  +  4^2  5,„75''.)V,      18,6«  (Ä+Ä,-r)» 

lind 

A        .    f^i-^)  3  (B  +  fl,-r)  16     _I_ 

18,6*({Ä,-r)*  +  r7/.''"j8,6'((fi+Ä,-r)»+r»y'."*"l8,6'Ä,« 
^1  16  1  23  1 


18,6   (ff+Ä,)«      18.6»  tfl,-r)>      18,6"  (fl+R,-r)» 

2ff,  3(/?+/?,)  17.6       ,  ^1^0 

(ß,*  +  '-T'      (C^H-  ffi)'+r»y''      18,6    '"^18,6 
Hier  erhält  man  «(^«0)  =  0,9599  und  flj(Ofl)=  1,0667  oder  0  bia  zum 
Mittelpunkte  des  Drnckes  1,0667  —  0,0190=1,0477. 

Bei  Voraussetzung  der  Reibenfolge  ONaH  ergeben  sich  die  Oleieh- 
OBgen: 
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39)  ( 


2.23  +  3.16\         R  2  {R  +  R^—^) 

18,6         /(Ä'+'-V'     l8.6*((Ä+Äj-r)"+r«)V. 
16  1  23.16    1  2ä  2ff 


^18,6  (Ä+ßJ'       18.6«    Ä'      (JJ»+4r'*.«15°»)'/'      (Ä'+2r*)% 

2fi  16 1 2(j?+it,) 

(Ä«  +  4r«*i«75"«)"'       l8.6»(Ä  +  Ä|-r)«        ((fi+Ä,)'  +  r»)"- 

nnd 

3  (ff.-r)  23     _1_         2_  (fl+/?,-r) 

l8.6'((Ä,.-r)«  +  r»)*'^'^l8,6    Ä,'''*"i8,6'((Ä  +  Ä,-r)»  +  rO"" 

16  1 23_  _J 3V 2(-B+ff,) 

"^18,6*(A  +  Ä,)«       18,6» '(/I.-r)»      (V  +  '^Z''      ((fi  +  Ä,)»  +  r»yA 


18,6'  (Ä  +  Ä.-r)»  '  18.6  *^  18.6 
Es  ergiebt  sich  A(OJVa)  =  1,1107  tind  A,(JVa^)=^  1,1569.  Zieht  man  Ton 
letzterem  0,0190  ab,  so  erhält  man  1,1379.  Beide  Wertbe  sind  viel 
grösser  als  hei  der  Zusammensteltang  NaOH,  und  es  ist  daher  letztere 
als  die  natnrgem&ssere  za  betrachten. 

Bei  38)  sieht  man  sofort,  dass  die  AnnShening  des  Natrinms  an  den 
Sauerstoff  grösser  ist,  also  R  kleiner  als  bei  einer  der  anderen  bisher 
besprochenen  Combinationen,  ond  die  Verbindnng  Natronhydrat  mnss 
daher  eine  sehr  feste  sein.  Nichtsdestoweniger  steht  sie  hinter  der  ent- 
sprechenden Kaliumverbindnng  zurück,  oder  wie  die  Chemiker  sagen: 
das  Kaliam  ist  stärker  als  das  Natrium.  Etwas  weiter  entfernt  von  dem 
Sanerstoff  ist  der  Wasserstoff,  nnd  es  mnss  daher  leichter  sein,  diesen 
wegznbringen,  als  das  Natrium.  Glfiht  man  Natrinmozydhydrat  mit 
ebensoviel  Natrium,  als  schon  darin  ist,  so  wird  es  zerlegt  nnd  es  bildet 
sich  NaONa,  indem  sich  an  die  Stelle  des  WaHSerstoffes ,  der  nach  38> 
die  Entfernung  1,0477  hat,  Natrium  mit  der  Entfernung  1,0328(30)  eetat. 
Es  ist  hier  die  n&mlicbe  Reihenfolge  von  Erscheinungen ,  wie  sie  oben 
bei  dem  Kalium  dargestellt  wurde. 


5.   Lithium. 

Atomgewicht:  Li  =7. 

Wenn  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  Massentheilchens  das 
Siebenfache  eines  Wasscrstoffmassentheilchens  beträgt,  so  entsteht  das* 
WAS  die  Chemiker  ein  Lithiumatom  nennen  und  mit  Li  bezeichnen. 

Befindet    sich    ein  Lithiumatom    im    Üthererfüllten  Kaume,    so    lassen 

sich    unmittelbar    aaf  demselben  zwei  Aethertheilclien  nieder  und  lagern 

sich  auf  zwei  einander  diametral  eutgegengesetzten  Funkten  seiner  Ober- 

ßäcJie.     Eine  Gerade,   welche   die  t&illeXpuaV.le,  äi^t  &«,ili«,ctheUcheu  and 
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Muu>i)tb(iitcb6iiii    verbindet,    wird   im  NftebstohendAD   die   Axti   des 

Siod  in  rloi^ni  Räume  LithiunmtoinB  in  gr0s««rer  Anzttlil  mit  Aether* 

lliivtlrhf^    antettnificbt,    ho   n-erdoQ   entere   ibrca   KinHnsa  Aof  die  ürup- 

|,piratig  der   amgetipiiden  At>tbertli  ei  teilen    ansllbon,    wUhrend  Andererseits 

Mcb  xwei  oilei  niBbrere  I<it)iiumntnint>  gegpnsi'ilig  unfviinaniler  einwirken 

WAdii«ii.     SacbeD    wir    xnniicbeL  die   Wiikniig  «uf,    welche  dns  Atom  auf 

t«ei  Atttb^rt  he  Heben   auntibi,   welcli«   aicb    zu  beiden  Seiteo  des  AlouMS 

Ib  einfr  Hemden   lie6ndi>D,   die   dqrcb  das  Maeseotbeilchen   gebt  und  anf 

dirr  Alnmaxe  senkrecht  stebt,   f>o   bat   tnnn,  wenn  Ji  die  Eotieroting  eines 

AeiWrtheilcIieus  von   ie-m  Mausen tbeücben   bedentet: 

7       1  2  Ä  1 

t>iHnr  Gleiebuni;  cnts[>richl  der  Werth  Asltl706. 

Wird  nun   das  eine  AelhertbBitcben   darcb  ein   Kwoites  Atoin  ersptst, 
<lett«B  Axo  gegen  die  de«  ersten  am  90  Grade  gedrebt  ist,  so  erbült  man: 


41 1 


trnii 


l*(,6U,*^^ff+fl,lV      tA,'  +  r>)V.      ((Ä  +  V  +  '-'V"  ' 


ÜiHU)  ist  gleteh  1.01)6»,  wttbrend  7^,=  1,2162  wird.  Es  ergiebt  sieb 
kitwu.  dflhs  die  zwei  Lithinmatiime  sieb  In  oinßr  Entr«rQQDg  ausieben, 
n  vtlcher  das  Aetbertbeilcben  bereits  abgestoflsen  wird.  Darani  wird 
^  Axlhertlieilcbeu  weggedrängt  und  es  enlaleht  die  Verbtudnng  LiLK 
Et  kiuR  nun  anch  das  xweite  Aetbertbeilcben  darcb  ein  weiteres  Atom 
•nfU]  werden,  und  dieses  goscbieht,  wenn  in  der  Gleicbnng: 

'    llH.Ü      */(/''+'*)'•      IM  C4Ä»+r>')V.      Vl8,e«**"^VÄ* 

'■rWpTtb  voD  A<  1.2 162  ausfiillt,  was  ancb  in  der  Tbat  der  Talt  ist, 
*■  A«I.M7I   wird. 

IHp  voiDlebende  Alileiinng  möge  genQgen ,  um  die  Analogie  «wischen 
^  Wrbalttfu  der  Litbiutnatome  mit  denen  des  Natriums  and  dej  Ka- 
I'vnu  XU  aeigeo.  Strmg  geonmuieo  ist  die  Bacbe  comjilicirter.  Es  wKrcn 
Uiolidi  noch  die  Sti-llungen  der  Aellierlbcüclien  tings  nm  das  erste  Atom 
**  «leben  und  dann  ßines  nach  dem  andern  dnrcb  ein  weiteres  Atom  xu 
*>Mita,  dabei  aber  natUrlieb  niobt  zu  äberseben,  velcben  Eindtiss  der 
'ni>  Anknmtnling  auf  den  Ort  und  die  Ureboog  der  Qbrlgi'n  brrfit«  vor- 
*Wiwea  »QsUbi 
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Ich  halte  es  ftir  wahrscheinlich,  dass  sechs  unter  sich  parallele  Atome 
nm  ein  erstes  ein  Hezagon  bilden,  während  in  zwei  der  ereteo  parallelen 
Ebenen  sich  je  drei  Atome  einfinden  nnd  so  je  ein  Dreieck  darsteHen, 
von  denen  das  eine  gegen  das  andere  nm  60  Grade  gedreht  ist.  E^ 
kfime  so  eine  hexagonale  Pyramide  als  Grundform  zu  Stande. 

Lithium  und  Sauerstoff. 
Verbindung  zweier  Atome  Lithium  mit  einem  Atom  Sau  er- 
ste ff.  LifO,  Lithio-n.  Wenn  zwei  Atome  Lithium  sich  mit  einem 
Atom  Sauerstoff  verhindeu,  so  kann  die  Reihenfolge  sein:  LiLiO  oder 
LiOLi.  tu  beiden  Fällen  sind  die  Axen  zweier  neben  einander  befind- 
liehen  Atome  gekreuzt,  die  der  beiden  Süsseren  also  parallel  gerichtet. 
Die  Reibenfolge  ULtO  giebt: 
.„,    1-7  ff  ,0(7+16)  (Ä  +  Ä,)  7^       1 


18,6    t/i'  +  r*//.  '   *•     18,6       ((/?+/?,}' +  r»)V.       iS.tt*    Ä" 
(fi'  +  i 


4fi ('o-i-IllMl--    M+^-^-l's        'L\R^ix 

2r^)'':     V^lH,6'Jji'     ([Ä"-i-V+4rY/'"^r     18,6/ 


""       2(7+16) B^_      .2(7+16)  (fi  +  fl,)  7.16   J^ 

18,6       *(Ä,'  +  r«)"^V,+       YS,^      '([R  +  R^f  +  r*)%       18,6""/?,* 

2iJ5+fii)_ 


4/?,  (       7.16\         1 2.J5+fi,) 

(Ä,>'  +  2r»)V.       \     ^  lSS^I{2i+R^)i 


+ 

R{liLi)  hat  den  Werth    1,1070,   während  ß,  sich  zu    1,1170  entziffert. 
Bei  Benützung  der  Reihenfolge  Li.O Li  kommt  man  zu  der  Gleichung; 

'      V  18,6        V(ß-+r«)'.^   18,6     {AR^+r^y^      \    "18,6''    ^Vä'' 

Hier  ist  ü=  1,0062,  und  es  kann  aUo  kein  Zweifel  bestehen,  dass  die 
Reihenfolge  LiOLi  die  naturgemMsse  sei.  Die  Verbindung  ist  das  Lithinm- 
oxyd  oder  Lithion. 

Verbindung  eines  Atomes  Lithium  und  eines  Atomes 
Sauerstoff.  Verbinden  sich  je  ein  Atom  Lithium  und  Sauerstnff,  so 
haben  wir  unter  den  zwei  Reihenfolgen  LiO  A  und  OLiA  zu  wählen.  Die 
Reihenfolge  LiOA  giebt: 

,,,  >^(7+16)        R  1 1_^_"">    i_       4j; 

'         18.6     *  lii^  +  r*,V,  "^  is,(;'(y;  +  7i',)2      IS.O'^'Ä^      (lV  +  2r'{i^ 

i{R+R,?^r*)''^^\        I8.6r'"" 

18,6  ü,»^18,6   Kli+R^r       ^R,^-\-?)''^      ((>;"+ Ji;)^+>)V.  "•"^*' ""• 
■-t  =0.9293,  Üi=  1,0835. 


Bei  Beotiti 


der  Reibcnrnlge  OLiA  ist: 


IG 


1 


7.16    I 


AH 


18,6  "(Ä+ii,)"     18,6*"F'     U^4-2rV 


2.ii  +  if,) 


Qnd 


(l/'+Ä,l"  +  r»)* 


+   2 


16  ' 
1H.6' 


,+ 


16 


nn-\-K^ 


18.6   fl/"^18.6  (Ä  +  B,,'     W  +  'T'     (tÄ+Ä.^  +  r»/ 


^(ott)  i.i  s=  1,0502.  Ä,^  1,1824. 

üic  Verglfii'hung  von  45)  und  46)  icclgt,  dnss  die  Reihenfolge  liOA 
*  BertickoicljtigDDg  zu  xielicn  sei. 

v«rliiodaog  eines  Atomes  Litkiam  mit  svei  Atonteo  8aacr> 
Dfr.        Verhindet  eicb   oiu  Atom  Lithium  mit  zwei  Atomen  Sauerstoß\  so 
*•*  wiedei  die  Möglichkeit  der  ßsibonfulge  oiuo  dopjitlto,  man  ksun  AiOO, 
»•d     k»un  niiO  nehmen.     Im  ersten  Fmll«  h«h<-n  wir: 


47>      ^-<T+|6)/        n 

IS.6     V(Ä'+r«j'''"^i 


B  +  i?, 


\      7.16  J Jß_ 

V      18.6"*  Ä'     (i?'+2r>)V 


mid 


4.16 


Ä. 


2(7+16) 


Ä  +  Ä.) 


16«      1 


E« 


1S.b'iä,«  +  '^'"*         »S-6      *((^ff4rß,)'  +  '-!')'"      18.6»"  fi/ 

. 4Ä,  /7.16       \         I  gfJ+-ff,) 

^iJ.'  +  a.'VA      VlS.6'*'   /(-ß+/*.)'     ClÜ+Ä,)'+4r«)''. 


1S.6 


4Sj 


1.2.16  Ji  /16M  +  7)       \  1 


*«t  Mer  Ä(iiO)  =  0.!»493,   wahrend  1?^  den  Werih  0,98lG  bekommt. 
'■t  die   Roihenfolgo  OUO,  lo  ergieht  aivh: 

V  IS.6       *-'\iP'+r')''.^    18,6 

^i"   Werth   von  i?  ist  I,Ü75I,  nnd    dio-Vergleichung  von   47}   und   48) 
^^61,  dw8  der  Reihenfolge  LiOO  der  Vorsop  gegeben  werden  mUsne. 

Gi  ist  leicht  zu  sehen,  dass  Wi  dem  Litliinm  der  nämliche  VoT- 
^Og  lUttfinücn  müwy,  der  auch  bei  dem  Kalium  und  Natrinm  eintritt. 
^^    ein  Moleenl  Sanerstoff  schlieBsen  sich  rechts  and  links  je  ein  Atom 

**liinm   an,   und  es  entDtcht  ein  Duppplmolecul  de«  ersten  Superoxyde, 
^*'»  fB  (itidrt  der  Aoscbluss  nur  BinHii  cinxigt'u  statt,   um  dann  das  aweite 
"**peraxyd    tu    bilden.     GlUhen    der  ßaperoxyde   mit   Lithium  mu8C,    wjp 
««i    den    beiden   Torher^rhpuden    Meullen,    Eur   Entttx'Uunjj  dca 
^ttmi.      Hb    ma»    ihn    lieobnchtaagcn    rtbet    iVie.    Ziusatnme.v^* 


A 
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Saperoxyde  nichts  hekannt  ist,  so  verbietet  sich  ein  Vergleich  von  R^^^/> 
nuDg   und    Beobachtung   von    eelbat.     Die   bedetitende   Annäherung    </      i 
Lithiums    an    den   Sauerstoff    in    47)    lässt  die   Möglichkeit   des   zweite^ 
Snperoxyds  erwarten. 

Lithium  und  WasserstolT. 

Ein  Atom  Lithium   kann    sich  möglicherweise  mit   einem  oder  auch 
mit  zwei  Atomen  Wasserstoff  verbinden. 

Bei  der  Verbindung  mit  einem  Atom  Wasserstoff  ergieht  sich  unter 
Zuziehung  eines  Aethertheilchens  die  Reibe  HLiA^  und  es  gelten  die 
Gleichungen : 

'^'    18,6    ü'^lij.ü    ((Ji-r)'+r«j"'       18,6    (iJ  +  i2,-r)»      (Ä»  +  r')V. 


18,6^  (ü-r)^      (ü^-ß,)'      1S>,6  JS,6 

und  ^ 

^     ±^_L  ' ^ 1         1  ff  - n 

Die    um   0,0100   verminderte   Grösse   R{H Li)    beträgt    1,1242,    während 
iJ,=  1,1666  ist. 

Bei  der  Verbindung  eines  Atomes  Lithium  mit  zwei  Atomen  Wasser- 
stoff ist  die  Reihenfolge  der  Atome  HLiH  and  ihr  eutfipricht: 


Vi  8,«      ^)l& 


2  {ü-r)  2  1 

18,6"  ((/i-rj^+rV^^"*"  18,6  ■l27i-r)» 


.^0)  [^-i\'^^^_,,^'\-,,,^ 


18,6'=  {li-'Y     (i;^  +  '7'      I6.f>  1S.6 

Die  um  0,0i90  verminderte  Gröas*!  li  ist  1,1203. 

In  49)  sowohl,  als  in  50)  ist  der  Abstand  des  Wasserstoffes  von 
dem  Lithium  so  gross,  dass  die  Aussiebt  auf  eine  Verbindung  beider 
Elemente,  es  mag  nun  der  Wasserstoff  in  einem  oder  in  zwei  Atomen 
vertreten  sein,  seliv  gering  ist.  und  icli  liabe  auch  in  den  Lebrbäcbern 
der  Chemie  nirgends  etwas  von  eiaeni  Litliiumwasserstoff  finden  können. 

Lithium,  Sauerstoff  und  Wasserstoff. 
Bei    der  Verbindung    dieser.,  drei  Elemente    hat    man   die  Wahl   zwi- 
bchen   den  Reilieufolgen    LH) I!  und  OLiH. 

Im  ersten   Falle  besteheu   die  Gleichungen: 

'      18.6    (7.'^+.^,*'  ^]s.(>"(7;+y.',-,-^+,-n''    i8,6".7;+AV'' 

7.16     1  4  7.'  7  I 


uod 


1  \\V    fr-      { li'  +  2  r^p      1 8,6^  ■  { 7.'  +  /•*,  -  /■;■ 


w. 


riTTWIR. 
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un,^r) 


.+ 


lü  +  Jt-r} 


16       1 


7  I  _16_        J 7^  I 


JS,8  [11+ J{^)* 


lütt  hi    H{liO)^H,Q2lfj,    wÄhrcnrl    Ü,    imcli    Abzug    von    O.OIKO    nncli 
1,ÜI37  beträgt. 

Bei  der  Keihpnfolge  OLifi  ergeben  sich  die  Gleiobungan : 

"^  ^  IM     '  ( if  +  '■*)*''       1 8,6  ((Ä  +  Ä,  -  rf  +  r«)* .  "^ 

7.16   1_  Jß^  1 AR 

JS,6"'/f«      l8,6*'(^+«,-ri>     (yi'  +  Sr» 


is.e'iA+Ä,)» 


lud 


2(«,-r) 


(7^  +  ü,-r) 


rs.6U/£,-/-)''+r'y'.+  itj,6   ^t7i+Ä,_,JH  +  r«/A+  I8.6'ä' 
_A  1  I     ^g  1  16 1 

2  J2,       _       2UI+_5)  _  a.  Li'«  »  j.  J_     n 
(/V-i-f*fA     {[jr+Zi^+T^yA"^  18.6    '"*'  18,6      "^ 

l*ie  Entrernang  H{0  Li)  ist  1,0572,  dttjt^ntge  tod  ß,  ist  nach  Vermin- 
deiuDg  um  0,0190  docIi  1,1363.  Aus  der  Zusammonstc-llang  voo  51)  und 
&2)  erhellt,  dass  die  KfibeafDlge  LiOH  die  aatorgetnäsiere  sei. 

Der  kleine  Wcrtb  vod  It  in  51)  weist  damaT  hin,  dass  d«5  Litbioo 
od«r  Lilbiumoxydhydrat  nicht  nur  eine  mögliche,  sondern  sogar  eine 
•ehr  fpäle   Verbindung  ecin  roiiHse. 

Wird   Litbiaui   mit   Waüsfir   susammengcbracbCi   so   ist  zn   eiwAgou, 

dkM  in   dem  Wasser   die   Entfernung  eines  WaasersioffatnmeK   von    dem 

Anr-rttoffe  0,96Uä   betrügt,   während,    wenn   ein    WavsrrtjtnjIsEom   doruh 

liitbinin  ersetxt  wird,  dieses  sich  dem  SanerstafTe  bis  0,9218  nftliern  kann. 

Ea  «ird  alito  dieser   AnatAUHcb  statlfinden   können.     Ist  das   Llllnnmntnni 

«tagcUftan,  bat  sieb  also  dnü  IJthiunioxydliydral  gebildet,  to  rUckt  das 

Wtueiiiofratoni  auf  der  andern  Hcite   etwas  von   dem  Saaerstoffe   weg, 

Vkil  ifllne  Gleichgewichtslage  ist  statt  der  frUhoren  Üieinuz  0,9608  ann- 

■*l>r  1,0437.      Wird    das  Lilhiamoxydhjdrat  mit  ebirnsuviel   Lithium  ge- 

pUit,   als    schon    darin    ist,    bq    findet    der  nämltube  Vorgang   statt,    der 

kIisb  hri  dem  Kalium  und  Natrium  erwftbnt  wurde:   es  marbl  sich  der 

UBWtQd   gleitend,   (iasa   iu    LtOiA  [44]   die  Anntthernng  eines  Lithinni* 

UoRieg  4Q  (jQjf  SKocrsiofT  bis  1,0062  stattfindet,  and  da  im  Lithinmnxyd- 

vdrut   A\r   Distauz    di:8   Wussorstoffeit   1,0437    betrügt,    so    kann   derselbe 

•«Ti  fin  Lithiamalom  ersetzt   werden.      \)\q  inU  dci  lLtto\i^Ti%  Act  V*hto- 
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peratiir  verbundenen  verstHrkten  Oscillationen  mlissen  eine  Art  tüd  Durch- 
einanderrütteln  besorgen,  damit  der  Anstansch  leichter  stattfinden  kann. 


ZusammenstellnziK  der  drei  Alkalimetalle. 

Kalium,  Natrium,  Litbinm  bilden  mit  einander  die  drei  AlkalimetaUe 
der  Chemiker  und  zeigen  in  ihrem  Auftreten  anseerordentlich  viele  Ana- 
logien, weshalb  es  gerechtfertigt  erscheinen  dürfte,  hier  eine  Zusammen- 
Stellung  der  Ergebnisse  folgen  zu  lassen. 

Ich  werde  nun  die  einzelnen  Verbindungen  der  Metalle  neben  ein- 
ander stellen;  nm  aber  das  Terrain  möglichst  gleicbmässig  zq  machen, 
muBs  bei  dem  Kalium  die  ZusammensttiUnng  der  Atome  etwas  anders 
genommen  werden,  als  dieses  nach  12)  der  Fall  ist.  Bei  dem  Natrium 
und  dem  Lithium  habe  ich  mich  aus  den  betreffenden  Ortes  angegebenen 
Gründen  darauf  beschränkt,  die  gegenseitige  Stellung  dreier  in  einer 
Reibe  befindlichen  Atome  zu  bestimmen,  während  ich  bei  dem  Kalium 
diese  Einschränkung  nicht  nöthig  hatte.  Obwohl  nun  dje  Moleeulai- 
zusammensetznng  des  Kaliums  besser  bestimmt  ist,  als  die  der  beiden 
anderen  Metalle,  habe  ich  mich  doch  der  Analogie  wegen  genöthigt  ge- 
sehen, auch  für  das  Kalium  die  Entfernung  zu  berechnen,  in  welcher 
drei  in  einer.  Geraden  befindliche  Atome  sich  einstellen,  wenn  sie  so 
gelagert  sind,  dass  die  einander  entgegeogeiietzten  Kanten  zweier  benach- 
barten Atome  gekreuzt  sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
alle  drei  die  nämliche  Stellung  haben.  Sind  drei  Atome  iit  dieser  gegen- 
seitigen Stellung  gegeben,  so  ergiebt  sich: 


A{in-r}/\) 
(  3il^  \    J 47t'  _  A.llt 

Vis,«""*      /'/^    (B«  +  5r*y''    (4  7i*+^r^)'A 

MU-^ryi)  A{U^\-^r]/l^ 


an  -  2  r  ^^j'H-  4-*)'''   an + 2  r  y^'f + i r^y^ 

R  ist  hier  =1,3018. 

In  der  folgenden  Tabelle  finden  eich  die  Ergebniese  der  vorstehen- 
den Bechnungen.  Die  zwischen  den  einzelnen  Atomen  befindlichen  Zif- 
fern bedeuten'  die  jeweiligen  Entfernungen.  Bei  denjenigen  Zusammen- 
stellaDEen,   welche   die  kleinsten  Distanzen  geben,   die   also  den  in  der 


Kftlar  rorküfDnicndPD  FiH  flarstvllßii,   sind  die  Ziffern  grösser  gcdrnokL 

Bn  dpui  Knliam  gnb«D  din  mit  *  ttezrichnctfo  Stellang^n  dipjeDigen  aa, 

ra  ««Ichcn  .itAit  t^iner  Knnto  ilr«  Kftlitimaioni««  oin(^  FUctie  oormnl  »uf 

ifor  Vtirbindungslinie  ätelit. 

A'  Ä"  Ä"        Na  Na  Na 

I.KM3        1.IC43 

Au  O  Aa 

1,U32S    J.032S 


A  O  A' 

o.am    1,1206 

J,fflJ7S'       I,106a» 

"  Ä"  0 

liiU        l,lC7i 

AT  O  O 

«i.üG-in      1,11231 

l/)lWi*        l,01t).H» 
Ü  K  A 

i.asai       1,277» 

Jf  K  H 

0,9339     1,080] 
«  if  Ä 

l,IM»  1,S4.'I?. 


i-t  7.f  Li 

1,1471  1,1471 

Li  O  Li 

I,riu62     1,0062 


An  Na  O 

1,1188        I.I70& 

Nu  O  A 

0,9Ö5&     I.USSU 

O  A'a  '  A 

I.IIBS        ],II16 

0  A'a  n 

1  tas9        i,l:!3A 

Au  O  O 

0,U80]    0,»S69 

7/  Na  A 

1,1290         1,167& 

W  Na  H 

1,LIS&         l,US5 

An  O  H 

D,9S99     1.0477 

O  Na  n 

1.1107         I.ISTÖ 


Li  Li  0 

I,t070         1,1170 

Z.«  O  A 

0,9293      l,(l«3r» 

1,069»  1,1824 

0  Li  O 

1,0751  1.0761 

Li  O  O 

0.949.'>     0.9816 

7/'  Li  A 

I.12i2  1,1666 

H  Li  a 

1,1X03  1,1 30S 

24  0  B 

0,9218      1,0437 

0  u  a 

1,0572  t.l363 


Die  ^ro»fii;  Ai-liiilii-hkfit ,  die  xwjrictieu  den  dtci  Metallen  rtlckbiclit- 
i'^^  iVitr«  Vffrlialtt'DK  grgrn  SamruMiff  uuJ  WaßHeratoir  besUdil,  dtlrfte 
<">cfa  dem  Vor8t<^hpiid«D  kftnra  za  verkp^imcD  sciD.  AMcDtlialbi^D  i«t  di« 
>tt  drr  Natur  riirkommeode  Zaeammeo^teUnng  der  Atome  die  uümliehe 
wi  rhpnso  wi  c»  dfr  Wpg,  anf  dem  dio  eine  oder  andere  Vorbinduiig 
u  Buode  kommt.  Snibet  in  denjenigen  r'ombiuationen ,  welche  keineo 
in  (tpr  Natur  vorkommenden  Vcrliiridnngen  entapreclten,  iKsst  sicli  die 
Aulogi«  des   Vcriiattcns   nicht  Übersehen. 

Unter  Ata  Verscliiedenbeiten  der  Beialtate  dUrfte  am  anffaUendüttD 
^  niti,  ilaa«  die  grUsate  AanSliernug  des  Mctalles  au  die  anderen  Atome 
^  ilom  Lithinm  nt atifindet.  K«  wJfre  daraus  zu  tiebtiesseu,  daiw  die 
Utliiumvnr  bin  dangen  die  festesten  Heien.  Der  8alz,  dasB  eine  Verbin 
jt  tiRi  f.it  leicliter  entsteht  and  nm  so  fester  ist,  je  mehr  die  Atome 
^inaud^T  nähern,  i*t  im  Allgemetncn  aichor  richtig,  denn  wenn  ein 
D  /t  iicb  einem  Atnni  fi  his  anf  «in«  Diatanz  nXhert,  iu  welcher  C 
*T^ta  ahgrutnsaen  wird,  eit  kann  J  vnn  f-'  niclit  vi-rdrüngt  werden,  da 
^gv  aielit  bh  tiortbio  koroiot,   wo  .4  ist;   wohl  aber  Wann  Aft» \Jvft^ti>LAi' 
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Btattfindeo.  Trotzdem  halte  ich  es  nicht  für  anmögliuh,  dass  es  ausser  der 
indirecteo  TreoDODg,  die  icb  oben  bei  dem  Kalium  aagefübTt  habe,  noch 
Umstände  giebt,  welche  den  Satz  zu  modificiren  vermögen.  So  ist  be- 
züglich der  bei  dem  Eintreten  einer  Verbindung  sich  entwickelnden. 
Wärme  jedenfalls  anch  der  Umstand  zn  berücksichtigen,  wieviel  die 
Annäherung  beträgt,  und  wenn  die  Kaliumatome  aus  der  grösseren  gegen- 
seitigen Kutfernung,  die  ihnen  im  Kalium  zukommt,  sich  bei  Bildung 
des  Kalihydrats  dem  SaoerstofTe  um  eine  grössere  Strecke  nähern,  als 
die  Atome  des  Lithiums,  so  kann  bei  Bildung  des  Kalihydrates  eine 
grössere  Menge  von  Wärme  frei  werden ,  selbst  wenn  auch  bei  dem 
Lithionbydrate  die  endliche  Entfernung  des  Lithiums  von  dem  Sauer- 
stoffe eine  kleinere  ist,  als  bei  dem  Kalium.  Es  mag  recht  wohl  sein, 
dass  gpgenwärtig  bei  der  Schätzung  der  sogenannten  chemischen  Verwandt- 
schaft mehrere  Umstände,  wie  Conetanz  der  Verbindung,  Wärmeentwicke- 
lung bei  Bildung  derselben  u.  s.  w.,  mitspielen,  die  nicht  gehörig  aus- 
einander gehalten  werden. 

Während  es  noch  unentschieden  bleiben  mag,  ob  die  Verwandtschaft 
des  Sauerstoffes  zum  Kalium  grösser  sei,  als  diejenige  zum  Lithium  oder 
umgekehrt,  ist  sicher  die  Neigung  desselben  zum  Kalium  grösser,  als  die- 
jenige zum  Natrium,  weil  bei  dem  Kalium  die  ursprüngliche  Entfernung 
grösser,  die  endliche  kleiner  ist,  als  bei  dem  Natrium.  Kleinere  Aende- 
rungen  können  indessen  noch  eintreten  bei  Berücksichtigung  der  Tem- 
peratur, denn  die  vorstehenden  Bestimmungen  gelten  pigrntlich  alle  für 
d"  absoluter  Temperatur.  Ausserdem  ist  nicht  zu  vcrgesKcn ,  dass  die 
Constanten    des    Aetherwerthes    der    WasserstoffmaBsenkugel,    welche    icb 

vorläufig  zu    rrr^    bestimmt  habe,  sowie  die  Griisse  r,  die  ich  zu  0,37296 

angenommen  habe,  die  aber  jedenfalls  veränderliche  Worthe  hat,  noch 
einer  genaueren  Feststellung  harren.  Ich  halte  es  für  am  zwe^'kmäßsig- 
sten,  vorerst  mit  den  bisherigen  Werthen  eine  Anzahl  vou  Verbindungen 
zn  berechnen,  und  hoffe  dabei,  dass  sich  eben  dadurch  neue  Anhalts- 
punkte ergeben,  welche  ihrerseits  eine  genauere  Bestimmung  der  Cou- 
stanten  zalassen. 

üeberblickt  man  die  vorstehende  Tabelle,  so  ergiebt  sich,  dass  bei 
denjenigen  Combinationen,  welche  natürlichen  Verbindungen  entsprechen, 
also  bei  den  durch  grössere  Ziffern  hervorgehnbenen ,  jedesmal  das  Me- 
tall ein  äusseres  Glied  ist.  Niemals  kommt  es  in  der  Mitte  vor,  allemal 
scbliesst  es  die  Reihe  ab.  Ebenso  ist  es  mit  dem  WasserstotTe ,  der  seiner 
Un  gl  eichsei  tigkett  wegen  in  der  Mitte  einer  Reihe  überhaupt  nicht  gut 
zu  verwenden  ist. 

Bekanntlich  gehören  der  Wasserstoff  und  die  drei  Alkalimetalle  zu 
den  sogenannten  einwerthigen  Elementen,  und  die  erwähnte  Eigenthüm- 
lichkeit    dürfte    mit    dieser   Einwertbigkeit    zusammenhängen.      Es    giebt 
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Übrigens  einwerthige  Elemente  nicht  nur  anter  den  elehtropoeitiveD ,  son- 
dern aach  unter  den  elektrrtnegativen,  tind  da  ich  letztere  noch  nicht 
anterancht  habe,  kann  ich  selbstverstHndlich  den  Satz,  dass  die  Einwer- 
thigkeit  mit  der  Stellung  zusammenhänge,  nicht  als  feststehend  betrach- 
ten; ich  mns8  mich  einstweilen  damit  begntigeo,  auf  obige  Eigenthöm- 
licbkeit  aufmerksam  zu  machen.  Bei  den  elektronegativen  Elementen 
kann  für  die  Einwerthigkeit  ein  ganz  anderer  Grnnd  bestehen,  als  bei 
den  elektropositiven. 

Ich  glaube  Übrigens  nicht,  dass  ein  einwerthiges  Element  sich  Über- 
haupt gar  nicht  mit  zwei  anderen  verbinden  könne,  denn  sonst  würden 
die  einwerthigen  Stoffe  nur  als  Gase  vorkommen;  ist  a^er  ein  Körper 
fest,  wie  z.  B.  die  drei  Alkalimetalle,  so  ist  in  demselben  jedenfalls  stets 
ein  Atom  mit  mehreren,  wenn  auch  ihm  gleichartigen  verbunden.  Am 
schwersten  lässt  sich  der  Wasserstoff  in  die  Mitte  einer  Reihe  bringen 
oder  mehrwei'thig  machen,  denn  stets  wendet  er  gegen  das  mit  ihm  ver- 
bundene Atom  sein  Massentheilchen ,  während  das  Aethertheilchen  nach 
aussen  gerichtet  ist,  womit  dann  die  weitere  Anreihnug  von  Elementen 
zunächst  ein  Ende  hat.  Uebrigens  hat  man  ja  in  neuerer  Zeit  den 
Wasserstoff  condensirt  und  so  eine  Verbindung  von  mehr  als  zwei  Atomen 
desselben  hergestellt. 


XV. 
Gnmdzüge  einer  Dipolargeometrie. 

Von 
Dr.  G.  Leonhabdt 

In  Colberg. 
Uienu  Taf.  V  Fig.  2-6. 


Durch  Untersnchnngeii  Über  die  Vertheilimg  der  Klektricität  auf 
eineiD  Gonoide,  welche  ich  in  meiner  DiseertatioD*  veröfTentlicbt  habe, 
bin  icb  zn  weiteren  rein  geometrischen  Beziehungen  geführt.  Genanntes 
Problem  wird  beksnotlich  geliist  mit  Hilfe  der  Kegeirnnctionen  und  unter 
Zugrundelegung  des  dipolaren  Coordinatensystems,  und  es  ist  mir  ge- 
lungen, ausgehend  von  elektrostatischen  Eigenechnften  des  CoDoids,  geo- 
metrische Beziehungen  zwischen  den  dipolaren  Cooriiinaten  abzuleiten, 
durch  welche  tbeils  neue  Eigenschaften  derselben  aufgedeckt,  theils  be- 
kannte auf  neuem  Wege  abgeleitet  werden. 

Durch  die  Arbeiten  des  Herrn  C.  Neumann  ist  dies  Coordinaten- 
ayftem  so  geläufig  geworden,  da&s  ich  einer  näheren  Auseinandersetzung 
desselben  Überhoben  bin.  Eine  kurze  Darstellung  und  die  wichtigsten 
Eigenschaften  desselben  findet  man  in  dem  ersten  Paragisphen  der  Ab- 
handlung des  Herrn  Neumann:  „Ueber  die  Mehler'schen  Kegelfunc- 
tiooen",  Mathem.  Anoal. ,  Bd.  18.  Icb  will  nur  bemerken,  dass.  wenn 
zwei  feste  Punkte  -^  und  /  (Pole)  in  der  Entfernung  2e  auf  einer  Ge- 
raden (Axe)  gegeben  sind,  man  dieselben  durcli  einen  beliebigen  Kreis- 
bogen verbindet,  welcher  gegen  die  Axe  in  einem  Winkel  u  geneigt  ist, 

und  man  ausserdem  den  Quotienten  - — ,^l:^e~^  setzt,  wo  /?  ein  be- 
liebiger Punkt  ist,  man  unter  den  dipolaren  Coordinnten  des  Punktes  It 
die  Grössen  u  und  9  (oder  X)  versteht,  Der  Quotient  A  ist  gewöhnlich 
durch  sein  üquivalentes  &  ersetzt.  Hier  aber,  wo  wir  geometrische  Be- 
ziehungen untersuchen,  wird  es  sich  in  einigen  Fftllen  vortheilhaft  erwei- 
sen, statt  des  9  die  Grösse  jI  zu  benutzen,  da  letztere  geometrisch  con- 
struirt  werden  kann,  während  das  0  eine  rein  analytische  Grösse  ist. 
Schliesslich  führt  man  als  dritte  Coordinate  das  Azimuth  q>  ein. 


•  lieber  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einem  durch  Rotation  zweier 
Kreishnffen  am  die  gemeioschafttiche  Sehne  entstehenden  Körper.    Halle  1881. 


iHAMar» 

Die  Gleicbnng  w  =  CoMit.  stellt  ßin  Conoiti ,  &  ^  Const.  eine  Kugnt^ 
iffiVQ  )fitieli)Qukt  auf  der  Ax«  anssprbalb  ^4'  liegt,  i^=Con<l.  eine 
Ebfoe  dti.  IiD  Be«ßQdoni  ist  9  =  0  die  GleEehnng  rincr  Bbene,  welche 
\itith  BoUtion  des  im  Nullpankte,  d.  li.  io  der  Mitte  von  Jj^  errichteten 
nllii.>s  nm  die  Aie  pnt«teht  Dies  I<(ilh  will  ich  Hie  Symmptrielinio  and 
\ik  £beoe  9  =  0  die  Symmotrieebeue  des  CoortÜnateneyf^tcms  neuueo. 


§  1.    Be^ff  der  Iiogreeae.    Oleicbang  von  Ebenen. 

Vis  ist  bei  einer  Kugel,   wclchn   uiau   als   eia   Cuaoid   vom  ParMinelnr 
11=  -^  «Dsehen  kann,  die  Green'scbe  Foiictioii 


*•  r^  die  Enireniaiig  xwiscben  dem  Nullpunkte  uud  eiaem  festen  JluMvro 
•»dpr  tutiorn  Punkte  n  und  K  die  Kntfernung  zwiacbon  PiDem  boHehigen 
&>iMeni  o<ler  iODern  l'unklc  m  and  dem  xq  ft  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
ftlche  eoDJugitIrn  Punkte  i  dartftellt.  8iud  ferner  oim.  9mi  Vm  die  dipola- 
m  Cnordinaten  des  variablen  Punktes  m  nnd  eo^f  ^^^  ip,  diejenigen  des 

Punktes  I,  BA  Uist  sich  mit  Benntxnng  des  Ausdruckes  für  r^  in  dipola- 

mti  Coardiaaten  (§  1,5  der  erwähnten  Abliaudlting  des  Herrn  Nenmann) 
liie   Citecn'sche  Functioo   io   der  Form  schreiben 


y'ieosi9f  —  2ctism^  |/2  fosf»«  — 2  cosw« 


t'ffl  nun  ans  diesem  Auedrucke  geometrische  Bezicbnngen  abzuleiten, 
'*II  ich  die  Cnrvp,  welche  alle  Punkte  voo  gleicher  Green'scher  Func* 
Ioq  Terbindct,  eine  isogreeusoho  Cnrve  oder  kurz  eine  Iflngreene 

**uen.     Da  die  Green'scbe  Fanction  die  Form  bosilst  G 


E 
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d|a  laogreene  derjenige  Tbeil  einer  Kugelfliche  mil  dem  Mittelpunkt« 

^nd  dem  Radios  K,  welcher  in   das    Innere  der  Kngel   01  =  ^   mit, 

In  die  Punkte  tn  und  fi  innerhalb  derselben  liegen;  liegen  dieee  hin* 
^R«D    aua«erbalb,   deigenige  Tbeil   einer  KogelQäche,    welche  auaaerbalb 


»»   Kogel  01  =  ^  fallt 


2) 


Gebt  die  laogreeoe  durch  doo  Pol  ^,  ao  ist  9^n 

)/2cositf,— 2ro*«, 


ao  und  OB  vird 


C^  = 


I 


*  ''f     f/eos  I  ü,  +  I  JIM  I  0^ 
•i/  Jie  Isogreeoe  darch  den   Po!   a' ,  so   ist  0-,=  —  <»  ttui  «*  Wu^ 
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•     „  _  1     1/2  f  OS  I  ^,  —  2  cns  ta, 

3)  G^'=^~-  -_^^.  =.  -   -  ■-,  • 

^  '■*«     J' cos  I  dj  —  i  *m  1 9^ 

Geht  die  laogreene   darcli  den  Nallpunkt,   so  ist  9^  =  0,    ia^  =  7t,    and 
es  wird 

'■^      //cüs  id,  +  cos  Wj 
Gebt  nun  die  Isogroeoe  sowohl  durch  den  Pol  J',  wie  durch  einru 

bolii'higen    Fnokt    der    Kugel  Oberfläche    ^«t,    (u«=-q-,    «Pm*    bo    ninsit   sie 

gleichzeitig   den   Gleicbangen  1)   nod    3)    genügen,   woraus   vich    ergiebl 
(Fig.  2^ 

5)  i  si>ii'&,[ros  ('!)■„  —  i  swi(^„^  —  sin  a,  ros((ft  —  tpm)  =  0. 
Gebt  aber  die  Isogrecoe  durch  den  Pol  ^  und  einen  beliebigen  Funkt 
der  Kugeloberfiftche,  f»o  muss  der  Pankt  i  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
auf  der  Ebene  tpm  =  Cotist.  Iseokrecht  steht  und  diese  iu  der  Geraden 
0(  schneidet,  wo  01  senkrecht  auf  der  Mitte  von  m /f' errichtet  ist,  d.h. 
er  mnas  liegen  in  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  auf  der  ' 
Ebene  <p„  =  Consi,  senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  in  demselben 
Winkel  iff  wie  die  Gerade  oi  gegen  die  Axe  geneigt  ist.  Verbindet  man 
femer  den  Pnnkt  m  auf  der  KugeloberfiSche  mit  dem  Nullpunkte,  lo  ist 
anch  om  in  einem  gewissen  Winkel  x  gegen  die  Axe  geneigt,  and  awar 
ist  ;[  =  2'^.     Ferner  ist 

wo   Xm,  ym   die  rechtwinkligen  Coordinaten    den  Vanktes   9m^    10^=^-, 

qpn  und  r^  seine  Entfernung  vom  Nullpunkte. 

Benutzt  man  jetzt  die  Rplationsformeln  zwischen   den  rechtwinkligen 
und  dipoiaren  Coordinaten  (§  1,  4  der  Abhandlung  des  Herrn  Nenmann) 

e  1  sin  I  & 
cos  1 9  —  vos  b) 

^.  j  ^  •*'"  •»  ''0*1' 

6)  \      y  —  "1 
'                  CtiS  1  &  —  cos  0) 

c  sin  a  sin  <p 
cosi9  —  c.oxm^ 

und  bedenkt,  dass  in   unserem  Falle  (Om  =  „    und  r^  =  e  iet,  sowie  das« 

der  Winkel   %   ^**i   ^^'^  liotation   nm  die  Axe  sich  nicht  ändert,    dass  (^^-^ 

also  von  qs  unabhängig  ist,  so  wird 

I  isini^a, 

stny  =3 ,  c»Sy  =  — 

,  ,.                                      cosiöm'  rus»»„, 
and  hierauB 


ron  Dr.  G.  Lrohhardt. 
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Mt/9.  = 


l«>liOu,= 


sin  2 


ro«f  9«,  —  ij'/J  I  ft«,  = 


3— rMx 


'«ff  2  ='"I'*^' 


rolche   Bclaiion  mkD   ancb   direct  nqs   der  Fi^jor  ableiteo   kAQD,   weoQ 

bedenkt,   das»  cotiO  —  i Hin {&=€*  =  —  =  - —  i»t.     SeUt  mao  dud 

liaaen  Werlli   in  5)  «io,   bo  gebt  die  Gleiclmng,   wenn  man  0|,  Uj,  lp^ 
(»llgeniein  mit  &,  o,  ip  and  9?ni  mit  gr'  beK«tcbDet,  über  in 

nnJ  dies  ist  die  Olt^icbung  einer  jinf  d«r  Ebene  tp'^^  Conti,  ieukreclit 
■trbendf'D,  durch  den  Kullpankt  gebenden  und  im  Winkel  V  gegen  die 
Axe    geneigten   Ebene. 

Amt  dieser  Olnicbnog  lüsst  fticb  durcb  Sjiecialisiren  einr  Roibfl  wei- 
irter   Forioeln   l'ür  geomotriscbo  Oiibildo  abli^iten. 

Wild  in  7)  91' c=  0  oder  =  n  und  betrachtet  man  ala  die  feste  Mori- 
(lianrbeoe  ^»0  die  obere  Halbcbene  der  Zeichnung ,  so  ist 

^  j  I  sin  i  Ö  tag  ^  +  sm  tacostp^O 

die  Gleichung  einer  auf  der  oben-n,  resp,  unteren  Halhehfuj«  der  Zeich- 
nnng  seuhrecbt  stehenden,  durcb  den  Nullpunkt  gebenden  und  im  Win- 
k«>l  V  gegen  die  Axe  geneigten  Ebene,  und  zvar  ist  in  9)  das  i^  eut- 
gegeogeaetxt  gleirh  dem  in  S)  anfiretenden  v* 

Wird  in  7)  v  ^^  "o"  oder  =  -;p,  an  ist 

>  i*ini9tng^lf  +  sintasintp^^O 

du  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  i]»'=  -5^  r«»p.  «=  y   »eokrccht  «tehen* 

dm,  durch   die  Syinmetrielinie  gehenden   nnd   im  Winkel  t^  gegen  die 
Aie  geoeigteu  Ebene. 

8cm  man  fetner  in  den  letsten  vier  Formeln  9=0,  so  ist 
Sah 


^•1 


i  tili  i  &tagV  +  si"  »  =  0 


^ '"'Wchong  einer  in  dftr  oberen,  renp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
""fliegenden,  dnrch  den  NnUimnkt  pebenden  nnd  im  Winkel  v  gegen 
•f'p  At(<  gponigteti  Geraden,  und  I  finiiHagiif^Q  oder,  da  ip  einen  von 
.Voll  Vflrtchiedeaon  Wertb  besitzt, 

'*ffithnog  iJer  Sjruimtftritilinie. 


flr.  0 


<ä^ 
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Setzt  man  ferner  in  10)  V  —  'ä  o^^^i*  i°   H)  V  =  -^y  >o  erhSlt  nwa 

wieder   die  Gleichungen   8a)   nnd  9a).     Dieee  so  entstandenen  Gersden 

liegen    aber    in    den    Ebenen    9>'=-k-  resp.  =  »-.     Die  Gleichung  üner 

dnrcb  den  Nullpunkt  gehenden  nnd  im  Winkel  V  gegen  die  Axe  geneig- 
ten Geraden   ist   also  mit  Rücknicht  auf  das  Vorzeichen  von  ^  dieselbe, 

mag  sie  in  den  Ebenen  qi'=0  =—  ==n  =  ■^-  liegen.    Und  dies  findet  in 

der  That  noch  allgemeiner  statt.  Denn  da  bei  der  Rotation  einer  sol- 
chen Geraden  am  die  Äxe  sich  weder  oi,  noch  ^,  noch  ^  ändert^  so 
kann  noter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  von  if>  diese  Gerade  auf 
einem  Kegel  liegen ,  welcher  darch  Rotation  der  Geraden  um  die  Axe 
entsteht.     Die  Gleichung 

1 2)  i  sin  i  &tag^  —  sin  lo  =  0 

Stellt  also  nicht  nur  eine  Gerade,  sondern  auch  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  im  Nullpunkte  und  der  OefFnung  2if''dar.  Doch  ist  su  berUek- 
siehtigen,  dass  i|/  für  Punkte  oberhalb  der  Axe  positiv  und  fUr  Funkte 
unterhalb  derselben  negativ  zu  nehmen  ist. 

Man  kann  dasselbe  Resultat  auch  direct  aus  7)  ableiten.    LKsst  man 
nämlich  dort  ip  mit  9>'  zusammenfallen,  so  ist 

I  sini&  tngtf/  —  Ärnm  =  0 
die  Scbnittgerade  der  Ebene,  welcho  durch  7)  dargestellt  wird,  und  der 
Ebene  (p'=Const.  Hier  aber  sind  (p  und  cp'  fortgefallen,  und  ihre  Wir- 
kung äussert  sich  nur  in  dem  Vorzeichen  des  Winkels  i^,  so  dass  in  der 
That  die  Gleichnng  dieser  Sctmittgeradeo  unter  Berflcksichtigung  des 
Vorzeichens  nicht  geändert  wird,  wenn  man  <p'  und  damit  gleichzeitig 
auch  (p  von  0  bis  2ir  varüren  lässt. 

Wird   in    der  Gleichung  12)   des  Kegels  if»  =  0  oder  =n,   so  erhält 
man 

13)  '    siu  ft)  =  0 

als  Gleichung  der  Axe.  Da  nun  ta  von  0  bis  n  varüren  kann,  so  folgt 
0)  =  0  oder  =n,  und  zwar  ist  co  =  0  für  alle  Punkte  der  Axe  ausserhalb 
A  A'  und  =^  Tc  für  alle  Punkte  derselben  innerhalb  .4^',  so  dass  smu^O 
in  der  Tbat  die  Gleichung  der  ganzen  ins  Unendliche  laufenden  Axe  ist. 

Wird   in   12)  ff;^-~,   so   ist  wieder  9  =  i)  die  Gleichung  der  Sym- 
metrieebene. 

§  2.    Terallgemeinernng. 

Betrachtet  man  in  der  Gleichung 

i  sin  i  &  lag  ^  —  Sf'n  w  =  Ü 
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aluHKeb«  drei  Gössen  d,  a,  ^  als  variabri,  so  erhält  man  sttmmtitcbe 
hakt«  des  KtTune«.  Nimmt  man  bier  diejenfgen  bersas,  «elcbp  gleiches 
7:^^,  so  f^rhält  mnn  <*tnpn  Ke^t>1;  nimmt  man  ferner  Hiejenigen 
.  «etclie  g1pich<?6  u  tif*eitz{>n,  sn  ein  Couotd,  nod  endlich  diejeni- 
velche  gleiches  &  besiizea,  so  eine  Kugel.  Die  Gleichung  1)  stellt 
oichl  Dur  einen  Kegel,  enndern  nnsserdetn  noch  ein  Conoid  and 
Ku^el  dar,  je  nachdem  n  oder  w  oder  &  nlo  couslant  bolrachtet 
fiid  Briogl  man  in  diesen  drei  FKlleib  die  constanlen  Wertbe  auf  eine 
Seile,  so  ist 

J]  T ~  =  t«gi>  die  Gleichnng  eines  Kegels  (i^^Cwn*/.), 

i)  tun i9iag^=  $1110»  die  Glelchong  eines  Conoide  {ta^Coast,)\ 
<}  — =ijwiiö  die  tileiehuDg  einer  Kngel  (d  =  Cowf.). 

Di*  Gleichnngi-n  2)  bis  4)  kann   man  aneb  durch  folgende  Butracb- 

'iB&gen  gewiuDeo.      Sieht   man    die  Kbene   dor  Zeicbanng  aU  J^-Ebene 

u.  betrachtet   in   der  ^yi- Ebene  einen  Kreis  mit  dem  Kadias  r,   dessen 

ltiitr||)unkt   auf  der  Axe   liegt,   und   verbindet  man  einen  Punkt  dieser 

Kmti»erijiherie  mit  dem  Nullpnnkte  durch  eine  Gerade,  welche  im  Win> 

M  v>  ^geo    die  Axe  geneigt  ist,   so  ut  la^r^t'—  — ;  nnd   da  r  bei  der 

um  die  Axe  ebenso  wie  v  und  x  conslant  bleibe,  so  ist 


Sinnt 


i  sin  i  9 


ßftrichtet  man  jetzt  eine  Reibe  solcher  Kreise ,  so  ist  die  Envcloppo 
■in  Ktfiti-,  welche  gliMclie«  «/  bouilzeii,  ein  Kegel  mit  der  S^ltse  im 
Aollputiktc  und  lii-r  Opil'naiig  2i^,  derjenigen  Kreise,  welch«  gluichwi  oi 
Eilten,  ein  Conoid  and  derjenigen  von  gleichem  d  eine  Kngel,  wie  in 
^>n  Gleicbungf'n  2)  bis  4). 

In  der  (ilelchung  i  xini^  tag^  —  siniits=Q  fasse  man  ^  als  eonstant 
■Kf,  belnu-lite  dieselbe  albo  als  Gleichung  einer  Geraden.  Haben  zwei 
^kt«  derselbeD  gleiches  i',  do  ist,  wenn  man  die  u- Coordinate  des 
nira  Fmiktes  mit  «i,  die  des  andern  mit  w,  bexoicbnet,  xinto^  sinta^^ 
^■•fniwedcr  aij  =  «.  die  bt^iden  Punkte  fallen  zusammen,  oder  ta,  ^n — ta. 
Eilbit  üieb  auch  geomf-trii;ch  leicht  ahlciien,  das»,  wenn  zwei  Punkte 
*■>(  eiimr  dnrcb  den  Nul))innkt  gehenden  Geraden  gleiche-«  &  liesilzen, 
••iwhtn  ihren  lo-Coordinaten  die  Heziehnng  gilt  oi,  es  s  — »,  womue  »ich 
"^t  äcbwterigkeit  die  weitere  Relation 

r.r,  ~e* 

^'^i,  wo  r  und  r,  die  Kadü  vectöres  der  betreffenden  Punkte  sind. 
^khv.  Pankte  nennt  man  bekanntlich  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
*>»  Sät/ia»  /■  coujagirte  Pankte,   nnd  ich  will  die  ConoiAft,  fc-al  ^«ä«». 


354  GniD^stige  einer  Dipolargeometrie. 

Wird  in  den  letzten  Wer  Formeln  noch  qv^O,  bo  iat 

8a))  isini9 sinii;  +  sinm  cos^        p 

9  a)  f  (cos  i9  —  cos  (o)  sin  tf»  e 

die  Gleicbnng  einer  in  der  oberen,  resp.  nnteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung im  Abstände  p  vom  NnUpankte  die  Aze  ecbneidenden  und  im 
Winkel  -^  gegen  dieaelbe  geneigten  Geraden,  und 

10a)  i  isini9        ^p 

lla)(  CQsi^  —  cosm       e 

die  Gleicbnng  einer  im  Abstände  p  vom  Nnllpnnkte  znr  Symmetrielioie 
parallelen,  d.h.  auf  der  Aze  senkrechten  Geraden. 

Bemerkt  man  noch,  dass  man  die  Gleichungen  8a)  und  9a)  auch 
direct  aas  7)  ableiten  kann,  indem  man  dort  tp  mit  tp'  zusammenfallen 
läsBt,  so  erhält  man  dort,  analog  wie  dieselben  Formeln  des  §  1,  nicht 
nur  gerade  Linien,  sondern  anch  die  dnrch  Rotation  derselben  nm  die 
Axe  entstehenden  Baumgehilde  darstellten,  das  Resultat,  daas  die  Gleicb- 
nng 8  a)  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  ^  einen  Kegel  mit  der 
Oeffnung  2i^,  dessen  Spitze  in  der  Entfernung  p  vom  Nullpunkte  auf 
der  Axe  liegt,  und  10a)  eine  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  auf  der 
Axe  senkrecht  stehende  Ebene  darstellt,  und  zwar  ist  in  8a),  analog 
wie  vorher,  das  iff  ftir  Punkte  oberhalb  der  Axe  positiv  und  fUr  Pnokte 
unterhalb  derselben  negativ  zu  nehmen. 
Wird  in  der  Gleichung  des  Kegels 

1  sin  i9  sin  ^  —  sin  ta  cos  »^ p 

{cus  i  #  —  cos  ta)  sin  t/>  e 

iff  =  0  oder  =n,  so  erhält  man  wieder 

13)  sinm  =  0 

n 
als  Gleichung  der  Axe;  wird  in  12)  ;/;=  —  ,  so  ist  wieder 

14)  _J_smi£_^p 

eosi9  —  costo       e 

die  Gleichung  einer  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  auf  der  Axe  senk- 
recht stehenden  Ebene.  Die  Gleichungen  10  a)  und  14)  bedeuten  näm- 
lich nichts  Anderes,  als  x  =  €ijnst.-=p. 

Analog  wie  die  Formeln  des  §  1  im  §  2  eine  Verallgemeinerung 
erfuhren,  kann  auch  hier  die  Formel  12)  nnch  dahin  erweitert  werden, 
dass  sie  nicht  nur  einen  Kegel,  sondern  ausserdem  noch  ein  Conoid  oder 
eine  Kugel  darstellt,  je  nachdem  v,  ta  oder  &  als  constant  betrachtet 
wird.  Doch  ist  zu  bemerken,  dass  ebeneo,  wie  im  Gegensatz  zu  §  2 
die  Spitze  des  Kegels  nicht  im  Nnllpunkte,  sondern  in  einer  Entfernung 
p  von  demselben  auf  der  Axe  liegt,  so  auch  das  durch  12)  dargestellte 
Conoid  oder  bei  constftntem  9  die  K.uf^«\  au^  <6\ii  &\v<^\u««  ^«»ti\^\&»x«i^- 


6) 


2  fia  e>n, 


ecoiMf 


Setxt  tnao  dtesti  Werthe  in  1)  ein,  bezeichnet  »1^,9,  allgeiaein  mit  to9q> 
ttfid   9«.  tfiU  ijfi',  HO  iat 

i «11  i'Ö  «III it  —  fina  cosiip  —  qi')  _  /» 


7) 


dir  Glpichnng  einer  «af  der  Kbcne  <f>'=  Const.  senkrecht  slehenrlen,  im 
Abatande  fi  rom  Nullpanlite  die  Axe  schneidenden  nnd  im  Winkel  1^ 
gegen  dtexelliQ  goiieigteD  £bene. 

Man  kann  diese  Gleicbang  auch  dircct  roh  den  rcchtwinkügeD  Co- 
ordinaten  ableiten.  GpUi  udoilicb  iiiiCßr  Zugrundelegung  eines  ri'cliLwiuk- 
Ugra  CoordiDatctit>y»teuu  die  liogieene  dcrch  den  Nullpunkt  und  einen 
beliebigen  Kannipunkt  x^y^:^,  so  folgt,  wenn  mau  roll  7^:  eioen  Punkt 
der  darcb  7]  dargestellten  Ebene  bezeichnet, 

oditr,  wenn  wir  die  EotFernung  des  Ponktes  x^gyZ^  vum  Nnlli>unklc  mit 
r,  bes«ic1iDfD, 

r  * 

-i-  =  «X, +  ;,,,  +  .-?,. 

an  üt  aber 

t    inao  dies  ein  und  bedenkt,   dau  ebenso  wie  vorher  r,  =:2p(orx 
ud  X^^-'K-  i»t.  »0  ergiebt  »ich 

ji  sin  p  =  X  sin  Hf  —  y  cot  ^  c/>j  qp,  —  !  fos  V  *'"  Vi  1 
und    setzt  man  hierin  noch  für  xyz  ihre  Wertlie.in  dipolareu  Cootdinaten 
nkcb   §  1,  6},  so  geht  die  Formel  in  7}  Über. 

Von  der  Gletclmng  7)  können  }C-izl  di<}(i<>lbeD  Specialfalle,  wie  in  den 
«oxlogCD    Forn>«ln    des   §  1    in    Oetrneht  gezogen   werden.     Wird   in  7j 
0  oder  =»1  so  ist 

i  iiti  i  &  tin  if»  ^T  <fn  m  eot »  ro»  <p  _  p 
[cos  iif  —  coi  w) .  iwi  v  e 

Aic  Gteiehaag  einer  auf  der  oberen,  resp.  unteren  Halbebono  der  Zeich* 
BQDg  arnkfeeht  stehenden,  im  Abstände  p  vom  Nnllpaukte  die  Axo 
•eknfictenden  nnd  im  Winkel  ^  gegen  dieselbe  geneigten  Ebene. 

3n 


Wird   in  7)   ip'< 


,  so  tat 


10) 

11) 


i  fin  1 0  fi'i  W-  +  sin  w  ro*  li»  rin  tp 


{rot  i  d  —  vos  0»)  91"  v  ^ 

die  Gleichung  einer  durch  die  im  Abstände  p  Tora  Nullpunkt«  xor  Sym- 
mrtrielinie  parallele  Gerade  hindurchgehenden  und  Im  Winkel  ^  ^eff^n 
<U#  Axt  gvneigtva  Ebeae. 

MMW«  /.  MBtb*mMUk  m.  rVsU  XiTU.  fl.  % 
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woraus  man  dnrch  Specialisiren  wiedemm  die  analogen  Gl^bilde  erhXlt. 
Im  Besondern  wird  für  qp  =  qp'  die  Gleichnng  eines  Kegels  mit  der  Oeff- 
nnng  2^,  dessen  Spitze  im  Pole  Ä  liegt, 

=  cm  et  sin  1}!  —  stn  at  co$  ^ 

oder 

welche  Formel  ebenfalls  direct  ans  der  Fignr  abgeleitet  werden  kann  und 
^^  ^  =  4~  >°  ^'^  Gleichung  einer  im  Pole  ^'  auf  der  Axe  senkrecht 
stehenden  Ebene  fibergeht 

14)  —  =  co«w. 

§  5.    Gleichung  von  Ebenen ,  welche  der  Axe  parallel  laufen. 

Diese  erhält  man  aus  den  Gleichungen  des  §  3,  wenn  man  in  ihnen 
1^  =  n  setzt  und  gleichzeitig  p  zu  cc  werden  lässt.  Bedenkt  man  noch, 
dass  p  siniff  das  vom  Nullpunkte  auf  die  Ebene  gefSllte  Loth  p'  darstellt, 

so    ist  /■  '^  ' 

sma  cos{tp~<p)  p 

cosi&~-cosa  e 

die  Gleichung   einer  auf  der  Ebene  <p'=  Const.  senkrecht  stehenden  nnd 
im  Abstände  p'  von  der  Axe  mit  ihr  parallel  laufenden  Ebene. 
Wird  in  1)  q;'=0  oder  =n,  eo  ist 

2)  I  sin  Cfl  cos  q> p' 

3)  (  cosi&  —  coS(o       —  e 

die  Gleichung  einer  auf  der  oberen,  resp-  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung senkrecht  stehendon  und  im  Abstände  p'  resp.  — p'  von  der  Axe 
mit  ihr  parallel  laufenden  Ebene;  diese  Gleichung  bedeutet  nämlich  nichts 
Anderes,  als  y  :=  Const.  =  +p'. 

Wird   in  1)   tp'^^-^  oder  =-5-  ,  so  ist 

4)  I  sin  a  sin  q)     p' 


5)  I  cos iit  —  cos  a       —  e 

die    Gleichnng    einer    auf    der    Ebene     <p'^  ir    f^sp-    9''=-q'      senkrecht 

stehenden  und  im  Abstände  p'  resp.  —p'  von  der  Axe  mit  ihr  parallel 
laufenden  Ebene;  diese  Gleichung  bedeutet  nämlich  nichts  Anderes,  als 
z  =  Const.  =  +  js'. 

Wird  in  2)  und  3)  noch  <p  =  0,  so  ist 


2  a)  i  sin  0) 


3a)f 


P 


cosi&  —  cosM      ~~  e 


7oil   Dr.  Cr.  LsOHBiBDT. 


357 


die  Gleichang  einer  im  Atuitande  +^  p  voa  der  Axe  mit  ihr  parallel 
lauraDilcn  Geraden.  In  den  Gleicbougen  4}  tind  5)  kann  qp  otcfat  0 
«erden.     Denn  die  durch  dieae  Glßicbongen  dargcelelIt«D  Ebßoe»  BtoBon 

•enkrcclit  «of  den  Ebeaeo   fp=^~^  reap.  =^t  d.  b.  laufen  parallel  den 

EbeocD   9=0  rrep.  tp-s^n. 

Rchlifislich  erhalten  wir,  analog  wie  Früher,  das  Kefloltat,  dasa  die 
Gleichung 

g,  «nw  p 

cosi&  —  cosm      c 

nicbt  nnr  eine  im  Ahetande  p'  von  der  Axe  mit  ihr  parallol  laufende 
Gerade,  londern  anch  daa  durch  RtiUtiuu  dieser  Geraden  um  die  Axe 
eotatehende  Kaomgebilde  darstellt.  Uic  rormel  6)  ist  aUo  die  Gleich- 
oDg  eines  Kreiecylinders  mit  dem  Badius  p\  deaseu  Azo  mit  der  Axo 
dne  Coordinatensjretems  susauimcußtllt,  und  zwar  ist  //  fUr  Funkte  obvr- 
hftlb  der  Axe  positiv  und  für  Punkte  unterhalb  deräethen  ntsgaLJv  zu 
nelimeD. 

Sptzt  man  in  den  tiloichnngen  dieses  Paragraphen  wieder />'=  4:  r, 
•o  «rhftlt  man  die  analogen  Gebilde  im  Abstaudo  +e  von  der  Axe,  aud 
nibrt  man  alsdann  für  #  sein  Hquivalentps  i  ein,  so  erhält  man  analoge 
Fonuelo  wie  iu  §  -1;  s.  B.  wird  die  Gleichung  des  KreUayltudera  mit  dem 
Radtoa  t 

7)  i»  -  2Jl  [jinw  +  cos»]  +1  =  0 

iwd    hierane 

and    »war  gilt,    wie  aacfa  die  Figur  lehrt,   wenn  i^  and  1,  die  Waraeln 
d2«aer  Gleichung  sind,  die  Boziehnug  il,.l(=l. 

%  G.    Die  d--CoordiJiate  des  ProjeotionBponktei. 

Wird  ein  beliebiger  Punkt  R  anf  die  Axe  zum  Pnokte  C'projicirt,  so 
hinlet  sich  enfort  die  Aufgnh(^  dar,  die  &-Coordinate  diepes  Fiojeetiuna- 
pouktaa  durch  diejooige  des  projicirtou  Punktes  ausaudröckexi. 

Dft  der  projicirte  and  der  Frojeclionspunkt  immer  in  einer  Ebeue 
lIpgVD .  so  fUllt  die  Abhitngigkcit  der  fraglichen  Ausdrücke  von  dem  Azi- 
mnth   fort  nnd   wir  kOnnen   uns  daher  auf  tlie   Bbeoe  be^chrSukou.    Siud 

nnn    tt  tu  diu  Coordiuaten  des  gegebeuoo  und   d,,(a,=       diejenigen   de« 

PtoJcKtionspunktee,   so   ist,   du  beide  Punkte  gleiches  x  besitzen,   nafh 

»I.  «) 

itiai^  ismi9^     i+l»  wenn  ■!>,    innerhalb   A .4\ 

^    e«9i0  —  cosn      cofi^j  Hh  1  {  —  li  wenn  es  ausserhalb  AA"  liegt. 
Eine  der  Form  nach  von  dieser  verschieden«  und  zugleich  der  gf>n 
mctrißcht-a  Caaatruetfon  zugängliche  HelAtioa  zwiHC^en  dfitt  0-Coiitt!i«\».'i.WI 
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beider  Pnnkte  erhält  man  auf  folgende  Weise.  Ist  l  die  0-  oder  1-Co- 
ordinate  des  gegebenen  and  Aj  diejenige  seines  ProjectioDspunkteB,  so  ist 
(Fig.  5) 

*       B^'      '       CA" 


Femer  ist 


^C      e-^x 
,      ^n      e—x 


und  hieraas 


cosa 
cosm 

AC 
AB 

A'n 

J'C 

K  = 

€-\-X 

e  +  T    AB 
e  —  x'~ÄB 


Führt  man  jetzt  für  x  seinen  Ansdrnck  lu  dipolaren  Coordinaten 
nach  §  1,  6)  aod  alsdann  für  %  sein  Bquivaleotes  X  ein,  so  ergiebt  sieb 

welche  Gleichnng  die  Jl-Coordioate  des  Projectionspnnktes  darch  die- 
jenige des  projicirten  Punktes  ausdrückt.  Liegt  im  Besondere  der  ge- 
gebene Pnnkt  auf  einer  Kreisperipherie,  d.  h.  wird  sein  io=-^,  so  ist 

3)  i.  =  A« 
oder 

4)  d,  =2ö. 

Constrnirt  man  ferner  den  d- Kreis,  auf  dem  der  gegebene  Paukt  B 
liegt,  und  ist  D  sein  Mittelpunkt,  so  lässt  sich  geometrisch  leicht  zeigen 
(der  Beweis  für  einen  speciellen  Fall  folgt  sogleich),  das«  auch  die 
1-Coordinate  A  dieses  Mittelpunktes  —  il"  ist;  daher 

5)  i,  =  A, 

d.h.:  Der.Projectionspunkt  eines  Punktes  B  der  Kreisperipherie  o)=  — 

and  der  Mittelpunkt  des  d-Kreises,  auf  dem  B  liegt,  liegen  anf  dem- 
.selben  '^-Kreise,  d.  h.  bilden  mit  den  Polen  Ä  und  Ä  vier  harmonische 
Pnnkte. 

Die  Gleichang  5)  kann  auch  geometrisch  abgeleitet  werden.  Ist  C 
ein  beliebiger  Punkt  zwischen  A^,  errichtet  man  in  C  ein  Loth,  welches 
den  über  AÄ  beschriebenen  Halbkreis  in  B  trifft,  legt  in  B  an  denselben 
eine  Tangente,  welche  die  Äxc  in  D  trifft,  so  soll  geometrisch  bewiesen 
werden,  dass  C  und  D  in  Bezug  auf  A  und  Ä  zwei  harmonische 
Punkte  sind. 

Äua  ^er  .Aeiinlicbkeit  der  Dreieciko  ^GB  \kii&  CBX  lu\%v  \^i&'aii\\Ah 


'  BÄ      CA'      CB 
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BA       CB       AC 


and  aus  der  Aebolichkett  der  Dreiecke  ABC  nnd  ^BD  folgt 

BA  _I>P  _f>A 

'bä'~~dä'^'db* 


7) 
folglich  ans  6) 


aod  aus  7) 


( 

nnd    nnter   BeriicksicbtigQDg   der  Vorzeicbeo,    da   DA'  den   übrigen    drei 
Strecken  entgegea gesetzt  gerichtet  ist, 

aC  _       AD 

~CA  ~~  7d' 

§  7.    Harmonische  Strahlen. 
Die  Gleichnog  §  3,   12) 

I  sin  1'^  sin  tp  —  sin  «0  cos  1^       p  sin^f 
cosi&  —  cosa  e 

betr&cbte  man  ala  Oleicbang  einer  im  Abstände  p  vom  Nnllpankte  die 
Axe  scboeidenden  nnd  im  Winkel  tf;  gegen  dieielbe  geneigten  Geraden. 
'Doch  ist  zn  beachten,  dass  Alles,  was  hier  von  geraden  Linien  gilt, 
KDch  von  den  dnrch  Rotation  dieser  Geraden  um  die  Axe  entstehenden 
Kpgeln  gilt.  Schneidet  eine  zweite  Gerade  die  Axe  im  Abstände  p^  vom 
Xullpnnkte  nnd  ist  sie  im  Winkel  ^^  gegen  dieselbe  geneigt,  so  ist  ihre 
Gleichung 

i  sin  1 0  sin  if ,  —  siM  ü)  cos  t^,  _  Pj  sin  t(i, 
cosi&~  cosfo  e 

Hultiplicirt  man  nun  1)  mit  m,  2)  mit  n  nnd  addirt,  so  ist  die  ent- 
■tefaende  Gleichung  wiederum  die  Gleichnng  einer  Geraden,  welche  dnrch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  bindarchgeht,  die  Axe  in  einem 
Abitande  p,  vom  Nullpunkte  ticbneidet  nnd  im  Winkel  ifg  gegen  dieselbe 

geneigt  ist,  und  zwar  ist 

m  sin  V  +  n  sin  ^^ 


3)  /aff*i  = 


m  ros'tft-^'  n  co»t(»j 


_  mp  sinif)  +  np,  sin^^ 
^  ^^~~     m  sin%i -^  n  sinitfi 

Der  Quotient   —  ist  bekanntlich  nichts  Anderes^  als  das  VerhäUniss 
der  Lotbe,   weiche  von  eiaem  Fankte  der  Geraden  ^o  —  Consv.  wq\  ^w 
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beiden  ersten  Geraden  gefKlIt  eiad.  Ist  endlich  bei  einer  vierten  Ge- 
raden (Vs—  Const.)  das  Yerbältnisa  dieser  Lothe  = ,  so  iat  dieae  be- 
kanntlich der  in  Bezng  auf  die  Strahlen  ^  =  Const.  and  ip,  ^  Conti,  ala 
Grundstrahlen  anf  den  Strahl  '^^=Consl.  bezogene  vierte  barmoniache 
Strahl,  und  zwar  ist,  wenn  letzterer  die  Aze  im  Abstände  p^  vom  Nvll- 
pnnkte  schneidet  nod  im  Winkel  iffg  gegen  dieselbe  geneigt  ist, 

m  Sinti)  —  n  sinM>, 
'  ^         m  cos  i}/ —  n  cos  ti/^ 

mp  Sinti;  —  "Pt  simfj^ 

'  in  sin  t^  —  n  sin  i(;, 

Da  die  beiden  letzten  Strahlen  sich  nnr  darin  von  einander  nnter- 
scheiden,  dass  das  »  des  ersten  entgegengesetzt  gleich  dem  n  des  «weiten 
ist,  so  ergiebt  sich  die  einfache  Constrnction  des  vierten  harmonischen 
Strahles.  Man  fSlle  von  einem  Punkte  des  dritten  Strahles,  sa  dem  der 
vierte  harmonische  gesacht  wird,  die  beiden  Lothe  anf  die  Gmadstrafalen, 
verlängere  das  eine  über  einen  Strahl  hioans  um  sich  selbst  nnd  siebe 
durch  den  Endpunkt  eine  Parallele  zn  diesem  Strahl.  Zieht  man  ferner 
durch  den  Funkt  des  dritten  Strahles,  von  welchem  die  beiden  Lothe 
gefflllt  sind,  eine  Parallele  zn  dem  andern  Ornndstrahl  and  verbindet 
den  Schnittpunkt  beider  Parallelen  mit  dem  gemeinsamen  Sohnittpnnkte 
der  drei  Strahlen,  so  ist  dieser  Strahl  der  vierte  harmonische. 

Wird  T|i=jr,  '/'i  =  -fti  d.  h.  sind  die  beiden  Grundstrahlen  1)  die 
Axc  und  2)  eine  auf  der  Axe  im  Mittelpunkte  des  Strahlen bttschels  er- 
richtete Senkrechte,  so  ist((i3Vj=—    und  tagil/^  = ,   also  ^j^n; — i(»j, 

d.  h. :  Stehen  die  beiden  Grundstrahlen  aufeinander  senkrecht  und  ist  der 
dritte  Strahl  in  einem  Winkel  er  gegen  einen  derselben  geneigt,  so  ist 
der  vierte  harmonische  Strahl  in  einem  Winkel  ( — a)  gegen  denselben 
Strahl   geneigt. 

Wird  P'=Pi,  d.  h.  liegt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Grundstrafale 
auf  der  Axe,  so  wird  auch  p^=p^^p^  =  p,  d.  b.  der  Mittelpunkt  A 
StralilenbüBchels  liegt  auf  der  Axe.  FSllt  dieser  ferner  mit  den  Pole 
yi'  oder  A  zusammen,  was  für  p=+e  der  Fall  ist,  so  hat  man  vier  — ^  j^j 
harmonisclic  Strahlen  in  den  Polen  .4  oder  .-1  als  Mittelpunkt,  welche  iiv  f  in 
gewiesen  Winkeln  ■'/J ,  i/*! ,  Va ,  '•^g  gegen  die  Axe  geneigt  sind.  ConstruirrÄ- J  Jri 
man  jetzt  zu  jedem  dieser  Strahlen  das  zugehörige  Conoid,  d.h.  coiäz»- «un- 
struirt  Conoide  derart,  dass  die  Tangenten  in  den  Polen  A'  oder  A  a  ,«%  aq 
dieselbou  vier  harmanische  Strahlen  bilden,  sind  ferner  o)  und  coj  dr  .^^-KJjp 
Parameter  zweier  solcher  Conoide,  welche  den  beiden  Grundstrahlen  en^c^ot- 
sprechen,  niid  ist  a^  der  Parameter  eines  dritten  Conoids  derart,  iiL'^f^mass 
das  VerhältoiBS  der  Lothe  vüu  einem  TuuV-Ve  tiex  lL%v\^«.\^\ft  d\«««a  Conoi-^Sf/« 


•i 
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if   die  TAagenlen  der  lietden  andeion  Conoids  gefBllt  =—  ist,   so  isl 


8) 


taga^ 


n  ,  — n 

tagi»f=—    und    hl(rio^=a— , 


in  AI  m  +  n  »iaotx 
tagtag=  - — - — '- 

*       m  cofw  +  nco$»^ 

ns    beatiromt   sieb  dchlirsslich  der  Parameter  a^  dcijenigen   Cnnoidg, 

Tangente  in  Bezog  anf  die  dei  CoDoidü   to^s=Cvtisi.  mit  den  Tsd- 

itc^n   ao   die  beiden  ersten  Coaoidp  als  Grandstrahlen   den  vierten  kar- 

lODwchen  Strahl  bildet,  nacb  der  Formel 

m  sin  a  ~'  n  sin  <a^ 

m  eosa—  n  cos toi ' 

Wild    bier    a>=n,    ü)j=:^,    so    ist    wieder 

li.  b.  <a^=:  n  —  ta^.     Ea  ist  aber  in  §  2  gezeigt  worden,  dasa,  wenn  swei 

Pankte   auf   «iner   dorch    den    NnUjinnkt    gi-Iiondtn    Goraden    die    w- f'ö- 

otdinatev   u  und   it—a  besitzen,    »ie    !d    Genii^    auf   einen    Krri»    vom 

fiadin«  <■  coujngirt  «ind,  nnd  die  Conoid«,   an T  denen  di«-»e  Pnnkle  lagen, 

WOD  zwei  iu   Bexog  anf  den  Kreia  coDJngirte  Conoide  genannt  worden. 

fa  sttn  hier  das  eine  Conold  u^^    der  Krcia  vooi    Kadina   e   ist,   so 

■rkalt  man  den  Satz: 

Deaitzen  zwei  Conoide  die  EigeoBcliart,  dass  das  Prodiict  ans  den 

trecken ,  welche  sie  auf  einer  durcli  den  Nullponkt  gcbonddri  Geraden 

■liMbneidüu ,  =^  ixt,  ho  bilden  diu  Tangenten   in  den  Polen  an  diese 

Coboide  in  Bezog  aof  die  Axe  und  der  in  den  Polen  auf  ibr  errich- 

**Uin  Senkrechten  aU  Grandatrablen  vier  barmoniscbe  Strahlen; 

*JBr   kU«er: 

Die  Tangenten   in   den  Polen  an  zwei  in  Bezog  anf  einen  Kreia 

^otn  Undioa   e  eonjogirte  Coooiden   bilden    mit  dar  Tangente  an  den 

^T«ij  lind  der  Aze  ata  Oruiidatrablen  vier  baroionifiC^e  Strableo. 

Dt  die  Gleichung  1)   diesPH  Paiagi'apben ,   von   der   wir   anügingen, 

««tit  nur  eine  Gerade,   aoudera   ancli  einen  Kegel  darstellt,   bo   gelten 

*■     «tltallencu   K<'Bult»t»   auch    von    den    durch  Uotalton    dieser  Geraden 

*"*    die  Axc   eutslehcnden  Kegeln.     Haimoniscbe   Kegel  hiud  aUo  solche, 

**U:li«  die  EigvQBcbafc  besitzen,  daas  beim  Schnitt  derselben  dnrcb  eine 

^Uekigi   Rbaoe  ^*=Curisl.   in   letzterer  vier  harmonische  Strahlen   ent- 


%  8.   Bohlnssbemerkangen. 

Die   hier  abgeleiteten  Relationea   aind   natürlich  nicht  die  einzigen, 
^^Iche  lieb   aof  die   angewandte  Weise   nnler   Benntznog   des   Begriffes 
***  Itogrei^ne    ableiten   laseen.     Ein    uKberes  Eingehen  auf  die-aen   Punkt 
wda  »hsT  die  Grtroxea  üieser  Artieit  überiichreilcn.     BemotVen  wV^  \0n 


362       Grunäzüge  einer  Dipolargeometrie.  Von  Dr.  G.  Lkonhabdt. 

noch,  dass  bei  der  Anfgabe,  die  dipolaren  Goordinaten  der  Scbnittpankte 
zweier  Gebilde  zu  berechnen ,  sich  bemerkenswertbe  Helationen  ergeben, 
nnd  ich  will  zam  Scbloss  noch  karz  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 
einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  mit  einer  im  Abstände  e 
Ton  der  Aze  mit  ihr  parallel  laufenden  Geraden  ableiten. 

Die  Gleichungen  dieser  Gebilde  sind  nach  §  I,  12)  und  §  5,  7) 

1)  i sini^  sin'xp —  siHfin:osi^  =  0, 

2)  i«-2A[wn»+cosro]  +  l=0. 

Führt  mau  auch  in  1)  für  9  sein  äquivalentes  X  ein,  so  ergiebt  sich 

3)  l*  —  ^lsintocig->\>~\  =0. 

Sind  Jlj  nnd  A,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt  X^,}i^s= — 1, 
wobei  das  Minuszeichen  darauf  hindeutet,  dass  die  beiden  Pnnkte  der 
Geraden,  welche  zu  gleichem  to  gehören,  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Axe  liegen. 

Die  Jl- Coordinate  des  Schnittpunktes  der  Gleichungen  2)  und  3) 
musB  beiden  Gleichungen  genügen,  woraus  unmittelbar  folgt 

4)  iaga=2tag*'^. 

Bringt  man  ferner  die  beiden  Gleichungen  auf  die  Formen 
2a)  i}  -  2k  costo[l  +  taga]  +1  =  0, 

3  a)  iL'  —  2  A  cos  Ca  tiig  oa  ctg  ff/  — 1=0 

nnd  setzt  für  tag  ca  seinen  Werth  nach  4),  so  erhält  mau  nach  einigen 
kleineren  Rechnnngen 

j_  1  +  2  tag'^  +  2ttigjl;  _  ] -f  sih'v  +  sm2t;^ 
^  ~  1  +  2  lag^  1^  —  2l^g  V  ~  1  +  S'"^  V  —  «'■"  2  tf; ' 

d.h.  die  a-  und  A-Coordiuate  des  Scbnittpuuktcs  beider  genannten  Ge- 
raden  bestimmen  sieb  usch  den  Formeln   4)  und  5). 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  co-  und  A-  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  einer  durch  den  Pol  A  gehenden  und  im  Winkel  i/^  gegen 
die  Axe  geneigten  Geraden  mit  einer  im  Abstände  e  von  der  Axe  mit 
ihr  parallel  laufenden  Geraden  aus  den  Formeln 


6)  {agm  = 

7)  A*  = 


1  —  sin  2  r{i 

1 

1  —  2  sin  2  T^  +  4  siti^  if/ ' 

Durch    analoge  Verfahrnngs weisen    erhält    man    die  Coordinaten    der 
Schnittpunkte  zweier  beliebiger  (icbilde. 
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r 
I 


L    Die  WechBelbezlehQDg  zwiioben  einem  Batze  von  Cbasles  und 
von  Steiner  nebst  einigen  daraiiB  flieesend«n  geometTUchen  Relationen. 

StAtoer  faal  bewifsiMi,  daas  zwei  Tripel  eines  K^gelscliuitteft  in 
»Ineni  Keg«1sc1)Dltt  enthalten  sind,  -ood  CItafilf'A,  Hasm  eiu  PHtr  von  je 
drei  Pnnlcten  cinca  Kcgelfichoittes  atcts  «Ig  Tripel  eines  KrgcIdcUnittcB 
MfgcfMBMt  werdra  köonen.  Der  ZnnitniinAnhang  dienor  Slitxn  stellt  iiicli 
ta   rollender  etnraclien   Porm  dar: 

Sind    JC  —  0,   y^O,  z—O   drei  Gerade,  deren  gegenteilige  Darcli- 

aitte   drei  Ponkte  beatimmen,  so  iit  jeder  Kegelschnitt,  welcher  durch 

dies«  Punkte  hindurchgehl,   in  der  Form  eelbalten  a-y/  +  yrm+ ;xm  =  0, 

Ffthrt    ciieiicr  Kegrlsrhnitt  durch  die  Ecken  rines  Ureieckti,   welches  dnrcb 

e  Geraden   {=^0,   ii  =  0,  t—d  bestimmt  ist,   so  rouM  er  ancb  in  der 

onn     ^r}  f'-i- fj^V ■{■  l^lf^=  0   darstellbar   sein.     Es   mata   also    die   eloe 

ertn    in   die  andere  durch  die  lineare  Suhstitution 

«  =  «I { +  ^i »7  +  Xi 5.   y  =^ «it  +  A»?  +  ri£i    « =  «1^  +  (^ii?  +  ys t 

nefornilrbar  sein,  nnd  du  erTordeit 

Bf,  «j  ^  +  er,  OTj  m  +  c,  ff,  ri  —  ü , 

ist  (lemnaeli  die  Bedingung  dafür,  da»»  eiti  Paar  von  je  drei  Punkten 
einom  Kegehichnitt  enthalten  sei,  auidtUckbar  durch 

X)  ftft.  ßtßs>  ßA   =0- 

Sollen  auderereeits  die  durch  a;=0,  y=0,  z=0  beschriebenen 
Piinlcte  Tripel  eines  Kegelacbuittee  sein,  so  mnsa  derselbe  sich  In  der 
Form  darstellen  j*«  +  !/*h  +  t'c  =  0.  Bilden  fQr  diegen  Kegelechnitt  auch 
dir*Pnokt«,  welche  durch  |  =  0,  J7  =  0,  £■=<*  ihrer  Lage  nach  gpgebt^a 
sind,  ein  Tripel,  au  muss  dieser  KngelscIiniU  aaoh  in  der  Form  |*j4 
■^  fj* B  +  t' ^- ^  ^  OfHcht^inPu  knnnen.  Eh  mnn»  demnach  durch  diettelbe 
ÜAeue  Substitution  jeuer  Form  in  diese  Uberfiihrbar  eeiu^  und  daa  ist 
onr  mdgUebf  vreaa  folgeade  GleicbnDgen  stattbabea'. 
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Die  Bedingang  dafür  also,    dass   ein  Paar  von  je   drei  Punkten  Tripel 
eines  Kegelschnittes  aind,  spricht  sich  in  der  Gleichnog  ans 

Vergleicht  man  die  Determinanten  \)  und  II),  so  erkennt  man  sie 
sofort  als  ideutiech,  sobald  man  aus  jeder  derselben  die  Factoren  ^'|^a^a^ 
ßißtßsi'iyiYa  heraushebt;  denn  jede  derselben  zerlegt  sich  in  ein  Prodtiet 
aus  diesen  Factoren  und  der  Determinante 

111' 


HI) 


i    i    i 

ßi'  ß.'  ßs 

i    i    1 

Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Paar  von  je  drei  Paukten  Tripel 
eines  Kegelschnittes  sind,  ist  also  identisch  mit  der  Bedingung,  daes  ein 
Paar  von  je  drei  Punkten  in  einem  und  demselben  Kegelschnitt  enthal- 
ten ist.  Ist  jene  erfüllt,  so  ist  auch  diese  erfüllt,  and  umgekehrt,  findet 
diese  statt,  so  gilt  auch  jene;  der  eine  Gedanke  drückt  den  Satz  von 
Steiner  aus,  der  andere  den  von   Chasles. 

Ist  die  Determinante  III)  gleich  Null,  so  ist  a:b:c  eindeutig  durch 
die  Substitütionscoeföcienten  ausdriickbar,  d.  h.  ein  l'aar  von  je  drei 
Punkten  auf  einem  Kegclecbnitte  S  bestimmt  eindeutig  denjenigen  Kegel- 
schnitt A',  für  welchen  jenes  Paar  von  je  drei  Punkten  ein  Tripelpaar 
ist.  Zu  jedem  Punkte  p  auf  S  ordnet  der  Kegelschnitt  A'  eine  reciproke 
Polare  P  zu,  welche  S  in  q  und  r  schneiden  möge.  Dem  Punkte  g  ent- 
spricht als  reciproke  Polare  in  Bezug  auf  K  die  Gerade  0,  diese  geht 
durch  p  und  schneidet  f  in  r, ,  so  dass  p,  q,  )\  ein  Tripel  für  Ji  bilden. 
Diese  drei  Punkte  müssen  also  mit  einem  der  obigen  constitairenden 
Tripel  in  einem  Kegelschnitte  liegen;  da  dieser  aber  mit  .S'  fünf  Punkte 
gemein  hat,  nämlich  die  Punkte  eines  Tripels  nebst  f>  nnd  </,  so  mass 
auch  Tj  in  5  gelegen  sein,  d.h.  es  muss  r,  mit  r  zusammenfallen.  Wenn 
demnach  auf  einem  Kegelschnitte  S  zweimal  je  drei  Punkte  willkürlich 
angenommen  worden  sind,  so  lassen  sieb  vermittelst  Ä'  die  Punkte  von 
6'  in  eindeutiger  Weise  zu  je  drei  Punkten  so  ordnen,  dass  je  ein  Glied 
des  Drei  Punktsystems  ein  Tripel  für  Ä*  ist. 

Polarisirt  man  dieses  Tripelsystem  auf  K,  so  geht  jeder  Punkt  einei 
Tiipels  in  die  ihm  gegenüberliegende  Tripeigerade  über,    es  tranaformirt 
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«Uo  jftd««  Tripel  in  «icb  lelbst,  nnd  man  erkennt,  dass  jedes  Tripel 
lem  Ke^Ucboitt   S'  am geecb rieben   ist,   wo  S'  das   polarldciie  Gebilde 
IB   5  bedeatet. 

In    engem    ZuMtamenbange    btermit   «(cht    ein    Salz    van   Ponculel. 

rann   nätnlich  p,   ?,  r  ein   Dreieck  beiitiiumen ,   welcbea  5  einfieachrieben 

id  S' umgeschrieben  !it,  so  lassen  sich  von  einem  betiebif^en  Punkte  p^ 

KegplsclinitteB  S  awei  Tangenten  an  ft"*  zjeben,   welche  S  in  9,  und 

sctiiietdea;'  die  drei  Paukt«  /»j,  y,,  r,   aber  geben   mit  f>,  g,  r  zueam- 

rn    Veranlacsnng    za    einem   Kegelschnitte   A',    fHr    den    aie  Tripel  sind. 

i«de  Tripel  sind  nach  Obigem  einem  Kei^elscbnitt  nmge»chrieben,    und 

ilcnelbe  mit  S'  fünf  Tangenten   gemein   bati   utt   ist  er  mit  S^  ideu- 

ob;    also    ist    ancb    daB   Dreieck    p^,  Vn  ''i   ^^^   Kegelschnitt   S"   nm- 

icbrinben.     Der   Poncplet'ache  Satz,   welcher   hiermit  begründet  ist, 

it   sieb   demnach  mit   folgendem  Zasatz  aussprechen : 

lat   ein  Dreieck    einem  Kegelschnitt  eingOBcbrioben  nnd 

ioem    zweiten    Kegelschnitte    umgcäcbriehen,    so    lüsrit   sich 

[od  Jedem  Punkte  dos  ersten   aus  ein  Dreieck  dorn  einen  ein- 

^ai  dem   andern  umzeichnen,   nnd   alle  diese  Dreiecke  sind 

Tripel  eines  nnd  desselben  dritten  Kegelschnittes. 

Polarisirl  man  die  Srliaar  der  Tripel,  welche  auf  S  gelegen  sind, 
[■«f  5  selber,  so  entsteht  eine  Schaar  Dreiecke,  welche  einem  Kegel- 
|sA&ttte  5"  eingezeichnet  sind.  Mit  Uilfe  dieses  Kegelschnittes  S"  kann 
tu  n  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Kegels« hnitlea  5  die  beiden 
hikle  h  nnd  c,  welche  mit  n  ein  Tripel  aosmachen,  wie  folgt,  hestim- 
•n.  Uao  lege  in  a  an  S  die  Tangente  ^,  diese  schneidet  S"  in  zwei 
f^kien,  ond  von  diesen  laufen  ausser  A  noch  zwei  Tanger^icu  B  und 
t  «a  !>;  diese  berühren  £  in  den  gcsnchten  Punkten  A  und  r.  Nimmt 
Md  im  Besondem  a  \n  einem  Grnndpunkle  von  S  und  -'>'  an,  so  Über* 
ini|;t  man  nlcii  leicht,  dnsa  einer  der  beiden  Punkte  h,  c  mit  a  za^ara* 
AnfHllt,  d.  h.  dio  Polare  von  o  in  Bezug  auf  iC  geht  durch  a  selber, 
t^  a  ist  auf  A*  gelegen.  Der  Kegelschnitt  i^  gebt  demnach  durch  die 
^  Grnndpunkte  des  Büschels,  was  durch  S  uod  S^  bestimmt  wird. 
•ÜB  iliivcr  Kigenscliaft  soll  noch  für  räumliche  Gebilde  eine  Anwendung 
piucbt  werden. 

Dis  Sjitem  der  conjagirteo  Durchmesser  einer  FIScbe  zweiten  Grades 

«tä«  »uf  der  nuendlicb  entfernten  Ebene  ein  Tripclaystem;    fUr  dieses 

irr  K^'gelsebnitt  Grnndkegejscbnitt,  In   welchem  der  Asymptotenkegel 

]tG?  Klieue   trilTt.     K«  lit^gen   demonch  sowohl  ein  Paar  von  je  drei  cnn- 

jigtnno  Dnrcbmessem   In   einem  Kc^rel   zweiten  Grades,   als  auch  knnn 

'^  i>diebigeB  Paar  von  je   drei  Erzeugenden  einer  solchen  Kcgelfl&cbe 

Paar   coojngirter   DurcbrnpsHOr    einer  Klifebe    »weiten   Gradm   hd- 

werdeo.     Da£  System  der  conjugirten  DaTC^imrencT  \rt  mV  öÄeftct 
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Wahl  eindeutig  bestimmt,  die  FlAchen  zweiten  Grades  aber,  denen  dieses 
System  angehört,  sind  unter  sich  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

Liegen  im  Besondern  in  einer  KegelSäche  zweiten  Grades  drei  Nor- 
malstrshleo,  so  Iftsst  sich  um  die  Spitze  des  Kegels  eine  Kugel  legen, 
und  fllr  diese  sind  jene  Normalstrahlen  conjngirte  Durchmesser.  Diese 
Kugel  schneidet  die  unendlich  entfernte  Ebene  in  dem  imaginären  Kngel- 
kreise,  und  dieser  ordnet  auf  dem  Kegelschnitte,  in  welchem  die  Kegel* 
fläche  jene  Ebene  durchsetzt,  die  Punkte  zu  je  dreien  derartig  an,  dass 
je  drei  derselben  Tripel  für  den  imaginären  Kngelkreis  bilden.  Die 
Strahlen  nach  den  drei  Punkten  eines  Tripels  sind  conjngirte  Durch- 
messer der  Kugel,  stehen  also  senkrecht  auf  einander.  Liegen  also  drei 
Normalstrahien  in  einer  KegelflKche  zweiten  Grades,  so  giebt  es  eine 
ganze  Schaar  von   Normalstrahlen  in    dieser  Kegelfläche. 

An  diese  Relationen  rousste  zuvor  erinnert  werden,  um  eine  Eigen- 
schaft des  geradlinigen  Hyperboloids  zu  beleuchten,  welche  mit  obigen 
Betrachtungen  eng  verknüpft  ist. 

Drei  Erzeugende  einer  Schaar  eines  solchen  Hyperboloids  Cj,  Cj,  Cj 
bestimmen  drei  windschiefe  Gegenkauten  eines  Parallelopipedons,  dessen 
Ebenen  Tangentialebenen  der  Fläche  sind.  Denn  eine  Ebene,  welche 
eine  Gerade  in  sich  enthält  und  parallel  der  zweiten  läuft,  schneidet  die 
dritte,  und  die  Gerade,  welche  dnrch  diesen  Schnittpunkt  parallel  der 
zweiten  läuft,  liegt  ganz  in  dem  Hyperboloid,  da  sie  drei  Punkte  mit 
ihm  gemein  hat;  man  gewinnt  also  drei  neue  Gerade  C,,  G  ^,  C,,  welche 
bezüglich  mit  C, ,  Gg,  Cj  parallel  laufen.  Diese  bestimmen  ein  Sechseck, 
welches  dem  Hyperboloid  aufgezeichnet  ist;  je  zwei  aufeinander  folgende 
Kanten  dieses  Sechsecks  bestimmen  aber  jene  sechs  Tangentialebenen, 
welche  das  Parallelopipcdon  begrenzen.  Ein  solches  Parallelopipedon 
kann  als  dem  Hyperboloid  umgeschrieben  bezeichnet  werden. 

Die  Ebene  durch  zwei  parallele  Gegenkanten  desselben  ist  eine 
Tangentialebene  des  Hyperboloids  in  einem  Punkte  der  unendlich  ent- 
fernten  Ebene,  berührt  also  den  Asymptotenkegel  längs  einer  Geraden, 
welche  mit  den  Gegenkanten  parallel  läuft,  und  umgekehrt  schneidet 
jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  aus  dem  Hyperboloid  zwei 
parallele  Gerade  aus.  Jedes  dem  Hyperboloid  in  obigem  Sinne  nin- 
gescliriebene  Parallelopipedon  giebt  also  Veranlassung  zu  drei  Kanten 
des  Asymptotenkegels  I\,  /j,  /j,  und  umgekehrt  bestimmen  je  drei  Kan- 
ten (liesRs  Kegels  ein  «olcbep  Parallelopipedon,  welcbrs  dem  Hyperboloid 
unigesclirieben  ist. 

Die  Berüluungsebenen  längs  jener  Kanten  J",,  F^,  F^  schneiden  sich 
in  drei  neuen  Geraden  }>,,  y^,  y^,  und  diese  sind  die  Diagonalen  der 
sechs  diametralen  Ecken  des  Farallelopipedons,  welche  auf  dem  Hyper- 
boloid gelegen  sind. 
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Verglpiclit  idad  onn  irgend  »«ei  Paiallelopipoda,  welclie  dem  Hyper- 

ilotd    io   obigem  Siane   u  mg  es  cli  riehen  sind,   lo  eutiiprrcbea  diesvo  ein 

r»«r  Too  JB  drei  Strahlen  in  der  Flache  de«  Asymptoteok^geta,   T,,  Tj,, 

,  nnd  /'j,  r'j,  /'j,  lüpHo  geben  «her  wieder  VornnUssmig  zu  den  beiHen 

reik»Dt»B   jr,,  /i,  /i   und    y\,  /|,  y\^    welche   mit  ibren    Spilenflücbeu 

JUjrmptotfinkeg«!   berülireri- 

Die  Geradeo  j^, .  ^,,  y^  und  /,,  y\,  y\  liegen  n&ch  Obige-m  in  einem 
el  xwciteu  Grnd«s,   welcher  die  Dnendlich  ontrenite  Eben«  in  «inem 
f(vl»chnitt    S'  Rcbncidct.      Dieser    Kugel    xweiten   Grades   bestimmt    mit 
l«n  llypi'rbolnid   eine   Runnicurve  vierten  Grades,  und   diese  Htiumcurve 
■itileo  GfAdes  durchsticht  die  nncodlich  ferne  Ebene  in  den  vier  Funk- 
tfS,  io   welchen  der  vom  Asymptoten kegelscbuitt  besrimmte  KcgcUchnitt 
S  von  S"  gptriitfen    wird.     Alle  KlAchon    »weilen   Grades,    welche    dnicli 
^«  Raamcarve   geben,   sind   mit  dem  Hyperboloid   concentrigcb;   denn 
fiatt    diT    bindurchgebenden    KegelilÜcben    lint.    ilue   Spitze    im    Oentruto, 
£ttM   aber    und   die    aneuditcb    t'orue    Hbene    uiüoseu    in   Bezug  ruI' jede 
Flltke  der  Scha»r  Pol  und  Polare  hitden.     Die  FlJtcbeniicbaat  schneidet 
ii>  unendlich    entrerute  Kbeue  in    Kegelscbnilteu  dvK   Büschels,    welches 
.4inli  die  (rrundpuukto    von   S    und    .S '  heiiliiaiut    wird,    und    umgekehrt 
hMtimiul  ein  Jeder  Kegelschnitt  dieses  BSschels  eine  eoncenlrische  Flache 
»Mlrn  Grade«,  welche  durch  jene  Raumcurvc  gebt. 

Uuier  die»en  Kogelscbuilten  giebt  e»  aber  nach  iibigon  Entwicke- 
lugni  einen  Kegelicbnitt  ff,  fBr  welchen  die  Schnittpunkte  von  ^^,  i^. 
^1  and  /'i,  /''|i  fj  mit  der  unendlich  fernen  Ebeue  Tripel  bilden;  die 
I[ielil«ogen  dieser  Geradeu  sind  demuacli  aU  cnnjngirte  Kicblungeu  des 
6tieiln  der  FlBcheuicbaar  aufzufassen,  welcboa  durch  K  bestimmt  wird. 
('ir  Kanten  der  beiden  I'arallelopipedn  haben  atga  conjugirle  Richtung 
ftt  iliese  KMcfae,  und  da  diese  Flflube  bereits  sechs  Ecken  von  jedem 
IWlelopipodou  in  aick  eutbklt,  ao  ist  die«  nurmögUeh,  wenn  auch  die 
Sbrijpii  Kcken  in  dieser  FUcbe  F  enthalten  siud. 

Ot  der  KegeUcheitt  A'  die  Puukie  des  Kegebcboitte«  .f  in  Tripel 
*ioet,  KO  gmppirt  die«e  Fliehe  F  die  Geraden  einer  Schaar  dos  Hyper- 
"l^y»  derart,  daas  je  drei  für  F  conjogirte  Richtungen  bilden,  also 
MI  iliDpn  enlsprecheude  Parallclopipediin  der  Flitche  F  eingeHchrieben 
^  Man  erkennt  alao  einen  Salz,  der  mit  jenem  oben  anegosprochcuen 
''oQef let'acheu  eine  gcwinite  Analogie  bietet  und  m  inutet: 

Ein  Paar  vpn  je  drei  Geradon  einer  Kcgelüchaar  des 
°7p^rbolo[dH  bestimmt  in  ein  de  uliger  Form  dieGrnppirnng 
**•  lieraden  dieser  fScbaar  zu  je  dreien  derart,  das«  jode 
'Gruppe  von  je  dreien  mit  deu  drei  ihnen  parallelen  der  an- 
"iB  Schaar  ein  Pirnllelopipedon  ergi^bl,  welches  dem 
^Tparbuloid  umgeschrieben  nnd  zugleich  einer  mitihmcnn- 
"*tfi0eh«a  FlMaho  atre/Ceo   C^rsdo«  ningescliTtela&u  \*l. 
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Ist  das  Hyperboloid  gleichseitig,  d.  b.  sind  drei  Grxfmgende  dei- 
eelbeo  Scbaar  seokrecbt  gegen  einander  gerichtet,  so  giebt  es  obigea 
Entwickelangen  gemäss  eine  ganze  Scbaar  derartiger  Geraden.  Zw« 
Gmppen  derselben  beetimmen  zwei  senkrechte  Parallelopipeda,  die  Fliehe 
F  aber  hat  in  diesem  Falle  ein  Paar  von  je  drei  Normalstrahlen  zn  eoo- 
jngirten  Darchmessern,  ist  also  eine  Kn gel.  Jede  Gmppe  tou  drei  Nor- 
malstrahlen einer  Kegelschaar  des  gleichseitigen  Hyperboloids  bestimmt 
also  senkrechte  Farallelopipeda,  die  einer  Engel  eingeschrieben  sind. 

Dieser  Satz  vom  gleichseitigen  Hyperboloid  ist  Euerst  tod  Herro 
A.  Voigt  im  86-  Bande  des  Crelle'scben  Joornals  synthetisch  entwickelt 
worden,  ich  selbst  habe  ibn  im  16.  Bande  dieser  Zeitschrift  ans  einfmchen 
analytischen  Formen  hervorgehen  lassen,  und  Herr  6.  Baner  hat  in  den 
Berichten  der  Münchener  Akademie  vom  5.  Juni  1880  zuerst  die  gene- 
rellere BeziebuDg  zwischen  den  Geraden  eines  beliebigen  Hyperboloids 
dnrcb  eine  afßne  Transformation  gegeben  nnd  zogleich  dargethan,  daas 
zwei  Farallelopipeda,  welche  irgend  je  drei  Gerade  eines  Hyperboloids 
bestimmen,  gleich  an  Volumen  sind.  Auf  diese  Figenthtimlichkeit  soll 
hier  nicht  weiter  eingegangen  werden;  es  war  nur  von  Interessef  die 
allgemeine  Kelation  als  einen  Ansflnss  der  Sätze  von  Chasles  nnd 
Steiner  zu  kennzeichnen.  Ad.  Schdkamii. 


XXL  Eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  fttnf  Funkten  des  Banmes. 

Bildet  man   aus  je  vier  von   fünf  Punkten   des  Raumes  ein 
Tetraeder  und   bestimmt   den  Potenzwertb  des  fünften   gegei* 
die  diesem  Tetraeder  umgeschriebene  Kugel,  so  hat  das  Pro- 
duct    aus    dieser    Potenz    nnd    rlem   Vol iimen    des   Tetraeder 
denselben    nbsoluten    Zaiitenwcrth,    wie    man    auch    die    ftin 
Punkte  zu  vicron   combiniren   mag. 

Stellt  man  die  Gleichung  einer  Kugel  durch  vier  Punkte  des  Raum^ 
in  Form  der  Determinante   dar 


=  0, 


B<i    iJisst    sich    diese  Determioante    für  jeden  Punkt    (.t,  ^,  :)   des   Ranme^ 
in    ein    Proiluct    von    zwei    B'actoren    zerlegen,    von    denen    der    eine    da^ 
sechsfache  Volumen   des  Tetraeders  ans  den  Punkten   1,  2,  3,  4   darstellt^ 
der    andere    aber  als  die  Potenz   des   Punktes  (x,  y,  z)   gegen   die  diesem 
Tetraeder  unio^e«cljriebene  Kugel  gedeutet  "«CTie\iV».wn.    ■Ä«.'Lfc\t\wi,^\,  Ta».-cw 


ia-i'  +  y,*+V>    -r,, 

yi' 

'l>  1 

1  ^i  +i'i  +  'S  )    ■^'ai 

tfat 

2j,       1 

■'*3    "r.Vs    "T  *3"i      •'"3) 

^3) 

*3»      ^ 

V+y^'+=/.  -»i. 

5'4. 

-Jt     i 

x«  +  y^+:*,     X, 

y. 

"■  1       * 

Kleinere  I^IittbeiltiDgea. 


m^ 


Volaci(*n   d«s  Tetraeders  mit   ''i.s.x.ii   ^Ic  Potenz  des  fUDflAa  aber 
die  dem  Tetraeder  amgVKvicbaeto   Kngcl  mit  P^,  ao  iBt 


«l'  +  i'l*+M*.     -»l.     .V|.     M»      1 

V+^i'+V.  ^»<  i*««  -»'   ' 

'j    +!'3    T*3t      's»      i'a»      *8'      ' 

==6.r,.,.,^4./V 

x,*+y/+Vi    -^i*    Vo    't'    ' 

•V+Sra'+V'    ar^,,    Vft,    ^s.    ' 

Da  QUO  die  Determinante  durch  eine  VcrtauscImDj;  der  lodiccs  Ihrea 
lolutiTD  Wcrlh  niclit  ändert,  so  bewahrt  aucb  das  Pividuct  l''i.?.x,|. /*)! 
ivelben  abKoInten  Werth,  wie  man  aucb  die  fünf  Indicei  permatireD 
Damit  ist  die  obige  Relation  begründet. 

Berlin.  Ad.  Sohdmakk. 


ZXIL    (Teber  die  Krflmmun^  der  Fläohen. 

£•    sollen    im    Fulgeoden    die    Bexiebungcn    zwUcbeo    Jen    FUcben 

cHen  Grade«  anleraocbt  werden,  welche  mit  irgend  einer  FlJlebe  F  in 

hi«m  VieliphigPD    Punkte  Ä   derselben    Ttin    glnichariigcr  KrÜniiniing  eine 

Bttfthniug  erster  iidct   zweiter  Ordnung  haben.      Zu  dte«em  Zwecke  denke 

Ma  »ich  rin  System  von  conrocalen  FIAcben,  (1),  (ft),  [}■),  widcbe  durch 

iu  Gleiobaogen 


l) 


f^ =  1,     X>y>,,>ß>v 


njinienttrt  sind,  (it)  ist  daa  EUipsoid,  {fi)  das  eiumanllige,  (v)  daa 
nMnantlige  Hyperboloid.  Diese  drei  FlÜcbeu  scbiieiclen  «icb  in  einem 
hskUS;  ihre  drei  Noimalen  bilden  ein  zweites  Coordiuatensjstem,  auf 
»*Uw  der  Kegel 


4" 


0 


^gen  ist.  Die  $-,  i}-,  ^^Äxen  sind  der  Ueihe  nach  die  Normalen  ron 
'v),  und  (i*)  ist  eine  weitere  confocale  Fläche,  welcbe  der  Kegel 
lt.     In  dem  Hpecielleo  Falle,  wenn  i^'^y  Ut,  reducirt  sieb  diese 

t'i*elK)  zur  Fucalcilipse,  nnd  der  Kegel  2)  bat  die  Gleicbung 


3) 


+ 


t» 


=  0. 


*■>  2«',  2«"  seien  die  Winkel   dieses  Kegels  lo   den  Axenebeimn  i}ii 

Kt  tf ,  10  ist  


4) 


«««= 


«.'-7/*-»' 


coiea  = 


eosta 


■f 


X  —  It '  r     A  —  v  r     t* 

*».  J«-'.  ig."  sind  die  Winkel  dar  (reellen  oder  itnaginÄrew^  VftcaWvoÄwi 
^K«tel  S)  ader  3): 

L  jaUHuaAtf*  u.  fbf^ik  XXVI 
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Da   in   diesen  Wertheo   l'  nicht   vorkommt,   so  sind  die  Kegel  confoeal. 
Bezeichnet   man  die  üatiptkrtimmangahalbmeBser  von  (1)  mit  L  and 
l\  von  (f*)  mit  JU  and  M'  und  von  (v)  mit  N  und  N\  so  ist 


6) 
7) 
8) 


Sind    endlich   p,  p\  p"   die   Abstände    des   Mittelpunktes    von    den   drei 
Tangentialebenen  in  S^  so  ist 


n 


9)  P^-,T--^ 


yx-f^yi- 


10)  p'=  ;-—'';-   -• 

t,\  "  ""^ 

11)  p  =^^^^ 


Die  ^-Axe  oder  die  Normale  des  ElÜpsoids  (A)  schneide  die  Haoptebene 
^y  in  Ot  80  ist 


oder 


p  C»*'  CO  p 


L        cos' u 


und  analog 

Ist  pinei-  von  den  drei  "Winkeln  !p,  qp',  ^j"  gegeben,  so  sind  damit  anch 
die  zwei  nnderen  beHtiinmt,  win  man  dicli  leicht  ans  den  Gleichungen  51 
überzeugt;  ein  Syütein  von  confocalou  Kegeln  ist  also  durch  Ein  (reelles 
oder    imaginäres)  Paar    von   Focallinien    gegeben.     Aue   13)    folgt  ferner, 

da68,    wenn    eine«    der    drei  Verhältnisse    -p,   — , ,    ~   bekannt  ist,    dann 

L      AI       iV 

es  auch  die  zwei  anderen  sind. 

Irgend  eine  FlSche  zweiten  Grades  A  berühre  eine  beliebige  Flüche  F 

in  einem  Punkte  S,  so  wird  die  Normale  SQ  von  /"  eine  Axe  der  beiden 

(con/ocalen)  Kegp]  sein,  deren  Spitze  S  h'cvä,  Äete\i "äbsäb  wo.«!  ^««'^(»^*!i- 


\teinero  MItfii«nQÖg0Dr 


irveo    von  A  iaU     Die  bridpD  aotlcron  Äxcn  diour  Kegel  liegen  in  der 
bn^eiitialebene  vdii   F  odir  ^l.     Kotumt   dud   noch  die  weitere  Beding- 
mg    hiojcu,    imu  die  KrüiDmungaliaien   von  F  diejenigen  von  A  \m  Punkte 
berühren    Kolleo,  »o  Bind  ancli  die  zwei  nndereu   Axcn  der  Kegel  be 
timmt  ,    «U   l'ftngentcn  der  KrfimmnngüliDieu  von   F.     Uierant*  folgt: 

Oie     Foc«loarven    «tier    KlJtchen  ^,    welche   F   in    einem 

'unkte   S  berQhren,  liegen  auf  Kegeln,  deren  gemei n Hclitif t* 

lichft     Axe    die   Normale    ron   F  itU     Derllbren    sich  auasenlem 

iie    K  r  äinuangslinieu    von  A  nnd   /■',   so   liegen   die  Focaicur* 

'CD    von    «^anrcoaxialooKegoln   (welcbe  drei  Äxen  gemein  liaben). 

B«'!  einer  Bi-r(ltirung  erster  Ordnnng  findet  zwiecLcn  den  Krümninnge- 

talbcneaftern  Z^  nnd   L'^  von  F  nnd  den  eutfi|)recbendru   t  und  t'  vi»i  A 

[kein«    ßelatiou  statt.      Setzt  man  aber 


14) 


A>_*_ 


=  T»—  eat*. 


^0        ^ 


•D    «erden  die  coaxialen  Kegel  etigleiub  vonfocBl,  d.  li.: 

S  Am  int  liehe  F'lflcbeii  2weitvn  Grades  y4,  welche  mit  einer 
beliebigen  Fläche  F  la  einem  Punkte  5  eineUerlibrung  awei- 
t«rOrdaung  haben,  in«ufcrn  als  die  VerbKitnisee  derUoupt- 
kr  Ben  ma  ngilialbmeiflor  vnn  A  nnd  ^gleich  sind,  sind  dadurch 
ob»rakti'riairL.  daae  ibre  Focatcurven  auf  einem  Syeteni  von 
eonfiicüleu  Kegeln   liegen. 

Wenn  alao  in  irgend  einem  Punkte  5  einer  FlXcbe  P  die  beiden 
UaaplkrUmraangttlialhniessei  I.,,  und  i'g  gegeben  sind,  so  conslruire  man 
nach  14)  die  Kocallinien  tiud  wfilile  irgend  einen  der  durch  dieselben 
bestimmten  Kegel  ans,  schneide  ihn  durch  eine  beliebige  Kbene,  betrachte 
die  &cbnlltcnrre  al«  Fncale  einer  Flünlie  A,  welche  durch  S  gebt,  io 
wird  M  in  diesem  Punkte  F  berühren  und  die  VerhSlluiade  der  Ilaupt* 
fcrOminangebalbmMMr  von  A  nnd  F  werden  einander  gleich  leio.  lat  die 
Seboittlinie  ein  Kreis,  »o  ist  /f  eine  RotatinnaflKche,  ihI  Sein  Kreispnnkt 
▼OD    Ff  80  werden  die  confocaleu  Kegel  Diehungbkeget. 

Da  sowohl  der  Kegel,  auf  dem  die  Fncalcurrc  liegt,  ala  auch  ihre 
Cfaen«  giina  beliebig  sind,  so  erhSlt  man  fUr  einen  Punkt  S  anf  F  un- 
endlich viele  UerÖhrnngalläcben  A,  nuter  welchen  diejenigen,  deren 
BAQpikrUmmnngsbalbineucr  gleich  l^  und  l'^  aiod  (also  nicht  bloe  dem 

VvrbtItniMe   rr  geuUgen),  durch  die  Gleichungen   13)  bestimmt  werden. 


'0 

«0 


SO 


lat   nlvlich  — i—  =ift  nnd  — -„— : 
C9ra  c»s'u 


L\,   Bo   sind,   wenn    der  Punkt   Q 


auf  der  Normale  von  F  gegeben,   auch  ta  nnd  tt,   d.  b.  der  Kegel,   auf 
detn   die  Focale  liegt,   liestimmt ,   nnd   nmgekehrt: 

O'elien     die    Kbenen    der    Fncalcurvcn    Tun    den    FlacKen 
Mw«It»B   Graden,    waleho   mit   efner  Flttcbe   in   eiWBvn  V\HiVVtt 
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eine  Berübrniig  zweiter  Ordnang  haben,  durch  einen  Punkt 
der  Normale,  bo  liegen  eie  zugleich  auf  einem  Kegel,  und 
umgekehrt.      Jedem    Punkte    Q    entspricht    also    ein    ihm    coitjagirter 

Kegel. 

/  und  t  seien  die  Krämmungsmittel punkte  von  F,  also  5/=  Zg  und 
SL'=:  L\,  Z,'g>Z.Q.  Man  beschreibe  über  Sl  nnd  Sf  als  Durchmesser 
zwei  Kreise  in  den  Ebenen  der  Hanptsohnitte  t)§  und  |£;,  lege  durch  Q 
eine  Ebene  senkrecht  zu  SQ^  so  bestimmen  ihre  Durchschnitte  mit  den 
Kreisen  die  Hanptschnitte  des  cunjngirteu  Kegels;  fällt  ^  auf  /,  so  reda- 
cirt  sieb  der  conjugirte  Kegel  auf  die  beiden  Focallinien,  die  Focalcur- 
ven  dcgeneriren  in  Linien,  welche  durch  /  bis  zum  Durchschnitt  mit  den 
Focallinien  gezogen  werden;  diese  Durchschnitte  sind  die  Brennpunkte 
Ton  KotationsflScben ,  in  welche  die  Flächen  A  übergehen,  die  also  durch 
Drehung  einss  Kegelschnittes  um  diejenige  Äxe,  welche  die  Brennpunkte 
enthült,  entstanden  sind: 

Durch  jeden  Punkt  (von  gleichartiger  Krümmung)  einer  belie- 
bigen Fläche  geben  zwei  Gerade,  welche  nach  14)  constrnirt 
werden,  auf  welchen  die  Brennpunkte  aller  Rotationsflächen 
liegen,  die  mit  der  Fläche  eine  Berührung  zweiter  Ordnung 
haben;  diese  Rotationsflächen  sind  durch  Drehung  eines 
Kegelschnittes  um  die  Axe  der  Brennpunkte  entstanden. 
Ihre  Äxen  gehen  durch  den  Mittelpunkt  des  kleineren  Hanpt- 
krümmungskreises  der  Fläche. 

Zu  diesen  Rotationsflächen  gehören  zwei  gleiche  Paraboloide,  die 
übrigen  sind  Ellipsoide  und  zweimantligo  Hyperboloide. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  direct  beweisen:  Zieht  man  durch  /eine  be- 
liebige Gerade,  welche  die  Focallinien  in  f  und  f'  ßchneidot,  betrachtet  diese 
Punkte  als  Brennpunkte  einer  Ellipse,  welche  durch  S  ^eht,  so  wird  sie 
F  berühren.  Ihr  Krümmungshalbmesser  in  .'i  ist  S('\  dreht  man  die  El- 
lipse um  ihre  grosse  Axe,  so  beschreibt  sie  ein  Hotationsellipeoid,  welches 
/*  in  5  in  zweiter  Ordnung  bcrülirt;  denn  wenn  man  von  5  auf  die 
grosse  Axe  ein  Perpendikel  fällt,  so  ist  dieses  der  Halbmesser  eines 
Parallelkreises  und  somit  nach  dem  Satze  von  iileunior  Sl  der  andere 
Hauptkriimmnngshalbmesser.  Ist  die  durch  /  gezogene  Linie  parallel  mit 
einer  Focnllinie,  so  entsteht  ein  Drebungsparalioloid,  und  wenn  sie  die 
Verlängerung  einer  Focallinie  trifl't ,  ein  Drelmngshyperboloid. 

Die  centriscbon  Flächen  zweiten  Grades,  weklie  mit  einer  Fläche  F 
in  einem  Punkte  von  gleich artigpr  Krümmung  oino  Berührung  zweiter 
Ordnung  haben  können,  sind  entweder  EllipBoido  oder  zwcimantlige  Hyper- 
boloide;  beschränken   wir  uns  zunächst  auf  den  ersten  FbII. 

Die  Normale  eines  Punktes  S  des  Ellipsoids  (A)  1)  schneide  die 
x^-Ehene  in  Q^  die  xz-Ebeue  in  ^' und  die  ^z-Ebene  in  0'\  so  ist 


feinere  MHtTtelluDKfft, 


SO 


l-Y 


SO'^ 


l-ß 


P     '  P 

Dircti  Verbindung  mit  6)  und  9)  orbftlt  m&ti  folgende  UDglelcliuQgoti; 

L'>L>SQ,     L'>SQ'>L,     SQ">V>1, 

Xüt  drei  Foc&lcarTea  ron  (iL)  sind 


y     y—p 


r-P 


=  1, 


17) 


(3        y 


Diu  RIlipB«    Hegt   also    in    der    xif-,    die    Hyperbel    in    der   xz-    and   die 
uMgi&are  Ellipee   in    der  jsrc- Ebene.     Hai  nun  {k)  mit  F  in  J»'  eine  Be- 
ug »weiter  Ordnung,   so   nitUsen    die  drei  Äxoncbenen  toq  (A)  die 
brwle  ron  F  so  scbnciden,  due  der  erste  UarcbscbDitt  Q  rwifchen  A* 
taJ  /,  der  zweite  i/  zwiechcn  /  and  ''  nnd  der  dritte  £>"  zwischen  f  und 

Berührt   ein   Ktlipsoid   eine  FlScIie   in    zweiter  Ordnung, 

»icbaeidet   die   Ebene   der   FocBlellipae   die  Normale   zvi- 

>ehea  dem  BeiUbrnngiipQakte  nnd  dem  3littc1pnnkte  des  ktei- 

■•r^D   Uaoptkritmmangskrrises,    die  Ebene   der  FocRlbyper- 

6>I  lehneldet    zwtHcben   beiden    M  ittnlpnnkten  und  diejenige 

*)eT  liDKginftren  Ellipse  jenseits  vom  Mittelpunkte  des  gross e- 

l^eu  Hsaptkrtlmmangskreises.     Uie  FocAlellipsen   liegen    anf 

egeln,  welche  die  Focallinien  des  Berübrung»pnnkte«  ein- 

'c|i)ir«8en,dieFocalbyperb ein  anf  Kegeln,  welche  sie  trennen. 

Gellt  die   Ebene  der  Fücatcurve  dnrcb  f,  eu  wird  letztere  ein  beide 

'ocsllinien  betUbrender  Kreis  und  das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes  Droh- 

lopellipsoid,  dessen  Meridian  der  grossere  HauplkrUmmtiDgskreis  %'on   F 

lt.    Die   ttbrigeu    abgeplatteicn  Drcbnngsellipsoide,   welche  F  in  zweiter 

^Tdnang    berühren,    haben    zu   Focalcorven    diejenigen   Kreiaticbnitte    der 

.«g«l    de»    ersten    Byiitemä ,     welche   xwtbchen    ^   nnd    /    hindurchgehen. 

>VTch  die««  Siütze  ist  die  Reihe  sämmtlicber  Ellipsoide,  sowohl  der  drei- 

a^^  als  der  UotatioDsellipsoide,  welche  mit  F  eine  BerQhru&g  zweiter 

Otdaang  hahpn   künnon,  erscbHpft. 

baroh  den  Punkt  S  auf  1,1)  geht  ferner  ein  zweimaotliges  Hyper* 
Wold  {v),  auf  der  Nnrmsle  demselben  liegen  die  beiden  KrUmmuugsmit- 
IdjViikle  n  and  n',  also  ist  tVn=JV,  SxC=Ti\  iV>A'.  Diese  Normale 
■dudft  die  xy- Ebene  io  A,  die  xz  in  A'  und  die  yt  io  ^',  so  ist 


SB 


Sff: 


web  TerbioduDg   mit  8)  nnd  D)  erhält  man  folgende  üngleicIiQOgeD : 

"*t  dritte  Punkt  It"  ist  unbestimmt.  Die  Focaicurven  von  (i.)  sind  zn- 
(Uieh  diejenigen  Ton  (v).  Denkt  man  aich  nuu  eine  Fl&cUe  F  in  d«Y 
liff  «^  «>  (•")  im  Pankte  S  beräbrt,   und  seien   N  unÄ   N"   ia<^*\<?öi 
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die  HaaptkrümmangBhalbmesaer  tod  F^  bo  gilt  der  letzte  Satz  anch  dann, 
wenn  man  statt  Ellipsoid  zweimaDtliges  Hyperboloid  setzt  and  die  Wörter 
Focalellipse  und  Focalliypeibel  Tertanscht;  fär  den  Dnrcbacbnitt  der 
Ebene  der  imaginären  Focalellipse  iSsst  sich  keine  bestimmte  Regel  an- 
geben. 

Wenn  man  ferner  in  den  Gleicbnngen  4)  y  dnrcb  ß  ersetzt,  nm  die 
Durchschnitte  der  confocalen  Kegel  vom  zweiten  System  mit  den  Ebenen 
1}^,  £{;  und  ^1}  zn  erhalten,  so  findet  man  nach  8)  und  II) 

sw^m  cos'a 

Beschreibt  man  also  über  Sri  nnd  Sn  als  Darchmesser  Kreise  in  der 
££-  und  ijt-Ebpne,  legt  durch  J^  eine  Kbeno  senkrecht  zn  SS!,  so  be- 
stimmen ihre  Darchecbnitte  mit  den  Kreisen  die  Hanptscbnitte  des  dem 
Funkte  ■fi'  conJQgirten  Kegels;  irgend  ein  Lyperbolischer  Schnitt  desselben, 
dessen  Ebene  durch  R'  gebt,  giebt  eine  Focalbyperbel,  durch  welche  ein 
System  von  Confocalen  (>l),  (fi),  (V)  bestimmt  ist.  Das  zweimantlige 
Hyperboloid  (v),  welches  dnrcb  S  geht,  berührt  F  in  zweiter  Ordnong; 
die  dazu  gehörige  Focalellipse,  deren  Ebene  zwischen  n  und  n'  schneidet, 
liegt  anf  einem  Kegel  des  ersten  Systems. 

Ans  dem  Bisherigen  erbellt,  dass  es  für  jeden  Fnnkt  von  gleich- 
artiger Krümmung  einer  Fläche  zwei  Gerade  giebt,  welche  man  die 
Focallinien  des  Punktes  nennen  kann  nnd  die  für  die  Tbeorie  der  Krüm- 
mung der  Flächen  insofern  von  Bedeutung  sind,  als  sie  die  Brennpunkte 
der  oscnlirenden  Kotationsflächen  enthalten  und  die  Schaar  der  confoca- 
len Kegel  bestimmen,  auf  welchen  die  Focalcurven  aller  osculirenden 
Flächen  zweiten  Grades  liegen.  Man  construtrt  diese  Linien,  indem  man 
im  grösseren  Hauptkrümmungskreise  zwei  Sehnen  ziebt,  deren  Projection 
anf  der  Normale  der  kleinere  HauptkrümmungshalbmeEser  ist.  Das  Qua- 
drat dieser  Sehnen  ist  also  gleich  dem  reciproken  Wertho  des  Krüm- 
mungsmaasses.  Sie  werden  in  ibren  Endpunkten  von  einer  der  beiden 
reellen  Focalcurven,  Ellipse  oder  Hyperbel,  derjenigen  oscalirenden  EI- 
lipsoide  berührt,  deren  Haaptschnitte  mit  den  Ebenen  der  zwei  Haupt- 
krümmungskreise zusammenfallen. 

Reutlingen.  Dr.  O.  Böklbm. 


XXm.   Veber  eine  Transformation  der  Differentialgleichung 

1 )  «Po  ^  +  9'i  !/*  +  gj^y  +  "Pa  =^  0- 

Es   ist   bekannt,   dass  vorliegende  Gleichung  dnrcb  die  Substitution 
tibergeht  in  'i 


'hVo{'*£-^^*)-^fon^+r.^o. 


nbi)  dtr  /*  gani«   nlgfibrnisclie  Faacttonen    in   t  s!dH,   fntl«   dl«  ip  nU 
wictie  TgnnigeseUt  wertloo,  and  du»»  oadUcti  dibs«  Gleicboog  für 
rfr  rf*o 


t  = 


mithin    - — r  -   = 

tlJ  V 


^0*  Ai  tA  +  "»»o/i  :r:  +  '"t " = ** 


'rfx^ 


d^- 


SJif  folgende  Imearo  ßifTerentialglf'icliung  zveitcr  Ordnnog 

S) 

Rrtekkomml. 

Htn  kaun  nun  tli»  Irtxtc  Glriclmng  im  Allgeinoinpn  Klnts  ao  trant- 
Unmifea,  daM  itirf  lipke  Seil«  den  Factor  Vc[<r)  «UNeclmiden  Usst  und 
HMch  der  Grad  der  Co«rricteDtt>n  beziiglicb  j-  um  den  Orad 
tDD  f>g  niedriger  wird.     Setzt  mao  tp«  rom  n'""  Grad«  in  der  Form 

<P4'=c{^-l,)(3--(,)..     (iT— *«) 

*«niiF,  so  fordert  diese  l'ranBformalion  anr  noch  die  AuFlÖBQug  einer 
qudnÜHcltPn  Oleictmng  und  die  Auflösung  eines  Systems  von  linearen 
Uleitliangen, 

Um  dies  darznthan,  fübre  man  in  2)  die  Subetitution 

•0,10  welcher  G  eine  FnuctioD  n  — 1'***  Oradea 

C  =  ^0  +  ffi  «■  +  Pt*'  +   . .  +  (^»  - 1  *■" ' 
bH  noch  all  beut! m nie nden  Ooefficienten  bedeutet.     Mao  erbfilt 


rf»« 


rf/r 


Nnn  vprsnche  man,  die  n  Gröascn  pj,  bis  (/,_)  no  zu  bestimmen, 
dttl  der  Coefficicut  von  w  in  der  letzten  Gleicbong  die  Gpslalt  tp^F  er- 
Ingt,  unter  F  eine  ganze  Function  in  x  verstanden  —  oder  mit  andeieu 
Torten,  man  verlange,  daee  der  betreffende  t'oefficient  fflr  alle  Werllie 
ia|,j  (isl,  2,  Z..,n)  verschwinde.  Dies  fQtirtaufn  Gleichungen  von 
der  Form 

■ad  bierasB  findet  man  filr  G{ti\  zwei  Wertbe,  von  denen  der  ein«  oder 
■In  andere  ^t  heiBsen  mSge.  Nanmebr  hat  man  zur  Bestimcnnng  der 
GiO««B  (Tn  bis  <jn~i  folgend«'  n  lineare  QIciehuagen: 

flo+Pi'j +?>'/  +  ■  +3— i*r''  =  ^i. 

■dJ  J^  Ohicbuag  3)  hütet  jetzt  einfachAr 
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Die  Fanction  F  ISsat  sich  dadnrch  bestimmeD,  dau  man  den  Goeffieien- 
ten  TOD  tv  in  Gleiehang  3)  dnrch  tp^  dividirt;  der  Qnotient  mnss  im  All- 
gemeinen eine  ganze  Function  Tom  mindestens  n — 2'"*  Ormde  sein. 

Sind  mehrere  der  Zahlen  E{  einander  gleich,  so  hat  man  anr  Be- 
fitimmaug  der  Coefficienten  g  nicht  die  hinreichende  Anaahl  linearer 
Gleichungen.  In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  fehlenden  Gleiofaangen 
dnrch  einen  Differentiation sprocess  verschaffen.     Ist  beispielsweise 

Ej  =  S,  =  ...  =  f,, 

so  hat  man  zu  verlangen,  dass  der  Factor  von  tv  in  Gleichung  3)  die 
Potenz  (x  —  F,)*  anseeheide,  das  heisst,  dass  derselbe  lammt  seinen  v — 1 
ersten  Ableitungen  für  x  =  t,  verschwinde.  Han  findet  nnu  aas  diesen 
Bedingungen  gewisse  Wertbc  für  C(e,),  C(»,),  ...  C<*-'>(e»),  welche  ^,, 
^,,  ...  ^»('~')  heissen  mögen;  andererseits  ist 

G"{u)=  1.2ff,  +  2.3ff5«,  +  .  .  +  (o-l)(n-2)ff._,s,— ». 

Diese  v  linearen  Gleichungen  im  Verein  mit  den  ttbrigen  Gleichungen 
des  Systems  reichen  zur  Bestimmung  der  g  ans. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  noch  andere  der  Zahlen  ti  ein- 
ander gleich  sind,  ist  jetzt  leicht  einzusehen. 

Was  nnn  das  Integral  der  Gleichung  1)  anbetrifft,  so  wird  es  durch 
die  Substitutionen 

H  =  -^ . und    v  =  n>e'}  9« 

Vi       f 
vermittelt;  es  lautet 

div  \ 


,-ü 


„    .^  +  <Po-— ?. 

unter  rv  das  Integral  der  letzten   Üifferentialgleichang  verstanden. 

Wir  wollen  die  im  Allgemeinen  angedeutete  Transformation  auf  die 
Gleichung* 

1)    (a-^-bx  +  cx^)'^-^  +  ^x*+Py*  +  2Cxv4-2/>j:  +  2£tf  ^-f  =0 
ux 

anwenden;   dabei    wird   sich  zeigen,    dass  die  Integration  von  der  Diffe- 
rentialf;lpichung  der  by pergeometrischen  Reihe  abhängig  ist. 


*  Uicce  Gleichung  laut  sich  auch  auf  anderem  Wege  in  die  Differential- 
^k-ichung  der  bvpergeomctriscben  Reihe  überführen.  Vergl.  meinen  Aufsatz:  Zur 
IntegruiioB  der  Differentialgleichungen,  7eiWi\lT.i.Äa^iievö».^Ä.^i.V\i■>s»S.V^txyU^l. 
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Man  htt  jetzt  im  Speciellen 
9f^  =  a  +  bx-\-cx\    Kp^  =  B,    g),=  2(Cx+£'),    (f^=  Ax' -\-2Dx  +  F. 
D&her  lantet  die  Gleiehnog  2)  folgendeTinasBea : 

and    bierin   sind   die   fünf  nea  anftretenden  Coef&cienten    von   einander 
unabhSagig  nnd  nnmlttelbar  durch  die  früheren  gegeben. 
Setzt  man  nan  r    a+hi 

v  =  w.eJ  «•+**+"' da;, 
nnter  g  nnd  h  swei  noch  zn  wählende  Zahlen  verstanden,  so  kommt  man 
nmeb  gehöriger  Reduction  an  folgender  Differentialgleichnng: 

3)  ^„_  +  ^^_  +  ^^„  =  0, 

in   welcher 

ip,  =  (o  +  6j:  +  cj:«)tflj  +  2j;  +  (6,  +  2A)x|, 

,^,  =  (fl  +  6x  +  cx«)A  +  (s,  +  Ax)»+(fl,-ft  +  (&,-2c)a:I(ff  +  Aa) 

FBr  die  weitere  Üntersachang  ist  es  erforderlich,  vier  Haaptf^Ue 
der  XraDflformation  zn  anterscheiden,  and  zwar  je  nachdem  der  Aob- 
dmek  a-^bt-j'C:^  allgemein,  vollkommen  quadratisch,  linear  oder  con- 

■tADt    ist. 

I.  Fall.     Eb  Bei  a  +  &a  +  cj:»=  c(*— «i)(a— e,). 
Man  bestimme  die  Zahlen  g  und  A  so,  dass 
i^j  =  ft(a;-Ei)(a:-ej). 
Dies   ist  möglich,  so  lange  Ej  von  fj  verscbiedeo  ist;  denn  wegen 

i/JjC«i)  =  0  nnd  %{ti)  =  0 
hmt   man  die  beiden  Gleichungen 

(ff  +  AO'+ia,-fr  +  (*,-2c)£,Kj;  +  A8,)  +  flo  +  *oei  +  Cof,"=0, 
(ff  +  A»»)"+lo,-6  +  (fti-2<:)E,j((j  +  A<,)+«o  +  io#s,  +  Cof,*=0. 
Aas  diesen  findet  man  zunächst 

ff  +  Ae,  =  ^,,     ?  +  A^  =  ^, 


nnd  hieran! 


'l^i  —  h'^i  4—^: 


Die  Zahl  k  bat  als  Factor  von  x^  in  %  den  Werth 


•  Eine  Unliebe,  weniger  aJlgemeiae  Gleichung  unierftuchbe'V^eWeT,   N«i^, 
Cr^Jle  Bd.  61. 
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Nach  diesen  Bestimme ogen  lautet  die  Gleichung  3) 

und  geht  fUr 

ttber  in  eine  Gleichung  der  Fonn 

«(i-«)0+(«+^")^+y«'  =  o- 

II.  Fall.     Es  sei   a  +  hx-{~ex*=c(x-i)\ 

Dann  lassen  sich  die  Grössen  g  und  h  so  bestimmen,  dau 
^,=  k{x-t). 
Das  heisst  aber:  es  muss  der  Factor  von  x'  in  iff,  verschwinden  and 

*,(!)  =  0 
sein.     Dies  ffihrt  auf  folgende  Gleichungen : 

A»+(A,-f)A  +  ro  =  0,  (ff  +  A«)»+[rt,  +  6,ij{ff  +  A()  +  «o  +  ^£  +  '*o«'  =  0- 
Ans  der  ersten  findet  man  A,  aus  der  zweiten  bestimmt  sich  der  Aus- 
druck jji  +  Ac,   also   schliesslich  g.     Die  Zahl   k  hat  als  Factor  von  s  in 

^,  den  Werth 

k=igh  +  a,/i+{b^-2c)g-^b^. 

Nun  reducirt  sich  die  Gleichung  S)  auf 

Fährt  man  statt  x  eine  neue  nnabhfingige  Variabele  u  ein  mit  Hilfe  von 

1 

u 
80  vereinfacht  sich  die  letzte  Differcntialgleichnng  zu 

III.  Fall.      Es  sei  c  =  0,    6  §  0, 

Dann  lassen  sich  die  Grössen  g  and  h  so  bestimmen ,  dass 

das  heisst  aber:  es  mnss  der  Factor  von  x^  in  -i^^  verschwinden  und 

sein.     Dies  fährt  auf  folgende  Gleichungen: 

A*  +  *,A  +  c-(,  =  0,     (j+AO«+t'»,-*+*i'I(?  +  AO  +  "o  +  *o^  +  '-o«'  =  0. 
Aus  der  ersten  findet  man  A,  aas  der  zweiten  bestimmt  sich  der  Ausdruck 
^-f-As,  also  «ch/iesslicb  g. 
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Die  Zahl  k  hat  als  Factor  vod  x  in  ifi,  den  Werth 
Nun  redncirt  sich  die  Gleichung  3)  aaf 

and  geht  fBr  ,   , 

a  +  6  ,r  =  « 

Bber  In 

d*w      ,         „  .dm 

IV.  Fall.     Es  sei  ct=0  nnd  6  =  0. 
In    diesem  Falle   rerftlge   man   Über  g  nnd  h  so,   dass  die  Factoren 
TOD  x'  und  X  in  V,  verschwinden.     Üies  führt  anf  folgende  Gleicbnngen: 

Ai  +  A,A  +  ro=0,     2ffA  +  a,A  +  6,j;  +  feo  =  0, 
und   nan  ist  if/,  gleich  einer  Constanten,  nämtich 

Die   Differentialgleichang  3)  besitzt  jetzt  die  Gestalt 

«'^  +  «f«i  +  2ff  +  (fr.  +  2A):r|^  +  fr«,  =  0 
und   iXast  sich  mit  Hilfe  der  Sabstitation 

abennala  anf  die  Form 

■'^  +  (»+''")^  +  .-o. 

bringen. 

Nach  Erledigung  der  vier  Hanptf^lle  können  wir  folgendes  Kesnltat 
anssprecheD : 

Die  DifTerentialgleicbaDg 

kann  dnrch  die  Snbstitntionen 

=  w.eJ-+**+«*'       nnd  resp.    )  " 

x=S  +  ]/u 
•teta  in  eine  der  Gleichangen 


*  Anf  noch  speciellere  Fälle  dieeer  Gleichung  gehen  wir  hier  nicht  ein.    Man 
findet   deren  TraostormatioD  und  IntegratioD  in  den   „YoTlesangeii  ü>m  \tK>bssc% 
AaMfym'*  roo  O.  ScblömiJcb. 
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(fw  .    ,     ,    .   .  rfip  , 

traDsformirt  werdeo,   für  welche  die  Integration  hinlänglich  bekannt  ist. 
Der  Zasammenhang  zwischen  den  Integralen  der  Gleicbnng  2)  and 
der  Gleichnog 

ist  nnn  gegeben  durch  ^„ 

_  9'o         n -\- h  x  -\- c  X*    d  x 

und  weil 

dv  liw 

d.r    _        g  +  hx  liX 

V         a-^  bx~\-  ex*        n> 

BO  gentigt  der  Gleicfaang  1) 

tf    (  w 

noter  w  das  in  ec  anegedräckte  Integral  der  entsprechenden  linearen  Üif- 
ferentialgleichung  zweiter  Ordnung  verstanden. 

Dresden,  im  Mai  1882.  Woldgmar  Hethanm. 


XXIT.    Zwei  projectivische  Sätze. 

Es  sei  AhCD  ein  gewölmliches  Viereck,  E  der  Durcliscbnitt  von 
AC  und  BD^  F  der  von  AB  nnd  V D,  0  der  von  DA  und  ßC-,  wird  nun 
ABCD  mittelst  eines  beliebig  gewählten  ProjoctionscentrumB  0  perspec- 
tivisch  auf  eins  Ebene  projicirt,  welche  die  Gerade  FG  in  sieb  enthält, 
und  ist  A'^C'D  die  entstandene  Abbildung,  so  gehen  die  vier  Geraden 
A(f^  BD',  CA,  DB'  durch  einen  und  denselben  Punkt  P.  Dreht  sich 
die  Projectionsebene  um   FC,  so  durchläuft  P  die  Gerade    FO. 

Nach  einer  Bemerkung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Klein  lautet  das  Cor- 
relat  dieses  Satzes  folgendermassen :  Durch  «inen  Punkt  0  mögen  vier 
Ebenen  AGB,  B0(\  COD,  DOA  oder  kurz  o,  b,  c,  d  gelien  und  es  sei 
/  der  Durchschnitt  der  Diagonalebenen  aOC  nnd  BOB]  werden  nun  a, 
ft,  c,  d  durch  eine  fünfte  Ebene  in  den  Geraden  A' B\  B'C\  C'D\  D' ^ 
geschnitten  und  letztere  mit  einem  willkürlich  auf  /gewählten  Punkte  Ö 
durch  vier  neue  Ebenen  «',  h\  c\  d'  verbunden ,  so  liegen  die  vier 
Durchschnitte  von  a  und  c',  fe  und  d",  c  nnd  a\  d  und  '/'  in  einer  und 
derselben  Ebene. 

Diese  Sätze    dürften    nea    sein    nnd  eine  weitere   ITntersnchuDg  ver- 

^'*"®°-  SCULÖMILCU. 
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ZXV.    Beweis  der  vorigen  Sätze. 
(Hierzu  Taf.  V  Fig.  6  a.  7.) 

Säte  I.  Die  Seiteo  1,  2,  3,  4  eines  Vierecks,  dessen  Ecken  41, 
12,  23,  34  resp.  A:,  B,  C,  /),  dessen  DiagonalendnrcbschnittBpankt  E  and 
dessen  Nebenecke  13  G  heissen  mögen,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  den  Punkten  P^,  Z'^,  P^,  P^  gescbnitten.  Die  Scbnittpnnkte 
von  P^E,  P^E,  P^E,  P^E  m\t  den  Gegenseiten  3,  4,  I,  2  :  JIj,  /7j,  i7j,  flg 
liegen   dann  anf  einer  Geraden   (Fig.  6). 

Satss  II.  Die  Eckpunkte  1,  2,  3,  4  eines  Vierseits,  in  welchem 
die  Seiten  41,  12,  23,  34  resp.  a,  /),  c,  d,  die  Verbindungslinie  der 
Nebenecken  e  und  die  Diagonale  13  g  heissen  mögen,  werden  mit  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  durch  Strahlen  p^,  p,,  pg,  p^  verbanden. 
Verbindet  man  dann  die  Schnittpunkte  von  p,e,  pg£,  p^e,  p^e  mit  den 
Gegenecken  3,  4,  1,2  durch  die  Strahlen  ng,  n^,  n^,  tc^,  so  schneiden 
sich   diese  Strahlen   in  einem   Punkte. 

Zum  Beweise  von  Satz  I  wird  es  genägea,  za  zeigen,  dass  drei  der 
Punkte  JIi,  I/g,  Tl^i  H^  auf  gerader  Linie  liegen.  Es  folgt  dann  an- 
mittelbar, dass  auch  der  vierte  Punkt  auf  derselben  Geraden  liegt.  Der 
Schnittpunkt  von    P^E  and  (JD  möge  Q   heissen.     Verstehen   wir  anter 

(ffi,n-,m,n,  ...  m,H,)  den  Quotienten   — '  ■-•     '   '  ■■• ,  so  wird  die  Be- 

dingnng   dafür,    dass   P^^  P^,  P^    anf   gerader  Linie    liegen,    dnrch   die 
Gleichung 

I)  {BP^.CP,.GP,)=-\ 

ansgedrUckt. 
Nun  ist 
(CPj.  C  J7| . /^f  £)  =  —  1 ,   weil    P^Tl^E  auf  gerader  Linie  liegen, 

{nn,.GP^.BE)  =  -i,    „    n^P,E , 

{BP,.CO  .DE)=.-],      „      P^QE       „ 

{All^.DO  .CE)==-\,      „      n^QE      „  „  „       ■     „ 

Mnitiplicirt  man   diese  vier  Gleichnngen   mit  einander,  so  folgt  unter  Be* 
rücksichtiguug  von  Gleichung  I) 

iG^^.An^.D^^)  =  -■l 

and   diese  Gleichung   sagt   ans,   dass  77,  JZ^iTg   auf  gerader  Linie  liegen. 

Satz  II  ist  der  reciproke  Satz  zu  Satz  I.  Der  eben  gegebene  Be- 
weis kann  auf  Satz  II  nach  dem  Princip  der  Keciprocität  buchstäblich 
Übertragen  werden,  wenn  man  statt  der  grossen  Bachstaben  die  ent- 
sprechenden kleinen  einführt  und  statt  der  Strecken  Verhältnisse  die  Ver- 
faXltnisse  der  Sinus  der  entsprechenden  WinkeL 

Die  SStze  I  und  II  gestat'  '"i  den  Ranm.     Es 

ist  mSglicb,   die  Ter«llgaiB  «%n>h^«&. 
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Relationen  von  Strecken,  and  reeiprok  die  von  Satz  II  ans  metriscben 
Relationen  von  Smusfnnctionen  abzuleiten;  doch  gelangt  man  schneller 
znm  Ziele,  wenn  man  die  Verallgemeinerung  von  Satz  II  aus  metrischen 
Relationen  von  Strecken  beweist  und  daraus  reeiprok  die  Verallgemei- 
nerung von  Satz  I  ableitet. 

Wir  sprechen  darnach  die  verallgemeinerten  Sätze  in  folgender 
Form  ans: 

Säte  III.  Vier  durch  einen  Pnnkt  gehende  Ebenen  A,  B,  F,  A 
schneiden  sich  in  den  Geraden  AB,  Bf,  PA,  AA-  Die  Ebene  AB,  TA 
heisse  E,  die  Ebene  BT,  AA  heisse  Z,  die  Ebene  AB,  Ez  heisse  G. 
Eine  beliebige  Ebene  A  schneide  nun  die  Ebenen  A,  B,  f,  A  in  den 
Geraden  AA,  BA,  TA,  AA.  Legt  man  dann  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Schnittgeraden  Ez  Ebenen  A',  B',  T,  A'  durch  diese  Geraden, 
so   liegen  die  vier  Schnittgeraden  AT,  BA',  TA',  AB'  in  einer  Ebene. 

Satz  IV.  Vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  a,  |3,  y,  j  bilden 
ein  Viereck,  der  Dnrcbscbnittspunkt  von  aß  und  yS  heisse  e,  der  von 
Py  und  ai  heisse  £,  der  von  iß  und  c£  heisse  9.  Zieht  man  nun  nach 
einem  beliebigen  Pnnkte  k  im  Räume  die  Geraden  ad,  ßi,  yX,  Sl,  welche 
eine  durch  die  Gerade  t^  gelegte  Ebene  in  den  Punkten  a,  ß\  /,  h' 
schneiden,  so  gehen  die  Geraden  ay\  ßd\  ya\  S^  durch  einen  Pnnkt 
(Fig.  7). 

Zum  Beweise  von  Satz  IV  genügt  es  wieder  zq  zeigen,  dass  drei 
der  Geraden  ay\  ßd',  ya,  6^  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  pie 
Bedingung  dafür,  dass  ßß'.,  yy\  66'  durch  einen  Punkt  l  gehen,  findet 
man,  indem  man  je  zwei  Bedingnngsgleichungen  dafür  aufstellt,  dass 
Ißß",  kyy,  ISä'  auf  gerader  Linie  liegen.  Eliminirt  man  daraus  die  von 
k  ausgehenden  Strecken,  so  ergeben  sich  die  drei  Bedingungsgleichungen 
I)  {ß5.yt.y6'.ß'9)  =  l, 

H)  iv'ß^.ö'&.iß.yi:)   =1. 

HI)  iö'y'.ß't.ßy.ö,)  =L 

Nun  ist 

IV)  {&ß.aB.y6)  =  U 

weil  dcj»  80  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ßt6  gelegen  sind,  dass  ihre 
Verbindungslinien  mit  den  Gegenecken  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Analog  ist 

V)  {ßy.ia.ö&)  =  l. 

Ferner  ist 

(/f.äa.fjS)  =  —  I ,  weil  y6i  auf  gerader  Linie  liegen, 

{ßt.yä.^a)  =  --i\      „     ßyt 

{6y.^ß.at)  —  -i,      „     d£c     „ 

{yt.ßa.li6)=^--\,      „     yßi 

Multiplicirt  man  diese  vier  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 


Klmoore  Mitllieiluugen. 
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Mulii[ili(:irt  man  nun  1)  mit  IV},    II)  mit  V),    III)  mit  Vt)i   «o  er- 
^V^Q  »ich  die  Attl  Gleieimngeu 

U)  [äß.af  .yd'.ß^9)  =  l, 

U.)  iy'^.d'».ßi,ati   =.1. 

Uli)  {Ö'/.ßrc.ia.ßi)    =1, 

n<J  rJiHo   sagen   iiis,    dass  ^ik',  d^  aii<l    ay    sich    in  eiaom   Paoltto 

DiMcr  Beweis  ict  Dan    anf  Satx  III  in  d^r  namHcbeo   Wrise  über- 
r,  wie  der  ßewels  von  Satz  I  auf  Hatz  II. 

AIm  toteivtisante  Specialßllle  d«r  Qälxe  I,  II,  III,  IV  fügen  wir  nucli 

ide  SStSH  binzu: 

I.  Zii-'bt   man   darcb   don  Scboitlpuukt  zweier  DiagoiiateD   eine«  Vier- 
"W  l\rmltelen  zn   <1od  Seiten,   so  Itpgcn   dtiren  Schoitipunkte   mit  den 
>~iten  auf  einer  geraden  Linie.* 

i.    Zieht    man   von   den  ticken   eines  Vterfioits   Parallelen    in    einer 
Wteligeu  UicUtDiig  und   durch   deren  Hchnitlpniiktt;  mit  der  Verbiadanga 
lila  der   Nrhenechen    gerade    Iitnien    nach    den    enitipreehondon   Gegen* 
Kkm,  SU  schneiden  sich  diese  Geraden  io  einem  Punkte. 

3.  Lrgt  man  durch  «inen  beliebigen  Punkt  einer  Uiagonalgcraden 
ttin  lierkantigen  t^ke  pArallelebencn  zu  den  SettenHäcliea  der  Ecke, 
U  ti<-geri  deren  Durchschnitte  mit  den  enUprechenden  gegentiberliegen- 
te  fiAitentlacheo  in  einer  Ebene. 

1  Zieht  man  von  den  Kcken  eines  Vierseits  Parallelen  sn  einer 
UlfbigpQ  Riclitnng  im  Rnnme  und  durch  deren  Bchnitipunkte  mit  einer 
fttae,  welche,  durch  die  Verbindungslinie  der  Nebenecken  gelegt  ist, 
pnie  Linien  nach  den  entsprocbcnden  Gegenecken,  so  schneiden  sich 
WCM  Geraden  in   einem   Punkte. 

Strassburg  I.E.,  im  Hai   1SS2.  Dr.  Arkold  SaoasB. 


nvi.    Ein  «lementargeometrischer  Satz  als  Beitrag  zur  Theorie  der 
itereograp bischen  Frojeotion. 

Sind  vier  Punkte  auf  einur  ICbenc  i>der  aof  einer  Kngel  gegeben 
^BCIt^,  sind  Terner  die  vier  Kreise  A',,  A',,  A*,,  A'^  gezeichnet,  welche 
rftreb  retp.  ßCtf^  Jf;/>,  ^fip,  ABC  gelegt  werden  kennen,  so  kann  man 


*  Dea  obigen  Satz  hatte  der  Herr  Ver&BBer  gefunden  und  mir  darilber  einen 

^\M  m^eeendet;   dieoer  veraulaute  mich  nur  AtirsiicbuDg  den  riel  nllgeniftioe- 

«B  Theorem»  IV.   «nlchc«  ich  sowohl   unter   der   vorhergebenden   Nummer,   als 

'«*«*Sch  iierni  Dr,  SaL-hao  mitgalbeiJt  habe,  voriuf  [fStsterer  den  fitUwr^u  ^tvVftÄ\, 

i"**»  *fcn  rorliefffuiiva  umtAUscbto.  „ 

Scuu'iuvwi'a. 


Irin«!« 

EwiHcheD  den  teclis  Wiokela  (12)(]3)(I4)(23)(24)(34).  welcb«  die  Kr«u*{ 
miteiaaDiler  bllileo,  vier  Bexiehongen  »nfetellen;  idad  bat  oüiolkb,  «faa 
man  die  WiDkeUamme  um  jedcu  der  vier  Ponkie  AßCli  bildet  Dod  mn 
die  absoluten  Wcrtlin  jener  Winkrtgröfiseo  io  RccliDUDg  briugt. 
(23)+(34)  +  (24)  =  (13)+t34)+{l4)  =  {12)+(H)  +  (24) 
=  {!2)  +  (13)  +  (23)=180'*. 
Biersai  folgt  dnrcli  Subtracttoo 

(23)+C24)-(13)-(I4)=0  =  (H)  +  (24)-CI3)-(25) 
tind  bie-rAiia  dorcb  AddltioQ  (24)  =  (J3).     Aoalog  erbSlt  ta«n  (12)  =  (31)«] 
(14] -(23) 

Dn«   Kesnltat  (12)^(34)  kann  man  aacti  so  anssprechen: 

,,BnU  man    bwpI  Pnoktc  AB  auf  eiootn  <'ßst«n  Kreise  A,,  MvieJ 
einpn    anssprlialh    iTj   beliebig    gelrgcnon    Punkt    C   fBBl,    legt    da| 
durch    «inen   aof   der  Peripherie  h\  bcwegUchon  Ponkt  X>   die  Ki 
A',,   welcher  /'   mit   BC,   sowie  A'^,   welcher  0   mit  AC  Terhiodet,  le 
schbesson  diese  verldderlicbeD  Kreise  K^,  A*,  einen  cooitanten  Winkel, 
ein." 

Das  GeAa^e  liefert  wohl  d^o  cinracheivn  Beweis  dafOr,  dass  difll 
sterengraphischo  l'rojection  der  Erdobor6Xche,  nadi  welcher  jeder  Poikl , 
der  Kugel  vuui  Nordpol  aus  auf  eine  zui  Tangeutialebeue  im  Nordpol 
parallele  Ebene  projicirt  wird,  als  Bild  eiaes  Kreises  aaf  der  Kagel, 
wieder  eioen  Kreis  aar  der  Projectionsebeoe  liefert 

Denkt  man  sich  nSmlich  den  Nordpol  in  V,  sowie  einen  Kreis  U^ 
auf  der  KugclflScho  gegeben ,  so  kann  man  auf  diesem  Kreise  xwei  Fonkt» 
A^  B  fest  annehmen,  sowie  einen  dritten  Punkt  /)  die  Peripherie  A*, | 
dnrcblaufeo  lassen;  die  durch  ADC^  BbC  gelegten  projicirendeo  Kbenea 
schneiden  die  Kugel  in  Kreisen  A'j,  A'j.  Ihre  Schntttltnien  auf  itx 
Zeichnnngsebeoe  bilden  auf  letxterBr  einen  Winkel,  der  nicht  Tcrschii>dcD 
ist  von  dnm  hei  C  auftretenden  Winkel  (12)  der  Kreise  A*,,  A',,  da  ji 
die  ZeichuDugBebeno  der  Tangentialebene  parallel  ist. 

Letzterer  Winkel  (12)  ist  nun  aber  constant  nach  dem  oben  Bewie-j 
senen;    daher   projicirt   aicb    der  Kreis   h\   als   eine  CnrTe  h'\   von   der] 
Kigeuschnft,   dass  awei   feste   Punkte  A',  ä*  derselben  von  jedem   Cnrren- 
piiuktc  /''  ans  notcr  demselben   Winkel  erscheinen. 

Verwandte  HetrachtUDgen  finden  sich  in  zwei  Arbeiten  von   Wcde< 
kind  I Dissertation,  Erlangen   1874/75.  und  9.  Band  der  maibematischenj 
Ännalen). 

MQDchon,  April  1883.  Fbitx  Uopuakh. 
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facber  einrichten  mtlsste.  Darin  bestftrktA  mich  noch  die  Polemik,  weleb 
zn-iscben  den  Profensoren  HoüpI,  Gronau,  Bellavitia  und  mir  ent 
stand,  biß  gnlehrte  Kriiik  Uotlers  befindet  sich  im  Septemherhef 
1864  des  .lonrnnls  von  Terqnem.  Der  erste  Theil  der  Ansgabe  meiilft 
Tafeln  von  lEt70  enthült  ausser  der  Geschichte  der  hyperbolischen  Fbim- 
tionen  eine  grosse  Anzahl  ihrer  Anwendungen  auf  die  Algebra,  die 
Astronomie,  die  Physik,  die  elliptischen  Functionen  und  die  Loxodrome*]. 
Die  byperboliscben  Functionen  spielen  anch  eine  wesentliche  Bolle  ii 
der  Nicht -Euklidischen  oder,  wie  sie  von  Anderen  genannt  wird«  ideaki 
Geometrie,  wie  ich  in  zweien  meiner  Abhandlungen  ttber  die  ArbnU 
von  Lobatcheffsky  und  der  beiden  Bolyai  gezeigt  habe.  Die  eiite 
dieser  Abhandlungen  befindet  sich  im  Septemberheft  1S66  der  Riviiti 
Bolognese  und  die  zweite  im  Bulletin  der  Geschichte  der  matbematischfa 
und  physikalischen  Wissenschaften  des  Fürsten  Boncompagni,  tv* 
Öffentlicht  in  demselben  Jahre.  Ausserdem  geht  dieses  auch  ans  eiaei 
klassischen  Abhandlung  des  Prof.  Battaglini  über  dieselbe  Geometrie*] 
hervor. 

Vor  dem  Jahre  1870  drang  Prof.  Hoüel,  jener  competente  Riektar, 
in  mich,  den  Winkel  qp  aufcugeben  und  dafür  als  Argument  den  dop- 
pelten hyperbolischen  Sector  zu  nehmen.  Die  Einwürfe  Bellaviti^ 
kamen  zum  grossen  Theil  mit  denjenigen  HoüeTs  überein,  nur  dann 
sich  nicht  sehr  günstig  Über  das  System  Gronau' s  aussprach.  Ich  tit> 
wertete  Beiden,  und  Betlavitis  erwies  mir  die  Ehre,  meine  ganze  Ant- 
wort in  die  Annalen  des  Istituto  veneto,  Heft  für  Juli  und  August  1864, 
einzurücken.  Der  Inhalt  meiner  Erwiderung  war  folgender:  Ich  stimmt« 
vollständig  damit  überein,  dass  der  doppelte  hyperbolische  Sector  du 
uatürlicliete  Argamont  für  ausschliesslich  tiypeibnlische  Tafeln  sei;  in 
gewöhnliche  Winkel  q)  dagegen,  wenn,  wie  es  meine  damalige  Abiicht 
war,  es  sich  darum  bandelt,  die  hyperbolischen  Functionen  vom  elemni- 
taren  Standpunkte  aus  zu  betrachten  und  an  die  Stelle  der  bekauDtn 
Tafeln  von  Lalande  ein  mit  diesen  Functionen  bereichertes  Bach  iv 
setzen ,  welches  man  den  Eleven  der  Lyceen ,  wo  die  Kegelschnitte  gelehrt 
werden,  in  die  Hand  geben  könnte  und  wodurch  sie  in  den  Stn^ 
gesetzt  wHren,  die  Kreis*  und  die  hyperbolischen  Coordinaten  unter  ein 
ander  zu  vprgloichen  und  z.  B.  die  Fläche  des  doppelten  Sectors  in  de 
gleichseitigen  Uyperhel  aus  dem  gegehenen  entsprechenden  Winkel  7  ■' 
hfreclincn,  uud  nicht  aus  r,  welches  in  Bezug  auf  die  Figur  etwas  Ei 
künitteltrs  hat.  In  WirkHclikfit  habe  ich  dadurch,  dass  meine  Tafel 
vom  Jahre  1870  die  dritte  Ausgabe  erlebten,  geschlossen,  dass  diei 
meine  Erwartung  mich  nicht  betrog. 

Da  ich  nun  jene  Idee  duTchgefübTi  babe^  eo  schien  es  mir  geeigni 
bfperboliBche  Tafeln  für  den  ».uftBc\iV\eaa\\<i\ie'Q.Ge>aT»u'^  ^«.x'^AjiJswOT«:«^ 
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SU  berechnen,  deren  tbeoretiscber  Tbeil  sieb  «nf  die  analytischen  Prin- 
cipien  dieser  Functionen  gründet.  Mit  der  AnsfUhrung  dieses  Unter* 
nebmens  bin  ich  gegenwärtig  beschäftigt.  Das  Argtunent  lansste  der 
doppelte  hyperbolische  Sector  oi  sein,  welcher  von  Nnll  an  in  kleinen 
Intervallen  wachsen  nrnsste.  Ich  lege  am  Ende  dieser  Abhandlung  eine 
Frohe  dieser  Tafeln  vor.  Weil  ich  mich  nun  dadnrch  denjenigen  Gnder- 
mann's  und  noch  mehr  denjenigen  Hoüel's  nHhere,  so  mnss  ich  vor- 
erst diese  beschreiben,  nm  den  Unterschied  derselben  mit  den  meinigen 
Bu  leigen.  Nach  dem  Jahre  1830  veröffentlichte  Gudermann  in  den 
Bänden  VI,  VII,  VIII  und  IX  des  Crelte'scheu  Journals  eine  Reihe 
TOD  hyperbolischen  Tsfeln.  Diese  waren  eingeleitet  durch  eine  gelehrte 
und  ausführliche  Abhandlung,  betitelt:  Theorie  der  Potentialfunctionen, 
in  welchen  durch  dieselbe  Analysis  die  Functionen  der  beiden  Curven- 
arten  so  behandelt  werden,  als  ob  sie  aus  gleichem  Ursprung  hervor- 
gegangen wären.  Die  'I'heorie  wird  vervollständigt  mit  der  Auseinander- 
eetzung  der  Principien  ,  welche  zur  Aufstellung  der  Tafeln  gedient  haben, 
nod  das  Werk  ist  dem  berühmten  Gründer  jener  Zeitschrift  gewidmet. 
Seine  Tafeln  sind  doppelter  Art:  die  ersten  geben  den  transcendenten 
Winkel  r,  von  ihm  Longitudinalzabl  genannt,  wenn  der  doppelte  hyper- 
bolische Sector,  von  ihm  Längenzabl  genannt,  gegeben  ist,  und  um- 
gekehrt; die  zweiten  geben  die  Logarithmen  von  sink,  cosh  nnd  tagh, 
wenn  der  doppelte  Sector  gegeben  ist;  nur  dass  diese  zweiten  Tafeln 
nicht  mit  dem  doppelten  Sector  0  anfangen,  sondern  mit  jenem  ^2  bis 
12,  weil,  wie  er  selbst  sagt,  die  ersteren  sich  nicht  gut  für  den  Gebrauch 
eignen,  wenn  der  doppelte  Sector  grösser  als  4  ist.  Daher  kommt  es, 
dass  der  Gebrauch  der  Gudormann'schen  Tafeln  nicht  gleichmässig  ist. 
Wenn  der  gegebene  doppelte  Sector  grösser  als  2  ist,  geben  seine  zwei- 
ten Tafeln  direct  die  Logarithmen  der  entsprechenden  hyperboliüchen 
Functionen;  wenn  dagegen  derselbe  kleiner  als  2  ist,  muss  man  auf  die 
ersten  Tafeln  zurückgehen,  welche  den  ihm  entsprechenden  transcenden- 
ten Winkel  geben;  alsdann  muss  man,  am  die  gesuchten  Logarithmen 
der  hyperbolischen  Functionen  zu  erhalten,  zn  den  gewöhnlichen  Loga- 
rithmentafeln greifen  und  alsdann  von  den  gewöhnlichen  Logarithmen  zu 
den  natürlichen  Werthen.  Dieses  genügt,  uns  zu  überzeugen,  dass  die 
Gudermann'schen  Tafeln  sehr  unbequem  sind,  weil,  wenn  wir  uns 
auch  der  zweiten  bedienen  können,  wir  dennoch  gezwungen  sind,  nicht 
nur,  wie  ich  soeben  bemerkt  habe,  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 
mit  Hilfe  anderer  Tafeln  überzugehen,  sondern  auch  die  Proportional- 
tbeile mittelfit  der  Logarithmen  der  gesuchten  Functionen  zn  berechnen, 
während,  wenn  wir  genau  verfahren  wollen,  wir  diese  Proportionaltbeile 
mittelst  der  numerischen  Wertbe  der  Fanotioaen  aelbit  nehmen  müssen. 
Deshalb  habe  ich   in   dem   bistoiiMhen  T  -»n  1870 

geaagt,   dass   ich  leider  die  Anaielii 
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kann,  und  dnss  das  wirkliche  Verdienst,  wetcbea  er  in  dieser  Arbeit 
seines  Lehrers  erblickt,  in  deo  verschiedeneu  darin  eothalteoen  neuen 
Anwendungen  beetebt. 

Wührend  der  z'niecheQ  der  Veröffentlichung  der  Gudermann'Bcben 
und  meiner  Tafeln  verflosBenen  Zeit  TeröfTentlichte  Ho  fiel  ein  interessan- 
tes  Werk  unter  dem  Titel:  Recuetl  de  formules  et  de  table«  nnmäriqaes'). 
Die  Tafel  XIV  dieses  Werkes  bat  viele  Analogie  mit  den  meinigeo.  Er 
legt  in  der  Einleitung  zu  seinem  Werke  die  Einrichtung  seiner  Tafeln 
kurz  dar.  Auf  Doppelseiten  ebthSlt  diese  Tafel  neben  einander  die  naltir- 
lichen  Werthe  und  die  Logarithmen  der  Kreisfiinctionen  von  x  =  0*  bis 
T=  0^,500,  die  Werthe  der  entsprechenden  doppelten  byperboliBeben 
Sectoren,  welche  er  mit  u  bezeichnet,  jene  von  Mii  (wo  Af  der  Hodol 
der  gewöhnlichen  Logarithmen  ist),  und  endlich  aller  byperboliscben 
Functionen  und  deren  Logarithmen  mittelst  der  Relationen 

sinT  =  taghu,     cosecx=  — , —  ,     Imix  =  sinhu ,     colgx  = , 

sec  z  =  cusfi  II ,     ras  t  — . 

cos/i  u 

Der  Autor  bemerkt  dann  nebenbei,  dasB  mau  mit  seinen  Tafeln  die 
nnmerischen  Werthe  von  e"  =  coshu  +  sinfiu  und  «~" ^ coshu^sinhu 
leicht  bestimmen  könne.  Sein  Argument  schreitet  nach  Hunderteln  des 
Qnadranten  weiter,  und  obgleich  dieses  öfters  weniger  bequem,  als  die 
•Sexagesimaltlieilung  ist,  so  bietet  es  doch  bei  vielen  Anwendungen  be- 
merkenswertlie  Vortheile.  Im  Ganzen  bieten  die  Tafeln  HoUeTs  einen 
Fortschritt  vor  denjenigen   Gronau's. 


Nun  spreche  ich  von  denjenigen,  welche  ich  gegenwärtig  berechne. 
Da  Hotiel  die  Üilte  hatte,  mir  die  grossen  astronomiischen  und  hydro- 
graphittchen  Tafeln  des  Prof.  Baga^^)  zu  schenken ,  welche  in  den 
Weilben  des  gewölinlichen  Winkels  <p  von  Sexagpsimalsccunde  zu  Sexa- 
gesimalBecuiide  weiter  schreiten,  so  kann  ich  niittelbt  derselben  die  meioi- 
gen  mit  einem  grossen  Grad  von  Genauigkeit  entwerfen.  'J'rotzdem  hätte 
ich  für  sehr  kleine  doppelte  byperboliM-lic  Sectoieii  <a  bei  cosh  die  von 
mir  erstrebte  Genauigkeit  niclit  erreichen  können,  wenn  ich  nicht  von 
der  bekannten  Formel  coshu  =  secx  =  j/l  -^-tutj'z  Gebrauch  gemacht  hätto. 
Das  Argument  w  fangt  von  0  an  und  schreitet  beständig  um  y^r-Juff 
weiter;  die  lineare  Einheit  ist  die  reelle  Halbnxe;  ep  sind  di$  entspre- 
chenden Werthe  von  t  berechnet  und  den  Lognrithmeu  der  hyperbolischen 
Functionen  stehen  ihre  natürlichen  Wertlie  gegenüber.  Zu  ilieser  Einrich- 
tung bewogen  mich  die  Anforderungen  der  Praxis  und  die  verschiedenen 
Formen,  welche  sich  für  die  Ingarithmische  Berechnung  eigneu  oder  nicht 
«(««4JI,     Die   Einrichtung  ist    folgende.      Auf  der   linken  Seite  befindeo 
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■eh:  »,  logta,  logsinhto,  logcosha,  logtagka^   auf  der  rechten:    m,  tinho^ 
rui«,  hghso,  Ampx.      Die  Tafeln   geben   auch  anf  der  linken  Seite  für 
■  durtwaige  BedÜrfnisa  die  Logarithmen  der  natfirlichen  Zahlen. 

Die  Ton  mir  cor  Beatimmnng  der  Werihe  von  r  unter  anderen  ent- 
ipRcbenden  Fnnctioneu  benützte  Formet  war  folgende: 


logla9{'^-\-l) 


w  —  -    ,  — ■ 

■  tage 

DiiH  Formel  giebt  t,  und  wenn  dieses  bekannt  ist,    haben  wir  die  Re- 

htionen 

tinh  <0  =  t'ig  T,      cosh  (u  = ^=  sec  i,     lagk  a  =  sin  z : 

cosx 

ti  den  FKlIen,   wo   ta   klein    ist,    benätzte  ich  znr  Probe  die  bekannten 
Fonnpln 

coshu^ ^ ,     sin  hat  = ^ 1 

-o^  =  l  +  j  +  j-2  +  .   ..      ,--=1--  +  —  -...   «t. 

Um  eine  Idee  meines   bei   der  Einrichtang   dieser  Tafeln  befolgten 
Yrrfthreos  xa  geben,  setze  ich  einen  Tbeil  derselben  hier  bei. 


•  , 

fcf 

hgloge 

V-.(M).. 

M 

1 

hf8mkm  =  logTant 

S»km 

hiCo$hn  =  logSKT 

CoAm 

^ToHhta 

r«iA« 


0,0270 

2',48l:t638 
1,6377843 

2,0691481 
0,0117260 

45»46'24",238 

l'>32'48",476 
2,4314167 
0,0270033 
0,0001683 
1,0003643 
2,4312584 
0,0269934 


0,0371 
2,4829693 

1,6877843 


0,0272 
2,2846689 
1,6377848 


2,0707636     I      ■>,0723532 


0,0278 
9,4361636 
1,6377848 

2,0739469 


0,0117694     I      0,0)88128     i      0,0118662 


45''46'86",648j4Ö«46'44",857 
1"3S'09",096 


2,4330228 
0,0271033 
0,0001596 
1,0003670 
2,4328633 
0,0270934 


1"33'29",7U 
2,4846227 

0,0272034 
0,0001607 
1,0008697 
2,4844620 
0,0271933 


45»  46' 66",  163 

l«33'60",a36 
2,4362168 
0,0273334 
0,0001618 
1,0003724 
2,4360646 
0,0372982 


Oieie  Methode  kann  die  siebente  Decimale  am  eine  halbe  Einheit 
n  poN  oder  zn  klein  ergeben;  die  sechste  Decimale  jedoch  hat  sieh 
^  mwhiedeoen  Anwendungen,  welche  ich  in  meinem  Werke  anftlhteu 
rmduoj  die  ich  mit  FleisB  «üwobi  mit,  als  ohne  \iyipei\io\wtVft  YiMi«.- 
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tioneii  dorchgerfthrt  habe,  als  geuan  gezeigt.  Ueberall  habe  ich  die 
beiden  letzten  Ziffern  rechts  in  jeder  Colonne  hinsoegerückt,  veil  in  der 
Regel  fUnf  Decimalen  mehr  als  hinreichend  sind.  Ebenso  habe  ich- es 
in  den  Colonnen  der  Differenzen  D  gemacht,  and  bei  den  Werthen  von 
T  habe  ich  zwei  Decimalen  angeschrieben,  weil  ich  bemerkt  habe,  dass 
selbst  in  der  Astronomie  eine  einzige  genügt. 


Schliesslich  mass  ich  noch  Über  deo  historischen  Theil  meines  Wer- 
kes sprechen.  Dieser  mnss  eine  grössere  Ausdehnung,  als  derjenige  in 
meinen  Tafeln  vom  Jahre  1870  haben,  weil  in  der  Folge  zwei  inter- 
essante  Werke  über  die  hyperbolischen  Functionen  erschienen  sind;  das 
eine  ist  von  Capitän  Laisant^)  und  das  andere  von  Dr.  S.  Oünther*"). 
Ich  bin  sicher,  dass  es  dem  Leser  angenehm  sein  wird,  wenn  ich  eine 
Andeutung  Über  diese  beiden  Werke  gebe. 

Das  Werk  des  Herrn  Laisant  besteht  aus  drei  Theilen;  der  erste 
enthält  die  Trigonometrie  der  gleichseitigen  Hyperbel.  Er  fängt  damit 
an ,  die  geometrischen  Grossen  der  hyperbolischen  Functionen  mittelst 
geeigneter  Figuren  -zn  erklären  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  bei 
ein  and  demselben  doppelten  Sector  u  aufzustellen,  wobei,  wie  gewöhn- 
lich, die  reelle  Halbaxe  als  Einheit  angenommen  ist.  Indem  er  alsdann 
naturgemitss  ihren  analytischen  Ursprung  nimmt,  bestimmt  er  alle  trigo* 
nometrischen  Relationen,  Dlfferentiflle  und  Integrale  der  Functionen  von 
la  und  ihre  Feriodicität.  Hier  macht  er  mit  Nutzen  von  der  conjugirten 
Hyperbel  Gebrauch,    welche    gewissermassen   den    Umfang  der  Carve  om 

ihr  Centrum  ergänzt;   dadurch,  dass  er    ■»  >  zu  u  hinzufügt,  geht  er  von 

einem  Punkte  M  der  gegchcuen  gleichseitigen  Hyperbel  zum  Punkt  M'" 
ihrer  conjugirttin  Über,  und  es  sind  die  Functionen  des  letzteren  in 
Bezug  auf  die  Axe  i^i' geometrisch  dieselbpo,  als  diejenigen  des  Punktes 
M  in  Bezug  auf  die  Äie  XX. 

Im  zweiten  Theile  verfahrt  der  Autor  ebenso  bezüglich  einer  belie- 
bigen Hyperbel,  und  dieses  veranlasst  ihn,  in  analoger  Weise  die  Ellipse 
zu  bebandeln.  Der  dritte  Theil  endlich  enthalt  eine  Reihe  von  interes- 
santen Anwendungen  in  meisterhafter  Bebandlungsweise,  welche  zu  ihrer 
numerischen  Berechuung  hyperbolische  Tafeln  Dothwendig  machen,  die 
iu  sehr  kleinen  und  gleichförmigen  Intervallen  des  doppelten  Sectors  m 
aufsteigen. 

Herr  Dr.  S.  Günther,  Professor  am  (-iymnasinm  zu  Ansbach,  t^ngt 
seine  oben  citirte  Schrift  mit  einer  historisch- bibliographischen  Einleitnng 
an  und  erweist  mir  die  Ehre,  diese  fast  gänzlich  auf  den  historischen 
Theil  meiner  Tafeln   von  1670   zu   gründen,    nur   dass  er  die  Fähigkeit 


k«iiUi,  dftDMlb^n  durch  die  Qmfnnf^-Teiclif  KraottiiBM.  welche^  ihm  (wie  er 

ttlbit  i«^)   dM   gfaKQA   tSindiiim   ntlpr   Aulor>-n    dioHer  Dnclriu,   li«tipt- 

Jieiilicb    Uayer*»    oiid    Hiocati's    gfbrscltt    bat,    zd    prweitern.      Üpdi 

X^lxl^rrn    legt    ei    du«   Verdirrnst    der  OrJlodung   dtr  liyperboliacben   Tri> 

|g»Dnmetri«   h«t,    wührtiid   n*cb   mt-iiier  Auneinaude »Atzung   dii-ses   «ucb 

i]l«7«r  sagebSrt.     Er  «rwJihot  Rucb  deti  Ferrooi  ia  ebrenliAft^r  W^loe 

,Biid   ftsgt    iS.  19],    „da»a   HRmoiti   und   Forti  dnin   ineislrrbAHeu   Work 

jdn  briUbniten  Flor^nliucni"]   du«  verdiAnlR  Lab  zn  Tbi»il  vrttrdea  ÜPueOt 

'«rlcb^r    Ton    den   Gescliiiblfwobreibern    (und,  wie  leb   beiföRp,    rhcIi   »ou 

Ntra    mir    bekaunteD    j^roiseo    biaj;ra)ibiscbeD    Wörterbticbero)    v«rgew(M) 

[«■td«". 

Ia  Bezug  auf  das  Verdienst  Newton'B  om  dieen  Tht^orie  sagte  ich, 
>da««  Nrwtou,  nbglficb  er  k^iue  Abnaog  vou  der  beoltgen 'l'benrie  dor 
kjFpetboUMcli«a  Pnnetioueu  hatte,  deiinneb  den  Keim  dana  legte,  nnd  auf 
dIeMr  ThaUaebe  bin  icb  bejttaaden,  weil  meines  Wisiteus  kein  Schrift- 
■i«tler  sein  Aogeometk  darauf  gelichtet  hatte.  Uaps  dieuea  mein  Uttbeil, 
okbi  Irrig  war,  bMtätigi  mir  Dr.  Gäntber  im  §  3  leinea  Werkef,  «ro 
■t  tieb  so  BUsdHtckt:  „Dem  Forti  gehlthrt  das  Verdien«!,  die  uubewasato 
Akntng,  welche  Newton  von  den  byperboli«cbeu  Functionen  balle,  als 
iv  Ettie  bervorgebobfo  so  haben." 

lo    der  That  finden  wir  in  dem  nnslerblicben  Werke:   Philoeophiaf- 

utvrslU   prineipia  maibemaiica   lib.  11   pr-r^p.  VHI,   dasa  Newton   nach 

irionn  Lemma,  in  welchem  er  die  Fundamente  der  Differentialrechnung, 

na  ilim   Flniiaasrecbnaug  genannt,  darlegt,   von   dem  Auf-  und  Abstei- 

pit  der   Korpf-r    in   Milleln,    welche    prnportinnal    dem  Quadrat   der   Oe- 

rindigkeit  WiderBiand  leiiien,  epricht,  und  dass  er  die  Geechwindig- 

nit  eine«  aDfHtrigenden  Körpers  durch  die  Tangente  eineg  Kreimaectot« 

(Umelti.  die  fie«chwint|igkeit  einvs  fallenden  Kätpers  dagei^en  durch  die 

Tfeagente  eines  hjperbujiachcu  Sectors.    In  Prnp.  IX  hew<'i«t  er.  dasa  von 

^ieM>o  Seetoren   der  erste  prnpnrlictnnl  ist:  der  von  dem  Angenblirk  üeineB 

venikaleo  Anfnieigen»  bis  zu  dem  Angenblick,   wo  er  zu  steigen  aufbort, 

Verloaaeoen  Zeil;  der  zweite  dagegen  proporiional  der  Zeit,  welche  xwi- 

detn    Aogenblick    seine«    Kalten«)    und    ieiner  Znrtlckknnft    zu    dem 

t,   von   dem  er  aufwMrts  geworfen  wurde,  verflossen   ist.      Kun   bfl* 

%tr)ce   man,    dasa    die    Gleichung,    welche    den  Zusammenhang   swiBchen 

^et  Oflsrh windigkeit  und   der  Zeit,    nncb  der  angenommenen   Hypntheae, 

liiiht,  bekanntlich  ist 

b  dli>a«r  Gleichung  sind  die  vertikalen  Ordinalen  tou  oben  nach  onton 
P*UU;  ■  bexeicbnet  die  der  Zeit  t  entsprcobende  Ge*chwindigkeii  des 
brper».  g'  dl«  dem  widerstebeuden  Mittel  entsprechende  Beschleunigung 
«■^  /   äio    Otvchwißdigkeit,     welche    Iluyghona    lä\iA^tfc':V'«\u4\ 
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!ogm. 


O. 


0,02T0 
0,0271 
0,DS7i 
0,0273 

0,0274 

o.oave 
o.oäie 

0,0277 

0,0*79 
0,02SO 
0,0S8I 
0,0-28-2 
U,0£83 
0,028A 
0,0^& 

0,0287 
0,0288 
0,U:ftf9 
il,0S9iJ 
0,1.1-29 1 
0,0  SOS 
0,0^93 
0,0  J  »4 

U,0-i97 
0,<)3&8 
0,0299 
0,0300 


I       n 


2,4313Q  39 

2,.13Ä96  Sri 

2,434Af!  BS 

3,4S616  30 

Ä,4:+775  06 

ä,4393S  27 

i,44u90  91 

§,14247  88 

M11U4  46 

*,416«0  42 

ä,417l6  SO 

§,44870  6S 

^,45024  91 

2,4öl78  64 

2,4fiGS6  60 

§,4A788  19 

2,4ä»39  2& 

ä,46088  78 

^,46239  80 

■J.46aa9  30 

^■,16538  3S) 

■i.lfiGSe  76 

^,aü*.iH  7H 

Ü,461I82  20 

2,47  liO  17 

'2.47375  Gl 

2,47421  63 

-J,475tl7  13 

S,47Tli  13 


m.     [Tanh  =  Tanip. 


log  Senk  fn. 


S,43141 
§,43302 
2,43463 

^,13621 

l4a7ao 

9,43998 
§,44096 
2,44-i53 
2,44410 

2,il+&66 
M4721 

§p4ßO30 
2,43181 
2,46357 

2.46690 

'7,4661  a 

§,45793 
2t4694a 
2,46095 
§,46^45 
■2,46395 
2,4«fl44 
2,46632 
2,46841 
2,46988 
■2,47ia5 
2. 473  81 
§,474aa 
2,47573 
2,47718 


«7 

28 
27 
^ 
62 
78 
4& 
57 
II 
10 
16 
40 
72 
4.i 
i3 
U 
64 
89 
34 
Ö9 
68 

r>s 

i" 

13 
60 
35 
81 
'26 
46 


D. 


D.  Sm%  =  Tsmhif. 


log  Cosh  \ 


0,00016  es 

0,00016  9!> 

0OOU16  07 

0,00016  18 

0,'>Q0l6  SO 

(I,0U0I$  42 

0,00016  M 

0,00016  m 

0,00016  78 

0,00016  90 

0,00017  oa 

0,000)7  U 

0,00017  27 

U,O0017  S9 

0,00017  61 

0,00ül7  64 

0,00017  76 

I  0,00017  88 

I  0.<KH)18  m 

\  0,00018  13 

n.OOOlB  16 

i>,0öui8  na 

0,00018  51 

(>,0O0I8  64 

l),0O018  76 

0,00018  89 

11,00019  03 

0,00019  1& 

0,00019  98 

0,00019  41 

0,00019  54 

Tant  =  SinlL 


D- 


loffTtmlit 


IS 
12 
U 
li 
12 
12 
12 
12 
19 
12 
13 
13 
U 
13 
13 
13 
IS 
12 
13 
13 

13 
IS 
12 
18 
14 
12 
13 
13 


8,43125  U 
2,4328«  33 
S.  43446  30 
3,43605  45 
3,43764  »9 
2,43922  36 
2,44079  91 
^,4438«  91 
3,44393  33 
3,44649  20 
3,44704  U 
3,44859  H 
S,4S013  46 
S.45167  OS 
2.45320  23 
2,454.72  80 
2,46634  78 
3,45776  Ol 
»,46937  94 
2,46090  76 
2,46237  40 
2,46377  1$ 
^,46536  05 
•1,46674  13 
».468^2  37 
2,46969  77 
8,47116  34 
2,47263  72 
2,47408  98 
2,47674  OS 
2,47698  99 

Secw^CothXl 


'othXl 


Veranoh  neuer  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen.  9 

Ich  Behliesse  Duo  mit  der  Bemerkung,  dass,  wenn  meine  neuen 
Tifela,  von  denen  iuh  hier  eine  Probe  vorlege,  allen  Anforderangen  der 
Hilhtmitiker  genügen,  mir  der  Gedanke  an  die  Mühe,  welche  ich  bieher 
kitte  nnd  welche  ich  bis  zur  Vollendnog  noch  haben  werde,  angenehm 
»in  wird;  und  weil  die  Liebe  zur  Wissenschaft  jede  günstige  Vorein- 
{Nommenheit  für  die  eigenen  Ideen  zam  Schweigen  bringen  mnss,  so 
«AUrs  ich  mich  bereit,  aas  den  Kritiken,  welche  nach  Vorlegung  diesea 
Entmirfs  mir  sa  Gesicht  kommen  sollten,  Nutzen  ziehen  zu  wollen. 


I)  Archiv  der  Mathematik  und  Pbjsik,  berausgeg.  v.  Job.  Aug.  Grunert, 
PMfawr  SQ  UreifBwald.     1864,  Theil  XLI. 

5)  Tafeln  fQr  s&mmtliche  trigonometriBche  Functionen  der  cykliechen  und 
hjperboliBcfaen  Sectoren. 

8}  Prof.  Gronau  und  ich  QberBchickten  udb  gegenaeitig  uoBere  Werke,  and 
diewr  tchrieb  mir,  dass  sich  uoBere  Tafeln  weder  gegenseitig  überflCsBig  machen, 
ueh  widersprechen. 

4)  Tavole  dei  logaritmi  dei  numeri  c  delle  funäosi  circolari  ed  iperboliche, 
pceeedote  dalla  Btoriu  e  teoria  delle  iperboliche,  da  applicazioni  e  da  altre  tavole 
ü  DM  Irequente.     Torino ,  G.  B.  Faravia  e  C.     1870. 

6)  Bendiconto  della  B.  Accademia  delle  Bcienze  fiBiche  e  matematiche  di 
H^ll    Qiugno  1867. 

0)  Annali  delle  scieoze  matematiche  e  ÖBiche  dei  Prof.  Tortolini.    Tomoll. 

7)  U^moires  de  la  soci^t^  des  sciencea  phyaiques  et  naturelleB  de  Bordeaux  1866. 

8)  Paris,  Firmin  Didot  pire  et  fils,  1829.    Edition  st^r^otjpe. 

9)  Hämoires  de  la  soci^t^  des  eciences  phyBigneB  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Tsae  X.  1875. 

10)  Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  verallgemeinerten  Hyperbelfonctio- 
M,theilweise  auf  Grund  freier  Bearbeitung  von  Laisant'B  „EsBai  Bur  les  fonctions 
hfpetboUques"  und  Forti's  „Tavole  logaritmicbe"  dargeatellt  von  Dr.  S.  Günther. 
Bille  a.  8.,  1881. 

II)  Hagnitudinum  exponentialium  logarithmorum  et  trigonometriae  sublimis 
ttnik,  DOva  metodo  pertractata,  auctore  Petro  Ferronio. 
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Thoorie  der  Bewegung  und  der  Kr&fte.  Ein  Lehrbuch  der  Iheoretiaeben 
Mechanik,  bearbeitet  von  Dr.  W.  Schell,  Professor  am  Polytech- 
nikum Carlsruhe.  II.  Äuä.,  1878. 
Dieses  rühmlichst  bekannte  Werk  bat  in  zweiter  Auflage  manche 
Verbesserung  und  bedeutende  Erweiterungen  erfahren,  die  es  in  noch 
höherem  Grade  geeignet  machen,  durch  seine  umfassenden  Gesichtspunkte, 
durch  möglichste  AUgemeinheit  seiner  Theorien  für  Technik  und  Wisaeo- 
schaft  völlig  Erschöpfendes  zu  bieten.  Von  grossem  Werthe  in  dieser 
neuen  Auflage  ist  die  eorgfJ(ltige  Angabe  der  Literatur;  nicht  minder 
herTorznbeben  ist  die  Vermehrung  und  Verbesserung  der  Figuren  nnd 
des  Inhaltsverzeichnisses.  Die  Anordnung  des  Ganzen  hat  einige  Aende- 
rung  erfahren.  Im  ersten  Theil  wird  als  Grundlage  eines  grossen  Tbeils 
der  Mechanik  die  Geometrie  der  Strecken-  und  Werthpanktsysteme  im 
Zusammenhang  gegeben;  der  zweite  Theil  umfasst  die  frUher  den  ersten 
Tbeil  bildende  Geometrie  der  Bewegung  und  die  Theorie  der  Bewegungs- 
zustSnde  (Kinematik).  Wir  glauben  dieser  geänderten  Eintheilung  des 
StofiFes  Beifall  zollen  zu  dürfen.  Umgearbeitet  wurde  die  Lehre  von  der 
Beschleunigung  im  unveründerliehen  System;  neu  ist  in  Theil  2  die  Lehre 
von  den  Bewegungszustanden  einiger  veränderlichen  Systeme.  Anch  in 
Theil  3  (Theorie  der  KrJifte  und  ihrer  Aequivalenz)  und  in  Theil  4 
(Theorie  der  durch  Kräfte  erzeugten  Bewegung)  begegnen  wir  zahl- 
reichen theilweisen  Neubearbeitungen  und  mehreren  gnnz  neuen  Capiteln. 
So  sind  z.  B.  in  Theil  3  Cap.  lü  und  in  Theil  4  Cap.  8  die  neueren 
Arbeiten  von  Robert  Stawell  Ball  berückfichtigt  (virtueller  Coefficient, 
Cylindroid,  reciprocale  Asensysteme ,  Kinetik  der  Dynameii  am  unver- 
ffnderlichen  System);  Theil  3  Cap.  11  (astatihclies  Gleichgewicht  und 
astatische  Aequivalenz)  enthält  die  interessanten  ForschuDgen  von  Dar- 
boux  über  das  astatische  Centralellipsoid.  —  An  allen  einzelnen  Theilen 
des  Werkes  bemerkt  man,  wie  eingehend  der  Verfssser  sich  der  zweiten 
Auflage  gewidmet  hat;  aucli  wo  keine  eigentliche  Neubearbeitung  statt- 
fand ,  war  er  bemüht ,  da  und  dort  durch  präciseren  Ausdruck,  durch 
Beifügung    weiterer    Aufgaben    sein    Ziel     in    mögliclister    Vollendung    an 

•"*'«'''°-  DlBTKlCH. 
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Maximilian  Uhuhsbach,  Kraft  nod  Bewegung.    Halle,  Pfeffer.    1879. 

Der  Verffiflspr  gf^bt  davon  aus,  dass  wir  niclit  materielle  Dinge  wahr- 
nehmen,  sondern  die  immateriellpn  Kräfte;  die  bewegenden  Krfffte  seien 
Dichte  UnsinnlicbEtg,  niclite  Metaphyslecbes  —  die  Körper  nichts  Sinn- 
liches, nicblB  Physikalisches.  Nur  ein  kleiner  Theil  des  Scbriftcbena 
beschäftigt  sich  mit  Physikalischem,  insbesondere  mit  der  Lichtwellen- 
lebre,  die  ganz  verworfen  wird.  Die  letzten  Abschnitte  bebandeln  die 
Probleme  der  Erkennlniss  nnd  der  Freiheit.  Die  Hauptsache  fHllt  also 
ausserhalb  Mathematik  und  Physik.  p   9„g„ 


Weinbeuo,  Heainng  der  Wellenlängen  des  Liebts.  TnaagDral  •  Disser- 
tation. Wien,  Holder.  1879. 
Der  Verfasser  giebt  eine  Darstellung  der  Methoden,  die  Wellenlänge 
der  Lichtarten  vermittelst  Interferenzetreifeu  zn  messen.  Nach  einer 
Uebersicht  ttber  das  von  Fresnel,  Wrede,  Fisean,  Foncanit, 
Eseelbach  nnd  Stefan  in  dieser  Hinsicht  Geleistete  wird  die  Methode 
Stefan's  nHher  auseinandergesetzt.  Der  wesentliche  Unterschied  der 
vom  Verfasser  angewandten  Methode  von  der  Stefan's  besteht  in  der 
Anwendung  von  Kalkspath  statt  Qaarz.  Ks  wird  das  von  feinen  Inter- 
ferenzst reifen  durchzogene  Spectrum  von  Licht,  das  durch  eine  zur  Aze 
senkrecht  gescbliffene  Kalkspathplatte  bei  beliebigem,  aber  für  alle  Strahlen 
gleichem  Rinfallswiiiket  durchgeht,  bei  polarisirtem  Lichte  beobachtet  nnd 
ans  der  Distanz  der  Streifen  auf  die  WellenlKnge  geschlossen.  Die  erhal- 
tenen Wertbe  stimmen  bis  auf  die  Milliontel  Millimeter  mit  den  Kesnl- 
taten  von  Angström.  p  ^ecb 

Glaser,   Beitrag  zar  Fotentialtheorie.     fnaagural- Dissertation.     Bonn, 

Georgi.  1880. 
Es  wird  die  Aufgabe  behandelt,  das  Potential  einer  Vollkugel  zu 
finden,  deren  Dichtigkeit  eine  ganze  rationale  Function  der  rechtwink- 
ligen Coordioateu  ist,  und  die  Ftächendichtigkeit  einer  concentrtscheu 
Kugeloberfiitche  zu  bestimmen ,  welche  auf  Punkte  ausserhalb  gleiche 
Wirkung  üben  soll,  wie  die  Vollkugel.  p   2kcü 


Flbbhino  Jbnkin,  Elektricitat  und  Magnetiimns.  Deutsch  von  Exnbr. 

Braunschweig,   Vieweg.      1880. 

Unter   die   „Text-books   of  science",   die  in  England   gegenwärtig 

erseheinen,   gehört   die  1878  in  Tiert**  «i^nitne  Schrift  von 

Fleeming   Jenkin   Aber  »Kl«l  V.\^  vi^ 
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einer  der  berromgendaten  Kenner  nnd  Begründer  der  elektriKhen  wiMen- 
schaftlichen  Technik,  er  macht  in  diesem  Buche  den  Versnch  einer  popa- 
lären  Darstellung  der  Potentialtheorie,  ohne  jeden  Aufwand  von  Recli< 
nang,  Mos  von  der  Definititm  des  Potentials  als  Arbeitagrösse  anegebend. 
Dem  Uebersetzer  gebührt  das  Verdienst,  der  originellen  eoglischen  Be- 
handlung der  Elektricitätslehre,  die  in  Dentschland  venig  bekannt  iit, 
dnrch  seine  Uebersetznng  weitere  Verbreitnng  verschafft  zu  haben.  Dniek 
und  Ausstattung  lassen,  wie  wir  das  bei  Vieweg  gewöhnt  sind,  Nicfati 
XU  wünschen  Uhrig.  p  7-„„ 

Ratleioh,  Theorie  des  Schalls.    Deutsch  von  Nkesbs.     1.  Band.    Braun- 
schweig,  Vieweg.     1879. 
Der  Verfasser  will  in  vorliegendem  Werke  eine  znsammenbäDgeDde 
Theorie   des  Schalls   geben,   welche   die  wichtigsten  Fortschritte  enthält, 
die  in   neuerer  Zeit   von   Mathematikern    und    Physikern   in    dieser  Dia- 
ciplin  gemacht  sind.    Der  vorliegende  erste  Band  Iteschäftigt  sich  in  einer 
Einleitung  mit  der  Definition  von  Schall,  Ton  und  Klang,  geht  dann  n 
den    harmonischen   Schwingungen    über  (Schwingungen,   die   dpr^  üne 
Kreisfuuction  der  Zeit  bezeichnet  sind),    und  behandelt  ihre  Zusammes- 
setzung   nud   Zerlegung.      Es   werden   hierauf  Schwingungen   mit  einen 
Grade  von  Freiheit  betrachtet,  d.  b.  solche,  die  nur  nach  einer  bestimn- 
ten  Richtung  vor  sich  gehen,  Stimmgabeln,  belastete  Saiten  oder  Federn; 
nachher  schwingende   Systeme   im  Allgemeinen,   das  Princip   der  Coeii- 
stcnz  kleiner  Bewegungen  und  die  erzwungenen  Schwingungen.     Alsdann 
werden    die   Transversalschwingungen    der    Saiten    ausführlich    behandelt, 
ferner  die  Longttndinnl-   und  TorsinnsHchwingungen   der  Stäbe  nnd  deren 
Trao8Tert<als('liwing[ingen.   Die  Schwingungm  von  Membranen  und  Platten 
schliesseu    den    ersten    Hand.      Das   Werk    nimmt    vielfach  Bezug    anf  die 
theoretische  Physik  von  Thomson   nnd  Tait,   es  werden  häufig  nothige 
Formeln   nicht  abgeleitet,  snndern   einfach   dort  entlehnt,  so  dass  ein  vor- 
hergehendes Studium  der  einschlagenden  Theile  jener  Schrift  zu  empfeh- 
len  ist.      Die  Uehersetzung  ist   gelungen,   die   Aasstattnog  sehr  schön. 

P.  Zfion. 

KuiiLRAUscii,  Praktische  Physik.     4.  Anfi.     Leipzig.     1S80. 

Das  verdienstliche  Werk  des  Verfassprs  ist  in  den  physikalischen 
Laboratorien  wohl  bekannt.  Die  vierte  Auflage  bezeugt,  dass  es  mehr 
und  melir  sif^h  dnrt  einbürgert.  Xeu  ist  die.  Bestimmung  der  Brechungs- 
verhaltnisse  des  Lichtä ,  der  optischen  Axeii  oiiies  Kry^lalls,  Widerstands- 
hestimmnng  eines  zersetz  baren  Leiters  und  elektrostatische  Messungen. 
Auch   die  Tabellen  sind   beträ'chtlich  erweitert.  p    7_„„ 
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3ALCiiBtt,  Elemente  der  theoretischen  Mechanik.  Wien,  Gerold.  1881. 
Ein  Lehrbnch  für  die  Zöglinge  der  tisterrflichischeD  Marineakademie 
Finme,  welche  mit  den  Elementen  der  Differential-  und  Integralrechnung 
vertraat  sind.  Es  ist  eine  karze,  wesentlich  analytische  Darstellung  der 
Dynamik,  Kinematik  (anf  wenigen  Seiten)  nnd  Statik.  Auch  die  Be- 
wegung von  Flüssigkeiten  und  Gasen  wird  behandelt  und  in  einem  An- 
hang die  Bewegungswiderstände  und  die  Elasticität.  Die  PrKcision  des 
Aaadrncks  laust  Manches  zu  wünschen  Übrig:  z.  B.  §§  39,  46,  47  (man 
nennt  die  Rotation  eines  I'unktes  auch  Schranbenbewegung),  die  Defini- 
tion TOD  Dichte  in  §  89  n.  s.  w.  p  2eoh 


FftiTBcu,  StoM  zweier  Kassen  unter  Voraussetzong  ihrer  ündarohdring* 
lichkeit  behandelt.  Pi-ogramm  der  Realschule  Königsberg.  1876. 
Wenn  zwei  beliebige  Massen  mit  beliebigen  Geschwindigkeiten  und 
Riehtnngen  gegen  einander  stosseu ,  welche  Geschwindigkeit  werden  sie 
nach  dem  Stosse  haben,  wenn  von  beiden  Massen  nur  angenommen  wird, 
daas  sie  undurchdringlich  und  ausgedehnt  sind?  Das  ist  die  Frage,  die 
der  Verfasser  sich  vorlogt.  Er  kommt  zu  dem  Satze,  dass  die  relativen 
Geschwindigkeiten  heider  Massen  vor  und  nach  dem  Stosse  in  bestimm- 
tem Verhältnisse  stellen  müssen,  und  durch  Anwendung  dieses  Satzes  zn 
der  Folgerung,  dass  die  Atome  nur  praktisch,  aber  nicht  theoretisch  von 
anverKuderlicIier  Gestalt  sind;  sie  erleiden  FormHndernngen,  aber  nur 
unendlich  kleine.  Weitere  Folgerungen  nnd  Vergleiche  giebt  der  Ver- 
fasser leider  nicht.  Er  zeigt  nnr  noch,  dass  seine  Gleichungen  unmit- 
telbar für  alle  Stosse  die  Erhaltung  der  lebeudigen  Kraft  verlangen.  Wie 
sich  das  mit  der  sonstigen  Stosstheorie  verträgt,  oder  warum  diese  falsch 
oder  nnvollstäudig  ist,  konnten  wir  nicht  finden.  p   9^^^ 


Die  Tachymetrie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Tachymeters  von 
Tichy  und    Starke.     Für  Terrain-   nnd   Trace-Stndlen   bearbeitet 
von  Anton  Schell,  k.  k.  Professor.    Mit  2  Tafeln  und  27  Figuren. 
80.     IV,  93  8.      Wien,  L.  W,  Seidel  &  Sohn.     188Ü. 
In   der  Einleitung  werden  zunächst  die  Formeln  entwickelt,  welche 
die  Entfernung   nnd   die   relative  Höhe   eines  Punktes   berechnen  lassen 
ans   dem  Winkel,   unter   dem   ein   der  Länge   nach   gekannter  Abschnitt 
einer  dort  senkrecht  aufgestellten  Latte  erscheint,  und  ans  der  Neigung 
des   Zielstrahis   nach   dem  Anfangspunkte   dieses   Latlenabschuitts  gegen 
die  Horizontale.     Dann  wird  die  Theorie  des  anallatischen  Fernrohrs  ent- 
wickelt in  engem  Anschlasa  an  ältere  Darstellungen.     Anschaulicher  nnd 
■ngleich  kflnar  -  daw  jede  centrirte  Linsenzusammen- 
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Stellung,  Bo  gut  wie  eine  einfache  Linac,  einen  «nallstischen  Pankt  bwitst, 
d.  L.  daas  die  BildgrÖsse  aller  von  diesem  Punkte  aus  noter  gleichem  Win- 
kel erscheinender  Gegenstände  die  gletcbe  ist.  Wie  bei  einfacher  Linse  der 
vordere  Brennpunkt  der  anallatische  Punkt  ist,  so  ist  dieses  bei  einer  Lin- 
senzusammenstellung  der  vordere  Brennpunkt  der  äquivalenten  Linse. 
wobei  diese  an  ihren  wahren  Ort,  uSmlich  so  gestellt  gedacht  wird,  daei 
die  mit  ihr  erhalteaen  Bilder  nach  Grösse  nnd  Lage  tibereiustimmen  mit 
jenen,  welche  mit  der  LiDSPUzusammoDstellung  selbst  erbalten  werden. 
Brennweite  und  Ort  der  äquivalenten  Linse,  sind  aber  nach  bekannten 
Regeln  leicht  aus  den  Brennweiten  und  Abständen  der  in  der  Zasam- 
meustellung  vorkommenden  Linseu  anzugeben.  Bei  den  etwas  amatünd- 
licheren  Entwickelungen  des  Verfassers  wird  -  ebenso  wie  an  verscbie* 
denen  anderen  Stellen  Beines  Buches  ~~  vermisst  die  Angabe,  daas 
genaue  Ausdrucke  durch  AuuKliernngen  ersetzt  werden,'  nnd  der  Nach- 
weis der  Berechtigung  dazu.  So  sind  auf  S.  ]I  die  Formeln  9  und  10 
ungenau,    die   damit   eng  zusammenhängenden   11   nnd  12  wieder  genaa. 

Recht  sehätzenawertb  sind  die  in  der  Einleitung  enthaltenen  ziemlich 
vollständigen  Maassangaben  hinsichtlich  der  Fernrohre,  welche  an  den 
zwei  Arten  von  Tachymetern,  die  in  der  WerkstStte  der  Herren  Starke 
nnd  Kammerer  gefertigt  werden,  vorkommen. 

Der  «weite  Theil  der  Schrift  bringt  in  ganz  zweckmässiger  Auswahl 
und  AuGdelinniig  dns,  was  hinsichtlich  der  tncbyinetrisctien  Aufnahmen 
zu  wissen  nötliig  itit.  Der  erste  Tlieil  aber  beschreibt  ein  bestimmtes 
Tacbymeter,  das  von  Tichy  und  Starke,  erklärt  dessen  Gebrauch,  lehrt 
seine  Prüfung  und  Berichtigung  und  erörtert  8clilip.'<6]icb  die  Gcnauig- 
keitsgronze  der  damit  ausgeführten   Messungen. 

Das  entfernungsmessende  Fernrohr  ist  ein  anallfitisclies  nach  Porro, 
welches  anzuwenden  eine  nicht  empfehlen swerthe  Mode  geworden  ist. 
Bekanntlich  wird  dnrch  Einfiilirung  einer  Linse  der  anallfttische  Punkt 
in  die  Drebaxe  des  Femrolira  verlegt.  Durch  die  Eineatzlinae  wird 
aber  die  Leistung  des  Fernrohrs  binsichtlith  Helligkeit,  Gesichtsfeld- 
grösse,  Vcrgröseerung  und  Schärfe  vermindert  »ind  grosetmögliche  op- 
tische Leistungsfähigkeit  ist  doch  eben  Ilaupferforderniss  des  Fernrohrs. 
Worin  besteht  aber  der  ganze  VortheilV  Darin,  dass  dir  Kntfemongen 
sofort  von  der  Instrumentenmitte  an  zählen,  während  bei  gewölinlichem 
Fernrohr  (ohne  Einsatz  der  sogenannten  analtatisclieii  Linse)  die  Zu- 
fUgung  einer  leicht  ermittelbaren  Constanten,  des  Abstands  der  Instru- 
mentenmitte vom  vordem  Brennpunkte  des  Objectivs,  erforderlich  ist. 
Benutzt  man,  was  jedenfalls  zweckmäfisig  ist,  fi'ir  diQ  Entfernungsberech- 
nung  Tabellen,  so  kann  die  Constante  sofort  eingerechnet  sein ,  also  jede 
Unbequemlichkeit  vermieden  werden  nnd  doch  dem  Fernrohre  die  mög- 
licbsie  Vollkommenheit  gewahrt  bleiben.  Allerdings  muss  nicht  unerlfist- 
lick   das  Femrohr   dnrch  die  anallatische  Linse  in  all'  den  angegebenen 
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Bexiehungen  verschlechtert  werden.  Man  könnte  diese  und  die  Tordente  Linse 
des  Fernrohrs  so  berechnen,  dass  ihre  ZnsammenstellnDg  ein  aplanatisch- 
acfaromatisches  Objectiv  bildete,  nnd  so  wenigstens  die  BildscbSrfe  retten. 
Das  ist  aber  leichter  gesagt ,  als  gethan ,  nnd  meines  Wissens  nie  geschehen. 
Das  Collectivglas  (bei  Hay ghens'schem,  wie  bei  Bamsden'schem  Ocu- 
lar)  ist  als  aoaltatische  Linse  deshalb  nicht  zn  gebranchen ,  weil  seine  Stel- 
lung je  nach  der  Entferonng  des  angezielten  Gegenstandes  zu  wechseln  hat 

Bei  dem  Entfernnngsmessen  dnrch  ein  Fernrohr  kann  man  die  Bild- 
grösae  stets  dieselbe  lassen  (nnveründerlicher  Fadenabstand)  nnd  ans  der 
TerJlnderlicben  Gegenstandsgrösse  die  Entfernung  beurtheilen,  oder  man 
kann  die  Gegenstandsgrösse  unverändert  lassen  nnd  ans  der  TerSnder- 
liehen  Bildgrösse  auf  die  Entfernung  schliessen.  Die  Bildgrösse  wird 
entweder  an  einer  Mikrometertheilung,  die  an  Stelle  des  Fadenkreuzes 
lieget  geschätzt  (was  im  Allgemeinen  nicht  genügend  genau  ist),  oder 
durch  messende  Äenderung  des  Fadenabstands  mit  Hilfe  einer  Mikro- 
meterschraube  (oder  ähnlich)  ermittelt.  Gegen  dieses  Verfahren  Ijlsst  sich 
grundsätzlich  einwenden,  dass  es  richtiger  ist,  nur  mit  dem  Äuge  zu 
beobachten,  als  auch  noch  mit  der  Hand,  wenn  dies  auch  durch  die 
besten  Hilfsmittel  unterstützt  wird,  die  Fäden  zu  verschieben,  so  dass 
sie  einen  bestimmten  Lattenabschnitt  zwischen  sich  fassen-  Denn  ab- 
gesehen von  der  erheblichen  Unbequemlichkeit,  welche  das  Schwanken 
der  Latte  und  die  Verstellung  der  Libellen  durch  das  Angreifen  des 
Fernrohrs  bedingen,  wird  nebst  genauer  Beobachtung  mit  dem  Auge  auch 
noch  Geschicklichkeit  und  Sicherheit  der  Hand,  Ruhe  und  Geduld,  die 
bei  lästiger  Witterung  im  Freien  manclimal  mangeln,  verlangt.  Bei  dem 
Tachymeter  vonTicby  und  Starke  ist  weder  der  Abstand  der  Fäden  vom 
Fernrohr  constant,  noch  die  Gegenstandsgrösse  (der  Lattenabschnitt),  son- 
dern beide  sind  veränderlich,  ja  für  die  Ermittelung  der  Entfernung  und 
ftlr  jene  der  relativen  Hübe  desselben  Punktes  werden  zwei  verschiedene 
Fadenabstände  und  zwei  verschiedene  Lattenabscfauitte  verwendet.  Ausser 
dem  allgemeinen ,  gmndsätzlicben  Einwände  gegen  die  Faden verstel lang 
kommt  die  recht  umständltcbe  Handhabung  in  Betracht. 

Der  Verticalkreis  des  Tichy-Starke'scben  Tachymeters  hat  drei 
verschiedene  Tbeiluugen.  Die  eigentliche  Winkeltheilung  wird  regel- 
mässig gar  nicht  gebrancht,  sondern  nur  die  zwei  anderen  Theilungen, 
welche  Werthe  von  Functionen  des  Höhenwinkels  und  des  diastometri- 
schen  Winkels  oder  der  Umdrehnngszabl  und  Ganghöhe  der  den  Faden 
verschiebenden  Mikrometerschraube  sind;  diese  Werthe  sind  durch  nähe- 
rangsweises  Auflösen  transcendenter  Gleichungen  zu  gewinnen  und  dann 
nach  den  Abmessungen  des  Kreises  in  Bogenlängen  umzurechnen  nnd 
aufzutragen. 

Der  Gebrauch  des  in  Bede  f  «ten  (abgesehen  von 

der  Bestimmung  des  HoriMi  >  bietet)  ist 
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folgender.  Der  eine  (an bewegliche)  Faden  wird  auf  einen  bestimmtes, 
den  Nullpunkt  der  Latte  gerichtet,  dann,  nacbdem  die  Libelle  scharf 
znra  Einspielen  gebracht  ist,  an  den  zwei  genannten  Tbeilangen  de^ 
Verticalkreises  abgelesen,  vetcbes  die  zwei  Buccessive  der  Mikrometer- 
Bcbranbe  zu  gebenden  Einstellnngen  sind.  Man  bewirkt  nnn  die  eine, 
richtet  bei  spielender  Libelle  den  fixen  Faden  auf  den  Nullpunkt  der 
DistBQzplatte  und  liest  ab,  wo  der  eingestellte  zweite  Faden  aufitiifft. 
Nach  hergestelltem  zweiten  der  vorhin  abgelesenen  Mikrometersebranben- 
stAnde  wird  znr  Ermittelung  des  zweiten  Elemcats,  abermals  mitspielen- 
der Libelle,  der  Nullpunkt  der  Latte  angezielt  und  der  entsprechende 
Lattenabschnitt  abgelesen.  Jetzt  bedarf  es  nur  mehr  der  MoltJplicaÜon 
der  abgelesenen  Latten  abschnitte  mit  einfacher  Zahl  (100  oder  Bruch' 
theile  von  100),  nm  die  Entfernung,  sogleich  auf  den  Horizont  bezogen, 
und  die  relative  Höhe  zu  finden.  Wie  man  siebt,  wird  ziemlich  viel 
Zeit,  Geduld  und  Geschicklichkeit  anfgcwendet,  um  mittels  Operationen 
am  Instrumente,  auf  dem  Felde  selbst,  die  für  die  räumliche  Bestimmung 
des  Punktes  erforderlichen  Zahlenwerthe  zu  gewinnen.  Äehnlicbes,  nüm- 
lich  Verarbeitung  der  Messangselemente  zu  den  in  Frage  stehenden 
Ergebnissen,  leisten  anch  das  Tachymeter  von  F.  Kreuter,  das  Tachy* 
graphometer  von  C.  Wagner  u.  a.  Es  ist  aber  wohl  allgemein  anerkannt, 
dass  es  nicht  emp fehlen swerth  ist,  die  allerdings  lästige  Hausarbeit  (der 
Berechnung  u.  s.  w.)  bedeutend  zu  verkürzen  dadurch ,  dass  man  die  kost- 
bare Arbeitszeit  auf  dem  Felde  verUngert.  Da  eich  auch  Herr  Schell 
in  diesem  Sinne  auf  S.  8  der  Schrift  äussert,  sollte  or  folgerichtig  die 
Einrichtung  des  Ticby'-Starke'schen  Tachymeters  nicht  befürworten. 
Benutzt  mau  ein  einfaches  Fernrohr  mit  constanter  Bildgrösse  (statt 
der  immerhin  einiger  Veränderung  unterworfenen  Fäden  dient  bpsser  ein 
dünnes  parallelebenes  Glasplättchen ,  auf  welchem  zwei  feine  Parallellinien 
aufgetragen  sind;  ein  dritter,  mittlerer  Strich  ist  sehr  angenehm,  wenn 
auch  nicht  durchaus  erforderlich),  so  hat  man  dasselbe  nur  auf  die  senk- 
recht gehaltene  Latte  in  beliebiger  Hübe  derselben  zu  richten,  die  zwei 
durch  die  Fäden  getrotfenen  Th  ei  Ist  riebe  an  der  Latte  und  dann  die 
Hiihenwinkel  am  genügend  fein  getheilten  Verticalkreise  abzulesen,  und 
besitzt  sofort  die  Elemente  zur  Bereclinung  dpr  Entfernung  und  der 
relativen  Höhe.  Da  dieses  Geschäft  so  schnell  prledigl  ist,  wird  man  es 
wiederholen  (etwa  mit  etwas  anderer  Neigung  des  Fernrohrs),  um  wprth- 
vntle  Bestätigungen  zu  gewinnen.  Die  Uereclininig  macht  man  zu  Hause, 
wobei  man  zweckmässig  den  liechenschieber  verwendet,  noch  besser 
Tabellpn  benutzt,  oder,  wenn  injin  I-iebliabcrei  daCür  hat ,  sich  auch  eines 
gepigneten  Dingramms  bedient.  Sei  noch  Piwälnit,  das«  l)ei  diesem  Ver- 
fahren die  unvi-rraeidliche  Schwankung  dei-  Latte  wpniger,  als  bei  irgend 
anderer  Anordnung  stört;  die  lieiden  Knden  des  Latteiiabscbiiitts  sind 
gleichzeitig  sichtbar  und  man  erlangt  bald  die  Geschicklichkeit,   ähnlich 
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der  Sclililse  ein  bewogips  Zivi  xu  tn^äVn  verniiig,  d?D  AagRitliHck  «n 
»fliiweb^Q,  in  welchem  der  eiuo  Kudeu  genau  «uf  einecn  Unuptitiicbf  d^r 
l^tinlanp  at^til,  und  die  Stellang  des  Rnderu  dabpi  sicher  abcnlesen. 

n^r   \erf*t»i'r   vt'niilauit    iilclit .    berrnnEabobeu ,    dftSH   l>Pt   dem  Gis 

bnnob«  de»  tod  ihm  besrbripbeneD  TacbymetcrR  (.wie  bei  allem  NivollIrcQ 

nad   HnbpnrncMcii)    ^in   scliarfos  Kinslelleti    iIcd  Oeulam  auf  die  richtige 

Cntf^rDuiif;  vom  Objectiv  erforderlich  im,  ctiirterl  aber  uicbt  die  Frage, 

ob    4m    bei    dem   in    Kede   Btebcnden  Fpinrohre   aacb   mögUcli   ist.     E« 

li*g«)  abrv  div  beiden  FXdpu  nicht  tu  dersellipn  vtir  genmctrtsclicn  Akp 

•Ip»   Pcmridirs    ri-chtwinkligen   Kbonc,    itie    ktinneii   alGu  iiicbl  gleicliKi>itig 

tehaif  mit  dem  reellen  Bilde  det  I<atte  xaBNiutnenralleii,  aacb  nicbl  gloicli- 

zefttg  in  dpr  zur  nchKrMen  WabrnebmuDg  frforderlicli'^n  Kotferonng  von 

ir-r   Oealarlnpe   sli!h<>n.     Hiermit    rntspnngt   ?ine   Ünoicherheit   und   ün- 

C^naoiglccit  derMesnung,  welpbe  xahlengemlUs  so  bestimmen  nicht  wohl 

tnSglieb    ist,    wril    dna  An;;r«  der  einzelnen  ßeobacbtcr  eine  verschiedene 

-Vvi  {""''""^'^''^'fi^'^'*   (durch  Uebuug   und  Scbuluug  veränderlich)  besitzt, 

l«n.«]pt«Scblii:b    abflr  der  gescbickl«  nnd   vorsichtige   Beobachter  dadurch 

•^tir    viel    heuere   Krgrboissc   eilatigt,   dasa   er   eein    Auge   auf  die   geo- 

riacbe  Axe    des   KenirobrH    uii   bringen   vcrstehl,    olebt  seitlich   davon, 

S«  der   minder   gctrnndle  Beobachter  ihul.     Immerbin  mag  die  Aiignbc 

ä  «liger  Zahlen    nicht   ganz  ohne  Werih  sein.     Die  Brennweite  dos  Ocu- 

laH.1-«   wird    »a   8,77mm   angcgcbciii    für    einen   Hrf>b«chter   von  der  dcui- 

i«=hjteo  Hebweite  von  2&0  mm   mnw  der  l'aden  also  8,473  mm  vor  dem 

««lar  «leheii.      Steht  der  eine  Kadp«    richtig,   en   ist   di-r  anderH  za  nahe 

«v^<kr  tu   enlCertit,    und  wenifjer  als  0,!i  mm  wird  das  nicht  sein,   da  die 

WT  Fadetiplatte  vor  dem  andern  Faden,  ohne  diesen  xu  berfihren,  ver- 

■«^koben  werden  muRS.     Das  virlQcllr  Bild  dieses  zweiten  Fadens  entsteht 

«l«iin   in    1-I6,tl    oder  78'l,2  mm    Kntff'rnnng.    also    um   104    oder    .534  mru 

^tft  dem  Ort«  des  virtnellen  Bildee  des  erstt.*n  Fadens  entfernt,  je  iiaeb- 

d«m  der    «weite    dnm  Ocnlnr    nm    die  0,2  ram    r.u    nahe  oilor  ku  entfernt 

wltL     Itringt   mau    keinen  der  FSden  iti  die  genau  richtige  Entfernung 

-wdBi  Ocular,   sondern   den   einen   um  0,1  mm   zn    nahe,   den  anders  nm 

"^-riNoviel  KU   eniternt,    ko  sind   die   Bitdiirter   IS,^  nnd   381  mm  vor  dem 

' 'tnitr,  also    Ifltlmm   vim   einander  ftntfernt.      Oer  geringste  Abstand   der 

^■Idfiriar    ist   104  roui.      Kin   scbarfes   Rehen    der   Fiden   wird  hierdurch 

''''cbwert,    nichtiger   aber   ist   die  (jefabv   einer  I'arallaxe,   da  nie  beide 

^Men    ungleich    mit    drm    reellen    Hilde    der   Oistanslatie  zuummmfallen 

Dui  das  Tacbvmt-Icr  in   den  Kiii7.e]b(>iten  seines  Baues  vieles  Zweck* 
Ige  und   Gute  enthJllt,  iüt   bei  dem   wtdjllregrUndeten  Rufe  der  WVrk- 
***«*,  ao«  der  es  herTorging,   nicht  ander«  lu  erwarten  gewe.g«D.     Nor 
**    mli  noUIar  pebliebpD,  wie  die  Konten  eingerichtet  se\ti  V^nttfxv,  4;\% 
*»*«*./«•  BpAchrt-ibnng  W.W/"  (•'^"XflgMiiimltheümig)  aage\iet\  ao\Wt*^  «*lV 

^* 
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rend  die  HanpUheilang  auf  10  Minuten  (Sechetel^ade)  geht.  Aoffmllend 
ist  die  Weglassang  einer  Bussole,  welche  bei  tachymetrischen  Arbeiten 
sehr  grosse  Bequemlichkeit  nnd  Vortheile  bietet.  Der  für  die  Weglassnng 
angegebene  Grund  ist  nicht  einleuchtend,  denn  einmal  kann  man  das 
ICisen  bei  einem  solchen  Inatnimente  recht  wobl  entbehren,  wie  viele 
Feldmessgeräthe  darthnn;  dann  aber  auch  kann  man  ganz  unbedenklich 
central  gelegene  Tbeile  (wie  die  Befestignngsstange)  aus  Eisen  oder 
Stahl  machen,  weil  dadurch  ebenso  wenig  eine  Ablenkung  der  Magnet- 
nadel aus  dem  Meridian  verursacht  wird,  wie  durch  die  stiiblerne  Spitie,' 
auf  welcher  sie  gewöhnlich  schwebt.  —  Die  Ausstattung  des  Tachometers 
Tichy'-Starke  ist  ohne  Sparsamkeit  gemacht,  es  kommen  z.B.  vier  Libel- 
len, wovon  eine  eine  Reversionslibelle  ist,  vor,  der  Preis  kann  demgemisi 
kein  geringer  sein. 

Das  Tachymeter  l'icby- Starke  trägt  nicht  in  sich  die  MSglichkeit 
einer  scharfen  Prüfung  und  Berechtigung,  sondern  es  sind  HilfsgerSthe 
—  Verfasser  empfiehlt  ein  Stampfer'sches  Nivellirinstrnment  mit  Mess- 
schrauhe  dazu  —  erforderlich.  Die  wichtigste  Prüfnng  scheint  die  der 
Richtigkeit  der  zwei  empirischen  Theilnngen  am  Verticslkreise  für  die 
erforderlichen  Schraabcnstellungen  zur  Entferoungs-  und  zur  Höhen- 
messung. Diese  durchzuprüfen,  scheint  kein  anderes  Mittel  vorhanden 
zu  sein,  als  im  Felde  sehr  zahlreiche  Messungen  an  Punkten  ansxn- 
fUhren,  deren  Entfernung  und  relative  Höhe  bereits  anderweitig  genau 
gekannt  sind. 

Auf  die  Answerthung  der  Genauigkeitsgrenzen  ist  im  Schriftchen 
verhäUnissmässig  viel  Kaum  verwendet.  Der  Berichterstatter  kann  sich 
aber  nicht  ganz  einverstanden  erklären  mit  der  Art,  wie  die  Untersnch- 
iing  geführt  wird.  Da  unerwähnt  bleibt,  wo  und  wann  ein  Annähernngs- 
werth  an  Stelle  der  genauen  Formel  gesetzt  wird,  so  lässt  sich  nicht 
entscheiden,  ob  ein  Irrthum  bei  dem  Diü'ercntiireu  vorgefallen  ist  oder 
ungerechtfertigte  Vernachlässigung  von  GUederu  etattgofunden  hat.  Das 
Letztere  ist  wahrscheinlich.  Beweis  dafür :  S.  43  ist  gesagt ,  für  A  =  30" 
(«nd  y  =  l:r)00)  berechne  sich 


und 


CosVi      (        Sinh.(osh\ 
Siiih.Coshf  kSin^h     \         „    „ 

'•=  -lüTi— ('-     Too   -j- 2,165. 


Das  trifl't  aber  nur  zu,  wenn  man  die  negativen  Glieder  in  der  Klammer  weg- 

iHsst;  diese  beibehaltend,  findet  man  N,)  =  ,'t,734   und  .«„  =  2,lfif)  {  1  —  — —  ). 

\        400/ 

Es    ißt   aber   /.    eine    ganze  Zahl,    der    griisHtmogliche   Werth    von  f^  a 

nmfh  (jenauer  Rechnung  2,159ß. 
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/    Cüj'A        SinhCosh\      „  .     ,„     .„x    -  ,  -t     . 

Am   ß  =  (----- _^-_j]00/,„  CS.  42)  folgert  Verfaaaer 


mys^ 


vähreiid  man  bei  richtiger  Äbtoitnng  erhält 


Jb  ^Sft  1 


Aebolich  ungenau  iBt  -j-    vom  Verfasser   angegeben.     Die  Änwen- 

dnngeu  dieser  Formeln  leiden  also  an  derselben  Ungenaaigkeit.    Während 

«nf   S.  43   rar  ^5o  =  ^So=  0,001,  bei   ^  =  30°   angegeben   wird,   es   sei 

JD      dH  1 

~~gT^—fr  =  ~  o?eft  t  berecboen  sich  diese  Grössen  nicht  gleich,  sondern 
if  V  o7oU 

1  ^  ^ 

«o  —  «»r»  »   nnd 


3717,6  3730,3' 

Gans  anders,  als  in  dem  Scbriftchen  angegeben  ist,  gestaltet  sich 
Bit  den  genauen  Formeln  der  Einflnss  der  Ungenauigkeit  im  Höbenwinkel 
mf  Entfemting  nnd  relative  Höhe. 

Man  kann  dem  Scbriftchen  den  Vorwurf  nicht  ersparen,  stellenweise 
iä»  für  Darstellungen  aus  exacter  Wissenschaft  geforderte  Sorgfalt  ver- 
■i«en  zu  lassen.  Selbst  die  Zahlen rechnung  ist  nachlässig,  z.  B.  S.  46 
vird  T^Vr  angegeben  statt  -y^j  oder,   wenn  man  statt  des  abgekürzten 

Wtttbes  des  Verfassers  für  l/3  einen  genaueren  wählt,  ■   -^   -  .     Es  ist 

Haagel  an  genauer  Durchsicht,   wenn  die  unrichtige  Formel   5  auf  S.  5, 
Uffllicb 


«"=  206265  (l--^)?) 


■tehen  geblieben  ist;  der  Factor  206265  mnss  fort,  denn  u  und  (p  sind 
tB  demselben  Maasee  ausgedrückt;  unmittelbar  vorher  sind  die  Tangen- 
ItD  dieser  Winkel  angegeben,  wobei  auch  wieder  nicht  Überflüssig  gewesen 
*1k,  zu  bemerken,  dass  die  Hälfte  der  angegebenen  Brüche  genau  die 
Tingenten  der  halben  Winkel  ausdrücken.  Bon» 


l^r-HKRHAHN  SoBAFiBA,  Omudlago  zn  einer  Theorie  allgemeiner  Cofiuio- 

tionen  und  ihren  Anwendungen.     Erster  Theil ,  lineare  homogene 

Cofunctionen;  erste  Abtheilung,  Functionen  einer  Variabein.    (Rus- 

liiefaO     Odessa,  bei  Ulrich.     1881. 

lodern   der  Verfasser  von   der  Darstellung  einer  endlichen,  einden- 

*ipw  and  Mtetigen  Function  f{z)  in  Gefltalt  einer  Reibe 
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<=» 

»=v 
ausgeht,  betrachtet  er  zwei  Grappea  von  FQnctionen  (tod  ihm  „Cofunc- 
tionen**  genannt),  die  einerseits  tod  der  gegebenen  Fnactioa  f(z)  and 
andererseits  von  einer  ganzen  Zahl  ft  in  folgender  Weise  abhüngig  sind. 
Jede  Cofnnction  der  ersten  Gruppe  entsteht  als  Summe  aller  der- 
jenigen, und  nur  derjenigen  Glieder  der  Heihe  1),  deren  Exponenten 
der  Congrnenz 

2j  i  =  i  {modn') 

genügen.  Offenbar  erhHlt  man  so  'i  verschiedene,  den  Wertben  r£=0, 
1,  ...  ("  — 1)  entsprechende  Functionen,  und  der  Verfasser  uennt  die- 
jenige, welche  einem  gegebenen  Werthe  voo  i  entspricht,  „die  i**  Par- 
tialfuuction  n'"'  Classe  aus  der  üauptfunction  /'(z)"  und  beseichnet 
dieselbe  mit  /"»,((«),  so  dass  ^_^ 

wobei  er  n  den  Classentndex  und  i  den  Aufangsindex  oder  Ordinalindex 

uennt. 

Nimmt   man   c'    als  Uauptfnnction,   so   sind  die  n  Parti&lfnnctioDen 

nichts  Anderes,   als   »  einfache  Integrale  y^,  y^,  y,,  ...,  ym-i  cter  Diffe* 

(ff/ 
rnntialgleicbung  — ^  =  ;/,    die   durch   die  Bedingung  bestimmt  sind,   dass 

in  dem  allgemeinen  Integral  /=n-i 

diu  willkürliche  CoiiBtaiite   .-li  die  Gleichung 

.,  =  S    (.  =  0, 
befriedige.     Pnrtialfunctioneu  zweiter  ClabBe  werden  dauu  sein 

•1--'"  „  0=OP  .,       ,    , 

^'•'■^•-'-j^  (2,)!  ~       2        •      f-'^^->-^  (2?  +  I)!~        2        ' 

die  Functionen  sin  und  cos  stellen  sich  als  lineare  Combinationen  von 
Partialfunctioneu  vierter  Ciasee:  cosz  =/^_o(i)  — /i.sC^),  sim  =/(,i  (:) 
-/■|,3(:)  heraus. 

Jede  der  Cofnnctionen  der  zweiten  Gruppe  entsteht  ans  /"(r)  durch 
di«  Substitution  r*i  anstatt  c,  wnbei  r„  eine  primitive  Wurzel  der  Gleich. 
iing  x"—  1  bedeutet.  Man  erhalt  so  n  verachiedene,  den  Werthen  /(  =  0, 
1,  ..,,  («  —  1)  entsprechende  Functionen,  nnd  der  Verfasser  nennt  die- 
jenige, welche  einem  gegebeneu  Werthe  von  h  entspricht,  „die  h*'  cir- 
cumplexe  Fnnctiou  n^'"  Classe  aus  der  Hauptfunction  /'(:)'*  und  beaeich> 
nt*t  tiieselbf  mit  /('Jj:),  so  ilas» 
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4)  ^(^,)=.2„.,j.,., 

wobei  wiederum  »  CIuseDindex  und  h  Ordioaliadex  genaont  wird. 

Nimmt  mau  /'(:}  =  (;',  so  werden  die  zwei  circumplexco  Functionen 
sweiter  Clawe  e*  und  e—-,  wälirend  cos  und  sin  als  gewisse  Oombina- 
itonen  circamplexer  Functionen  vierter  Classc  erBcheiueD. 

Im  Zusammenbaug  mit  den  zwei  Arten  toii  Cofuuctionen  führt  der 
Verfasser  zwei  neue  Operatioouu  ciu :  das  PaitialibireQ  und  das  Com- 
plectiren  (austatt  Circumplectiren). 

Beide  Gruppen  von  Functionen  nennt  der  Verfasser  „ gegeoseitig- 
cuordinirte"  auf  Grund  der  zwisclicn  ilmun  stattfindeuden  Abhängigkeit, 
welche  es  erlaubt,  die  Kincu  durch  die  Audereu  in  Geatalt  folgouder 
Gleichungeu  auszudrücken:  i-^n— i 

Der  Verfasser  gicbt  ferner  zweierlei  Ausdrücke  fUr  die  symmetrischen 
Combi oationen  der  Cofuuctionen  einer  Gruppe  durch  die  coordinirten 
OofuDCtionen,  1.  in  Determinanten  form  und  2.  in  Form  successiver  Ab- 
leitongen.  Die  Summe  der  Producte  zu  je  (n  — A)  aus  sämmtlicheu  n 
CofunctioDCn  ist  nämlich,  biti  auf  einen  coostanten  Factor,  identisch  mit 
der  Summe  von  alleu  möglieben  Determinanten,  welehe.man  erhftlt,  nach- 
dem in  der  sogenannten  cyklosymmetrischon  Ueterminante  aus  den  coordi- 
nirten Cufanctionen  k  Zeiten  und  U  Colonnen ,  die  sich  in  der  Haupt- 
diagonalo  schneiden,  gestrichen  worden  sindj  also 

7)  n-^S^-k-^^D^H'-:), 


oder  auch 

7)  O»    '-    8    1    -kX-icJ-Kn'   J-kV 


''S' 

Uabei   sind  die  Partialfanctionon  Kürze  halber  mit  /ig,  ;>, ,  /i,,  ...,  pn_i 
aaä    enUprecbend  die  circautplexen  mit  c^,  c^  c^,  ...^  Ck_v  ^%i>^^^^^'^\ 
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das  Symbol  J^k  bedeutet   die  Summe   der  Productc  zn  je  k  aus  den  n 

n 

GrÖsseu  a^,  «j,  ...,  an-i;  ferner  bedeutet 

I  o«  a,_i    ...    (1 


«a 


/>(«)=     • 


und   endlicb  i><*)(a),   daas    in  D{a)   h  Zeilen  und  k  Colonnen,   die  sich 
in  der  Diagonale  schneiden,  gestrichen  sind. 

Diese  Relationen  sind  ihrer  Allgemeinheit,  Einfachheit  und  Gegen- 
seitigkeit wegen  schon  an  und  fUr  sich  von  hohem  Interesse;  aber  dieses 
Interesse  wächst  noch  mit  den  Anwendungen ,  die  anf  den  verschiedenen 
Gebieten  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ermöglicht  werden. 
Von  diesen  Anwendangen  zeigt  der  Verfasser  vurläußg  eine  einheitliche 
Lösung  algebraischer  Gleichungen.  Selbstverständlich  giebt  derselbe  keine 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  in  endlicher  Gestalt;  vielmehr  be- 
schränkt sich  der  Verfasser  in  dieser  Beziehung  auf  sppcielle  Fälle,  wie 
z.  B.  J.  der  allgemeinen  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  (wobei  die 
Lösung  sich  für  alle  vier  Grade  durch  vollkommene  Einförmigkeit  nnd 
Natürlichkeit  auszeichnet;  2.  der  binomischen  Gleichungen  und  3.  der 
Gleichungen  mit- gleichen  Wurzeln;  und  führt  endlich  noch  ein  System 
von  Gleichungen  ein,  die  er  cyklische  nennt. 

Die  Grundidee  dieser  Lösung  ist  folgende:  Für  eine  gegebene  Gleich- 
UDg  sucht  der  Verfasser  eine  solche  Function ,  deren  circumplexe  Func- 
tionen die  Wurzeln  jener  Gleichung  wären,  und  ändet  austatt  jener  Func- 
tion ihre  Partialfunctionen ,  wozu  ihm  die  Formel  7),  in  welcher  die 
linke  Seite  durch  die  entsprechenden  Coefficienten  der  gegebenen  Gleich- 
ung ersetzt  ist,  dient,  und  bestimmt  dann  mit  Hilfe  von  5)  die  circum- 
plexen  Functionen,  d.h.  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

Der  Verfasser  bleibt  nicht  lange  bei  den  Anwendungen  stehen  und 
geht  zn  einer  theoretischen  Entwickelung  nach  verschiedenen  Eichtungen 
seiner  Grundgedanken  über.  So  stellt  er  z.  B.  Relationen  auf  zwischen 
Derivirten   aus  Cofunctionen  und   Cofunctionen  auB  Deiivirten: 

II.  i- 1. 

und  indem  ftlinliche  Gleichungen  summirt  weiden,  entstehen  die  Formeln 


P— =^  je  nachdem  ^^       (..</«)    I      >       [/(*)(,)] 

n    •'  I      *=^  n,l-t 


Ui'criiisionrn. 


2^ 


'x^'m^oi*'» 


»SV 


;U.,^J.,j 


ja  uacliJßiu  I   {'Hutlii) 

A  =  ül 


ftsia-> 

.1 


jAbgcxolieu  davon,  dass  diese  Formeln  schon  nn  und  fUr  tiich  intcro«iiant 
|rivd.  so  verapreelien  sie,  in  derAoAlysts  eino  wichtige  Rolle  zu  spielea. 
Indem  det  Verfasser  ferner  eine  Cofnoctioo  wiederum  zur  Haupt- 
fmcUon  nimmt,  bekommt  er  vier  Arten  ron  Hobordinirten  Cofnnctionou: 
putitle  ParttalfanctionPD,  pnrtialc  circamplexe  Functionen,  circamplexo 
timuBpVxn  Dud  circumploxe  PArtialfunctioncn,  fQr  welche  er  eine  ganze 
_Brihe  Ton  Solationen   aafstellt,   aus   welchen  wir  folgende  herrorhebeD  = 


rik 


4i    /-.'Uj      )ö 


10 
je  nachdem    '^J       (»uk/h), 


I^im  liiae  weiter  oatwickelnd,  hildel  der  Verfasser  uin  wiedorhultes  Par- 
btlinna  mit  immer  neuen  Indices  und  zeigt  dann ,  wie  man  die  Cofuoe- 
ÜM  t*"  Ordnung  direct  durch  ein  einmaliges  Partialisireu  (oder  coroplec- 
tifra]  ^er  arspränglicben  Uiaptfanctioo  erhalten  kann,  wozu  es  nur  nüibig 
v(td,  it^w  Classenindex  n<'>  und  Ordlualindex  r(^>  (oder  A''')  zu  bestimmen. 
diesem  Zwecke  gicbt  der  Verfasser  folgende  Fonneln : 


'■(,.'l,...Wi. 


rt. 


■"«•"l 


»u 


1  ("fl. ", . .  -  »a- 1 )  +  'I  - 1  C"o .  "i  •  •  "1  - 1)  +   ■  I 
■  + ',  "ü  +  'o 

Ziiui  Bebnfe  der  Lösung  algebraischer  Gtoichuugou  untersucht  noch 
"  "erfasser  einerseits  die  Jacohi'sche  Funclionaldetcrminante  aoB  den 
'/mitaeLriscUen  Functionen  der  Cofunctionen  und  zeigt  andeterseils  einen 
**«üiineubang  zwi£chou  der  Lttsung  von  Gleichungen  and  der  Umkch- 
^"NE  eioM  Integrals,  l>azu  kommt  noch  eine  (itbrigeuB  nicht  neue)  Ua- 
^^*>ehiiog  der  Wnrzcln  einer  biaomisoliPD  Gleichung  und  ausserdem  die 
■  ,_^  *  allgemeine  Zorlegbatkeit  einer  cj'klosymmetrischeD  Determinante 
^^.  Grades,  bei  znsammengeBelztem  »,  in  ebensolche  Deleruiinantea  von 
■"'^^'igeren  Graden. 

^L        Wie  gross   schon  die  Allgemeinheit  der  Fragestellung  und  der  nm- 
^r    '^'lUcheD   Beantwortung   auch    ist,    lo   geht  der  Verfasser  doch  noch 
^lL  ^^*r,    Indem   er   einen    Hinweis  zur  mSglicben   Verallgemeinerung   der 
*orie  nach  verschiedenen  Richtungen  giebt. 

kl .  Die  Exponenten   dar  Glieder  der  Parlialfuuclitmeu  Ubuufcu  lixwV 
acch  irgeadwelche  aotJere  ße<}ruguugen    [auBser  der  Coupueux  V(\ 
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boatimnit  werden ,  z,  B.  daas  sie  Primzablen ,  Quadratsahlen  a.  b.  h. 
sein  sollen. 

2.  Anstatt  der  Gleichung  x'*  =  l  kann  man  eine  allgemeine  Gleich- 
ung nehmen. 

3.  Anstatt  der  Substitution  r^z  kann  man  die  allgemeinere  Snbiititn- 
tion  r*'a-,  +  r*»j:„ +  ,. .+ r*"x„  oetzeu. 

4.  Als  Haaptfnnction  kann  eine  Fnnctton  mit  mehreren  Variabein 
genommen  werden. 

5.  Anstatt  der  Reihe  1),  welche  nach  Potenzen  fortschreitet,  luun 
man  eine  Reihe  nehmen,  welche  nach  anderen  Functionen, 
2.  B.  Kugelfunctioneu,  Derivirten,  einfachen  Integralen  u.  s.  w., 
fortschreitet,  iiud  so  ganz  Allgemeine  „o|)orative  Cofunctionen " 
erhalten,  von  welchen  die  üben  untersuchten  „potenziellen**  oder 
schlechtweg  „  Cofunctionen  *'  speciellu  Fälle  sind. 

Ich  glaube,  dass  mau  nach  dem  oben  Anseinandorgesetzteu  ohne 
Uebertreibung  sagcu  kann,  das»  die  Erscheinung  der  analysirteu  Arbeit 
eine  wichtige  Epoche  in  der  Entwickelung  der  Mathematik  eröffnet,  und 
dass  sie  eine  Umwandlung  verspricht,  deren  Grenzen  noch  schwer  vor- 
auszusehen sind. 

Aehnlicb,  wie  es  so  manchen  Entdeckern  geht,  hat  auch  Herr 
Schapira  Vorgänger,  welche  er  im  Vorworte  aufzählt;  aber  alle  begnüg- 
ten sie  sich  mit  einem  specicllen  Falle,  indem  sie  als  Hauptfunction  eine 
Ezponentialfnnction  c°  nahmen.  Den  Keim  zu  einer  Verallgemeiuemng 
der  Fragestellung  enthält  ein  dem  Verfasücr  unbekannter,  aher  von  Gfin- 
ther  in  seinem  Werke  Über  verallgemeiuerte  Hyperbelfuuctionen  citirter 
Artikel  von  Most  im  L.  Baude  des  Gruuert'schcn  Archivs.  Aber  Most 
hat  aus  seiner  Idee  gar  nichts  gemacht,  indem  er  sich  auf  die  Herleitung  der 
Formel  6)  beschränkte,  und  jener  Artikel  wäre  vielleicht  spurlos  verloren 
gegangen,  wenn  nicht  die  Analyse  des  vorliegenden  Werkes  Veranlassung 
zur  Erwähnung  gegeben  hätte,  so  dass  die  Existenz  von  Vorgängern  das 
Verdienst  von  Herrn  Schapira  nicht  blos  nicht  verringert,  sondern  es 
noch  eher  deutlicher  hervortreten  lässt,  indem  wir  daraus  sehen,  wieviele 
einer  wichtigen  Entdeckung  so  nahe  standen  und  dieselbe  doch  nicht 
gemacht  haben.*  ^^  PBBOßRASCHKMSKT. 


*  Wir  freuen  uub,  durch  dicticn  I3eitrug  des  Odessaer  Functiouentheoretiken 
iinncre  TiCKer  genauer  mit  dem  Inhalte  oinem  Buchen  ))('k;iiint  inuchen  zu  können, 
von  dem  wir  S.  18*J  *itT  hiatur.-Iiturar.  Alitheiluuß:  dp«  voviyen  ISuiiOcu,  gezwungen 
durch  unsere  UnkenntnisH  der  nieeiechen  Sprachu,  mir  <Iii.»-  [nlinlttverzeiobnii«  mit- 
7utheilen  im  Stande  waren.  „    p 


R(««nst(iDPn. 
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Letirbueb  der   priktischeo  Geometrie,  bearbeitet  ftir  den  Uolerriebt  an 

BaagewerkMolmlen  n.  tnchniacbeD  MUteholmleo  von  Dr.  M.  Uoll, 

Lfhier  drr  praktiscIicD  Grometrie  ani  groAsbcriiDgl.  Polytechnikum 

IM    KarUrnho-      3!it  Figni-r»   im    Text.     ä".      II,  77  ö.     Leipzig, 

H.  G.  Tonbner.     1880. 

,.Uie  Krlbfiiluttg    des   Uiitt'rriübtii    der  ]iraktii)cbcn   Gfioiiielnr  au   ilei 

fiiiwIieTxii;;!.  bmÜBcliea   BaugovrerkeAcbulf;   uud   dAi-  Wioseubauscbdle   war 

üi  VeiaolaasuDg  sai  Zasauimenfttellnug  desjeni^OQ  ThciU  an«  dem  Go- 

Üfitfl  der   oicdercn    GeodJUie,   welcher   fflr    Baotechniker,   fltr  da»  HiUa- 

pcnmnal    bei    der  Aasrfibrnng    von    WnBser-    und  StrAitaeDbautcn   und   fUr 

C^llDrtechiiiker  bei  ['Imiiinugtiarbeiten   zn  wiseen  uothig  ist.'*     Nach  einer 

liQneii    ICinIcituDg   (2   Setteu)   wird    im    ersten   Thcil   die  Ilorizuutalauf' 

naiitoe  mit  Me^^latteo  oder  Messband  und  Winkellroiumel,  Winkelspi^vgel 

nd«i  Wtnkeliirisma,   da«  Auftragen  einer  Aufnahme,   die  Plkclienbartfcb- 

tiiing  ilurcb  ZerfHlloDg  io  Dreiecke  oder  mit   dem  I^Inniineter  und  Kinigeo 

uLri  Tbetlung   der  FlÜcbcn   mttgelbeilt.     Feiner   werden  die  gRWöbnticUen 

Aufgaben    tlbci  LXugeumeasungeu   and   Abelecken  von   Geraden   mit   Hin- 

d«toia&eu  besprochen  und  Pino  recht  verstSndlicbe  'l'beoiie  des  Amslei- 

■vliaD   I'oUrpIantmeterif    nach    Weisbacb    gegeben.      Aus ftlhrli eher    nnd 

tacfriedigrnder    inl    der    zweite,    vom    Nivellirtm    hundeludo   Tbeil.      Nach 

St^Iluug  der  Aul'i;abe  Tolgt  eine  Bencbreibnng  der  verschiedenen  Nivellir- 

laiun,  der  Kanalwaage,  einiger  l'eodelinfitrQmenle,  die  zugleich  GefüH- 

nwer    «iad ,    nnd    endlich    eines   Libelleninstramentoo.      VolUtiCiidigkeil 

vini  Niemand    verlangen    nnd    gpgt^n   die-  getrogene  AuHwahl  ist,    da  die 

gnadsfilslicb  echlecbteu  Pendeliuetmmente  einmal  bei  dem  Pnblii:um,   fUr 

dtt  die  ächrift  bcBtioiiDt  ist,  beliebt  sind,  wenig  zu  erinnern.     Nur  wKre 

«wohl  angomesseu  gewesen,   eines  GefXUmeu«r8  mit  coDstantor  Instra- 

oi>Bt«tihube  Qod  Zieltafel  von  derEelbeo  Höbe  (etwa  des  Staudingur- 

•chen)  ErwÜboung   an   tbun,   auch   wohl  de«  LibellengetfillmPHsers.     Der 

^tiRbnitl    enihiill    noch    Kiniges    über  Anrnnbrne    uud  Verzeichnung    von 

^tttfileo  nnd  ein«  bübache  Anleitung  zum  Flücbennivelloment.    Der  dritt« 

'Hl«!!  hADdelt  von  Berecbnnng  der  Krdmasoen. 

Die  ganze  ächrift  itit  in  einem  knappen  Tone  gebalten,  den  man 
^Qefl  mililäriBcben  nennen  könnte,  Kegrtindaog  wird  gewöhnlich  gar 
^ivlit  gegeben,  nnr  der  Excurs  über  das  Polarplanimeter  macht  eine  Aus- 
Q^lme.  Ks  ist  allerdings  auch  noch  Einiget  aus  den  phjaikaliflchen  Lebreu, 
betreffend  Winkcitpiegel,  Winkolprisma,  Fernrohr,  Linsendiopter,  gesagt, 
*■»  paar  Bemerknngen  Über  Libellen  gemacht,  aber  man  kann  das  nicht 
""ivnil  all  Elemente  der  Theorie  beaeJchnen;  offenbar  war  nur  praktische 
Atittiunng,  nicht  eingebende  Belehrung  beabsicbtigt.  Das  Unch  mnas 
*'*  ein  AuDzog  oder  eine  ZuaammenfasAung  der  Lehren  angesehen  wer- 
^*B ,  die  der  Verfasser  an  den  im  Vorwort  erRHUnton  L«hTV\«Vm\v«.\:v 
■"^wTc,     Haut  Selbutaatetrichte   taagC   es   Dicht  ^   K\«mfcn&  n'ui  4m*v 
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z.  B.  die  HftDdhabnng  des  Wiokelspiegels  oder  des  PriBm«8  erlernen 
können;  selbst  die  einfacheren  Geschäfte  der  Lüngenmessnng,  des  Nirel- 
lirens  mit  der  Kanalwasge  n.  dergl.  sind  hierfür  nicht  hinreichend  aus- 
führlich nnd  dentlich  beachriebeu.  Man  mnes  neben  dem  Gebrauche  des 
Bncbes  sich  eine  praktische  Anleitung  im  Felde,  mit  den  Instrumenten 
IQ  der  Hand  denken.  Der  Titel  hätte  daher  statt  Lehrbach  passender 
anders;  Instruction,  Anleitung,  Vorschriften  oder  sonstwie  gelautet.  Daas 
ein  solches  Buch  recht  nützlich  in  manchen  Kreisen  sein  kann,  wird 
nicht  bestritten  werden  können,  ebenso  wenig  wie  die  Berechtigung  und 
Befähigung  des  Verfassers,  ein  solches  zu  schreiben;  manche  für  den 
betreffenden  Leserkreis  vortrefflich  anageführte  Einzelheiten  beweiaen  das. 
Doch  kann,  anch  wenn  man  auf  den  Standpunkt  des  Verfassers  sich 
stellt  nnd  seinen  beschränkten  Zweck  zu  erfüllen  trachtet,  hinaicfatlich 
der  Auswahl  und  mehr  noch  der  Behandlung  des  Stoffes  zuweilen  eine 
merklich  andere  Ansicht  rertreten  werden.  Allein  darüber  ist  nicht  in 
rechten;  im  Ganzen  ist  das  Buch,  für  seinen  Kreis,  als  ein  gntes  an 
bezeichnen.  Hit  Definitionen  z.  B.  darf  man  es  aber  nicht  streng  nehmen 
wollen. 

Nur  ein  „Vergehen**  darf  nicht  verschwiegen  bleiben ,  begangen  ge- 
legentlich der  Anleitung  zur  Berechnung  der  Erdmasaen.  Es  werden  fttr 
ein  bestimmtes  Beispiel  (Fig.  88)  zunächst  —  ohne  Begründung  —  swei 
ungenaue  Regeln  angegeben,  dann  zur  Berechnung  des  „wirklichen  In- 
halts** geechritten  und  dieser  auch  richtig  ausgeführt.  Nur  wird  dabei 
der  Leser  —  der  doch  mathematisch  ziemlich  harmloa  gedacht  werden 
soll  —  irre  geführt.  Es  wird  nämlich  gesagt,  man  erhalte  durch  Zer- 
legung des  vierseitigen  Prismas  in  zwei  dreiseitige  Prismen  den  wirklichen 
Inhalt.  Der  Körper  ist  aber  kein  Prisma  (sondern  ein  Obelisk),  nnd 
die  folgenden  Formeln  (Flächeninhalt  eines  Dreiecks  mal  dem  arith- 
metischen Mittel  der  drei  Seitenkanten)  sind  keine  Prismenformeln,  son- 
dern (ganz  richtig)  solche  für  Prismenstulze.  Ohne  weitere  Anleitung 
ist  Denjenigen,  für  welche  die  Schrift  bestimmt  ist,  die  Sache  nicht  ver- 
ständlich. Es  wäre  gewiss  besser  und  dabei  eigentlich  einfacher  gewesen, 
die  Formel  zur  Berechnung  eines  Obelisken  zu  geben  oder,  noch  all- 
gemeiner, die  Simpson' sehe  Körperregel  vorzutragen  und  anzuwenden, 
welche  namentlich  in  weniger  einfachen  Fällen  die  oft  so  mühsamen  Zer- 
legungen ersparen  lässt  und  für  die  ErdmasBenberechnungen  (in  dem  hier 
in  Rede  stehenden  Umfange)  nicht  nur  die  beste,  sondern  die  einzig 
empfehlenswcrthe  ist.  Praktisch  recht  gut  muss  ich,  nachdem  ich  den 
ersten  Theil  der  Erdmasseuberechnung  getadelt  habe,  den  zweiten  Theil 
dieses  Abschnittes  nennen.  Boric 
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iti«f^i«ll«i  Hcbltler  boMer  uoil  eingobeudor  in  die  Elemente  der  Pbjsik 

i^RlIirl  wardpii.     Allcrdingi  ist  in  den  güeigoeten  Zciliiohriflpn   tnan- 

■htilti  aurb  den  weiteren  Kreiden  dct  F.ehrer  KUgünglich  g«maclit  wnrden. 

tlffi  ftf»4t  f\n\^p  unter  den  berut'eusten  Vertretern  unaerev  Wift&en«cliftfl 

iMbkchirii   n»cb   diesnr  Kichtaog  hin   eine  bedaaerUche  Znrtlckbaltnn;. 

Tmls  alledem  bat  tiicb ,   wie  hereilB   eingangs   augedentet.    ein  gewaltiger 

l'MtliMUMg   litusiditlieli   der   speciellen  Methodik   in  den  Ißtaten  Jitliren 

nlba^oB   uod   Diejenigen^    welche  VAr  Ittngarer  Zeit    ainen    geordneten 

ptmkiliHcbeD  Unten  iclit,   bci   es   an   einer   deutschen  HocbBchult*.   nder 

Ml  fi  »elb»l  nur  an  einer  MiltcUchule,    gennsscn    babcn,   würden   beute 

■«JÜ  abnrall  den  gctiammten   physiknlischcn   I.ehrapparal  weaaotltcb  ver- 

lidtrt  finden   nnd  wilrden   «taunen ,   wie  es  durch  bcflsere  VerGUclisannrd- 

■n^D  möglich  geworden  i6i,  jetzt  in  derselben  Zeit,  wie  ebemal«,  ein 

*»al  gTflndlicbeiYB  nnd  auagedehnteren  phyaikaliiii-hea  Wissen  der  Znh^ror« 

aft  xogHnglich   zti   machen. 

Wenn  jedoch  inahe«nudere  der  [)by8ikaliache  Unterricht  an  den  Mitlel- 

nUn  aar  Zeit  noch  Tielfacb  erbehlieh  au  wünachen  tibrig  läast,  so  hat 

"•fnllich  in  xwei  Urosifinden  «eine  Ursache.    Erstens  sind  nümlieh 

-!.   welcliM  seilen   der   ünlorrichtsbchörden    den   Schulen   für  Ver- 

HlcDOfnonng   di>8  physiltRUechen  Lebrapparates   aar  Verfdgung   gestellt 

n,    meist    sn    gering,    diiNN   es  xelhtit  dem  strebsamslen   Lehrer  nicht 

icb    iet,    ancli    nur    annähernd     mit    seiner    Apparatensamndung    den 

Tanseliritieu  auf  roelhodiachem  GehietA  an  folgon.     Vieirsch  rüchen  die 

'  If^n   'Gummen   sogar   gerade   nur   zn,    um   die   dem   unmittelbaren 

'   --hp    na»ge*elxten    Unterrichtsmittel    (Pritparate,    Glas-  und   Knnt- 

Khakwauren)   an   eraelxen   nnd    die  immer  von  Zeit  an  Zeit  notbwendig 

<  '»n  RepAmtureo   vornehmen   zu   lassen;  so  das«  gana  selten   daran 

rrerden   kann,  ültere  Apparate   durch   aweckmlssigere  zu  ersetzen 

•^gar  neue,  gute  Apparate,  sofern  diese  cinigeraiassen  kostspielig  find, 

■nnschairen. 

Aoderer*«iilH  iftt  aber  auch  zur  Zeit  die  Auntiildung  der  Lehrer  für 
MittrlMbulen  an  deutecb>n  Horhscbnlen  nicht  eine  derartig«!,  dass  man 
nit  Kectit  rrwnrien  ktitinte,  dieselben  seieu  ausnahmslos  geeignet,  einen 
p<tei)d)cben  Unten  icbi  in  Kxperimeutaipbysik  spitierhin  zu  «itbeilen. 
I>tc  Sindienceit  derjenigen  Lehier,  welche  dies«  Uisciplin  spüterhin  an 
Tertrelfn  haben,  ist  durch  Ansprüche  an  eine  weitgehende  mathernntische 
nnd  iRatbtmatiüch-pbyHikaliBche  Durcbbilduug  isumeiet  derart  volliitändig 
mä  lauchlieaiilicli  in  Anspruch  genommen ,  dass  dem  Studirenden  der 
Mstli>ntaiik  nnd  l'bysik  fUr  oim*  sorgsame  Vorbereitung  auf  das  pbyiti- 
kalLiebe  Lebmmt  nicht  die  ausroicht^ude  Zeit  bleibt.  Auch  itcbeini  man 
itiv  MTittitigkeit  einer  solchen  besonderen  Vorbildung  für  den  Unterriebt 
In  Pk)iik  an  den  dontüchen  IlnchHchulen  seilen  der  Prüfun^KcommlHintwu 
tMiti-i  rnu-Ji   tu'clit  gauz  an  eikcuni^n.     Man  verlnngl  zwa.T  wue  \a\«* 
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probe  iu  UfttbutuKtik  beim  t^taatiexamea ,  iiiu  daraacb  die  ttltgeuuriiri 
LehrbofübiguDg  des  fiDdidaiou  bpurtbeilf^n  in  köBnco;  g*iix  ««hen  IM 
bßrt  iDSD  davon,  das«  nach  eine  Lfhrprulie  in  Experimeotalphysik  «If 
g<>n()mmpn  vcrdf.  Jeder  abf>r,  di*r  das  Wegpn  den  (iliysikaliticlien  VtAiti 
ricblPB  gi<inaii  kennt,  wird  wabrecbeiulicb  angeben i  d«««  Jentaad.  U 
sieb  in  seiner  ninlbemBliüchcn  Lebrpr»be  aU  c-lu  gnnx  tilcbtig^r  LtVti 
der  Matbemstik  erwiesen  bat,  damit  noch  nicht  die  Gewähr  giebc,  daj 
dnrchaas  er  ancb  im  Stande  sein  werd«,  einen  guten  Unterriebt  in  K] 
penuientDl[ihyfik  zu  erlheiten.  i| 

Sflbi^t  die  Avbeiteu,  welche  man  in  neaerer  Zeit  wohl  an  allen  Ho^ 
achnlen  de»  xnkiinfiigen  Lehrern  in  dem  phyiikaliocben  Laboraloriti 
vornehmen  iHntt,  sind  xumeiat  «o  einseitig  und  können  nnr  »o  knrxe  2a 
hindurch  fortgeuetict  werden,  dos»,  vtvnn  ein  junger  Lehrer  dann  in  d 
Praxis  hinauskommt  und  mit  eiuem  mehr  nder  minder  onvoUkomment 
[ibysiknliscben  Lebrappnrat  seinen  Schalem  etvas  Ordentliches  Inrnt 
soll,  er  im  Anfange  «ntsetzlicb  bilflos  dastehL  Kr«!  durch  viele  i| 
angenehme  Krrabrungen ,  die  seinen  Scfaütem  kostbare  Zeit  ranbuk  ■ 
der  physikalischen  Sammlung  der  Schule  zunitchst  zum  grossen  Sehaw 
gereichen ,  lernt  er  nllmXlig  das ,  was  er  bei  einer  ausreichenden  Vi 
bereitung  fUr  seineu  Beruf  Ton  recbtswcgen  bei  dem  Reginn  atäa 
liehen  Thütigkeit  mitbringen  floltte. 

Uesondrra  in  Hinblick  aaf  diese  zur  Zeit  noch  berrscbrnden 
UebelslAnde  ist  das  £r»cheioeu  dicves  Weinhold'achen  Werkes  ftl» 
freudiges,  sehr  hedputangtivnllpH  KreigniüM  Anfrir.)itig  ku  be^Usvon.  Wer 
hold  hat  sich  nicht  damit  begniigi,  die  besten  Versnohsanordntingen,  d 
ihm  irgendwie  zaginglicb  gewesen  sind,  in  sammeln  und  sorgflHif  i 
bescbieiben,  sondern  er  hat  auch  durch  Erfindung  nener  Vprsucb»  ai| 
neuer  Apparml«,  dnrcli  xweckmKitsige  Umgestaltung  Hiterer  (Jonstruclton^ 
und  durch  eine  systemstiache  Anweisung  zum  Expetimenlircn  die  Metlii 
dik  des  physikalischen  UuterricLtos  ganz  ausserurd entlich  gefiirdert.  Ü^ 
jenige  Hltere  Lehrer  der  Physik,  der  in  früheren  Jahren  atudirt  hat  v:\ 
die  Experimenlalphystk,  wie  sie  heute  ist,  nicht  nacbtrXgUch  noch  doH 
Reisen  und  Verkehr  mit  bcrrorragendeu  AutorilÜlen  auf  dtrspm  Gebtai 
kennen  gelernt  hat,  findet  in  dem  Weinhol  d'svhen  Werke  eine  v " 
treffliche  Gelegenheit,  sieb  damit  vertraut  xu  machen  i  in  welcher  Wea 
Ar  seinen  Unterricht  umgestalten  musa,  um  denselben  wieder  aof 
Höbe  der  Zeit  zu  bringen.  Aber  auch  der  jUngero  Lebier,  der 
gutes  Colleg  über  Experimentalphysik  auf  einer  Hocbacbnle  gsbürt  1 
und  durcli  auhaltendes  Arbeiten  im  phyaikaliscben  Lahnrnlnriuiu,  o^ 
noch  besser  durch  eine  Tbätigkeit  als  Faunlus  und  Assistent  eines  tuH 
tigen  Experimentators  mit  den  eminenten  tfortscbiitteu  vertniat  ist,  ^ 
der  Physikunterricht  in  den  letzten  Jahren  gemacht  hat,  wird  so»^ 
Npiws  nnd  durclisos  OriglneUca  in  d«Ti  „V\i^&\V*V\MiVp.tt,  Vi-Mawas-www 
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faitn,  dws  nneb   er  di«  Bucb   oicht  nur  ratt  grossem  Iiit«re«e  lesen. 
\tn  In    ilemse1b«D    vineo    treftltdicn  Bnrallier   «jhXtxen    lernen   uriril, 
In  fbD  fftst  Ml  keiner  Stellf>   hei   <len  VorbereitUDgen  ftlr  seinen  Unter- 
rieh  im  Stiche  iSsst. 

Die  lieschroiboDg  der  Apparate  nnd   die  Aoordnang  der  Versuche 

■alclsr,  ao  ringfllieod,  bo  leicht  fasBltcli  nnd  wird  dnrch  eine  so  groeiic 

ireft'licli  Autgof'Ulirter  Kigureu  nulflr&lützl,  das8  seihst  Derjenige,  der 

<idk  nrrch  wenig  oder  gRr  nicht  mit  der  AnsLeltimg  von  Untcrricitt8ex|>eri- 

mUen  heechäftigl  hat,  aicli  nach  dem  Weinhold 'sehen  Buche  xurecht- 

inin   and    riwas   Oidenilichca   leintcu   kann.     Jeder   Physiklehrf^r   wird 

Bnner  Aosieht  nach,    eofero   er  nur  halbwAg«   oio  warmes  Herz  ftlr  dir 

üorgshou  BeiucB  Bi-rnfea  hat,  sicli  dnrch  daseelbe  angeregt  fahlen,  erheb- 

'icfa«  Veibeaseruugen  iu  seinem  Unlerrichie  ansnhriogen. 

Die  Zahl  der  wliklich  oeaen  und  treulichen  UemonGtrationsapparate, 

lic  aian  in   dem  Wein  hol  d'»chiMi  Hnclic  milgetheilt  flniißt,   ist  so  gross, 

dftas  es  banni   möglich  »«in    dUrft*.',    alle   zu    erwähnen    »der  gar  ihre  be- 

dt*ieB  VoraOgv  darsutbuD,    oIidq  den  Rahmen  einer  Besprechung  un- 

bahrlich  zu  libersclit eilen.    Wir  wollen  hier  nur  hervorheben,  was  wir 

i*4tt  UitleUcliale   xn  alleioäehsl    xur  Ueachtnng ,   re^p.  xnr  Anschaflung 

g;lanbfn   empfehlen   sn   mflssen. 

Dir    Winke    flhcr    Ani'ülattnng    nnd    Anordiiiitig    tleg    physikalischen 

^Llditoriuin«    werden   Jfilfm   1mm   Nent-tiirichtiing    derartiger    RXiime    oder 

h«i  Umgeslaltuttg  vorhandener  trefTliche  Dienste  leisten;  dies  nm  so  mehr, 

all  die  belge^cbeucn  Zeichnungen  derart  auaftlbrlich  sind,  das«  die  Hand- 

«rnlitu  ohne   Weilftres   dnrnnch  arbeitpn   können.      In   dem  ersten  Theile, 

*«  lllgemeioe  Mechanik",  scheint  mir  besoodera  gelungen:  die  bereits 

frlW  von    Wein  hui  d    jmblicirte   Eiorichtnug  der  Centrifugalmaachine 

nad  dcrnn     UilfsappArale,    die    neue    Anordnung    ilea    Foucault'schen 

Pssdcl Versuchs   (S.  98) ,   welche   gestattet,   diese«   Kxperiment   in  jedem 

pbvnkalischeo    Anditoriam   vorzunehmi'n.     Zweck mtlssig   ist   die  Ahäude- 

'■og   d<vs     Nicbi'lsun'echen     Ar)ii>niel»rH    (B.  lld),     welche    das    Itfstige 

%eiafallf<a  der  Gewichte  in  die  PHissigkeit  unmöglich   macht;   äusserst 

f^bickt  tat  die  Kiniichtnng  des  Apparates  für  Compression  von  FlHssig- 

"'itra  {Ü.  l'i's),   der  sieb   zur  Benutzung   im  Skiopiikon  eignet.     Höchst 

^prehlenswerth  ist   in   der  Akustik  die   auKgedchnte  Verwendung   der 

^Ositiveu    Klammen   als   einplindtiches    Reagens    »nf  Schallwellen,   a.  B, 

■^   den  NachweJB   der  Reflexion    des  Schalle«  (Ö.  204).     In    der  Optik 

**    dorch  daa  Dtmionstrationsgonioiaeter  (S.  276)  ein  ausgezeichneter  Hilfs- 

l^^^arat  gegpbru .   der  zu  vielen  Zweckcu  ungemein   geeignet  ist-     Treft- 

iP^li  bewjfhrt  haben  wir  schon  seit  vii^lt^n  .laht-m    ilen   Weinhuld'schen 

^  «adhelioslaten  gefunden  (8.  261}. 

In    drr   Würmolehre    hat    mir    besondere    die    eiufache  Vott\«Ui.'a\v% 
V  »htolaiea  Beeiiarnuag  lies  AusdeiinDagscoelficieutou  des  l^\tt-«^V.«IA\i«« 
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nach  der  Dalong-Petit-Regnaalt'schen  Methode  gefallen  (8.  375). 
Vorzüglich  ist  das  Dampfbarometer,  welches  deu  Zweck  hat,  eine  liem- 
lich  genaue  Bestimmung  der  Spannkräfte  des  Wasserdampfes  bei  Ter> 
schiedenen  Temperaturen  im  Unterrichte  zn  ermöglichen  (S.  404).  Gleich 
empfehlenswerth  sind  die  Vorrichtangen  für  den  Nachweis  des  Verhal- 
tens der  gesättigten  und  überhitzten  Dämpfe  (S.  412)  und  die  für  den 
Nachweis  der  Spannkräfte  der  Salzlösungen  (S.  414).  Aach  die  Aufnahme 
des  Andrews'scbeu  Compressionsapparates  für  Verflüssigung  von  Kohlen- 
säure und  Demonstration  der  kritischen  Temperatur  im  Unterrichte  (S.  426) 
halten  wir  für  einen  erheblichen  Fortschritt.  In  der  Elektricitäts- 
lebre  glauben  wir  besonders  die  Anwendung  des  Uorizontalpendels  und 
die  Herstellung  von  Leimkugeln  als  eine  zweckmässige  Neuerung  em- 
pfehlen zu  sollen  (S.  499).  Die  ■  einfache  Form  der  Thomso naschen 
Wasserinfiuenzplektrisirmaschine  (B.  517)  ist  ein  sehr  lehrreicher  Zuwachs 
für  jedes  halbwegs  vollständige  physikalisclie  Cabiuet.  Durch  die  An- 
wendung des  Thomson 'sehen  Quadrantelekttometers  in  der  Eiuricbtnug, 
wie  sie  Weinbold  empfiehlt  (S.  b^l),  wird  es  möglich,  die  Grundlage 
des  Galvanismus  in  sehr  überzeugender  exacter  Weise  vorzuführen,  besser 
als  dies  sonst  irgendwie  möglich  sein  dürfte. 

Sollen  wir  nun  aber  auch  ,  da  es  einmal  bei  Besprechung  von  lite- 
rarischen Erscheinungen  so  üblich  ist,  auch  einige  abweichende  Meinungen 
aussprechen,  so  kann  Verfasser  dieser  Zeilen  angesichts  dieses  trefflichen 
Werkes  sich  auf  ein  sehr  bescheidenes  Maasü  beschränken  und  auch  hin- 
sichtlich dieser  Differenzpunkte  giebt  er  im  Voraus  gern  zu,  dass  viele 
derselben  auf  Rechnung  derjenigen  individuellpa  Verschiedenheit  zu  setzen 
sind,  welche  jeder  Lehrer  vermöge  seiner  Eigenart  seinem  Uulerrichte  giebt. 

Zunächst  habe  ich  es  seit  einer  Keilte  von  Jahren  für  sehr  zweck- 
mässig gefunden,  den  physikalischen  Elementarunterricht  nach  einer  sehr 
kurzen  Einleitung,  welche  die  Grundbegriffe:  Bewegung,  Masse,  Kraft  etc. 
festlegt  nnd  einige  Andeutung  über  tlio  Methode,  Eintheilung  und  die 
Grundsätze  der  Physik  giebt,  mit  dei-  Wäiinelelire  /.n  beginnen.  Die 
Erscheinungen,  um  die  es  sicli  auf  diesem  Gebiete  liandelt,  schliefsen 
sich  am  besten  an  die  bisherigen  Erfahrungen  der  Schüler  an  und  sind 
ihnen  am  leichtesten  verständlich.  Die  jungen  Leute  werden  auf  diese 
Weise  fast  unmerklich  in  die  Eigentbünilichkeit  der  physikalischen  Be- 
trachtungsweise der  Erscheinungen  eingefüluf.  W'ns  in  der  .Mittelschule 
von  Mathematik  in  der  Wärmelehre  gebrnutlit  wird,  ist  den  Scliiilern 
bereits  vollutändig  geläufig.  In  diesen  Abschnitt  schliesse  ich  (am  Gym- 
nasiumi,  gelegentlich  der  Bespiechung  der  Ansdehnungserscheiuuugen,  die 
Hestiinmungen  der  spei-ifischen  Gewichte  und  das  Boy  le- M  ari  otte'scbe 
Gesetz.,  späterhin  auch  die  Elemente  der  (Miemie  ein.  Wendet  man  sich 
erst  hiernach  i^ur  Mechanik,  so  kann  die.se  dann,  weil  inzwischen  der 
mathematische  Standpunkt  der  Schüler  ei«  wesentlich  höherer  geworden 
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ist,  strenger  mathematiscli  bcliandelt  werden,  and  mau  kanu  za  den  ein- 
zelnen Fällen  lebrrcichere  Uebungfibeispicie  recbnen  lassen,  als  wenn 
man,  wie  Üblich,  die  Physik  mit  der  Mechanik  beginnt.  An  die  Mechanik 
schliesst  sich  dann  oatorgcmäHs  die  Wclleulebre,  an  diese  die  Aknstik  nnd 
Optik  an.  Für  die  Elektricitütslehie  bleibt  allerdings  dann  zumeist  w^nig 
Zeit  übrig.  iJa  der  physikalische  Unterriebt  an  der  Mittelschule  meiner 
Ansicht  nach  aber  durchaus  nicht  den  Zweck  hat,  ein  vollständiges,  ab- 
geschlossenes Wissen  anf  diesem  Gebiete  zu  vermittele ,  sondern  die 
Hanptaufgabe  nur  die  sein  dürfte,  die  SchUlcr  mit  dem  geordneten  Ge- 
brauche der  naturwisseuBcbaftlicheD,  inductiven  Methode  vertraut  zu 
machen  und  ihnen  Verstaiidniss  für  diejenigen  physikalischen  Vorgänge 
zu  gehen,  welche  ihnen  später  am  häufigsten  im  praktischen  Leben  be- 
gegnen, so  6nde  ich  darin  keinen  wesentlichen  Nachthcil,  wenn  selbst 
das  eine  oder  andere  Gebiet  der  Physik  auf  der  Schule  nur  eine  mehr 
encyklnpädische  Beliandlung  erfahren  sollte,  nachdem  andere  Partien 
ziemlich  gründlich  und  systematisch  eröitert  worden  sind. 

Ein  Hauptgewicht  wird  man  meiner  Ansicht  nach  immer  anf  die- 
jenigen physikalischen  Vorgänge  zu  legen  haben,  welche,  sofern  quan- 
titative Verhältnisse  dabei  ins  Spiel  kommen,  auch  einer  erschöpfenden 
elementar-mathematischen  Behandlung  fXhig  sind,  um  Physik  und  Mathema- 
tik, die  immer  von  demselben  Lehrer  in  derselben  Classe  der  Mittelschulen 
crtbeilt  werden  sollten,  in  lebendiger  Wechselwirkung  erhalten  zn  können. 

Infolge  der  geringen  Zeit,  welche  zumal  auf  dem  Gymnasium,  aber 
auch  auf  der  Realschule  der  Physik  als  Unterrichtsgegenstand  natur- 
gemäss  gewidmet  werden  kann,  wird  sich  eine  Beschränkung  in  der  Zahl 
der  vorzuführenden  Experimente  gegenüber  dem  von  Weinhold  Vor- 
geschlagenen ganz  von  selbst  notb wendig  machen.  Der  Verfasser  des 
trefflichen  Buches  denkt  aber  auch  gar  nicht  daran,  die  Anstellung  aller 
Experimente  für  nothwendig  zu  erklären.  Er  bietet  so  vieles,  dnmit 
jeder  Lehrer  für  die  Gebiete  sich  das  Geeignete  auswählen  könne,  von 
welchem  er  glaubt,  dass  durch  eingebende  Behandlung  derselben  seine 
Schüler  am  besten  gefördert  werden. 

Vermisst  haben  wir  für  den  Unterricht  an  Mittelschulen  nur  ganz 
wenig  in  dem  Weinhold'schen  Werke.  Für  Realschulen  und  Gewerbe- 
schulen, deren  Schüler  künftighin  zum  Theil  mit  Dampfmaschinen  zn  thno 
haben,  sollten  die  einfachen  Versuche  nicht  wegbleiben,  welche  geigen, 
dasB  Wasserdampf,  ScbwefelkohlenstoSF  sich  bei  einer  adiabatischen  Expan- 
sion theilweise  condensiren,  Aetherdampf  dagegen  ein  entgegengesetztes 
Verhalten  zeigt.  Auch  die  Methoden  der  Bestimmung  der  Dampfdichte 
nnd  der  Nachweis,  daas  die  Dampfvolnmina  äquivalenter  Mengen  ver- 
schiedener Substanzen  gleich  sind,  hätten  wegen  ihrer  Bedeutung  för 
das  Verständniss  vieler  physikalisch- chemischen  Thatsachen  nnd  Lehren 
mein*'    *  '■  "Ifirücksichtigung  verdient.    Ebenso  hätten  wir  eine 
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einfache  Vorriclitung,  welche  dfts  VfirhnltPn  der  Dielektrica  (des  Schwe- 
fels) üeigt,  gern  aufgenumineu  gesehen.  Auch  den  Nachweis  der  Exiatenic 
einer  Brechung  des  Schalles  halten  wii  nicht  für  unwichtig.  Der  Tor- 
si ouselaaticität  und  den  Begriffen:  Kräftepaar,  Drehungsraoment,  Drtih- 
ungsaxe,  freie  Äxc,  hätten  wir  eine  etwas  eiagehendete  experimentelle 
Bohandlnng  gewünscht.  —  Nur  ungern  wUrden  wir  den  Nachweis  de» 
wichtigen  Jonle'schen  Gesetzes  über  die  galvanische  WJtrmeentwiekeluDg 
in  Leitern  in  einem  TollstKodigen  Unterrichte  entbehren. 

Flir  die  Anstellung  der  Volt a' sehen  Fundamentalversucbe  halt«  ich 
die  Verwendung  eines  Fechner'schen  oder  Hankel'scben  Elektro- 
ikopes,  dessen  Polplatten  mau  mit  dem  Skioptikon  auf  einen  Schirm 
projicirt,  auf  welchem  man  durch  grosse  Plus-  nnd  Minuszeichen  deren 
eigene  Ladung  kenntlich  macht,  fUr  recht  zweckmJtssig. 

Das  We  i  n  h  o  1  d '  sehe  automatisch  wirkende  Demonstrationethermometer 
ist  ein  allerliebster ,  geistvoll  erfundener  Apparat;  einer  Anschaffung  dessel- 
ben für  die  physikalischen  Cabinete  der  Mittelschulen  können  wir  jedoch 
kaum  das  Wort  reden.  Ein  Apparat,  der  zum  Nachweis  einfacher  Thatsachen 
dienen  soll,  darf  meiner  Ansicht  nach  nicht  zu  uomplicirt  sein.  Auch 
kann  man  denselben  Zweck  erreichen,  wenn  man  die  betrefl'enden  Ver- 
suche in  grossem  Maassstabe  anstellt  und  sich  einer  Anzahl  grosser  De- 
mo natrationsthermometer  bedient,  deren  Grade  nngeführ  1  cm  lang  sind, 
und  bei  welchen  man  den  Stand  der  QnecksilbersSnle  durch  eine  dahinter 
gehaltene  Beleuchtungseinrichtung  sichtbar  machen  kann.  Selbst  wenn 
man  sich  drei  derartige  Demonstrationsthorraometer  verschafft;  von  — 40 
bis  -1-6,  von  0'*  bis  50"  und  von  80"  bis  110",  dürfte  man  zumeist  mit  viel 
geringeren  Unkosten  dasselbe  Ziel  in  einfacherer  Weise  erreichen  können. 
In  anderen  Fällen  wird  man  zweckmässig  kleine  Projectionsthermoraeter 
anwenden  und  den   Versuch  vor  dem  Skioptikon  anstellen. 

Ferner  ersclieint  es  uns  geeigneter,  wenn  man  beim  Keflexgalvano- 
meter  nicht  einen  Cyliuder  mit  Spalt  benutzt,  sondern  einen  Blech- 
cylinder  wählt,  in  dem  sich  eine  scharf  begrenzte  Oeffnung  befindet,  in 
deren  Mitte  ein  nicht  zu  dünner  Draht  gespannt  ist.  Das  Bild  des 
dunklen  Drahtes  in  dem  hellen  Felde  wird  auf  der  Scala  gut  gesehen 
und  man  kann  leichter,  selbst  im  stark  verdunkelten  Zimmer,  die  Stellung 
des  Striches  auf  der  Scala  genau  bcurtheileu. 

Für  viele  Versuche,  die  WeinhoUl  mit  HilfV  des  Retiexgalvano- 
lueters  anstellt,  ziehe  ich  den  Gebraucli  einer  einfachen  Wiedemann'schen 
l'angenlenboussole  mit  llcfiexionseinrichtnng  vor.  Man  hat  dann  minder 
oft  Stromverzweigungen  nüthig,  luii  die  Intensität  der  angewendeten 
Ströme  abzuschwächen;  <lenu  mau  kann  die  Grösse  der  Ablonkung  des 
magnetischen  Ringes  durch  die  Entfernung  der  Drahtrolle  vom  Magneten^ 
oder  durch  Veränderung  der  magnetischen  Kichtkraft  bewirken,  indem 
man  einen  geeignet  gestellten  Hilfsmagneten  nähert  oder  entfernt. 


Rflcensionen.  37 


Audi  auf  einen  nicht  ganz  zutretTnidcn  AuHilnick  niöcliten  wir 
tiocli  AufiDcrkiiam  nifidieo.  S.  480  itit  der  btikauiitu  Vei-oucli  betichriü- 
ben,  durch  den  man  die  Schmetzputiktserniedrigung  des  Eise»  durch 
Druck  mit  Hilfe  eines  ThertnoelemeDtes  nachweist,  welches  sich  awiichen 
swei  EisstQcken  befindet,  die  maa  iu  der  hydraulischen  Presse  zu- 
sanimen drückt.  Die  Beschreibung  dieses  Versuches  wird  mit  dem  Satze 
eingeleitet:  „Die  wichtige  Thatsacho,  dass  die  durch  Druckzunahme  be- 
wirkte Schmelzung  des  Kises  infolge  der  dabei  statttiodenden  Wärme- 
bindang  eine  Tempei-Aturerniedrigung  bewirkt  etc.'*  Es  handelt  sich 
hierbei  jedoch  nicht  um  eine  Abkühlung  durch  rermehrte  Wärmeent- 
ziehaug  infolge  der  Schmelzung,  sondern  um  die  Thatsache  einer  Schmelz- 
p  u  n  kterni  ed  ri  gun  g. 

Damit  sind  wir  nun  aber  auch  mit  Ausstellungen,  wenn  man  die 
vtirstehenden  kurzen  Bemerkungen  Überhaupt  als  solche  ausehen  will, 
bereits  am  Ende. 

Was  wollen  dlosu  untergeordneten  Differenzpuukte  gegenüber  dem 
nngetheilten  Beifall  besagen,  den  wir  der  ganzen  Arbeit  rückhaltlos 
zollen  können? 

Auf  die  praktischen  Rathschläge,  die  Weinbold  in  seinem  Buche 
giebt,  kann  sich  jeder  Experimentator  ganz  verlassen;  da  ist  jede  Ein- 
zelheit oft  und  gewissenhaft  durchprobirt,  jeder  Theil  der  Versuchs- 
anordnnng  ist  wohl  {iberdacht.  Ja,  wir  glauben,  ein  so  verdieustvolles 
Bach,  wie  diese  vorliegenden  „Physikalischen  Demonstrationen'*,  konnte 
eben  nur  Jemand  schreiben,  der  mit  dep  Vorzügen  eines  trefflichen, 
kenntnissreicheu  Physikers  das  Geschick  eines  Mechanikers  und  eines 
gewandten   GlasblSfiers  verbindet. 

Das  Wflinhold'schc  Bucli  wird  gewiss  bald  in  der  Handbibliothek 
keines  physikalischen  Cabinets  fehlen.  Die  Mechaniker  werden  in  dem- 
selben eine  reiche  Quelle  für  neue  Arbeit  begrüsson.  Die  maasgebendeD 
Fersouen  in  den  Unterrichtsbehörden  aber  werden,  Bo  hoffe  ich,  ans  dem 
Buche  ersehen,  dass  es  hohe  Zeit  wird,  erheblich  grössere  Mittel  für 
Verbesserung  des  Lehrapparates  an  den  Mittelschulen  zu  bewilligen,  als 
bisher,  damit  unsere  Gymnasien  und  Realschulen  den  Fortschritten  der 
Methodik,  wie  sie  in  dem  Wein  hold' sehen  Buche  zur  Darstellung  ge- 
kommen sind ,  zum  Wohle  ihrer  Schüler  in  befriedigender  Weise  zu  folgen 
im  Staude  sind. 

Giner  grösseren  Alunificeuz  nach  dieser  Richtung  hin  würde  gewiss 
keine  einsichtige  Landesvertretung  oder  kein  städtisches  Collegium  die 
Ztistimmnng  versagen. 

Von  dem  WeinhoId*scben  Buche  darf  somit  eine  wesentliche  Ver- 
beuentog  des  phTiikalischen  Unterrichtes  aus  vielen  Gründen  erwartet 
Verden.  ^tn  in  haben,   ist  ein  aehr  erhebliches 
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Verdienst,   fiir    welches  alle   Betheiligten   dem  Verfabser   der  trefflieheo 
„Physikalischen  Demoustrationcn"  herzlichen   Dank  schuldig  siud. 

Wir  könneu  diese  Zeilen  nicht  schlicsseu ,  ohne  auch  der  Verlaga- 
buchbandluQg  unsere  Anerkennung  dafür  ausgedrückt  zu  hahen,  dass  sie 
das  Wein  hold' sehe  Buch  iu  einer  sehr  guten,  würdigen  Ausstattaag  dem 
Publicum  darbietet.  Richard  ROhlmank. 


HiUiltafeln  zur  prKcisen  Berechnung  2Üstelligr>r  Ijogarithmeu  zu  gegebciico 
Zahlen  und  der  Zaiilen  zu  208tolligen  Logarithmen,  von  Anton 
Stbinhadskr,  k.  k.  Regierungeratli.  Mit  Subvention  der  k.  k.  Aka- 
demie der  WissenBchaften.  Wien  1880.  Druck  und  Verlag  von 
Carl  Gerold'8  Sohn.  XII,  296  S. 
Die  Frage,  ob  es  wohl  viele  Mathematiker  geben  werde,  welche  je 
in  die  Lage  kommen,  sich  SOstelligcr  Logarithmen  bedienen  zu  müssen 
oder  zu  wollen,  ist  eine  ziemlich  müssige.  Höchstens  der  Verleger  des 
uns  vorliegenden  Werkes  konnte  sich  dieselbe  stellen,  um  je  nach  der 
Beantwortung  die  Möglichkeit  eines  die  Kosten  deckenden  Absatzes  an 
erwügen,  aber  anch  ihm  hat  die  Unterstützung  der  Wiener  Akademie  die 
Frage  im  Munde  abgeschnitten.  Wir  wollen  sie  nicht  aufnehmen.  Wir 
wollen  nur  feststellen,  dass  jene  Unterstützung  keinem  Unwürdigen  xn 
Theil  wurde.  Der  Ifingst  rühmlichst  bekannte  Verfasser  hat  an  die  Aus- 
arbeitung seiner  Tabellen,  deren  Verlauf  er  in  dem  Vorworte  genau 
schildert,  eine  Arbeitskraft  gewandt,  die  geradezu  erstaunlich  ist.  Er 
spricht  von  der  nach  bereits  vollendeter  Arbeit  wiederholt  vorgenommenen 
luterpolationsrechnnng  bei  20000  Logaritlimen  zur  Feststellung  der  £nd- 
zilTern,  als  ob  das  so  ein  Geschäft  würe,  welches  zwischen  Frühstück 
und  Morgenpfeife  erledigt  werden  könnte.  Die  Hilfstafel  selbst  besteht 
aus  vier  einzelnen  Tabellen  .4,  B,  C\  />.  Von  diesen  liefert  .7  die  Loga- 
rithmen der  Zahlen  1000  bis  Ü909;  B  die  von  1000  0000  bi«  1000  9999; 
rdicvtin  100000000000  bis  100000009999;  /Jdievon  1000 0000 0000 0000 
bis  1000  0000  0000  9999.  Jede  beliebige  Zahl  ist  dabcr  zur  Logarithmi- 
rung  in  Factoreu  zu  zerlegen,  welche  in  diesen  Tabellen  aufgefunden 
werden  können-  Druck  und  Ausstattung  sind  VDizüglicIi.  Ucber  die 
Richtigkeit  konnte  erst  fortgesetzter  Gebraucli  oder  dits  Nacbrechnen  be- 
liebig gewählter  einzelner  Logarithmen  in  ginsserer  Anzahl  Auskunft 
geben.  Wir  begnügen  uns  damit,  aus  dem  Vorwort«  die  rühmende  An- 
erkennung der  Gerold'schen  Druckerei  zu  entnehmen,  dass  dieselbe  die 
Mehrzahl  der  Seiten  in  fehlerfreiem  Satze    zur    ersten   Correctur  liet'orte. 

Oantor. 
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Hrssb,  0.,  VorleanngeD  ans  der  analytischen  Geometrie  der  Qeraden,  des 
Panktes  nnd  des  Kreises  in  der  Ebene.    3.  Äafl.     Leipzig,  Teobnor. 

5  Hk.  20  Pf. 

Kblbr,  W.,  Die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer  Behand- 
lung.    2.  Ana.     EbendAs.  1   Mk. 

EsCBBBiCH,  G.  V.,  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  des  Baumes. 
Ebendas.  5  Hk.  20  Pf. 

M1LINOW8K1,  A.,  Die  Geometrie  für  Gymnasien  nnd  Realschulen.  2.  Thl. 
Stereometrie.    Ebendas.  1   Mk.  80  Pf. 

Arcfaimedis  opera  cum  commentariis  Eutocii.  Ed.  L.  Heibgro.  Vol.  3. 
Ebendas.  6  Mk. 

Angewandte  Hathematik. 

MöLLiNOBR,  O.,  Lehrbuch  der  wichtigsten  K arten projectionen.  Zürich, 
Schmidt.  3  Mk. 

Züo»,  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  vorgeschriebe- 
nen Gurren  oder  CylinderAächen  •  unter  Einwirkung  einer  Attrae- 
tionskraft.     Lingen,  van  Äcken.  2  Hk. 

Marqules,  M.  ,  Ueber  Bewegungen  zäher  Flüssigkeiten  und  Bewegnngs- 
figuren.      (Äkad.)      Wien,    Gerold.  80  Pf. 

Nkwcomb,  S.,  PopulHre  Astronomie.  ])entsch  von  R.  Rngki.uamn.  Leip- 
zig, Engelmann.  13  Mk.  50  Pf. 

Physik  und  Meteorologie. 

Förster,  W.,  Metrunomieche  Beiträgp.  Nr.  3:  Thermometrisclie  Unter- 
suchungen.     Berlin,  Ditmmler.  8   Mk. 

Die  moderne  Meteorologie  in  sechs  Vorlesungen  von  .1.  Mann,  K.  Laugh- 
TOM,  R.  Stkachan,  C,  Ley,  .J.  Symons  und  H.  Scott.  Deutsche 
Originalausgabe,      Braunschivelg,  Viewog.  4  Mk.  t>0  Pf. 

Pkbnter,  J,,  Ueber  den  täglichen  nud  jährlichen  (Jaug  des  Luftdrucks 
anf  Berggipfeln  und   in   Gebirgcthalern.     (Akad.)     Wien,  Gerold. 

1   Mk.  4»  Pf. 
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Die  geometrische  ZaM  in  Flaton's  TUL  Buohe  vom 

Staate. 

Von 

Fete  DEICH  Hultöch 

ia  üreBdea. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  18. 


In  der  ganzen  griechiBchen  Literatnr  giebt  es  wohl  kaum  eine  sweite 
Stelle,  die  so  räthselhaft  und  vieldentig  ans  entgegentritt ^  als  die  Dar* 
stellang  des  die  Heirathen  regelnden  dffi^fioe  yttofieTQtKOf  in  Platon's 
VIII.  Bache  vom  Staate  (p.  546  B.  C). 

Eine  Änregang,  dieser  Frage  von  Neuem  näher  zn  treten,  während 
sie  mir  frtiher  als  unlösbar  erschienen  war*),  bot  eine  jüngst  erschienene 
Schrift  des  Herrn  Prof.  J.  Dupnis  in  St.  Oermain-en-Laje'),  welche 
der  Verfasser  nebst  freundlichem  Oeleitschreiben  mir  zusendete. 

Da  diese  Schrift,  was  zunSchst  hervorzuheben  ist,  eine  sorgfältige 
and  Übersichtliche  Darstellang  der  bisher  versuchten  Lösungen  enthält'), 
so  wird  im  Folgenden,  soweit  die  Meinnngen  anderer  Forseber  zu  be- 
rücksichtigen sind ,  meist  aaf  diese  treffliche  Vorarbeit  Bezug  genommen 
und  dadurch  die  Untersuchung  möglichst  abgekürzt  werden. 

Mit  Recht  weisen  einige  der  früheren  Erklärer,  unter  ihnen  besonders 
Schleiermacber  und  Cousin,  daraufhin,  dass  es  vor  Allem  einergenanen 


1)  Jahrbücher  für  claasische  Philologie,  heraasgeg.  von  Ä.  Fleckeisen 
(I.  Abth.  der  Neuen  Jahrb.  f.  Philologie  and  Pädagogik),  1878  8.  498. 

2)  Le  notnbre  g^ometrigue  de  PJeUon,  interpräation  nouveHe  par  J.  Dupuis, 
Paris  1881. 

3)  Zu  der  Literatur,  welche  H.  Martin,  Le  ttombre  nwptiol  et  U  notnbre 
parfait  de  Piaton,  in  Mevue  arcJ^logigue ,  XIII*  antUe,  prange  partie,  1866, 
p.  267flgg.  uacbgewiesen  hat,  sind  seitdem  noch  gekommen:  E.  Zeller,  Die  Phi- 
losophie der  Griechen,  2.  Aufl.,  II,  1  8.  &4&flgg.;  J.  Hunziker  in  Platonis  Opera, 
Parieiis,  edüore  Firmin-Didot,  1878,  vol.  III  p.  109;  P.  Tannery,  Le  nombre 
mtfAial  dana  Platon  in  Bmue  pMotophigue  de  ia  France  et  de  V^anger  par 
Bibot,  premiire  mimf*  B.  Sothlanf,  Die  Mathematik  so 
Ptaton's  Zaitoif  J 
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KenntDiBS  des  matbematischen  Spracbgebraachs,  soweit  er  in  Platon'i 
Zeit  ausgebildet  war,  bedürfe,  am  die  durch  den  Schriftsteller  selbst  mit 
einem  geheimnissTollen  Dnokel  nmhullte  Stelle  verstehen  sn  lernen. 

In  dieser  Hinsieht  sind  in  den  jfingsten  Zeiten  grosse  Fortschritte 
gemacht  und  dadurch  die  Lösung  vorbereitet  worden. 

Wie  der  Teit  Platon's  schon  auf  den  ersten  Blick  seigt,  ist  seine 
geometrische  Zahl  eine  vielfaltig  zusammeogeBetzte.  Fragen  wir,  ob  die 
Gesammtzahl  als  Samme  od<>r  als  Prodnct  aufzufassen  sei,  to  ergiebt 
wiederum  der  Wortlaut,  so  dunkel  auch  Einzelnes  bleiben  mag»  im  Oan- 
zen  deutlich,  dass  der  Schriftsteller  ein  Prodnct  vieler  Faetoren  ge- 
meint  bat. 

Dieses  Product  mnss  ein  numerisch  bedeutendes  sein,  da  mehrere 
Male  der  Factor  100  vorkommt. 

Aus  vielen  verschiedenen  Faetoren  besteht  die  Gesunmtnahl;  es 
wird  also  zu  suchen  sein,  welche  von  diesen  Faetoren  znnftehat  mit 
Wahrscheinlichkeit  sich  ermitteln  lassen. 

Nun  hat  es  ein  gUnstiges  Geschick  gefUgt,  dass  gerade  der  Anfang 
des  Platonischen  Textos,  der  ebenso  viele  Kttthsel,  als  Worte  an  bieten 
schien,  anch  zuerst  mit  voller  Evidenz  hat  gedeutet  werden  können. 

'Avd^(»nfl(p  {yivti  ntifloSog  hnv  aQt9fi6g)  iv  m  tifftäita  crv^ijffci;,  6vva- 
f  ficvaf   TE  Kol   Svvaattvofiivai,   T^tlg  o'notnocfflifi  xirtttifas  ih 

o^ov;  Xaßovßai  oftoiovvxojv  xt  xorl  avofiotovvTav  xal  av^ov 
rav  xtd  ipOifoifKov,  navta  aQoarjyoQa  xa\  pijrti  ngog  aXXriXa 
änitprjvavy  sagt  Platoo  und  meint  damit  die  nebenstehende 
zwiefache  Zsblengruppirung,  deren  jede  eine  geometrische 
^^''    Reihe  darstellt*). 

Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  alle  diese  Einzelzahleu  als  Faetoren 
enthalten  sind,  ist  2^.3^=216.  Die  Faetoren  »ind  die  Primzahlen  2 
und  3  und  ausserdem  Potenzen  dieser  Zahlen;  dio  zweiten,  bez.  dritten 
Wurzeln  der  letzteren  sind  also  rational  (^»)to);  in  beiden  Reihen  ist  je 
eine  mittlere  Zahl  der  Factor  der  nächstfolgenden,  dflrgefltalt,  dass  die 
Verliältnisszahl  der  ganzon  Reibe  den  andern  Factor  abgiebt,  und  eben- 
dieselbe mittlere  Zahl  ist  das  Prodnct  der  VerhältDissznhl  mit  der  in  der 
Reihe  vorhergehenden  Zahl  {övväfitvai  tf  xal  öwaaTtvöntvai).  Beide 
Reihen  können  sowohl  als  stpigende,  wie  als  fallende  betrachtet  werden 
{aviovTfov  xal  (pdtvövT(ov)\  endlich  zwischen  je  zwei  Gliedern  sind  die 
Intervalle,  mag  man  in  der  Reibe  hinauf-  oder  hinabsteigen ,  gleich,  die 
VcrhKltniBse  aber  no gleich  {öfioiovvttav  te  xal  ai'OftotovvTav),  nSmlich 
beispieluweise  das  Intervall  von  4  zu  8  (aufsteigend)  und  von  8  zu  4 
(absteigend)  =4,  aber  das  Verbältnißs  4:8  =  |  und  8:4  =  2. 


i)  VtTgl.  Dupiiis  S  ^;<  ll{,'^'. 


Atte    diflM  BexieliQQgeti    werden   von   Hfttm   Dapnid,    Kom  TUeil 

Sk^kCb  Sem  Vorguige  Früberer,  so  xweifelloB  dargestellt,   dnas  icli  dnTÜber 

aYar  n  rwferires   batte.     Änssordem   müge  aber  noch  eine  UebeneUoQg 

dioM   Frsl«n  Tpxtabsclinittra    l'nigen,    welche   ebenio   der  jetxt  üblichen 

erk.&lliemstUcboii    Ani>driicke    sich    hedJout,    wie    Piaton    dem    mnlheniati- 

len   äpracbgebraoobe  «eioer  Zeit   folgte.     Zwischen  Uebersetzong   und 

'  '        -[j»l    findet    nnr    der    Unterschied    statt,    dass    Piaton    seine   Ifrmini 

■  ■  I   in  knnstvoll  vcrscblnngeucr  Conittraction  und  in  grÖBBter  KUrze« 

ilb  nber  auch  schwer  verstund  lieh  giebt,  wShreod  die  moderne  Ueber 

•tnog  dii*  Verschllngnngen  auflösRo  nnd  die  Kurse,  soweit  aie  bis  aur 

tJentlichkeit  gehl,  beseitigen  muss. 
„FQr  das  menechlicb  Erzengte  ist  als  Periode  eine  Zahl  maasgobend, 
welcher  sanücbst  nU  Kactoren  enthalten  sind  die  Glieder  der  beiden 
ornftrischon)   Rcibon   12^8  nnd    I    3   9  27,  welche  Glieder  (geniHss 
d^r  Natnr  der  geometrischen  Roiho)  derartig  aufsteigen,  das«  jedes  (innere) 
■-Kod  iowohl   du  Product  des  vorhergehendftn  Gliedes  mit  der  Verhätt- 
ihl  der  Reibe,  als  den  Qnolient  des  nXchstfoigenden  Gliedes,  divi- 
dirt  ünreh  dieselbe  VerhJiltnIsszahl ,  darstellt.     Jode  dieser  beiden  Beihen, 
^»^■tehend   ans   vier  Gliedern   nnd   drei   Differenzen,    kann  sowohl  als  sn- 
'S» ckmende ,  wie  aU  abnfbaieode  betrachtet  werden,  so   zwar,  das»  in  bei. 
<I.<D  Fiülen  die  Differenzen  zwischen  je  zwei  henichbatten  Gliedern  gleich 
^nd,  wfibrend  die  Proporlionen,  je  nacbdetn  die  Koibe  steigt  oder  fKllt, 
waanflrich   (nHrolich   reciprok  su  einander)  sind.     Die  erwitboten  Factoren 
^dad  sNmmtlicb    rational    nnd,    soweit    nicht  Primzahlen«    ihrerseits   am 
^Uehen    Factoreu    zas&mmongcsetzt,    so    dass    ihre    zweite,    bez.    dritte 

I'V'inel  ebenfalls  eine  rationale  ZnM  ist/' 
PlitoD  sagt  affiQfiötf  iv  oS  n.  i,  w,;   die  rrwflhotcn  Factoren  sind 
•Im  in  der  6e«ammtzahl  (ni^ioöo^)  jedenfalls  entballen ,  aber  es  ist  nicht 
pMgt,    ob    die   Gesammtzahl    nur   diese  Factoren    oder    ansserdera   noch 
■"d«re   urafaast.     WSrde   Piaton    auf  die  oben  angefahrten  Worte  sich 
^(■BhrSnkt  haben,  so  lüge  gewiss  die  Vermntbong  am  nächsten,  dass  die 
C^ebt«  Kahl  nnr  die.  erwähnten  Factoren   und  ansserdem  keine  anderen 
*Btha|te,    mithin   =  216  sei.      Allein   aas   den   weiter  folgenden  Worten 
Mien  alte  neueren  Grkiftrer  Ubereinetimmend  geecblofi:«en^),   dass  die  Zahl 
Ctfaser,   als  216  sein   masa.     Wir  haben   also   die   nocb   Übrigen   in  der 
^^•ammtzafal    eatbaltenen   Factoren    gemXas    den  Worten   PUton's  sa 
•»eben. 
Die  beiden  jUngaten  ErklSrer,  die  Herren  Tannery  und  Dupnia, 
^«amen   darin    aberein,   dftss  sie  100  als  Factor  anerkennen,   nnd  zwar 
^^«vunt  ersterer  als  GesammtZAbl  2700,  letzterer  21600  an.     Allein  wenn 
*■■*  die  im  Texte  folgenden  Worte 


S)  ftqgi.  die  i'plter»ioht  bei  Dupuig  8.  47. 
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nv  ItsIx^ixos  av9(t7}V  nsuJtaSi  ßv^vycis  Svo  afiiovlag  iutQi%ttM  xfif 
avJ^ijdttSf  T'^v  (ihv  L'9i]v  Icamgf  Ixaiov  toaavTaxiSi  ti]v  Ü  loof^1|%'^ 

ncfiritttöos,  diofiivtov  hog  iKuarav^  a^QijTtav  il  ivtiv,  inariv  81 
»vßav  T^tu'dos.  ^vitnag  6h  ovtog  agt^fiög  n.  s.  w., 
betrachten,  mag  auch  Einzelnes  noch  so  dunkel  sein,  soviel  ist  dooh 
zunflcbst  klar,  dass  keine  der  beiden  ebeogcnannten  Zahlen  allen  Ton 
Piaton  ausgesprochenen  Bedingungen  entspricht.  Die  Gesammtiahl  soll 
quadratisch  sein,  was  weder  2700,  noch  21600  ist;  sie  soll  auch  inr  Zahl 
7  in  einer  gewissen,  vor  der  Hand  noch  geheimniBsvollen  Beaiefaang 
stehen.  Ferner  erkennen  wir,  dass  Piaton  eine  Zahl  gemeint  haben 
mnss,  welche  sowohl  als  Quadrat,  d.  i.  als  Product  gleicher  Factoren, 
wie  als  Rectangel,  d.  i.  als  Product  ungleicher  Factoren,  aufgefasst  wer- 
den kann.  Verfolgen  wir  diese  Spur  weiter,  so  finden  wir  vielleicht  aneb 
die  ursprüngliche  Fassung  der  Worte  tijV  6h  lao(i^Ktj  filv  t^  nifofi^xij  ift 
in  welchen  offenbar  ein  Fehler,  sei  es  auch  nur  ein  geringer,  enthalten 
ist.  Doch  verschieben  wir  diese  Verbesserung  auf  später  und  versneheo 
es  sunKchst  mit  der  Deutung,  welche  sowohl  der  Gegensatz  zu  Xdijv  IcaKtft 
als  der  Ausdruck  n^ofi^Ktis,  oMongiis,  an  die  Hand  geben,  indem  «ir 
zunächst  die  von  Piaton  angedeutete  Qnadratzahl,  sodann  die  ihr  gleiche 
Re^bteckzahl  ermitteln. 

Es  ist  zunSchst  uötbig,  Wort  für  Wort  zu  verfolgen,  was  Piaton 
sagt.  Das  einleitende  av  ist  partitiver  Genitiv  in  dem  Sinne,  dass  unter 
den  vorhergeuannten  «i>|t/af(g,  d.  i.  Gliedern  zweier  geometrischen  Reihen, 
»nch  diejenigen  Zahlen  sich  befinden,  welche  durch  inirptrog  nwöfiiiv 
bezeichnet  sind.  Was  dies  bedeute,  ist  bereits  von  Frühereu  ermittelt 
und  dann  durch  Pappos'  Zeugniss^)  ausser  allen  Zweifel  gesetzt  wor- 
den. Die  7iv&(iirtg  sind  die  kleinsten  ganzen  Zahlen,  welche  ein  gegebe- 
nes Verhältniss  ausdrücken.  Im  iniz^iToe  köyog  oder,  wie  zu  Platon's 
Zeit  noch  gesagt  wurde,  in  der  iTriTQiTog  aQfiovia  stehen  zu  einander  die 
Zahlen  \:\,  3:4,  6:8,  9:12  u.  s.  w.,  die  Tivif^hig  aller  dieser  Verhält- 
nisse sind  aber  nur  3  und  4,  von  Piaton  zusammengefasst  als  Inirptroj 
7iv9fn^v.  Die  Ableitung  aus  den  vorbergenannten  geometrischen  Reihen 
ergab  sich  von  selbst,  wenn  man  beide  Reihen  zusammen  auf  einer 
Strecke  etwa  folgendermassen  eintrug: 

■  1    I  a    I   3   '   4   I        ■         I        -81  I  27  I 

~\        ^1        .""I        ;         l~^:   ^1     I        I 

6)  Die  Afebrzalil  der  Handschriften  bieten  nrpo^fjKft.  Der  Accusativ  iiifO(i^%f}, 
welcher  dem  vorhergehenden  laofitjxr]  passend  entspiicht ,  der  aber  auch  das  vor- 
hergehende tj  in  eine  vereinzelte  und  schwer  erklärliche  Stülluug  drängt,  steht 
in  der  besten  HandBchrift  A  (imcb  der  l'ezeichnwng  J.  Becker's),  auBserdem 
noch  in  77. 

7J  m  p.  80,  10  nebet  Anm,  zu  p.  81  und  Index  unter  nv9pjlv. 
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Waa  nnn  weiter  za  than  ist,  lehren  die  nächsten  Worte  itifinaSi  ov^vyiist 
welche  nichts  Anderes  bedeaten  können,  als  „znr  Zahl  6  binzngeftigt". 
Es  sind  3  4  5  zu  addiren  und  die  Zahl  mit  3  zu  multipliciren  (rpis 
aif^'&e/s).     So  sind  wir  ganz  sicher  bis  znr  Zahl  36  vorgeschritten. 

Einzuschieben  ist  der  Hinweis,  dass  die  Zahlen  3  4  5  das  so- 
genannte Pjthagoräische  Dreieck  darstellen ,  welches  rechtwinklig  ist  und 
nur  rationale  Seiten  hat,  da  3'-)-4'=5'  ist^). 

Die  Zahl  36,  sagt  Piaton  nnn  weiter,  stellt  ans  sich  heraus  zwei 
Verh&ltnisse  dar  (dv'o  aQfiovla^  na^ix^tat),  ein  quadratisches  und  ein 
oblonges.  Wenn  nun  blos  diese  Worte,  die  wir  eben  angedeutet  haben, 
bei  Piaton  stHndeu,  so  läge  die  Auffassung  nahe*  dass  die  Zahl  36  es 
sei,  welche  sowohl  als  Quadrat  =6',  wie  als  Frodnct  ungleicher  Facto- 
ren,  z.  B.  4.9,  genommen  werden  könnte.  Allein  da  Piaton  bei  Er- 
kittrung  derjenigen  Zahl,  welche,  nach  besonderen  Verhältnissen,  ans 
36  zn  entwickeln  ist,  mehrmals  die  Zahl  100  bringt,  ja  znletzt  ganz 
aicher  3^.100  als  Element  der  darzustellenden  Zahl  setzt,  so  muss  er 
einen  weit  grösseren  Betrag  als  36  meinen. 

Die  Zahl  36,  heisst  es  im  Text,  entwickelt  ans  sich  heraus  zunSchst 
das  VerfaKltniss  „gleich  mal  gleich,  hundert  ebensovielemal".  Offenbar 
ein  dunkler  und  mehrdeutiger  Ausdruck;  aber  wir  werden  vielleicht  der 
richtigen  Erklärung  uns  nähern,  wenn  wir  zunächst  feststellen,  wieviele 
Deutungen  in  Betracht  kommen  können.  Schwerlich  mehr,  als  folgende 
fünf:  Die  zu  entwickelnde  Zahl  ist  entweder  6M00  oder  36^.100  oder 
36*.  100'  oder  (was  jedoch  von  vornherein  minder  wahrscheinlich  ist) 
6»  +  100»  oder  36"  +  100». 

Nnn  soll  dieselbe  noch  zn  suchende  Zahl,  wie  der  folgende  Text 
lehrt,  anch  als  Product  nngleicher  Factoren  anfgefasst  werden.  Unter 
diesen  Factoren  steht  sicher,  wie  noch  gezeigt  werden  wird,  einerseits 
700,  andererseits  2700,  dergestalt,  dass  die  zn  suchende  Zahl  grösser, 
als  das  Product  dieser  beiden  Zahlen  sein  mues.  Wir  erkennen  also 
sofort,  dass  anter  den  vorhin  gesetzten  möglichen  Zahlen  nur  das  Qua- 
drat 36M00^  =  3600'='1296000O  von  Piaton  gemeint  sein  kann. 

Es  bedeuten  also  die  griechischen  Worte  affiovias  naQij^Tai  . . .  Tf|v 
ftcv  Xeriv  laäxis,  IxaioV  roonviäxi^,  zu  denen  als  Sabject  die  Zahl  36  zu 
denken  ist,  dasselbe,  was  wir  a'lOO^  schreiben  würden,  wobei  oc  die 
vorher  berechnete  Zahl  (36)  bezeichnet,  oder  mit  anderen  Worten,  Pia- 
ton hat  sich  die  Zahlen  36  36  100  100  neben  einander  geschrieben 
gedacht  und  aus  diesen  als  Factoren  das  Product  gebildet. 


8)  Vergl.  H.  Martin,  Le  nombre  nuptial  {oben  Arno,  i),  S. SSI;  Bretschnti- 
der,  DieGeometrie  und  die  tieometer  vor  Euklides,  S.  80;  Cantor,  Vorlesungen 
ÜbCT  Qf^  "  *li«matik,  I  Ü.  163  vergl.  mit  S.  136. 
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DuB  DQD  ein  Prodact,  und  ioBbesondere  ein  Quadrat,  aU  oftfuffe 
bezeichnet  wird,  darf  nicht  auffallen-  Die  QnadratzabI  wird,  wie  Pia- 
ton Ton  vornherein  anaBpriebt,  anfgefaast  nnter  dem  Gesichtcpnnkte  des 
gegeuBeitigen  VerbBltnisBes  der  Seiten.  Diese  Seiten  stehen,  in6  die 
späteren  Mathematiker  sagen,  in  dem  Xoyos  taov  n^og  tcüv  oder  loox^xoq 
loyoi^  wofür  Flaton  in  diesem  besondern  Falle  die  Formel  v^fiovfa  Svt; 
lottKif  ixaxov  ToaavTäxtg  hat,  d.  i.  die  Seiten  der  aas  der  Gmndsabl  36  entr 
wickelten  grösseren  Quadratzahl  sind  jede  ^=  3600  and  verhalten  sich  wie 
1:1.  Weiter  ist  zu  beachten,  dass  auch  der  eigentlichen  Bedeutung  von 
affioWa,  seil.  ytaa(itTQtiii^ y  von  Piaton  selbst  Rechnung  getragen  wird. 
Denn  das  ebenhezeichnete  Quadrat  wird  gleichgesetzt  einem  Bectangel. 
Nennen  wir  nun  die  Seite  des  Quadrates  a,  die  Basis  und  Höhe  des 
Rectangels  b  und  c,  so  erhalten  wir,  genau  im  Sinne  Flaton'a,  die 
Gleichung  a*  =  bc,  und  mithin  die  geometrische  Harmonie  a:b:=cia 
(oder  a  ;  c  i»  6 ;  a). 

Sind  wir  aber  einmal  so  weit  gekommen,  so  ist  auch  der  Sehltus 
der  Stelle,  welcher  ersichtlich  die  grössten  Schwierigkeiten  enthält,  der 
Deutung  zugänglich.  Vorbehalten  mtfssen  wir  udb  einstweilen  noch  die 
Erklärung,  vielleicht  auch  Verbesserang  der  Worte  tooiiijKi]  {aIv  ry  nffo- 
ftifxii  Si,  aus  denen  wir,  wie  schon  bemerkt,  zunächst  nur  das  Eine  ent- 
nehmen, dasB  im  Folgenden  eine  der  vorhergehenden  Zahl  gleiche  Reeht- 
eckszahl  gemeint  sein  müsse,  dargestellt  als  Verhältoiss,  beziehungsweiie 
als  Product  der  Seiten. 

Dieae  afnovia  nQOfi'^xtjs  muss  nlso  aus  zwei  einander  ungleichen 
Factoren  bestehen^).  Im  Texte  sind  diese  Factoren  bezeichnet  durch 
die  Worte:  iitarov  fih  ä^t&fiäv  äno  ÖtafiiT^av  ^rjTcSv  TiiftTtaSosy  SEOfiivtav 
ivos  ixoOxtavy  a^^tjTUv  6i  iveiv^  ixtnov  Sh  Kvßmv  rgiäSog. 

Beginnen  wir  mit  dem  Letzten ,  weil  es  das  Deutlichste  ist  Hun- 
dert Würfel  der  T^iag  bezeichnen  doch  wohl  nichts  Anderes,  als  die  Zahl 
100. 3^  So  verstehen  es  die  meisten  Erklärer.  Änderer  Meinung  ist 
Herr  Dupuis,  und  zwar  sind  seine  Argumente  bo  beachtlich,  dass  wir 
sie  nicht  übergehen  dürfen.  Tpiäg,  so  sagt  er,  ist  hier  nicht  die  Zahl  3, 
sondern  eine  Gruppe  von  drei  Zahlen.  ZanSchst  ist  dagegen  einzuwen- 
den, dass  an  der  vorliegenden  Stelle  zweimal  nifmäg  für  die  Zahl  5 
gesetzt  ist,  also  wohl  anch  rgtäg  die  entsprechende  Bedeutung  haben 
mues.  Will  man  aber  doch  annehmen,  Piaton  habe  in  einem  und  dem- 
selben Satze  tQiag  iu  anderem  Sinne  gebraucht,  als  die  mit  gleicher 
Ableitungssilbe  gebildete  Form  Tttftnäg,  so  ist  der  Beleg  Hlr  tptäg  in  dem 

9)  Eb  ist  hier  der  Ort,  auf  den  Unterachiod  von  ättfiovla  itefoniJKrig  und  «po- 
^ijki]fi  hinzuweisen,  welchen  Tannery  S.  ISOÜg.  (vcrgl.  oben  Anm.  :))  annimmt. 
Nach  meiner  Eiklärang  der  geometrischen  Zahl  reducirt  sich  die  äi/ftovia  nnaft^it^ 
derselben  auf  das  Verhältniiis  7:27  =  1:^,  tintspricht  also  der  von  Tannery  aoT- 
geitellten  Voraussetzung. 
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Sinne  von  „Gmppe  dreier  Zablen  oder  dreier  Elemente"  bei  Fappoe 
VII  p.  646  (vergl.  auch  vol.  III  p.  1257)  zu  finden.  Nan  dentet  Herr 
Dnpnia  die  Formel  Kvßog  zfftaios  als  Samrae  der  Knben  einer  Dreizahl, 
nXmlicb  3*+4^+5S  welche  Summe  gleich  6^==216  iut.  Plaion  habe 
alte  damit  diese  merkwürdige  Gletchnng  bezeichnet,  welche,  gemKss  der 
natflrtichen  Zahlenreihe,  im  Gebiete  der  Knben  das  Analogon  darstellt 
>ai  Gleicbnng  des  Pjrthagoräischen  Dreiecks  3' +  4*=  5'.  Auch  liees  sich 
noch  ein  Anderes  Argument  für  diese  bestechende  Combination  anführen. 
Wenn  nun  nämlich,  wie  Piaton  vorschreibt,  die  gefundene  Zahl  mit 
100  mnltiplicirt  und  ferner,  wie  Herr  Dupuis  meint,  dieses  Prodnct  für 
die  gesuchte  geometrische  Zahl  hält  und  endlich,  wie  ich  als  Hypothese 
binsnfQge,  21600  Tage  ansetzt,  so  Hesse  dieser  Betrag,  welcher  in  ab- 
gemndeter  Zahl  gleich  60  Jahren  ist  (anten  Anm.  18) ,  vielleicht  sich 
ansehen  als  das  Maximum«  und  seine  HSlfte  als  das  Minimum  des 
Alters  der  zu  Verheirathenden,  insofern  man  die  Jahre  des  mSnnlicben 
nnd  des  weiblichen  Theiles  summirte.  Anfangend  also  von  dem  Mini- 
mum von  etwa  18  Jahren  für  den  Jüngling  und  12  Jahren  für  die 
Jungfrau '"),  konnte  man  sich  denken  einen  Zeitraum  bis  zu  der  Gmppe 
a-\-b=^0  (z.  B.  35  +  25),  innerhalb  welcher  Altersstufen  die  Heirathen 
passend  geschlossen  werden.  Ja,  man  konnte  weiter  combiniren,  dass 
innerhalb  dieser  Grenzen  in  jedem  einzelnen  Falle  wiederum  diejenigen 
Tage  für  die  Vermählung  ausgewfihlt  werden  sollten,  an  welchen  das 
Alter  von  Jüngling  und  Jungfrau  in  einer  Summe  von  Tagen  sich  be- 
zifferte, welche  keine  anderen  Factoren,  als  die  der  Zahl  21600,  also 
nnr  Vielfache  von  2,  3  und  5  enthielt. 

Allein  allen  diesen  Vermnthnngen  steht  zunSehst  der  bereits  oben 
(S.  44)  erhobene  Einwand  entgegen,  dass  die  Zahl  6^.10'  durchaus  nicht 
allen  von  Piaton  angedeuteten  Bestimmungen  entspricht,  besondere  auch, 
dass  sie  keine  Qnadratzahl  ist  Hierzu  kommt  ein  gewichtiges  Bedenken 
gegen  die  von  Herrn  Dnpnis  vorgeschlagene  Deutung  von  xvßos  TfitÜof, 
Denn  etwas  Anderes  ist  es,  -cQuit  als  Gruppe  von  drei  Zahlen  zu  fassen, 
was,  wie  gesagt,  der  Spracbgebranch  gestattet;  etwas  Anderes  wieder,  zn 
sagen:  der  xvßog  x^iaSog  sei  die  Summe  der  Knben  der  Zahlen  3, 
4  und  5.  Das  ist  nach  dem  Sprach  gebrauche  griechischer  Mathematiker, 
soweit  er  his  jetzt  bekannt  ist,  wohl  nicht  znlUssig. 

Es  möge  also  dabei  sein  Bewenden  haben,  dass  der  ttvßog  TfiaÖoSi 
wie  der  schlichte  Wortlaut  besagt,  als  3^  gedeutet  werde.  Das  Hundert- 
fache hiervon  {ixarov  Kvßoi  rfiäSos)  stellt  einen  Factor  oder,   sagen  wir 


10)  Dieses  durch  ZabJeDCombination  gesetzte  Minimum  würde  wohl  sa  uuter- 
Bcheiden  sein  von  dem  üblichen  Älter  der  Verheiratheten,  gerade  wie  das  Mini- 
mum der  Hie  Tage  fOr  die  lebensffthige  Entwickelung  des  Fotos  (nnten  8.  64) 
merklich  abweicht  von  ^^  'Vhlidwn  und  gewöhnlichen  Zeit  iwiscfaen  Em- 
pf&ngnisB  und  0' 
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TOTsiebtignr,  ein  Element  der  Rechteckazahl  dar,  welche  wir  anehen.  JS&n 
anderes  Element  ist  zn  Anfang  der  znletzt  citirten  Stelle  dentlich  genug 
bezeichnet,  so  verschlnngen  nnd  dnnkel  auch  der  Wortlaut  erseheiDeB 
mag.  „  Handelt  Zahlen  von  den  rationalen  Diametem  der  FUnf,  jeder 
weniger  eins"  sind  anfzubanen  aus  dem  Quadrat,  desaQD  Seite  fünf 
Längeneinheiten  hat.  Die  Diagonale  dieaes  Quadrats  (das  bedeutet  Ji«- 
ltex(fos)  ist  =1/50,  d.  i.  die  Seite  eines  Qnadrats  von  50  Flficheneiuheiten. 
Bildet  man  aber  statt  des  Qnadrats  von  50  ein  solches  von  50  —  1  Fli- 
cheneinheiten ,  so  ist  die  Seite  dieses  letzteren  Quadrats  =7,  also  ratio- 
nal, und  zugleich  um  ein  Unmerkliches  kleiner,  als  die  Diagonale  des 
Quadrats  (ther  fttnf"). 

Wir  haben  also  einerseits  die  Zahl  700,  andererseits  2700  als  die 
Elemente  ermittelt,  aus  denen  die  gesuchte  Zahl  gebildet  werden  soll. 
Zwischen  700  nnd  2700  steht  im  Text  noch  a^^ijTnv  6i  Svttv,  welche 
Worte  sicherlich  von  «no  abhängen.  Also  ausser  700  und  2700  sind  noch 
zwei  irrationale  Zahlen  massgebend  flir  den  gesuchten  Werth.  Sind  diese 
beiden  unbekannten  Zahlen,  die  wir  x  nnd  y  nennen  wollen,  auch  Fac- 
toren,  oder  soll  etwa  die  eine  zu  700,  die  andere  zu  2700  als  Summand 
hinzutretenV  An  sich  wäre  ja  der  letztere  Fall  nicht  unwahrscheinlich; 
allein  dann  würde  (700+a!)(2700+y),  d.  i.  die  gesuchte  Qeaammtiahl 
irrational  sein,  was  der  Voraussetzung  Platon's  oEFenhar  widersprieht. 
Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass  die  irrationalen  ir  nnd  ^  nur  als  Factoren, 
und  zwar  als  solche,  welche  eine  Rationalzahl  ergehen,  anzusehen  sind. 

Wir  kehren  nnn  zum  Ueberblicke  über  die  ganze  Stelle  zurück.  Aus 
36  heraus  war  die  Qnadratzahl  3600'  gebildet  M'orden.  Diese  selbige 
Zahl  sollte  anderweit  angesehen  werden  als  Kechtcckszah] ,  mithin  in 
■  wei  ungleiche  Factoren  zerlegt  werden.  Ermittelt  haben  wir  bisher  die 
Factoren  700  und  2700  und  dazwischen  die  irrationalen  cc  nnd  jf,  welche 
letztere  multiplicirt  eine  Rationalzahl  ergeben  sollen.     Nach  den  Regeln 


11)  Vergl.  H.  Martin,  Le  funitbre  nvptüil  (oben  Anm.  3),  p.  275,  281  flg.; 
Rotblauf,  Die  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten,  8.30;  Cantor,  Vorleeungen  I, 
S.  191.  Nach  der  Anschauung  der  Alten  ist  erforderlich,  dasa  alle  Darstellungen 
der  Art,  wie  die  oben  angegebene,  anch  leicht  conetruirbar  seien.  Errichten  wir 
(Fig,  13)  über  der  Geraden  .4  i^  =  5  Längeneinheiten  sowohl  das  rechtwinklige 
Dreieck  ABU  mit  der  Kathete  CB  =  AJi,  als  auch  den  Halbkreis  ABB,  nnd 
ziehen  von  1),  dem  Schnittpunkte  des  HalbkreiBes  und  der  Ueraden  AC,  die  (Ge- 
rade DB,  80  ist  ÄD+  J)B  =  AC,  d.  i.  gleich   der  Diagonale  des  Quadrate  Ober 

5  =  1^50.  Trägt  man  ferner  von  A  aus  in  den  Halbkreis  die  Sehne  AE=^AB 
ein  und  zieht  EB,  eo  ist  nach  dem  P^-thagoräischen  Lehrsätze  AE-^-EB=l. 
Verlängert  man  endlich  AK  und  macht  KF=EB,  so  ist  AF  die  Seite  des  Qua- 
drat«, velcheB  um  eine  Flächeneinheit  kleiner  ist,  als  das  Quadrat  über  AC.    Dam 

6  und  7  diejenigen  Zahlen  pind,  aus  welchen  unter  den  obigen  VorausBetzungen 
der  kleinste  Werth  der  DitTerenK  AC  —  AF,  der  möglich  iat,  sich  ableitet,  wird 
von  Martin  p.  27&,  262  nachgewiesen. 
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elementarster  Arithmetik  ist  nan  iry=li.  Also  ist  wohl  x  =  y,  mithin 
=  y^  au  BetzeD,  und  die  Geaammtzahl  3600'  ist  zerleg  in  die  nnglei- 
ehen  Factoren  700 /H  und  2700 ^^Y- 

Das  wKre  also  das  tbeilweise  anf  „onsagbaren"  Zahlen  bemhende 
Rechteck,  welches  dem  Qnadrat  3600'  gleich  ist.  ZanSchst  siod  diese 
Zahlen  noch  vom  geometrischen  Standpunkte  aus,  und  zwar  nach  der 
Weise  der  alten  Mathematik  zn  betrachten.  Ein  Prodoct  aas  irgend- 
welchen zwei  Factoren  ist,  sowie  es  als  Prodact  gesprochen  oder  ge- 
schrieben wird,  anzusehen  als  ein  Rechteck.  Natürlich  aber  entging  es 
den  PythagorSern  nicht,  dass  dieselbe  Zahl,  welche  eben  als  Prodnct 
oder  Rechteck  ausgesprochen  war,  auch  als  Längenzahl  gelten  könne. 
4  bezeichnet  sowohl  das  Quadrat  über  2,  als  die  LSogenzahl,  welche  die 
eine  Kathete  des  Pythagoräi sehen  Dreiecks  bildet.  Aber  will  ich  die 
letztere  Zahl  bezeichnen,  so  mnss  ich  stets  4  nnd  darf  niemals  2' sagen. 
Wenn  also  Pia  ton  an  unserer  Stelle,  ohne  Zweifel  nach  PjrthagorSiscber 
Lehre,  die  eine  Seite  seines  Rechtecks  bezeichnen  musste  mit  einer  For- 
mel, die  wir  kurz  als  700^^^  darstellen,  nnd  entsprechend  die  andere 
Seite  mit  der  Formel  2700^/^,  so  war  dies  ein  ap^ijiov»  d.  i.  etwas 
Unaussprechbares,  weit  weder  die  eine,  noch  die  andere  Seite  alsLKngen- 
zahl  sieb  ausdrücken  liess"). 

Hiermit  sind  wir  also  eingetreten  in  das  Gebiet  des  Geheimniss- 
vollen, aber  wir  brauchen  nicht  zu  fürchten,  in  einem  Labyrinth  uns  zu 
verlieren.  Halten  wir  doch  den  sichern  Faden  bereits  in  unserer  Hand, 
dem  wir  nur  zu  folgen  brancben,  um  zn  erkennen,  dass  Alles,  was  die- 
Pythagoräer  noch  weiter  nach  dieser  Richtung  hin  aufbauten,  nicht  mehr 
Wissenschaft,  sondern  nur  Deutelei  und  Geheim nisskrämerei  war. 

Wir  haben  bisher  unterlassen,  die  nun  ermittelte  Gesammtzabl  3600' 
anf  ihre  einfachsten  Factoren  zurückzuführen.  Es  sind  2^.  3'.  5';  diese 
aber  haben  wir  noch  etwas  anders  zu  gmppiren,  nämlich  3*.4'.&'.  Es 
war  also  zunächst  ein  Gedankengang  fortgesetzt,  zn  welchem  das  Pytha- 
goräische  Dreieck  den  Anlass  gab.  Gehen  wir  ans  von  den  Zahlen  3  4 
&,  so  können  wir  geometrisch  darstellen  nicht  nur  die  Summe  der  ein- 
fachen  Zahlen,  sondern  auch  die  Summe  der  Quadrate  von  3  nnd  4,  d.  i. 
5'.  Weiter  hatte  sich  gefunden,  dass  auch  die  Snmme  der  Kuben  von 
3,  4  und  5  eine  darstellbare  geometriache  Grösse,  nämlich  der  Kubus  von  6 
ist.  Sollten  vielleicht  auch  die  Biquadrate  von  3,  4  nnd  5  in  ihrer  Summe, 
oder  etwa  in  einer  Differenz,  eine  andere  biqaadratische  Zahl  ergeben? 
Es  war  durch  Probiien  leicht  zn  finden,    dass  dies  nicht  der  Fall  sei"). 

12)  Yergl.  Cantor,  Vorlesungen  I,  S.  231. 

13)  Die  einzige  vielleicht  in  Betracht  au  ziehende  Combinatioo  l*-ffi*  — 3* 
=  3'.('  ist  an  geometrischer  Sw^""  -•Mrleichen  mit  der  Formel  S'  +  i' 
+  8»  =  6» 
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bezeugt.  lo  seinem  dialogus  de  oratoribus  kommt  Tacitns,  indem  er 
Cicero  im  Hortensios  als  GewHfarsmann  anführt,  auf  das  „grosse*  und 
wahre  Jahr"  zu  sprechen,  im  Laufe  dessen  dieselbe  Stellung  des  Him- 
mels nnd  der  Gestirne  wiederlcehre.  Dem  Wortlaute  nach  scheint  damit 
die  grosse  Periode  bezeichnet  zu  sein ,  in  welcher  die  Pole  des  Aequa- 
tors  einen  (Jmlaaf  nm  die  Pole  der  Ekliptik  vollenden.  Dieser  Zeitraum, 
welchen  einige  Chronologen  das  Platonische  Jahr  genannt  haben,  ist  tod 
neueren  Astronomen  annähernd  auf  25^^00  Jahre  bestimmt  worden^. 
Die  Handschriften  des  Tacitus  schwankeu  zwischen  12764  und  128&4 
Jahren,  wozu  als  Deberliefernug  des  Grammatikers  Servius,  welche 
ebenfalls  auf  Cicero's  Hortensius  zuräckgeht,  die  Zahl  12954  kommt**). 
Alle  diese  Beträge  stellen  sehr  nahe  die  Hälfte  des  sogenannten  Plato- 
nischen Jahres  dar,  was  schwerlich  als  ein  Zufall  betrachtet  werden  kann. 
Aber  noch  eine  andere  Spur  haben  wir  zu  verfolgen.  Ebendieselben 
Beträge  kommen  auch  dem  tausendsten  Theile  der  geometrischen  Zahl 
Platon's  =12960  (oben  S.  45)  so  nahe,  dass  die  Frage  nach  einem  inner- 
lieben  Zusammenhange  von  seihst  sich  aufdrängt,  Nennen  wir  nun  die 
aus  Cicero's  Hortensius  zweifelhaft  Überlieferte  Zahl  vorläufig  x^  so 
werden  wir  versuchsweise  sagen  können :  Wie  die  geometrische  Zahl 
Platon's  Aas  Tausendfache  von  12960  beträgt,  so  stellen  die  x  Jahre 
der  Ciceronischen  Zahl  eine  Periode  von  (360  +  o)  a;  Tagen  dar,  wobei  a 
das  Pias  von  Tagen  und  Theilen  des  Tages  bezeichnet,  welches  hinau- 
kommen  muss,  um  das  tropische  Jahr  genau  zu  erfüllen.  Dann  wird  die 
Lösung  wahrscheinlich  360.12960=  6*. 60«  =  28.3". 5»  sein,  d.  h.  die 
Ciceronische  Zähl  ist  reducirt  aus  einer  grossen  sexagesimalen  Zahl  von 
Tagen.     Der  Betrag  a   war  den  Alten  in  der  Annäherung  5^  allgemein 


19)  Vergl.  J.  J.  V.  Littrow,  Die  Wunder  des  HimiiielB,  :..  Aufl.,  S.250flg., 
der  zugleich  nachweist,  dass  die  (JrösBO  der  Präcesaion  veräaderlich  und  überdies 
uuch  noch  nicht  mit  der  Genauigkeit  bekanut  ist,  um  die  volle  Periode  mit  Sicher 
heit  bcbtimmea  zu  könu'jn.  Nach  Lagrange  unterscheidet  derselbe  in  Gehler's 
l'hyHikaliEchem  Wörterbuch  Bd.  IX,  2  S.  2182  flg.  seit  dem  Maximum  der  Schiefe 
der  Ekliptik  im  Jahre  29400  v.  Chr.  zunächst  eine  löUOOjühiige  Periode  der  Ab- 
nahme bis  zum  Minimum  im  Jahre  14400  v.  Chr.,  von  da  an  wieder  eine  Zunahme 
während  eines  Zeiträume»  von  12400  Jahren,  eine  Abnahme  während  8600  Jahren 
(bis  zum  Jahre  11600  n.  Chr.),  endlich  wieder  eine  Zunahme  auf  einen  Zeitraum  von 
127UO  Jüliren.  Diese  Eiuzelduta,  deren  Nachweis  ich  meinem  CoUegeu  Dr.  Am- 
thor  verdanke,  waren  freilich  den  Alten  nicht  einmal  annilhemd  bekannt,  wohl 
aber  konnte,  trotz  der  uuvollkommenen  ftcobachtungen,  ein  charakteristischer  Ab- 
Bilmitt  der  Periode,  nümlich  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  eeit  2000  vor 
Chr.,  geahnt  und  so  die  Ciceronische  Zahl  aufgestellt  werden.  Ptolemäosschätzte 
die  Präceaaion  der  Tag-  und  Nachtgleichen  für  100  Jahre  gleich  l  Grad,  woraus 
sich  eine  Periode  von  3ß000  Jahren  ergiebt.  Vergl.  Ideler,  Handbuch  der  Chro- 
nologie I,  S.  27,  192. 

20)  Tacit.,  Dial.  de  orat.  i^  (]>■  25  der  Ausgabe  von  Ad.  Michaelis),  H.Use- 
ner  im  Kbein.  Museum  XXVIII,  1873,  8.89iügg. 
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iDt"),  00(1  M  wird  tlaniftcb  rtelleicht  soch  das  x  dei  obigito  Ansatzes 

litli  fiadeti   luieo.     Unter   den  verachiedeneD  bereit»  angrruhrtea  band- 

itkrirtüchen   T^sarten    bietet    den    relativ    wnbracbeinlirhdten  Zahlenwerth 

in  Codex  Vaticaoas,  der  vun  deu  HerauBgeberD  des  Tacitus  mit  ,4  be- 

Micboet  wird.     Denn  360.12060^4665600,    dividirt  dnroh   12764,  er- 

'  nabem  365^  Tag  für  das  Jahr.     Entweder  rührt  nun  diese  hnnd- 

iiche  Lesart  wirklich  aus  Cicero'«  Scbril't  h?r,  nnd  dann  hat  der 

ßrvShrvmann   Cicerii's  die  Jnhresdancr  etwas  höher  gesetzt,  ijs  sie  in 

irifklielikeit    ist,    od^r    Bclbst    die   von    der   besten   Hnndschrift   gebotene 

Lesart    leidet    «n    einem   geringen   Verdcrbniss    und   die   ricblige   Lesart 

stiuDt  mit  der  wirklieben  Jahresdauer  besaer  Übereia. 

Verfolgt  man  rechnnngümJtssig  die  letztere  Alteroative,  so  findet  sieh 
leicht,  dass  eine  Zahl  Ton  12774  Jahren  denjenigen  Werlh  von  o  ergeben 
Würde,  der  der  Wirklichkeil  nm  ntfchstcn  kommt,  nüralich  5  Tage  5  Stan- 
den   48  Minuten    und    nahezu    2()  Sfcundeii;    dies    su  360  Tagen   hinzu- 
^«ilblt,  würde  einen  erstaunlich  genjiherteo  Wertb  des  tropischen  Jahres 
«Tgfben**),  und  es  ist  gerade  aus  diesem  Grunde,  mit  Kücksicht  auf  die 
nuDgelharien   Bffohacbtungcn   dor  Alten,   auf  diese  Hypothese  kein  alUii- 
grones    Gewicht    m    legen.      Doch    durfte    &ie    wenigstens   anegesprocben 
«erden,   weil   die  vorgeschlagene  Vergleichuug   von  Jahresperiodeu  und 
pwigaiimal  gruppirten  Zahlen  weiterer  ErwKgnug  wertb  xu  sein  scheint. 
Mag    nnn   Cicero    sein  „grosses  und   wahres  Jahr"  zu   12774  oder 
12754  oder  zn  einer  andern  handschriftlich  Uberlittrerten  Znhl  von  tropi- 
■cheo   Jahren    hcstiuimt    haben ,    immer    bleibt    der    Vergleich    mit    einer 
Ferinde    vnn    360.12960    Tagen    wnhracbeinlicli   und    wir   sind    demnach 
*«lil  berechtigt,   zu   sagen,   dasa  das  Ciceronische  grosse  Jahr  zur  geo- 
■•iriicbcn  Zahl  IMaion's  eich  wie  9:25  =  3*:5»  verhÄlt. 

Zn    der   letzteren    kehren    wir   nun   snrflck   uud  suchen,    anknüpfend 

U  die    TrQbere    Darhlnllnng   (S.  50),    einige   der   kilizvren   Zeitperioden 

■■eraiiaxQBiideo ,    welche  hedeutnngsvoll  fUr  das  Einxelwesen  sein  mögen. 

»•rffitj  frtiher  wurde  die  ZabI  216  als  diejenige  ermittelt,  welche  sämmt- 

"the  Olieder  der  beiden  anfgestoltten  geometrischen  Kellien  als  Fscloren 


il)  I  delcr,  Hundtrach  der  Chronologie  I,  S.  Sfll,  273  und  Qften  im  Folgenden; 
^randea  m  Uehler'»  Physik.  Wörterbuch  Y,  S  667flgg;  R.Wolf,  GescLiohld 
^itionomi«  S.  159;  Beiberg  in  »einer  Ausgabe  des  Archimeiles,  voI.lt  p.MS. 
fi)  Nach  Littrow  in  Oehler'it  Physik.  Wörturb.  IX,  2  S.  2lfl0  flg.,  beUagt 
troiüadie  Jahr  güKRnwßrtig  .'VfliV  Ta{{c  fi  St.  48  Miu.  50^2  See.;  die  Bsstim- 
'VBgto  anderer  Aittronomen  (vergL  Brandes  ebenda  V.  S.  G64  flg.)  schwanken 
tfttri$  tstrilHti  —  Ewischcn  48  und  &1,39  See     Zu   Hipparch's  Zeit  hat  <iie 
'^hr^Iuige   njich  l.ittrow    <a.  n.  0.  S.  3161)  II  Suc.  wuniger  Kle  gegenwärtig  be- 
Aus  zwei  Beobacbttmgeu  Hippnrch*«  and  Cassini'«  berechnet  L.  Ide- 
tf,  tJudbucfa  dvr  Chronologie  1,  S.  31,  fßr  den  Zeitraum  von  Hfl  v  Chr.  bis  1796 
>-  Chf.  ein  iiiitUtirNs  Jahr  voa  366  Tagea  b  Ht.  49  Min.  Z\  äec.    ^  wÜTti«  liXwi  ^\« 
'^nlmwhtteivJahrvelBDgc  dnoa  rerhSltniesmässig  icUt  genimen BoUift 4w»\t^\«^- 
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enthält  Dieie  Zahl  Ton  Tagen,  gleich  7  Monaten  und  6  Tagen,  gilt 
als  Hinitnnm  fär  die  Entwickeinng  eines  lebensfähigen  Ftttai").  Das 
volle  menschliche  Leben  bemisst  sich  nach  Platon")  anf  81  Jahn.  Hier 
haben  wir,  wiePlaton  selbst  bemerkt  hat,  die  Qnadratiabl  Ton  9,  odei 
3^  also  eisicbtlieh  ein  Element  der  grossen  geometrischen  Zahl.  SetaoB 
wir  die  81  Jahre  an  Tagen  am,  wobei  es  nnbedenklieh  erseheint,  dai 
Jahr  mad  zn  360  Tagen  zn  rechnen  (oben  Änm.  18),  da  ja  nur  approxi- 
matiT  ein  Grenzpnnkt  bezeichnet  wird,  so  lautet  die  Zahl  2'.3*.SasS9160 
and  TerhBlt  sieh  sar  geometrischen  Zahl  wie  3i:2».&^  =  9:4000.  Noeb 
bedeatnngsToller  treten  aber  die  Gruppirnngen  mit  7  anf.  Die  Vermit 
telong  mochte  Piaton  mit  seiner  zuletzt  gesetzten  Einzelzahl  2700  (oben 
S.  48)  bieten.  So  viele  Tage  sind  rnnd  gleich  74  Jahren.  Rein  erhal- 
ten iat  diese  Zahl  in  der  YarronisebeD  Theilong  der  Lebensalter  von  15 
an  15  Jahren  (Ceneorin.  14,  2).  Die  allgemeinere  Theilong  war  bekannt 
lieh  die  nach  Jahreswoehen ,  Aber  welche  Gensorinas  (14,  3flgg.)  da> 
Nähere  mittheilt.  Wie  nun  nach  demselben  Schriftsteller  (14,  10)  die 
geneOüiaci,  d.  i.  die  der  Gebnrtszeiteo  Kundigen,  genau  die  besonders  kriti- 
schen Perioden  des  Ijebens  festzustellen  wnssten  —  in  welchen  Betrttgeii 
tlherall  die  Zahl  7  enthalten  ist  — ,  so  haben  sie  gewiss  auch  die  Zeitea 
der  Gebart  selbst  und  weiter  rückwärts  die  Zeiten  der  Paarung  mit  Hilfe 
der  Siebenzahl  genan  ausgerechnet  und  glückliche  und  unheilvolle  Tage 
unterschieden. 

Noch  ist  Antwort  auf  die  Frage  zu  geben,  warum  wohl  Flaton  jene 
Gesammtzahl  die  „geometrische"  genannt  habe.  Sicherlich  dachte  er  dabei 
sowohl  an  ihren  Urspmag  aus  zwei  geometrischen  Reiben,  als  an  die  Dar 
stellbarkeit  nicht  nur  der  Gesammtzahl,  sondern  auch  möglichst  vieler  Theile 
derselben  durch  geometriecbe  Constrnction ,  dergestalt,  dass  diese  Einsel- 
constructionen  zu  einander  in  leichte  und  anschauliche  Beziehungen  ge- 
setzt werden  können.  Das  Beiwort  „geometrisch"  soll  also  nicht  einen 
Unterschied  von  anderen,  ähnlich  gebildeten  grossen  Zahlen  ausdrficken, 
sondern  nur  hervorheben ,  dasa  die  erwähnte  Gigeaschaft,  wenigstens  nach 
Pythagoräiscber  Ansicht,  in  besonders  hohem  Grade  dieser  Zahl  zukommt. 

Es  ist  nun  nocii  übrig,  den  Text  der  Platonischen  Stelle,  welche 
im  Ganzen  trefflich  überiiefert  und  besoaders  von  fremdartigen  ZusStzen 
frei   geblieben   ist,   von  zwei   unbedeutenden  Schreibfehlern  za  reinigen- 

im  Anfang  scheint  der  Gedaukenzusammenhang  iv  ta  ngmzov  statt 
iv  (S  n^tÖTtp  zn  verlangen,  denn  an  der  fraglichen  Zahl  treten  zuerst 
(nfiiuTOv)  die  und  die  Merkmale  hervor,  worauf  die  weiteren  Eigenschaf- 
ten der  Zahl  mit  etwas  veränderter  Coustruction  in  den  Worten  mv  Inl' 
T^KOf  ntidfiij'v   u.  8.  w.  hinzugefügt   werden.      Die  Verwechselungen   des 


S3)  Martin  p.  272,  Dupuis  p.  53. 

U^  Bei  CecBorin,  He  die  tiat.  14,  12;  16,  I. 
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adverbialen  isfäxov  mit  Gasasformeo  von  npmtos  sind  in  den  Handschriften 
nogemein  hSafig.  Zieht  man  ea  flbrigens  vor,  nfostoi  beizubehalten,  so 
wird  der  Sinn  der  Stelle  im  Wesentlichen  dadurch  nicht  berührt. 

Die  eigentliche,  schon  mehrmals  angedentete  Schwierigkeit  findet  sich 
in  der  Mitte  der  Stelle:  ivo  offnoviag  vagi^ixai^  tijv  ptiv  fai]v  iaantf  ... 
x^y  di  /aofiijxij  nhv  xy  affoitijKri  Öi.  Man  beachte  die  iwiefache  Gegen- 
flberstellang  durch  ftiv  und  6S.  Das  erste  ftiv  unterscheidet,  wie  wir 
bereite  festgestellt  haben,  die  Qaadratzahl  von  der  gleichgrossen  Recht- 
eekaxahl;  letstere  ihrerseits  wird  wieder  durch  (liv  and  6i  geschieden  zu 
den  Beseichnangen  laofi^Hrjs  und  3rQ0(ti}»tfg,  Denn  n^ofiffni},  nftmlich 
ifHOvUtv,  ist  jedenfalls  nach  der  besten  Ueberliefemog  zu  lesen,  nicht 
■^Oftifx»,  wie  die  Mehrzahl  der  Handschriften  giebt,  ein  Fehler,  der 
leicht  entstand,  wenn  einmal  das  Verderbniss  t^  sich  eingeBchlichen  hatte. 
Die  in  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegte  Zahl  hat,  geometrisch  betrachtetf 
die  Form  eines  Rechtecks  und  ist  demnach  selbst  oblong,  ap»9ft6s  n^o- 
lii^K^St  and  das  gegenseitige  VerbÜltniss  der  beiden  Factoren  (oder  Basis 
und  Hohe  im  Rechteck)  ist  eine  aQfiovla  n^ofn^Kijs.  Bleiben  im  Text  noch 
unerklXrt  die  Worte  iaofuJKij  fikv  vg.  Nun  liesse  sich,  wenn  man  ganz 
oberflHohlich  verfahren  wollte,  leicht  sagen:  da  die  Zahl,  um  die  es  sich 
handelt,  it1fo^^^JKr}s  ist,  so  ist  sie  nicht  iaofitiKtjs;  Piaton  muss  also 
geschrieben  haben  laofn^xr]  (liv  ov  (statt  t^).  Oder  vielleicht  könnte  man 
auch  die  weit  geringere  Aendernng  laoff^KT)  ftiv  fti]  vorziehen  und  sich 
darauf  berufen,  dass  der  mathematische  Sprachgebranch  auch  sonst  das 
abwehrende  |hi)  znläast,  wo  nach  den  allgemeinen  Regeln  oi  zu  erwarten 
wXre.  Allein  ein  nochmaliges  Ueberlesen  der  ganzen  Stelle  zeigt,  dass 
Flaton  nicht  so  geschrieben  haben  kann.  Es  lag  kein  Anlass  vor,  das 
^tfOfiijxi^S  besonders  zu  negiren;  er  würde  es  also  einfach  weggelassen 
haben,  wenn  es  hier  nicht  statthaben  sollte.  Um  den  Gedankengang  des 
Schriftstellers  uns  völlig  zu  verdeutlichen,  müssen  wir  uns  versetzen  in 
die  Pythagoräiscbe  Epoche,  wo  es  noch  darauf  ankam,  die  allerersten 
Grundbegriffe  der  Geometrie  und  Arithmetik  festzustellen.  Die  ans  zwei 
gleichen  Factoren  bestehende  Zahl  entspricht  einem  Quadrat,  und  dieses 
ist  taöiitiKt^  Jiävzt}.  Dem  Quadrat  am  nMchsten  steht  das  Rechteck,  wel- 
ches „in  einer  gewitisen  Beziehung"  auch  noch  gleichseitig  ist,  nAmlich 
je  in  den  gegenüberliegenden  Seiten;  allein  die  sich  schneidenden  Sei- 
ten sind  ungleich  nnd  insofern  ist  es  n^öfiijKF;.  Nnr  dadurch,  dass 
diese  Figur  zugleich  loo(i^Kijg  nnd  n(tofii}xi]f  ist,  wird  die  arithmetische 
Formel  eines  Froductes  aus  ungleichen  Factoren  möglich;  denn  wollte 
man  anstatt  des  Rechtecks  ein  Trapez  oder  einen  Rhombus  oder  ein 
unregel massiges  Viereck  wählen,  so  würde  das  Prodnot  iweier  sieh  sehoei* 
denden    Seiten    nimmermehr    die  Fliehe    der  P  '^      Du 


26}  Ea  hat  einer  langen  cultargesohioUli 
für  uns  selbstverBtändliche  Satz  ins  allf** 


56  HutonBch- literarische  Äbtheilnng. 

Rechteck  iit  also  nach  Pythagorftischer  Anffassung  absaleiten  ans  davft 
Qaadrat;  es  hehftlt  die  rechten  Winkel  and  die  Gleichheit  der  gego^- 
äberliegendeo  Seiten  bei,  wird  aber  iKoglicb,  und  so  ist  auch  das  g^^-^- 
seitige  Verh&Uoiss  seiner  Seiten  in  einer  gewissen  Besiehang  noch  ei^^t 
aiffiovla  Icon'^Kris,  ausserdem  aber  eine  affiiovta  n^ofiijiiqs.  In  dieffc_Bi 
Sinne  hat  Piaton  geschrieben  xrjv  Öi  ioofti^Krj  ftlv  inj,  n(fOn^^  ii.  I^  ~» 
seltene  Indefinitam  if^^)  wurde  leicht  zu  t^  verscbriehen,  wobu  in  ^L_c 
Mehrzahl  der  Handschrifteo  dann  noch  der  weitere  Fehler  n^ofiijan  ka^^n 

So  ist  denn  auch  diejenige  Textesstelle,  welche  in  der  Torhei^h^^a' 
den  Untersuchung   nur  ihrem  Sinne,    nicht  aber  ihrem  Wortlaute  ttto^«i 
benutzt    werden    konnte,    in    vollkommenen   Einklang  gebracht  mit  A«r 
geeammten    Erklärung  der  geometrischen   Zahl    Platon's.     Ob   es  dea 
Schreiber  dieses  gelungen    ist,   allerw&rts   das  Richtige  za  treffen,   matt 
dem   Spruche    anderer    sachverständiger  Beurtheiler    überlassen   bleibco. 
Pflegt   doch  der  Urheber  einer  Hypothese  in  seinem  eigenen  Gedanken- 
kreise 80   gefangen    zu   sein,   daäs   er  unmöglich,    während   er   den  vo^ 
schlungenen  Weg   zur  Lösung   verfolgt,    zugleich  alle  Seiten   der  Frage 
und   alle  etwa  noch  möglichen  anderen  Auffassungen  Uberschaaen  kann, 
Ist   also    das  Richtige,   wie   es   schon  seit  länger  aU  zwei  Jahrtausenden 
im  Dunkel  geblieben,    auch  jetzt  noch   nicht   gefunden,   so   haben  sich 
vielleicht  doch   einige  neue  Gesichtspunkte  dargeboten,   welche  geeignet 
scheinen,  eine  künftige  Lösung  zu  fördern. 

Es  war  anfangs  beabsichtigt,  zum  Schlues  anch  eine  kurze  Erörte- 
rung über  die  „vollkommene  Zahl"  anzufügen,  welche  Piaton  an  der- 
selben Stelle,  nnd  zwar  als  eigenthümlich  dem  göttlich  Erzeugten*'), 
anführt;  doch  stellte  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  heraus,  dass  man 
hier  nicht  weiter  kommen  kann,  ehe  nicht  einigermassen  festgestellt  ist, 
wie  weit  die  Kunst  astronomischer  Beobachtungen  und  die  Kenntniss  des 
gestirnten  Himmels  bei  den  Griechen  zu  Platon's  Zeit  fortgeschritten 
oder,  richtiger  gesagt,  wieviel  von  solcher  Wissenschaft  ans  den  älteren 
ägyptischen  und  babylonischen  Cnltnrkreisen  zu  ihnen  damals  schon 
durchgedrungen  war. 

Bis  ich  bei  diesem  Hinderniss  anhalten  musste,  hatte  ich  mir  etwa 
folgenden  Weg  der  Untersuchung  gedacht.    Das  „grosse  und  wahre  Jahr" 


tor,  Vorles.  1,  S.  14tiflg.,  stellte  eine  lelirreiclie,  von  ThukyJides  bis  in  das 
Mittelalter  herabgebende  R«ihe  von  BeiBpieleii  zusiiiiinicn  für  den  falschen  Schluw 
vom  Umfange  einer  Figur  auf  deren  Fläche  Ks  war  also  die  obige  umständliche 
Detinition  des  Hechteikä  weder  zu  l'ythugoms'  noch  auch  später  zu  Platon's 
Zeit  überflüeBig, 

26)  Vergl.  Papi)Os  III,  p.  84,  2r>:  (utaoTijrfg)  jt^  (tiv  av/ttfUr^öfitvai.     Andere 
Beispiele  finden  sich  im   Dindorfschen  Thetaurtiv  fhaecae  ]inguae  aufgeführt. 

27)  Utf/l  nol-ti.  8  p.  .')4tfB:    fori    di   &iloi   ftlv  ytwtjz^  ntgtoSos.   ^v  ttfißfiof 
ntfiilttfitßävti  Tflitoe- 
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Cicero's  var  nach  dem  Wortlaute  bei  TacittiB*")  anfgefasst  worden 
als  die  Wiederkehr  des  gleicbea  Anblicka  des  FiuterDhimmels,  etwa  beim 
Eintritt  der  Frühlings  -  Tag  -  and  Nachtgleiche,  nach  einem  einmaligen 
Umlaufe  der  Pole  des  Aequators  nm  die  Pole  der  Ekliptik.  Diese  Pe- 
riode konnte  von  den  Alten  nur  angefllhr  abgesch&tzt  werden.  Zwei 
Jahrhunderte  nach  Cicero  ist  sie  von  Ftolem&os  auf  36000  Jahre 
angesetat  worden  (oben  Anro.  19).  Vielleicht  knüpfte  der  grosse  Astro- 
nom an  die  oben  ermittelte  geometrische  Zahl  Platon^s  an,  deren  Betrag 
ihm  wohl  bekannt  sein  konnte.  Cicero  seinerseits  hat  ans  Aristoteles 
geschöpft'^);  aber  Aristoteles  bat  noch  von  einer  andern  Periode  ge- 
handelt, als  derjenigen,  welche  durch  die  Präcession  der  Tag-  und 
Nachtgleicben  bedingt  ist.  Er  hat,  wie  Censorinns  {de  die  »al.  18,  II) 
berichtet,  ein  grosses  nnd  oin  grösstea  Jahr  unterschieden:  est  praelerea 
annu»  quem  Arisloleles  maximum  polius  quam  magttum  appellat,  quem  solis  et 
lunae  vagarumque  quinquc  siellarum  orhes  conficiunt,  cum  ad  idem  tigtium, 
uf>i  guondam  simul  fueruni,  una  referuntur,  und  die  Periode  des  grüssten 
Jahres  in  Verbindung  gebracht  mit  der  Theorie  eines  Weltenwinters,  der 
mit  einer  allgemeinen  Fluth,  nnd  eines  Sommers,  der  mit  einem  Welten- 
hrande  endigt. 

Die  Perioden,  in  welchen  die  fünf  im  Altertham  bekannten  Planeten 
ihre  scheinbaren  Bahnen  vollendeten,  waren  schon  vor  Ptolemäos  an- 
nfthemd  berechnet^).  Durch  eine  einfache  Multiplication  dieser  fünf 
Perioden  mit  einer  möglichst  genäherten  Periode  des  Ausgleichs  von 
Hondmonaten  and  Sonnenjahren  konnte  man  nun  leicht  die  grosse  Pe- 
riode berechnen,  nach  deren  Ablauf  alle  Einzetperioden  zu  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspnnkte  zurUckkehren  würden.  Es  ist  klar,  dass  der 
Betrag  der  Gesammtperiode  am  so  höher  ausfallen  musste,  je  genauer  die 
Einaelperioden  bttstimmt  worden.  In  der  That  finden  wir  bei  Censo- 
rin  eine  ganze  Reihe  von  Angaben  über  die  Grösse  dieses  Weltenjahres. 
Welchen  Betragt&ristotelea  selbst  gesetzt  haben  mag,  wissen  wir  nicht; 
vielleicht  verzichtete  er  anf  jede  Zahlenangabe,  gerade  wie  es  Piaton 
sowohl  im  VIII.  Bache  über  den  Staat,  als  bei  der  bekannten  Schilde- 
rung des  Weltganzen  im  Timäos  {p.  39  C.  Dj  thut.  Die  letztere  Stelle 
iXast  sich  nun  mit  Aristoteles'  Zeugniss  in  einen  charakteristischen 
Zusammenbang  bringen.  Piaton  sagt,  dass  die  vollkommene  Zahl  das 
vollkommene  Jahr  dann   rrftillc,   wenn  sKmmtlicbe  acht  Perioden  soviele 

29  Ijial.  d':  '/rat.  Hi:  U  '■ft  magnu»  et  reru»  annu»,  quo  eadtm  i'0$itio  ctitli 
eiderumqwL,  qwit.  tum  Hin:Liit\':  ett,  rurßvm  txütet. 

29.  H.  deri  cäberen  Nai'jbTeii  >>ei  Usener  im  BheinischeD  Moseam  XXVIil. 
1S73.  S.  3dl  &szt[. 

3h   V«rgl.  die  Zutammenstellang  bei  Ciaar«-  ^^  *  *0.    Uaselbe  be- 

zeichnet di^  '>««<trrinitperiode  de«  Moadas,  ''  t«B  als 

■Ml^ii»  annui. 
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tea  SechtigBtelD,  oder  66  vierte  Sechzigste!,  ebenfalls  mit  10  mnltipliclrt,  za  9 
dritten  and  10  vierten  Sechzigsteln  werden.  Beide,  Apollonios  and  Archi- 
medes,  haben  also  das  decimale  SyBtem,  und  zwar  mit  Zn^nuidelegong  bSherer 
Einbeiten,  bewosster  Weise  so  aasgebildet,  wie  vor  ihnen  daa  sezageBimale  System, 
freilich  von  einer  weit  kleinem  Einbeit  aus  und  auch  in  der  Potenurong  besehAnk- 
ter,  geschaffen  worden  war.  Bemerkenswertb  bleibt  es  jedenfolls,  dass  die  Me- 
thode der  ZahlenTermehrung  durch  Potenuien  im  griechischen  CuIturkreiBe  nent 
an  der  sezagesimalen  Gmndsahl  gefibt  und  erst  dann  wiBsenBcbafthch  fortgeschrit- 
ten ist  zu  einer  decimaleo  Grundzahl,  so  dass  erst  von  da  an  Grandub)  mid 
Zablenbezeichnung  demselben  System  angehörten.  Auch  die  sprachlichen  Ans- 
drflcke  zu  vergleichen  lohnt  der  Mühe.  Die  Sexagesimalrechnung  erhielt  sich  in 
der  griechischen  Praxis  nnr  nach  der  Seite  der  Theilung  hin.  So  wurden  gebildet 
die  h^i]xond  nffära,  SivTSfa  u.  a.  w.  Entsprechend  nennt  Archimedes  die 
Zahlen  seiner  ersten  Octade  ä^ft^ftol  fUftÖTOi,  die  der  zweiten  itvttfot  n.  s.  w. 
Apollonios  bezeicbnete  seine  Potenzen  der  Myriaden  durch  die  ZahlwSrter 
aVlovc,  imlovi  n.  b.  w.  und  konnte  auf  diesem  Wege  in  bequemen  sprachlichen 
Ausdrücken  bis  zu  so  hoben  Zahlen  fortschreiten,  dass  jedem  vorauszosebeoden 
Bedarf  dadarch  genügt  zu  sein  schien.  Ueberdies  konnte  durch  die  Wendung 
HVQtas  öitnwfiog  v^  Z  ägiO^iiä,  wobei  Z  einen  beliebigen  Exponenten  des  Dig- 
nanduB  10000  bezeichnet  (Pappos,  vol.  I  p.  4,  15  u.  a  w.;  vol.  III  Index  unter  i/ui- 
wfios)  noch  weiter,  als  durch  die  auf  -nXovt  endigenden  Zahlwörter  vorgeschrit- 
tt-n  werden.  Ist  es  doch  nach  dieser  Formel,  also  im  Sinne  des  Apollonios, 
sogar  möglich,  die  ungeheure  Zahl,  welche  Amthor  in  dieser  Zeitschrift,  hiator.- 
literar.  Abth,  XXV  S  170,  als  Resultat  dea  Rinderproblems  ausrechnet,  in  grie- 
chischer Sprache  auszndrScken.  DasR  ein  sprachlicher  Ausdruck  derselben  Zahl 
auch  nach  dem  System  des  Archimedes  leicht  aufzufinden  iat,  bedarf  vohl  kaum 
besonderer  Erwähnung. 


Kecensionen. 


Omndittge  der  mathematiioheii  Geographie  und  der  Landkarten -Fro- 
jection.  Ein  Handbuch  fät  Jeden,  der  ohne  KeDotnisa  der  höheren 
Mathematik  sich  nnterrichten  vill,  insbesondere  für  Lehramts- 
candidaten  der  Mittel-  und  Volkssehnlen,  von  Anton  Strinbausbb, 
k.  k.  Regiernngsrath.  Zweite  völlig  umgearbeitete  nnd  vermehrte 
Äaflage.  Mit  177  HoIzachoitt^D.  Wien  1860.  Verlag  von  Fried- 
rich Beck.  IV,  143  S. 
Das  Büchlein  hilt  treulich,  was  es  verspricht.  Wer,  ohne  vorher 
tiefere  Stndieo  gemacht  zu  haben,  eine  ausreichende  Kenntnisa  der 
mathematisch -geographischen  Lehren  und  ihrer  wichtigsten  Anwendungen 
sich  erwerben  will,  mag  dasselbe  getrost  zu  seinem  Führer  w&hlen.  Es 
ist  zwar  die  früher  beliebte  Sitte,  popniHren  Schriften  über  angewandte 
Mathematik  einen  kurzen  Inbegriff  der  wichtigsten  Vorkenntnisse  vor- 
auszuschicken, in  neuerer  Zeit  fast  gftnzlich  abgekommen  und  es  mag 
deshalb  Wunder  nehmen,  dieselbe  hier  wieder  anfgefrischt  zu  finden, 
indess  ist  die  hier  getroffene  Auswahl  eine  so  gute  und  zweckent- 
sprechende, dass  man  sich  gleichwohl  mit  der  ersten  Abtheilung  bald 
befreunden  wird.  Nachdem  die  wichtigsten  S&tze  der  ebenen  und  rftum- 
lichen  Geometrie,  Trigonometrie  und  Kegelscbnittslehre  kurz  vorgeführt 
sind ,  lehrt  der  Verfasser  die  Orientirung  nach  den  Weltgegenden  mittelst 
Sonnenuhr  und  Compass,  giebt  dann  in  seiner  bekannten  gründlichen 
Weise  eine  Anleitung  zur  Zeichnung  von  Landkarten,  so  lange  die  be- 
züglichen Theile  der  ErdoberflKche  als  eben  betrachtet  werden  dürfen, 
und  erörtert  die  Grundsätze  des  topographischen  Zeichnens.  Auch  die 
Compasskarten ,  die  bis  zur  Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts  bei  den  See« 
fahrern  fast  allein  im  Gebrauche  waren,  finden  ihre  Stelle;  so  ist  (S.  43) 
der  nördliche  Theil  des  adriatischen  Meeres  nach  diesem  Systeme  ver- 
zeichnet. —  Es  folgt  die  eigentliche  mathematische  Geographie,  bei  deren 
Darstellung  von  der  Rechnung  natürlich  ganz  abgesehen,  dafür  aber  auf 
Veranschaulichung  der  himmlischen  Erscheinungen  um  so  mehr  Bedacht 
genommen  wird.  Die  Figuren  (meisten theils  anf  schwarzem  Grunde)  sind 
denn  in  der  That  auch  ganz  vorzüglich  ausgeführt;  wir  nennen,  als  be- 
sonders hervorragende  Leistungen  anf  diesem  Gebiete,  die  graphische 
Bestimmung  der  Tag-  und  NaehtlHngen  (8.  70)  and  die  Conikraolioii  dar 
Sicbtbarkeitszone  (S,  83)  einer  totalen  SonnenfinatatinH.  '^«Ntef'Quäb.  ^ 


fV/  tf'iHf.t,T\ntih   VitfiTurifirihn  Ahthßilang. 


A' u  «'C-Ii  'li'-  M'i'kll*,  ^if.nytw.hf.n t  Cilohftn,  Tellarieu,  Lanarien  und 
Arr(iilliir<i|iliifr'<r)  *,  'li'^  j«  mm  »i'k-.U  vom  hücUntf.n  dirtakt Ischen  Werthe  sind, 
(rnn/  )>r>H(iri'lrrii  «her  ttrik.lf'fi  [.AMtirri,  win  ain  dr:r  Verfasaer  im  Ange  hat, 
r>f(i|ir'itiliM)    wirrlcji    Miiisiinn.  I>'mi   .Sr:tiwf;rpunkt:   des  Werkebens  bildet, 

Tritt  vfiii  iltiiii  ittiitiliiniMi  Karto{{ra|i)ieii  nicht  andf^rit  zu  erwarten  war, 
ilii«  l'irijrx  li'iiiRlrliri^  All«-,  nur  f^'^Achir^htlich  interessanten  Abbildnngs- 
iripMiiiilnii  ■im)  in  ilinni-r  xwriti-n  Aiiflaf^r.  anKgPHchlossen  worden,  indeas 
IhI  (lii>  Aimwahl  tmrli  iriiinrr  <*itif-  nchr  rnlche.  Manche  Unterarten  der 
nii  lltirmiin  vlnliiii1ll){tiii  Hli'rci>f{ra|iliiHchRn  l-'rnjection ,  wie  die  externe 
Mi>ilit(iiiliil|iiii|i>rlliiii  villi  .lauii'H,  (liii  Mcliif^rn  Kegclprojectinn  vou  Braun 
tti>iili>ii  Hiirli  (Ipiii  Ki«itiii<r  iiit'i'kwllrilif;  Hrin.  Die.  Kquivalenteo  Abbildun- 
(loii  wtiiiliui  ^litli-lil'nlU  tiiclii  vnrgcHftnii.  lOinon  vortrefflichen  Eindruck 
iiiHi'lil  illo  liainlrlltiti)^  ilm  rriiJprtiniiiivorf'iilirnnH  von  Mercat or  (S.  117), 
iIpiiii  iIiiii'Ii  iMoni'llio  iiiiihh  niirli  ilcni  iinhrfttiigonston  Beschauer  auf  den 
cittiiii  lUli^k  klni  wnilon,  win  Hirli  ilii>  loxodromieche  Curvo  in  eine  ge- 
tnitn  l'liiln  viM'nNtMl«li.  /iiiiii  SfliluHDo  bt'p'gniMi  wir  einer  AnweiBung, 
ilt)>  Ni>l»n  »11  ii|)1il|iiiii*1inii  /iwiMiH'kou  liiM'xiititellpn,  mit  denen  alsdann  die 
Dlutillti'lio  i'liii««  (IJotMiH  litMM-ii)inuiit  woi'ilcii  8»1I,  und  oiner  Znaammen- 
■Iflliion  itot  nli'tili)|ii(rii  KUoboiivorhtiltuisiio  auf  dem  ErdspbMroid,  sowie 
••ttitltrti   piiioiti  mc\\v  |;oiiniirii   Sa\'lii'(*f;istt'r. 

1  isli^lit'lt  *u  ili^iti,  wAft  iiboi'  >lto  UorrchiiHu^  <lov  sogenannten ,,  Ktisten- 
i-ntwicWoliuiii"  S  \'.\y  ^,«»;i»(jl  iwt ,  ini'ohlen  wir  uns  oiiu'  Bemerkung  ge- 
•liiit'M  U.'i\  si.Mnl»«ttii,M  \\Ai  «II.M.!;iij:s  liio  l'okaniuer.  verbossfetten  For- 
in.'ln  <»iVi*«l'.M*.  woli'!i."  >  .M  lioii  >  .M»  i'.<;'  KititfT  ;o;r--iv.;':;:t-i:  wo::iÄStenä 
,;<*  l'nu'  >.'<«««  S,*l',-n ,  ,'**■*  >■.,!  Vi":;'.  ■.•.■.*:'.■  .■■.■,:s:;jcV.t'*  l  ::.:::■;  recrisen- 
'■K:iii.-,    i;.-*,-'--.,' '.■.'..•    .■-.••.-    V" ■.,-.■*.■.■.■;.;■■.    >    Jl'-r.ji.  .      L'n- 
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Möge  das  Steinhanser^sche  Buch  in  den  Händen  recht  vieler  Pri- 
Tatstndirender  zu  finden  sein  nnd  inabeBondere  aaeh  in  den  Lehrer- 
seminarien  sich  Eingang  verschaffen! 

Ansbach.  Dr.  S.  GOntheb. 


Die  ReonriioiiBformeln  fttx  die  Bereohnnng  der  Bentonlirsohen  nnd 
Soler'iohen  Zahlen,  von  A.  Radicke.  Halle  a.  &.,  Verlag  von 
Louis  Nebert.  1880.  IV,  35  S. 
Die  kleine  Schrift  des  dnrcli  mehrere  analytische  Abhandlungen  wohl- 
bfikannten  Bromberger  Mathematikers  verfolgt  das  Ziel,  eine  Reihe  von 
Untersnchangen  über  gewisse  für  die  gesammte  Analjsis  fundamentale 
Zahlwerthe  zn  einem  übersichtlichen  Gesammtbtide  za  vereinigen.  In 
sachlicher  Beziehung. Bchliesst  sie  sich  banptsMcblich  an  die  Arbeiten  von 
Seidel  und  Stern,  in  formaler  an  jene  von  Ednmrd  Lucas  an,  von 
welch'  Letzterem  Insbesondere  die  überall  zur  Vervendung  gelangende 
operative  Symbolik  entlehnt  ist.  Bedienen  wir  uns,  abweichend  von 
Herrn  Radicke,  der  hier  schon  ans  äusseren  Gründen  besonders  be- 
quemen Hyperbelfunctionen,  so  können  wir  den  drei  Relationen,  deren 
Studium  den  Inhalt  des  kleinen  Buches  bildet,  die  folgende  Gestalt  er- 
tbeilen : 

^     _  ^'  _t      *   .    o  '^"       Ä  ^, 

X*  OB*  S^ 


©tc:r  =  l-£,-+Ä,_-^3-  +  .... 

j»  Hj|*3  mD  't* 


Bh,  Eft  und  7'n  werden  bezüglich  als  n**  BernooUi'sche  oder  Euler'sche 
Zahl  (Secantencoefficient)  nnd  als  n^"'  Tangentencoefficient  bezeichnet. 
Die  Aufgabe  des  Verfassers  war  es,  Formeln  anzugeben,  mittelst  deren 
diese  Zahlen,  wenn  für  eine  gewisse  Anzahl  von  Indicea  die  Berechnung 
bereits  stattgefunden  hat,  für  ein  beliebig  grosses  n  bestimmt  werden 
können. 

Der  Verfasser  entwickelt  demzufolge  zunächst  ein  System  vollstäD' 
diger  Recursionsformeln  sowohl  für  die  ß,  als  auch  für  die  £,  alsdann 
aber  zeigt  er,  wie  man  mittelst  des  Lncas'schen  Operationscmiculs  von 
diesen  allgemeinen  Formeln  zu  den  abgeküraten  BecursiousformelD  von 
Seidel  und  Stern  gelangen  könne.  Seine  Ergebnisse  setzen  ihn  in 
den  Stand,  eine  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  den  BernoalH'sehen 
and  Euler'scben  Zahlen  ansznmitteln,  wie  sie  theilweise  bereits  frtther 
von  Seherk  nnd  Stern  angegeben  waren.  Schliesslich  werden  anoh 
die  Tangentencoefficienten  in  ähnlicher  Weise  bebandelt.  Den  SoUoit 
bildet   ein  neuer  und  sehr  eleganter  Lehrsatz,    durch  velcluai  if/a 
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«iril,  daaa  (iiR  ein«  Gleichung  -x  —  l  ^-=1),  symhaliiieh  iatarpteczit,  »r- 
wohl  die  äeautenene&ieiiun,  ala  mnch  'iie  Tan^meentin«£Bei«Ltett  Kefcft. 

CHe  reenrreate  BsTeefaniui^  'iieaer  vichd^n.  Cdiutxaten,  ut  dsick  die 
Rftdieke'ache  Broschüi*;  in  der  Thac  zam  wriiucfaeiuwertbeB,  AbacUsae 
gebracht.  ladeaa  rerdient  es  germde  dieiM  Tbentie.  aach  noch  tob  caer 
andern  Seice  hf^r  bdencbcec  zn.  werden.  Bedenke  man,  •law,  lei  es  xatcr 
der  F'trm  des  bestinunten  InteeraLi.  ^  es  oncer  jener  der  Determaaat«» 
neuerdings  aosh  die  gf^sebLissene  Daxscellnng  jener  merkmfrdigen  2aUn 
mehrfach,  erbracht  worden  ist ,  io  wird  man  eine  ForCMtznnif  aaacicr 
VorUge  ftir  wünschenswertk  erkIan^n.  anf  deren  TIcel  das  WoiC  ^tBc- 
cnrsifinsrormeln '*  durch  ^ isdependeate  Formeln"  iix  ersetaen  wiie. 

Attibach-  Dr.  S.  G&sthik. 

inaimiftrsi  »««^1*»**  im  Quteraimia.  Von  P.  G.  Tait.  JT.  j^  Pn»> 
t'essor  an  der  CoiTeisicät  in  Cdinbarz.  Aatorisirte  Ueberaetsaag 
von  Dr.  G.  r.  Scaiarr.   Leipzig,  Tenbner.      iSSl).     332  S. 

Ehe  Hankel'a  voTtreffliehes  kleines  Bach  „L'eber  eomplexe  Zahlea^ 
IMT  enehienen  war,  fehlte  es  der  mathematiäcben  Literatur  in  Devtseh- 
laad  an  eiaeiB  Werke  ftber  (^vatemioaen  in  dem  Sinne,  wie  dieser  Wii- 
jeaszweiff  in  England  seit  den  Tierzi^r  Jahren  ichon  ^pflegt  wird. 
Damit  ist  nicht  gesagt,  da«  diese  Seite  mathematischer  Untemcling 
bei  nn«  nberhanpt  keine  Beacbtanz  ret'naden  bä:te.  d^nji  die  ,.  Aos- 
tehma^alehre "  des  »pl^hrten  Graijminc  wir  *ch:n  I>-I4.  resp. 
1"!^,!  «trichienen  and  aach  die  Arbeiten  Siiaerrler's  n-b^r  die  Vcrwendons 
■ift«  ImA^nirea  in  der  Geometrie  an-i  s^tn  5i:ai::i?iiioaIt:aI"  datiren 
»lu  li46  aad  1*52.  Die  Untersnchaniec  ii«ffr  Minn-^r  «rei:"en  aber 
«lle  da«  Gebiet  de»  Qaatemiocencalcnls.  Wenn  Si:be:':Ier  selbst  sich 
jetJt  ganz  ablehnend  gegen  die  The'rriec  der  Ecjlän:-?r  v.?rhält.  ac  haben 
xnf  Hankel'a  Aorf^gnag  hin  d'job  Ander»  diesem  Gebiete  ihre  Aoerken- 
nnn^  gezoüt.  Fiedler  bat  seiner  acalytischen  G<?'  metrir*  des  Ranmes 
ein  knriM  Capitel  aber  Qnarenjionen  einverteib::  der  Berichterstatter 
selbst  bat  io  seiner  ,. Theorie  fjer  g:ni'-nierri5chen  and  Ion gime irischen 
C^natemionen''  1ST6^  dua  Weaen:Iich=:e  i-^r  Lehren  Hamilton"«  mit- 
gerbeilt  nnd  n.  A.  versncht.  durch  die  lonjime^rischec  Qniternionen  die 
Tbe/fie  der  R*<hnnng  mit  Vect.ren  zn  einer  Art  Abschluss  *af  geo- 
metriüchem  Gebiete  zu  föhreo.  Odätrycil  ba:ilST>'i  In  einem  kleinen 
Werkchen  ober  „ '^naterni'^nen''  dii?  Theorie  nnd  Anwen^Jong  dieser  Rech- 
nnogsan  knrz  vorgefahrt,  nnd  in  der  jüngsten  Zei:  haVen  die  Elements 
of  Qnatemions,  das  Hauptwerk  dea  sc bari'ii neigen  Begracder*  dieser 
Reehnnagsweise,  durch  Herrn  Paul  Glan  eine  Veröffentliobang  in  deat 
■eher  Uebersetanng  gefuoden.  Doch  ist  ron  diesem  umfangreichen  Werke 
-ia.*  lieferaag  erschienen,  während  ans  schon  seit  Jahrestrist  in 
Icr  AoastaltiiDg    die   dentsche   Ausgabe  vun   Tai t 's   Elementary 
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treatiBe  on  QaateniioiiB  vorliegt.  Tait  ist  durch  Arbeiten  auf  physi- 
kalischem Gebiete  aach  bei  nns  wohlbekannt;  in  England  wird  er  als 
der  Nachfolger  des  im  Jahre  1865  gestorbenen  R.  Hamilton  anf  dem 
Gebiete  der  Quaternionen  betrachtet.  Das  Buch  Tait*s  giebt  in  seiner 
gnten  dentschen  Bearbeitnag  auf  382  Seiten  eine  ▼ollstitndige  Theorie 
Qod  eine  Reihe  höchst  interessanter  Anwendungen  der  Quaterniouen. 
Die  Darstellung  ist  kurz  und  knapp,  für  den  AnfHnger  vielleicht  an 
manchen  Stellen  zn  kurz.  Freilich  sagt  Tait  selbst,  er  halte  nichts  von 
dem  Wissen,  welches  zu  leicht  errangen  wUrde;  doch  dürfte  uns  zu- 
weilen der  Fuhrer  etwas  mehr  Hilfe  angedeihen  lassen.  Wie  z.  B.  ans 
den  Gleichungen  ■8_B_r.8_ 

nicht  die  Folgerung  znlässig  sein  soll,  dass  dann  i,  j  und  k  gleich  }/—  1  und 
mithin  unter  einander  gleich  seien,  ist  wenigstens  nicht  sofort  selbstver- 
ständlich und  hat  zum  Theil  auch  als  Grundlage  ftir  Herrn  Sebeffler 
gedient  in  den  Angriffen,  die  der  gelehrt«  Baurath  gegen  die 'Werke 
über  diese  Materie  richtete.  Dass  durch  obige  nicht  falschen ,  aber  durch 
eine  bequeme  Schreibweise  ungenau  ausgedrückten  Gleichungen  keine 
Fehler  in  den  Rechnungen  mit  Quatemionea  veranlasst  wurden,  liegt  daran, 
dass  einiges  Ueberlegen  zeigt,  Drehungen  um  zwei  Rechte  seien  nicht 
identisch,  wenn  ihre  Axen  unter  rechten  Winkeln  einander  schneiden. 
Es  ist  daher  ungenau,  den  Werth  von  Quaternionen ,  die  um  zwei  Rechte 
drehen,  aber  um  verschiedene  Azen,  durch  das  einzige  Zeichen  —1  zu 
bezeichnen,  woraus  dann  aber  sofort  di«  Unznlftssigkeit  der  Gleichung 
von  i,  j  und  k  folgt. 

Wenn  wir  nun  versuchen,  eine  kurze  Inhaltsangabe  des  Bnches  vor- 
zulegen, so  sind  wir  in  der  flblen  Lage,  dem  Kundigen  anf  dem  Gebiete 
der  Qnaternionen  Bekanntes  und  daher  vielfach  UeberBüBsiges  vorzu- 
tragen, dem  Unkundigen  aber  Unklares,  weil  nicht  Ausreichendes  unter* 
breiten  zu  müssen. 

Nach  einer  historischen  kurzen  Notiz  über  die  älteren  Versuche  geo- 
metrischer Interpretirnng  imaginärer  Ansdrtlcke  giebt  das  erste  Capitel 
die  Addition  und  Subtraction  von  Strecken  in  der  Weise,  wie  dies  von 
Argand  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  zuerst  versucht  wurde,  nSmlich 
in  derselben  Art,  wie  Kräfte  summirt  werden,  die  an  demselben  Punkte 
nach  verschiedenen  Richtungen  angreifen.  (Um  ihrem  Landsmanne  die 
Priorität  za  wahren,  haben  die  Fransoaeo  jilngst  das  Schiiftchen  Ar- 
gan d's  bei  Gautbier-Villars  neu  erscheinen  lassen.)  Es  ist  darnach 
eine   räumliche  Strecke  q   nach  Grösse  und  Richtung  ausgedruckt  durch 

wenn  «,  ß  und  y  Eiuheitsstrecken  in  den  Richtungen  dreier  Axen  sind, 
während  x,  y  und  z  die  Masszahlen  der  in  diesen  Richtungen  ganomme- 
nen  Coordinaten  des  Endpunktes  von  tf  Bind.    Di«  V«m«a4X]Kduit!^  l£tMMk 
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geometrischen  AddidoD  aad  Sabtrmetion  wird  an  einer  Briba  intem- 
aanter  Anfgmben  nachgewiesen. 

Uas  eigentliehe  Gebiet  der  QoEternionen  betritt  Tait  im  swriten 
Capitel.  Dort  wird  eine  Qnatemion  definirt  ab  der  Quotient  swöer 
rftnmliehen  Vectoren  ß  nnd  a,  wenn  bei  dieser  HesniDg  tob  ß  dnrck  « 
zugleich  berflektiehtigt  werden  nieht  nnr  die  abeolnten  Längen  der  Tecto- 
ren,  sondern  anch  der  Winkel,  den  die  Vectoren  mit  einander  bilden,  nnd 
die  Stellnng  der  Ebene  dieses  Winkels,  letxtere  etwa  bestimmt  dnTch  das 
Fallen  nnd  Streichen  dieser  Ebene.  I>ie  Abhängigkeit  des  geometriacben 
Quotienten  q^ßia  von  den  genannten  vier  Elementen  ist  denn  anch  dtt 
Gmnd  des  Kamens  der  Qaatemionen.  Dem  Nachweis,  dssü  jede  der  Tier 
Ornndrechnnogen  mit  Quatemionen  wieder  anf  eine  Qnatemion  fährt,  ist 
der  Sbrige  Theil  des  Capitels  gewidmet.  Hierbei  wird  aneb  der  Stein 
des  AnstoRse«  dieser  Theorie  för  Viele  erörtert,  wonach  das  Prodvet  9^9, 
zweier  Qnatemionen  nicht  allgemein  gleich  9,9,  ist,  ein  Sata,  der  aber 
leicht  zum  Verständnis«  gebracht  wird,  wenn  man  nnr  festhält,  das« 
Qnatemionen  nene  Zahlwerthe  sind,  durch  deren  Mnltiplication  mit  einer 
Strecke  diese  letztere  nicht  blos  verlängert  oder  verkOrat,  sondern  ancb 
in  der  Ebene  der  Qnatemion  selbst  gedreht  wird.  —  Gilt  so  das  com- 
mntative  Prineip  bei  der  Mnltiplication  von  Qnatemionen  nicht,  so  wird 
doch  gezeigt,  dass  das  distrihntive  nnd  associative  Frineip  auch  hier 
richtig  bleiben,  wonseh 

?I  (?i  +  I3)  =  ?!?!+  ?1  ?3       ^°^       ( ?1  9t)  ?3  =  1l  (?J n)- 

Eine  Tiir  die  Rechnnng  höchst  wichtige  Vereinfachung  ergtebt  sich 
ans  dem  Nachweis,  dafis  die  QaatemioD  zweier  za  einander  rechtwinkligen 
Einbeitsvectoren  dargestellt  werden  kann  durch  einen  dritten  Vector,  der 
senkrecht  zur  Ebene  der  beiden  ersten  ist.  So  ist  z.  B.,  wenn  1,  J  nnd 
A'  drei  Einbeitsvectoren  in  den  Richtungen  dreier  zn  einander  rechtwink- 
ligen räumlichen  Azen  sind, 

—  =  fr ,     -  =  I     und     7  = ; , 

I  j  k 

80   dsSS 

'=>*»  y=*'.  *=v 

oder  Bucb  ijk=^  —  \  ist,  Gleichungen,  die  in  dem  Werke  des  Herrn 
Dr.  Scheffler  über  polydimeosionale  Grössen  unverdiente  —  weil  auf 
falschen  Voranseetznngen  beruhende  —  Angriffe  erlitten.  (Vergl.  des  Re- 
ferenten  „Grundlagen   der  Kecbnung  mit  Quaternionen ".) 

Indem  nun  umgekehrt  jeder  Vector  als  Vertreter  einer  Qnatemion 
anfgefasst  werden  kann,  ist  es  leicht, 

hsaweiMU,  d.  h.  die  Darstellung  jeder  Quateraion  in  Form  eines  vier- 
dgea  Anidnieka,  worin  ip,  x,  y  nnd  z  gemeine  Zahlen,  ■',  j  nnd  k 
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aber  KiDheitsvectoren  oder  rechtwinklige  Quaternionen  darstellen.  Die 
Herleitang  einer  Reihe  von  Fandameütalformeln  bildet  den  Rest  des 
Capitels. 

In  Capitel  III  wird  die  leichte  geometrische  Deutung  vieler  Fonoeln 
gezeigt,  zugleich  aber  anch  die  Mannichfaltigkeit  von  UmformnngeD,  deren 
diese  Formeln  fHhig  sind.     So  stellen 


^©='.  (^f)'-(^Ö"= 


etc.  etc.  lauter  QuaternionengleichuDgen  der  KngelSäche  dar,  wobei  jede 
ein  Aasdruck  einer  charakteristischen  Eigenschaft  dieses  geometrischen 
Gebildes  ist. 

Die  Grandgleichnngen  der  ebenen  and  sphärischen  Trigonometrie 
finden  ebenfalls  ihre  Ableitung-  —  Zum  Schlüsse  des  Capitels  ist  naeh- 
gewieeen,  wie  auch  ^—1,  das  Imaginäre  der  Algebra,  bei  Rechnungen 
mit  Quaternionen  dann  wieder  eintritt,  wenn  z.  B.  die  Schnittpankte  geo- 
metrischer Gebilde  gesucht  werden,  die  nicht  zu  reellen  Schnitten  gelangen. 
Jetzt  ist  aber  j/~l  kein  Yector,  sondern  eine  ricbtungalose  Zahl. 

Der  folgende  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Differentiation  von 
Quaternionen.  Wegen  der  Nicbtvertauschbarkeit  der  Factoren  bietet  diese 
Rechnung  Schwierigkeiten,  ^die  sich  nach  Hamilton's  Ansicht  nicht  an- 
ders lösen  lassen,  als  durch  Zurückgreifen  auf  die  Definition  des  Diffe- 
rentials, wie  sie  Newton  gegeben  bat  und  von  welcher  die  jetzt  in  der 
Analysis  übliche  nnr  ein  besonderer  Fall  ist.  Ist  nXmlich  r  =  F(q),  so 
ist  nach  Newton 

für  n  gleich  oo.  Nach  dieser  Definition  hraachen  dr  and  dg  nicht  an- 
endlich klein  zu  sein,  eine  Annahme,  die  daher  auch  bei  Functionen  von 
Quaternionen  nicht  gemacht  wird.  Unter  Voraussetzung  gewöhnlicher  Fauc- 
tionen,  d.  h.  solcher,  worin  die  variabelen  Grössen  keine  Quaternionen 
sind,  führt  übrigens  die  obige  Definition  des  Differentials,  wie  man  leicht 
siebt,  zu  denselben  Ergebnissen,  wie  die  gewöhnliche  Differentialrechnung. 
Die  Engländer  erwähnen  mit  einer  gewissen  Genugthuung,  dass  bei  dieser 
Erweiterung  der  allgemeinen  Arithmetik  auf  die  vielfach  etwas  verSchtlich 
behandelte  Methode  Newton's  zurückgegriffen  werden  musste. 

Doch  nicht  blos  die  Differentiation  der  Quaternionfnnctionen  bietet 
Schwierigkeiten  wegen  der  Nicbtcommutativität  der  Producte,  anch  die 
Lösung  von  Gleichungen,   selbst  ersten  Grades,   wird  dadurch  erheblich 

erschwert.     So  ist  z.  B.  ans 

aq  +  gb  =  Cj 

worin  alle  Grössen  Qaatemionen  sind,  durchaus  nicht  gestattet, 
(a  +  b)g=c    und     g  =  — pr 
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SDiD  EukJidiiclieD  KAome  Iritt.  Eb  sei  geatüUet,  mit  einigen 
VP(in«Q  daTMif  eiaiagdlien.  Um  <1ie  Streck»  OJ  zn  beKiimmen,  welclie 
vom  Scti«it«l  0  «iaea  rccbtwiiibligen  CoordiDateDsyatenis  nach  einem  be- 
llebi^n  Punkt  A  gctogco  xnX,  wMhIt  Herr  Bcbeffler  Jie  Projoctioacu 
VC«  Od  nur  die  Axen  zu  cartetiiijf hen ,  and  zu  Polarcnordinaton  aasBer 
der  Llo^  a  den  Winkel  XOA  =  u  und  den  Kfiignagswinkel  ß  von  XffA 
■n  'VO/*;  dann  ericbeiot  OA  in  dea  drei  L'^ormen 

I^ic  lliloltiplicati'iiugpjetae  ergeben  sieb  dann  aas  d«r  Gleiclinng 

Dia  Anwendung  der  dritten  Form  würde  scbon  bei  der  Multiplicatton  sa 
Irrationalen  Aiisdräcken  von  geriag«r  üebersicbtliclikeit  filbrcn.  Oana 
Umltcl)  wird  die  Becbijuug  mit  Ausdrücken  von  der  Fona  ae^'t^*'^*',,. 
Fir  (ti«Mt  allgemeinen  GrSMon  hat  nan  der  Vßrfaaser  die  Theorie  der 
PriiDsahlpti  untersucht  Qud  i»l  dabei  durch  eine  einfache  Dedaction  au 
folgenden  allgeueincu  Sätzen  gelangt:  Jede  roellc  Zahl  kann  aU  Prodact 
>na  mehreren  Zahlen  des  palydimCDaionalen  Oebietca  dargCKtellt  werden, 
«6  «war  bedarf  eine  Primzahl  von  der  Form  2'— '(2n  +  l)— 1  au  ihrer 
Zcrle^ng  r-dimensinnale  Gr^issen;  wenn  sieb  dagegen  eine  Zahl  aas 
ttHlQ  n-diuensinnalen  Gebiete  nicht  in  Kaclnren  deasetbon  Gebietes 
ml«gPD  Iflasi,  Bu  int  PS  auch  unmöglich,  sie  in  (n -|- m)- dimenstonale 
Fieinren  xa  serlegen,  sie  ist  nach  dem  Ausdruck  dea  Verfassers  eine 
Toll^offimene  Primzabl. 

Aach  für  manche  genmetriache  Probleme  ist  der  Calcnl,  *ie  das 
^Brk  sei^,  mit  V'ortbril  zu  beonlzen.  Es  sind  dies  die  SXtze  über  das 
•pKiriscbe  Dreieck,  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines 
BtDinpoIygons  und  einer  körperlichen  Kcke.  Alle  diese  und  einige  Aho- 
lühi  Satze  ergeben  sich  mit  überraschender  Kinfachhett  and  erscheinen 
HB  Theil  in  einem  ganz  neaen  Lichte.  Wir  bcdaaern  daher,  dass  der 
ShuUnnscalcnl  so  wenig  bekannt  und  seine  Anwendung  fGr  schwierigere 
Probleme  aoeb  gar  nicht  verdacht  ist. 

Von  hüberer  Bedentang,  alti  die  Anwendnngeu.  sind  für  Herrn  Sohoff- 
l'l  die  Principien  des  Calcniß,  da  sie  nach  seiner  Ansicht  von  ganz 
KWerrllM  arithmetisoher  Natnr  sind,  eich  aas  den  Kniwickelungen  der 
^Igemeinen  Degnffe  ron  Grössen  und  GrÖssenverKndernngen  ergeben 
»ml  sof  jedes  wirkliche  Urtissengehiet  Anwendung  erleiden.  Wenn  diese 
Auicht  berechtigt  wHre,  bo  wflrde  neben  der  principiellnn  Wichtigkeit 
«w  Krage  iiarh  den  Anwendungen  kaum  in  Betracht  kommen;  aber  die 
8*iiat  Herleitnng  der  OperatinnHgesetze  wird  sicherlich  nur  wenig  Freunde 
"■dun.  Dio  gebräuchliche  Uerteitting  wird  vollständig  verworfen ;  viel- 
*i*j-  «//  Mwischea  lit^r  Namfirttion  als  Znhlnng,   der  A.Aä\\\c*\1l  f\%NBt- 
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einigQDg  und  der  Maltiplication  ein  weaentlieher  Uuterschied  beitehen. 
AdditioDOD  nnd  Hnltiplicationen  werden  als  primäre,  secnndftre  etc.  unter- 
schieden;  die  secnndäre  Addition  von  Linien  soll  z.  B.  ihre  Lftnge  nn* 
geündert  laasen ,  dagegen  auf  die  anendlich  kleine  Breite  einwirken.  Die 
primäre  Hnhiplication  soll  eine  Ver^ältnissXndemng  dea  Hnltiplicaad« 
sein,  d.  h.  eine  Veränderung  aller  seiner  Theile  nach  einem  und  dem' 
selben  VerhäUniss,  ohne  iigend  eine  Aendernng  der  Anzahl,  noch  de* 
relativen  Ortes  dieser  Theile.  Dagegen  ist  die  secnndäre  Maltiplication, 
die  Declination,  eine  Vetändernng  des  Verhältnisses  zur  Qmndrichtnng; 
die  tertiäre,  die  Inclination,  eine  relative  Bewegung  um  die  Gmndaxe 
im  Qrundraame  n.  s-  w.  Das  ist  in  Kttrxe  die  Grundlage,  auf  welcher 
der  Verfasser  sein  System  aufbaut.  Nach  unserer  Ansicht  sind  diese 
Definitionen  gana  willkürlich;  sie  sind  femer  höchstens  für  den  Eukli- 
dischen Ranm  berechtigt,  nnd  zwar  kann  die  Berechtigung  nicht  von 
vom  herein  bewiesen  werden;  schliesslich  aber  müssen  wir  hervorheben, 
dass  die  Gesetze  nicht  direct  ans  diesen  Definitionen  hergehildet  werden 
können,  sondern  sich  entweder  nur  auf  die  Anschauung  oder  die  Ana- 
logie stützen. 

So  ist  es  nach  unserer  Ansicht  nur  die  Analogie,  welche  den  Ver- 
fasser zu  seinen  Gesetzen  Ober  den  vierdimensionalen  Raum  führt.  Wäh- 
rend für  Linien  und  Flächen  die  Gesetze  der  secnndäreu  Multiplication 
mit  der  Anschauung  der  Drehung  übereinstimmen,  soll  ein  Körper  r  (etwa 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon),  weil  r  durch  die  secuodäre  Multi- 
plication die  Form  r cos a-\-ir sinu  annimmt,  bei  der  Drehung  in  zwei 
Körper  verwandelt  werden,  von  denen  der  eine,  rcosa,  ans  dem  ur- 
sprünglichen durch  Gompression  der  Höbe  entsteht,  wahrend  der  andere 
als  eine  Verdichtung  der  Grundfläche  zu  denken  ist.  Entsprechende 
Festsetzungen  werden  für  die  luclination  und  für  die  quaternäre  Multi- 
plication getroffen.  So  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Resultate,  dass 
der  vierdimeusionale  Raum  begrifflich  aus  dem  dreidimensionalen  erbalten 
werde,  indem  man  die  demselben  anschaulich  zukommende  Dichtigkeit 
Null  jeden  beliebigen,  positiven  oder  negativen  Werth  annehmen  lässt. 
Ans  dieser,  unseres  Erachtens  gestatteten,  aber  nicht  notbwendigen  Vor- 
stellung leitet  der  Verfasser  eine  Reihe  schöner  Folgerungen  her,  z.  6. 
dass  mindestens  fünf  Körper  erforderlicb  seien ,  um  eineu  Raum  von 
vier  Dimensionen  vollständig  zu  begrenzen;  dass  Körper  des  Anschauungs- 
raumes durch  den  vierdimensionalen  hindurch  in  ihre  symmetrische  Lage 
übergeführt  werden  können.  Dennoch  müBBOii  wir  hervorheben,  dass  das 
Gebotene  keineswegs  ausreicht,  die  betreffende  Raumform,  namentlich 
ihre  Bew^nngen  vollständig  zu  charakterisiren. 

Diese  Theorie  giebt  dem  Verfasser  Änlass  zu  einer  äusserst  heftigen 
^•mdar  Leistungen.     Alles  im  Eiuzeluen  zu  widerlegen,  gestattet 
nicht;  einige  Punkte  müssen  jedoch  erwähnt  werden. 
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Hamilton'fl  QnaternioDeii  sind  nach  Herrn  Scheffler  eine  Ver- 
irrtiDg,  ein  Zanbereinmaleine,  gehören  einem  Zanberlande  an;  die  Qua- 
ternionen  mit  complexen  Argnmenten  bilden  für  ihn  den  Oipfel  der 
BegnifsverwirruDg.  Die  Gründe,  womit  er  solche  Ansaprflche  glaubt  be* 
gründen  zu  können,  sind  grösste^theila  seiner  oben  skissirten  Theorie 
entnommen:  so  noll  ^ — 1  nur  einen  einzigen  Werth  haben  können,  und 
nach  philosophischen  Frincipien  soll  ein  Prodnct  von  der  Reihenfolge 
der  Factoren  nnabhKngig  sein.  Er  fügt  noch  einige  Rechnnngen  bei,  nm 
Widersprüche  im  Calcnl  selbst  oacbzuireisen ;  aber  diese  stützen  sich 
wesentlich  daranf,  dass  er  den  Factoren  eine  andere  Reibenfolge  beilegt, 
als  Hamilton,  tind  dass  er*die  Gesetze  über  das  Kürzen  von  BrÜeheu 
anch  im  Qaaternionencalcnl  allgemein  als  giltig  annimmt.  Eine  Wider- 
legang  im  Einzelnen  ist  um  so  weniger  nothwendig,  als  nach  einer  Be- 
merkung des  Herrn.  Frobenins  (Borchardt's  Jonrnal,  Bd.  84  S.  62) 
das  Rechnen  mit  Qnatemionen  anf  gewiese  Transformationen  hinaaskommt 
nnd  schon  deshalb  keinen  Innern  Widersprach  enthalten  kann.  Wenn 
aber  Herr  Scheffler  glaabt,  sein  Sitnationsealcnl  ^hte  bei  geome- 
trischen Problemen  leichter  zam  Ziele  nnd  die  Qnatemionen  müssten 
fortwährend  die  Anschauung  zu  Hilfe  nehmen,  so  dürfte  ihn  wohl  ein 
Einblick  in  die  Werke  von  Hamilton  und  von  Tait  vom  Gegeotheil 
überzeugen. 

WKre  dem  Verfasser  die  erste  „ Ansdebnungslehre"  Grasamann'B 
vom  Jahre  1844  bekannt  geworden,  so  würde  er  schwerlich  seine  An- 
griffe gegen  Grassmann  aufgestellt  haben. 

Auf  die  Kritik  der  Dissertation  Riemann's  nnd  seiner  philoso- 
phischen Studien  gehen  wir  nicht  eiu,  dagegen  müssen  wir  die  Angriffe 
auf  dessen  Habilitationsvorlesung  kurz  erwähnen.  Dass  dieselben  in  der 
Verwerfung  der  nicht-euklidischen  Geometrie  gipfeln,  ist  selbstverständ- 
lich. Hätte  der  Verfasser  statt  dieser  nur  für  den  mündlichen  Vortrag 
bestimmten  Abhandlung  andere  Arbeiten  seinem  Angriffe  zu  Grunde  ge- 
legt, so  würde  er  gefunden  haben,  dass  seine  Bedenken  schon  öfters 
widerlegt  sind.  Da  Riemann  den  Weg  nicht  angiebt,  auf  dem  er  zu 
seinen  Resultaten  gelangt  ist,  so  nimmt  Herr  Scheffler  an,  die  Defi- 
nitionen und  Formeln  seien  willkürlich  aufgestellt,  und  glaubt  weitläufig 
gegen  ein  solches  Verfahren  potemisiren  zu  sollen.  Er  verwirft  den 
Ausdruck  „mehrfach  ausgedehnte  Mannichfaltigkeit";  dem  Worte  „Krüm- 
mung", welches  hei  Riemann  eine  rein  analytische  Bedeutung  hat,  legt 
er  die  betreffende  geometrische  Anschauung  bei  und  gründet  daranf  seine 
Polemik. 

Wenn  der  Herr  Verfasser  seinem  Sitnationsealcnl  nur  eine  innere 
Berechtigung  zuschreiben  wollte,  ohne  ihn  als  die  einzig  mögliche  Rech- 
nungsart mit  n-Eacb  complexen  Grössen  aufzustellen,  so  würden  wir  ihm 
gern  beisümmen.    Aber  eine  philosophische  Begründung,  mit  welchftt  4!»!^ 
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Quaternionon    und    die    nicht -euklidischen  Ranmformen    nicht  bestehen 

können,   trägt   trotz   mancher  interessanter  Seiten    den  Beweis  der   Ud- 
richtigkeit  in  sich. 

Brilon.  Dr.  KiLLino. 

Uhvebzagt,  Prof.,  Heber  die  Omndlagen  der  Reohnnng  mit  QnatemionuL 
Oaterprogramm  der  städtischen  Realschule  zweiter  Ordnung  zu 
Wiesbaden.  1881. 
Vorstehende  Anzeige  war  bereits  geschrieben,  als  mir  das  vorliegende 
Programm  zugesandt  wurde.  Da  die  Abtjandtung  besondere  Rücksicht 
auf  das  Werk  des  Herrn  Scheffler  nimmt,  so  scheint  es  angemessen, 
sie  im  AnschluBs  an  das  vorangehende  Referat  kurz  zn  besprechen.  Die 
Arbeit  verdient  schon  deshalb  weitere  Beachtung,  da  sie  eine  äusserst 
klare  elementare  Entwickelang  der  Principien  des  Qnaternionencalculs 
bietet,  wobei  längere  Rechnungen  unterdrückt  sind,  wenn  ihre  Mittheilnng 
den  Ueberblick  erschwert  hätte.  Die  an  sich  schon  interessante  Dar- 
legung wird  angenehm  belebt  durch  zahlreiche  geschichtliche  Notizen 
über  Quatemionen  und  verwandte  Rechnungsarten.  (Dabei  muss  jedoch 
bemerkt  werden,  dass  Grassmann'a  „ Ansdebnangslehre  vom  Jahre 
1862"  nicht  die  zweite  Auflage  des  1S44  erschienenen  Werkes,  sondern 
ein  neuer  Aufbau  der  Theorie  ist.)  An  passenden  Stellen  werden  die 
Angriffe  des  Herrn  Scheffler  vollständig  widerlegt.  Diese  Vertheidigung 
sticht  schon  in  ihrem  ruhigen  und  sichern  Tone  vortheilliaft  gegen  dieses 
Werk  ab,  lässt  aber  an  Klarheit  und  Gründlichkeit  nichts  zu  wünschen 
tibrig.  Vielleicht  hätte  der  Verfasser  gut  getban,  an  einzelnen  Stellen 
mehr  die  innere  Notbwendigkeit  der  getroffenen  Festsetzungen  zu  be- 
tonen, statt  sich,  was  freilich  hinreichend  ist,  mit  dem  Beweise,  der  Er- 
laubtheit zu  begnügen.  Einige,  zum  Tlieil  ungenaue  Bemerkungen  auf 
Seite  4,  15  und  16,  welche  mit  dem  Gegenstände  nur  in  loser  Verbin- 
dung stehen,  nöthigen  zu  folgender  literarischen  Notiz.  Herr  Weier- 
strass  liefert  in  seinen  Vorlesungen  den  Beweis  des  Satzes,  dass  ftir 
Zahlen ,  welche  aus  mehr  als  zwei  Grundeinheiten  gebildet  sind ,  die 
Regeln  des  gewöhnliciien  Rechnens  nicht  bestellen  können.  Eine  ältere 
Form  dieses  Beweises  hat  Herr  Kossak  1871  veröffentlicht.  Her  Hazzi- 
dakis  hat  diese  Theorie  weiter  verfolgt  und  ist  zu  einer  Reihe  von 
Sätzen  fiir  solche  Grössengebiete  gelangt,  für  welche  die  Additions-  und 
Multiplicationsregeln  gelten,  aber  ein  Product  verschwinden  kann,  ohne 
dass  ein  Factor  Null  ist.  Wie  Hrrr  Fro  b  enius  (Borchardt's  Journal, 
Bd.  84)  erwähnt,  kann  man  durch  Verbindung  von  linearen  Transfor- 
mationen eine  Rechnungsart  schaffen,  in  welcher  nur  das  commutative 
Gesetz  der  Mnltiplication  wegfällt.  Am  Ende  seiner  Abhandlung  legt 
er  sich  die  Frage  vor,  welches  geschlossene  System  von  Transformationen 


n 


mf*  Kfscbftffen  «ei,  dass  üic  .Mttltipliestion  «kbt  vcfschtriatleoder  FsetAren 
nlmuU  Null  ergobc,  and  So^Kt.  dtu  not  die  rHllefi.  die  ^»wKbaltcbra 
ooai{>lexcn  Znhipn  nad  din  Quatf-rnionfti  dieser  B«d{apiDg  genOgen* 
OaiJaicb  ddrfiR  ruvIi  die  Vermnlbntig  dw  Vprfuaer*  (B.  10)  ibre  BmUL- 
tigBig  finden,  dwa  die  EleoMale  der  Kiaen»ljk  die  Snbatrate  dieser 
UitPrncbqngen  sind. 

BrildD.  Df.  Kiu^iRO. 


Lckrbaeh  der  DifferentUl-    uid  IntcgnliecKsnag.     Von   Dr.  J.  Wnii- 

riTXKv.  Professor  «n  der  kBoigl.  Kriegs- Akademie  and  scn  Frifd- 

ricbs- Wcrdfr'scheo   GyaiDSiinm    ca  Bf-rlin.     Hit    61    id  d«»  l'exl 

ittugfdiiicliteti   Uoluehoitteu.      Berlin   l^SU,   Weiduana'sebi'  Baeb- 

bsndlaDg.     XX,   784  S. 

Klo  eigensiIrgM  Bocbf  oacb  lob&lt.   AnordDaog  und  BewösfUiniog 

rirMb   abwcicbeod   roo  Wrrkea  gleicbeo  Titels,   m   riele  e«  der#&  In 

Tfrwbirfi^neD   Sprar-heo   giebt.      Itoi  IsbaJte   nmch    begegnen    «ir  neben 

Att  Ableitang    voa    Differeotialqwrtienteti    nod    Integralen,    neben    den 

Manotfo  Anwendongen  aaf  Reibea«nt»iekeIaog«n   ruo  Fanctittoen ,  «af 

lUiintal-  und  Miaimalwertbe,  utf  Ermiuelang  des  JJi&aes  nabcstiaatar 

Vanctiqualformen,  neben  der  Erörtcrwig  geoanlrMcber  8A»e  n«eli  einer 

»nalieh    betrlcbtlicbrn    Aszabl    von    Kelbe«'    vmä    Pradnelen Folgen    nit 

£iBf<blnss    ihrer    Convergentbedingvngen ,    welcbe    Intgrswin    in    der  eo 

l^ikuialeD    alge^btaücben    Aoaly»i«   als  einer  benondem   Abcbeünng    der 

■Mttbematik  bekandelt  SQ  verden  pflegen ,  begegnen  «tr  vicbtigen  S«u«n 

M«  JvT    7*be4rte    der   Gleicbang^n    and    des    AnAagr-o    der  Fnoctioncn- 

'^eode,  verntBsen  »tr  dagege«  AtWa,  was  aaf  lalegrallen  voa  Ui€vm- 

''«Igleirbangeo  sich  bexi^L     Die  Aoordnang  WtreCeod,   beben  wir  nar 

^■«t   aaf«    Gemlbevolü   Iwrror,   in    «elcber    Beiben/olge    gewiMe  HaBjrt- 

[^Mueriro  abgeknndeh  »iftd. 

a  42  ist  das  beeüBkaic  InUfnü  als  Bi  ibi  ■■■— ii  dciürt;  8.  62  iü 

^^=  -^^  b«Ti«»en;  S.  102  ist  der  Tarlor'sdw  8Ma  nbgeleHet, 

■^IM   ist  von  de«  sogenannten  Cnnchj'scken  Hnap<wartlie  dieergeo- 

loUigrale    iBe  Bcd«;   S.  SOS  kn—m   Ae^niralenu  ran  tafiaitlna 

'oadMaen  ts  Frage.  iMnfci»  pi»h  /('J  "^  Univalent  gelten,  von«»- 

amM  bm  ^V^  =  1 .  die  Grenne  umS  *im  r  besogen .  «eldcn  bcid« 

idlKb  gt«sa   eaer   nnendlieb  fclerä  werden  UsM;  8.  303 
ik    4«r    DefaitjgBslihssii    ven    der  Uiffereaurbnrkeit 
'«itianes  naeb  r  +  ff ;  S  37%  beginnt  die  Answertbnc  «a 
^<««M,  ^   v#|cV^  üf  L*hr*  von  den  PnrtialbfteWfa  «^  maatUö««.-« 
•  4Stt  ka  4m0  EmUrm^  /ntegml  encer  Oattnc,  S.  M\  AJ* 


Tieffuactionen  statt  Bioomiiilront'äcienteii  (8.761.  odrr  Abs  oea«  U>(»' 
rithmi'nzeiclion  iS.  23,  l26  uu<l  melir),  orfer  1/ «latl  C  (^r  die  Gnler'»ebt 
Cnnetfuil«  (ß.  490)  rautlimiuaticti  gern   venticbtea. 

Wir  haben  (>iDige  ireuige  Aasetellangm  nna  geslatiet;   wir  k{(nDC«i 
sie  v^rmcbrt'a.     Ist  es  doch   fast  8clbatvrr«lMii(]Ucb,  da»  bei  ao  timunieii 
faltigen  Nnuerangcn,   wii*   das  rar  ans  liegende  W»rk  «in  darbietfl ,  oiel 
eine  jede  jeden    Leaer   befriedigt,    auch    nicht    immer    befriedigen    kam 
Aber  die  TliaUAcliR,  dati«  io  einem  «u  vielbeba adelten  (jegensinndo  Neu 
ruDgen   tiberhaapt  anftreteo,    and   gnr  in  aolcher  Anznli),    ii>t  uuter   alli» 
UmatJtnden  anznerkenneD  ond  wird  gewieg  dem  Wor pi txky'itcheo  HucF 
die  Gefahr  ersparen,  todtgeschwicgeo  za  werden.  Caktob 


BarstelieDde  Geometrie,  bearbeitet  von  Dr.  Richauu  Ukuek,  G/mnasti 
lehrer  u.  a.».  Hon.- ProfeMor  am  köiiigl  ruly-tevbiiikan)  an  Di 
den.  UresUn  16B0,  bei  Ednard  Trevcudt.  118  S.  £11  liibai 
rafelo 
Mit  dieser  Schrift  echliesst  der  I.  Band  des  malhemaiisehen  Uand- 
baches  der  Eocvklrkpüdie  der  Naiarwi«Heo6cliart9n,  welcher  dadareh  ilir 
StXrke  von  41  Dmrkbogon  err<>ieht  bat.  GebCrt  die  daraiellendn  G«o- 
inctrie  zur  elemoiilateu  Matlietnatik  oder  gehört  sie  hereUa  den  einiger- 
DlAfisen  höheren  Theüeo  an?  Der  Verfasaer  hat  die  Frage  im  e>nt«r«a 
Sinne  entschieden,  indem  er  seine  Bearbeiiung  noch  im  ersten  Bande 
erscheinen  lies«.  Der  Leiter  des  mathematischen  'l'heiks  dwr  Kncyklo-  , 
pÜdio  neigte  vielleicht  der  zweiten  Meinung  zu  und  ftberlrng  deshalb  die  ■ 
Bearbeitung  der  darstellenden  Geometrie  dem  Verfasser  des  11.  Baude«. 
Jedenfalls  gereicht  es  dem  flandhucbe  zum  Vorlheil,  dass  darstellend« 
und  analytische  Geometrie  Ton  derselben  Feder  geecbriebeD  sind.  Narl 
so  liess  eine  gewisse  Vollstündigkeit  sich  erreichen,  nur  so  (IherSftiisige 
Wiederholung  eich  vermeiden.  In  der  dan^tellendeu  Geometrie  wird  4er 
Leser  mit  den  Begriffen  der  Projaction  nnd  der  Spur  eines  Kaumgebilde«j 
bekannt.  Uie  Frojoctinn  dea  Kreises  verschafft  ihm  die  Kenuinita  der 
Ellipse,  deren  Haupteigeoscbaften  von  dieser  Entstehoiigsweise  ans  ah-  « 
geleitet  werden.  Gehilde  aaa  mehreren  Ebenen  snsammengnftetKt  fol^^n  ■ 
sodaoD;  die  drei-  uud  iiiehrt<eltige  Ecke  wird  prujicirt;  Aucb  dei  Fall,  i. 
dass  Vielfiftcbner  sich  gegenseitig  (Inrch'inngeu,  wird  beiüoluichligt.  Rota- 
tiouBcylinder,  Kngel  und  Kotatinnskegel  gehen  sodann  Gelegenheit,  aaoh 
die  Prüjectiou  von  Kürpcm  mit  gekrümmter  OberllXche  vn  zelcliueo  und 
wieder  UurchdrtngaiigKaurgaben  zu  lü&mi.  Die  Durchdringung  des  Kegels 
dnroh  eine  Ebene  führt  dabei  su  den  Kegelschnitten.  Die  angewandten 
I'rojcctionen  sind  fortwährend  Nurmalprojectioneo.  nnd  dieee  bleiben  aticb 
lJaler»achuDg«gegeB»t»tit]    iu    dem   k.utx«n   A«    K».'jtto\afeVR»  ^«»'«^«A^wt 
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X  =  1  eioe  Unatetigkeit   in  Qestalt  einea  SprangeB  von  endlicher  Gröwe 


J    \        »+vä/ 


darbietet;  8.  88  ist  Dacbgewiesen,  dass  das  Integral    /  (  x-\ j  |  rfy 

c 
nicht  ohne  Weiteres  nach  seiner  oberen  Grenze  differentiirt  werden  darf, 
weil   der   Differentialquotient   bei    y=^0    einen   Sprang  von   der    Grösse 

a;"  — (x-f-— j    macht;    S.  217  iet  an  der  Entwickelnng  — — —  =(1  — a:)«* 

+  (1- j:)ir»+(l-a-)a:'  +  ...  +  (l-x)a:"-+,..,  welche  für  -l<a:<l 
giltig  ist,  gezeigt,  daes  bei  x^l  die  bis  dahin  continairliche  Beibe 
rechte  vom  Gleichheitszeichen  anfhört,  dem  Snbstitntionswertbe  ^  zn  ent- 
sprechen, der  bei  x  =  l  aus  dem  geschloBseoän  Änsdmcke  links  hervor- 
geht, so  dass  Grenzwerth  nnd  SnbstitutionBwerth  als  wohl  zn  unterschei« 

/'      1 

dende  Begriffe  erscheinen;  S.  582  ist  an  der  Curve  y^  §  sin^dx  gezeigt» 

dass  dieselbe  an  dem  Pnnkte,  dessen  Ahscisse  Nnll  ist,  keine  Tangente 
besitzt  u.  e.  w.  Dass  bei  dieser  Neigung  znr  Strenge  die  Convergenz  von 
bestimmten  Integralen  nnd  von  unendlichen  Reihen  bejonders  genau 
untersucht  wird,  bedarf  kaum  der  ErwShnnng.  Die  Convergenz  der 
Reihen  wird  auf  die  von  Integralen  zurtickgerührt,  nnd  hei  dieser  spielt 
neben  und  mit  Cauchy's  singul&ren  bestimmten  Integralen  (S.  51  flgg.) 
namentlich  die  Function  i**j:.i'x.Pj:.  ../"-'x.(/"j:)*+p  eine  Hauptrolle, 
deren  Gradnirnng  (d.  b.  Untersuchung  des  Ordnungsgrades,  in  welchem 
sie  unendlich  wird)  S.  148  erörtert  ist,  nnd  welche  dann  8.  202  6gg. 
als  Aequivalent  verwerthet  wird. 

An  verschiedenen  Stellen  sind  die  Erfinder  der  betreffenden  Stttze 
namhaft  gemacht.  Vermnthlich  durch  einen  Druckfehler  ist  S.  108  von 
der  Legendre'schen  Form  des  Restes  der  Taylor'schen  Reihe  die 
Rede,  wo  es  die  Lagrange'scbe  Form  heissen  soll.  Etwas  zweifelhafter 
sind  wir,  ob  S.  81  die  sogenannte  Bernonlli'sche  Schlnssweiae  von  n 
auf  n  +  l  nur  durch  einen  Druckfehler  für  Johann  Bernoulli  be- 
ansprucht ist.  Thatsächlich  hat  nicht  Johann,  sondern  Jacob  Ber- 
noulli in  den  Acta  eruditomm  vom  September  1686  p.  360  die  Methode 
bekannt  gemacht,  welche  übrigens  richtiger  die  Faecarsche  Methode 
genannt  würde,  da  auch  dieser  Mathematiker  sich  ihrer  bereits  mit  dem 
vollen  Bewusstsetn  ihrer  Brauchbarkeit  bediente.  Die  Verweisungen  hXtten 
übrigens  vielfach  vermehrt  werden  können.  So  hätte  die  bedingte  Con- 
vergenz die  passendste  Gelegenheit  geboten,  den  l^amen  Dirioblat*« 
zn  nennen;  so  wäre  der  Integralsinus  nnd  IntegralcosinuB  Schlömileh'tt 
welche  S.  481  vorkommen,  ihrem  Bearbeiter  zuzuweisen;  ao  hätte Enler'a 
Satz  von  den  homogenen  Functionen  B.  665  als  solcher  besonder«  geoanat 
werden  sollen.     Dagegen  würden  viele  Leser  auf  Neobaaeieka«a%«a-^  ^A% 
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Reccnsionen. 


£■  ZasammenbaDg  swischen  HdbaDimtersohied,  Temperator  aod  Drack 
in  eijier  rnbendea ,  nicht  bestrahlten  AtmoEphftre,  »owte  die  Höbe 
der  Ätmoaphäre.    Bearbeitet  nnf  Otund  der  (l^'namischeo  Gastheorie 
roD    WiLUELM   SchleuOller,  k.  k.  Hanptniftnn  des  36.  Lin.-Tnr.- 
K?g.,  ehem.  Lehrer  der  Cadetteuscbule  zu  Trag.    S".  19  S.    Prag, 
R.  DoniiiiikuB.      l6$0,  and 
^^^«Tphjriikalisohe  AbhoDdlaagen,  vuo  DemBelbpn.  8^32  3.  Ibidem  1881. 
Itcr   Verfusser    bebchAftigt    sicli    mil    dem    EinflDüso    der    äcliwerkrftft 
*^f  die  Energie  der  Luftmalecule,  welcher   bokaaDtlicb    uacb  der  kineti- 

I'^^cn  Tlieorte  der  Oase  die  Temperatur  proportional  ist.  Er  meint  in 
•«^r  EiDicitnng,  man  habe  bi«bcr  nicht  cinmnl  mil  Sicherbeit  angeben 
^ÜBteD,  wnrnm  die  TemperAtnr  der  Luft  mit  wachsender  Höhe  abnebme, 
Botli  weniger  da«  GesetiE  der  Abnahme  durcli  Reehunug  begründen  können. 
Obtip  lange  nach  nocb  ültereu  Arbfiten  zu  miclien ,  sei,  dem  entgegen, 
|*«»i«eu  auf  die  (Berliner)  „Fotlscbritte  der  Pbyaik  iui  Jabre  1862", 
^•315.  —  Der  Verfaaser  berechnet  anl  seine  Art  das  Gesetz  der  Tem- 
P*niafabnNbme,  ebenao  die  gtöu^tmüglicbste  Höhe  der  Atmoephlire ,  dann 
qie  BeaiebuDgen  zwikcben  Höbe  und  Lnltdruck  und  zwiiicben  Drnck  and 
^etBpnratui.  Er  gelangt  xu  »ehr  einfachen  Ergebnissen;  die  Formel 
'V  barometriücbe  U6benmes»ang  wird,  »elbsl  antcr  Berückatchtigung  der 
'«rtoderimg  der  Schwöre,  noch  bequem;  am  kürzesten  aber  schildert  man 
'^ie  Einfachheit  der  Knauilate  dnrcb  das  Cilat:  „Die  Drucke  in  avei 
Verschieden  bohcn  Punkten  nincr  Atmoiphüre  rcrbnlten  sich  wie  die 
^«cbaten  Potenzen  der  abfloluten  Temperaturen."  E»  aoll  die  theoretisch 
b«*»cbnete  Uöbe  der  Atmospbftre  beinahe  vollkommen  geuao  Uberein- 
•tiamen  mit  der  aas  DXnimernugfibeobachtungen  abgeleiteten,  es  wird 
aanittiilicb  betont,  ilasa  die  Kfclinuug  eine  Tbmperalurabnalime  von  1"  C. 
>ti  (]fr  freien  Atmnt>pbHrt<  (unnbhäagig  von  der  Temperatur  der  untersten 
OitMcbichle  und  von  der  geofp-apbiscben  Hroite)  ftir  je  175,611  m  ergiebt, 
I  ***  oflr  in  der  vierten  ZißVtnstelle  nnbedeolaDd  von  dem  MviteWei^b« 
*•'  i/en   Betibmchttingon    abweiebo*     ~  ttHeThA.n\>l    iua    ClftT   ^t- 

_^      'tbl'Ut.  Ahaig.  J.  StIUohr.  f.  M«ia  -  1 
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obsobtnng  niae  StUtEe  fttr  die  Torgelngene  L«hre  gewonnen  wprden? 
Der  Brncbterstatler  denkt  nein.  In  dem  eraten  Aiifb»tie  dam  zweiUio 
ob«n  AngefUlirten  ScbriftchonP,  welcLer  PrioritätsaDßprQche  «rf>rtert,  bebt 
der  Verfa««er  solbst  bervor,  dass,  wie  achon  der  Tilcl  seiner  Abbaod- 
Inng  ADgebe,  aeine  RechoDogeD  sieb  anf  eine  mbende,  nnbestnbltr 
AtmofipbAre  bFzflgrD.  Nun  sind  aber  Bcohscbtiingen  in  einer  solcbea 
nie  gemacht  und  uicbt  müglicb;  fUgl  mau  binzu,  dass  die  Mesansgen 
aueb  nicbt  in  trockenor,  sondern  in  WAMierdampfbaUigor  Luft  ansgenibn 
wurden,  die  Theori»  doA  Herrn  ScblomUller  aber  ftlr  fencbte  Lnft 
erbeblich  andere  Wcrtbe  liefert ,  so  kann  von  einer  BeaiQtigvag  darcb 
die   Errahmng  wobl  nicht  die  Kede  sein. 

Wif>  fiteht  es  nnn  mit  der  tbeoretiacben  Begrtindnng?  Der  VerTl 
kann  atch  uicbt  verheblen ,  da»«  seine  l^siing  der  geatetlten  Anff 
—  „soQBt  wohl  unanfechtbar —  aoTder  Annahme  berabt,  da»  die  Molccvlo 
bei  einem  be-stimmten  WänncKnsUind  des  Gasea  nicht  alle  mSglicbenf 
ttondern  nar  Kine  bestiuinite,  biiclmtenB  innerhalb  enger  Grenzen  varürendn 
Oescbwindigkeit  besitzen".  Diese  Anu&lime  ist  aber  durchans  unslaltbaft:. 
Denn  es  iet  leicht  einznsehen,  auch  frfters  schon  bewiesen  worden,  dass, 
wenn  zoftillig  in  einem  Augenblicke  alle  Molecule  gleiche  Geschwindig- 
keit besSssen,  aoroit  die  grössten  Verschiedenheiten  eintreten  mOsslen 
infolge  der  zablreicbeo  schiefen  ZnsaminenntKsve  der  nach  allen  mligliehea 
Richtnngen  bt-wi-gten  Molt^ule.  Ein«*  eigentliche  Widerlegung  de»  unbe<}oe 
men  Haxweirschen  Oesetsea  wirdgarnicht  verontht,  sondern  nur  gesagt: 
„Sobald  das  (}n8  dauernd  eine  bcstimroto  Temperatur  angenitronien  hat, 
sieben  gleich  rchwrre  Molecnle  nnter  dem  Kinflasse  gleicher  anziehender  nnd 
gleicber  bewegender  KrÄfte;  da  mnse  doch,  wenn  irgend  gleicben  Or- 
sachon  gleiche  Wirkungen  entapreehen,  der  WämieKUotand  eines  Kür[>er* 
dadurch  charakterisirt  sein,  dftbS  alle  seine  Molecule  eine  be»tiaiuiia 
(böchHteoa  innerhalb  enger  Grensen  Ttriircnde)  Geschwindigkeit  besitien, 
deren  VYachficn  al»  KrwKrniiing,  deren  Abnahme  als  Abkühlung  bezeicbnet 
wird."  Dieser  Irrthnm  begegnet  auch  anderswo ,  und  deshalb  mag  ev 
nicht  ganz  HberfliUsig  sein,  knni  einen  Beweis  fVir  dia  beütündigen  Ve: 
Xnderungen  der  Geschwindigkeiten  an  geben.  Seien  p,  und  '■,  di«  Oe- 
sebwindigkeiten  zweier  kugelförmiger  Molecule  von  gleicher  Mass«,  i,  nnd  ^ 
die  WinkeJ,  weleb«  die  Ktchlungen  ihrur  Bewegungen  ratt  der  Normalen 
zur  gemeinschaftlichen  BerUhrungKpbnne  im  Augenblicke  des  .Sltisaes 
machen,  im  sind  die  langeutialen  Componeuten  e,  .•Sj'hi,  nnd  p^.Siiti, 
nnd  diese  bleiben  (da  Keibnng  nicht  anennehmen  ist)  nngeJladert] 
diA  radialen  Componenton  («ind  r,.CDSij  und  r,.Ci'rf,.  Nimmt  mal 
nun,  wie  gewöhnlich  gcEcbieht  und  snIllaBig  ist,  die  Gesetie  des  voll 
kommen  elastischen  BtoMes  ffir  gillig  an,  to  lauschen  «tcb  die  radiales 
Compnneiilea  aus  und  die  Gesehvindickeitcn  nach  dem  Btosae  ahid  be- 
stimmt  darcb: 
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«ortns  hervorgeht,  dasB  aelb»t  bei  der  Annnhme  t>,  —  c,  die  Oeschwin- 
digkntvD  n«cii  Aem  Sloase  nur  dann  gleich  aiod,  weno  dieser  ein  gerader 
cralralcr  vat,  d.  ii.  wenn  ij  =  ^ssO.  Die  Fortnel  iJtsBt  lofort  oHcennen, 
vu  Ton  vornhürpin  zu  erwerten  war,  dfiKB  die  Gesaromtenp-rgie  der  »wei 
Molecole  duich  den  Bios»  nicht  abgeändert  wird.  Näheres  Über  den 
Nyefeti  L'«nlralst[>a»  frei  beweglicher  Körper  findet  man  d.  a.  in  Bohn, 
Ergebniaae  physikalischer   Forschung,  8.  80. 

Den  Bindasa  der  ßebworkraft  aaf  die  Molecutarbewegiingen  der 
Oue  80  verfolgen,  ist  oino  intereaaante,  bereits  mrhrfach  in  Angriflf 
genommene  Aufgabe,  deren  Tjö&iing  aber  nicht  an  leicht  int,  als  aie  dnrch 
dii  nnatatthafte  Annahmn  gemacht  wurde.  Wie  mittelnt  dipaer  die  H^be 
itt  AlmoapbXre  berechnet  werden  könnte,  zugleich  aber,  daes  dadurch 
eia  anrichligeK  Rrgebniaa  gewonnen  wtirdc,  kann  man  in  0.  B.  Meyer, 
rtDie  kineliBche  Theorie  der  Gase",  8.  24,  nachleaen, 

Herr  SchleinitI  1er  findet  den  Schwerpaokt  seiner  Arbeit  in  der  Ablet- 
'Bog  dea  Geaeizea  der  Teraperaturabnalirae  mit  der  Hilhonzun&hmc  aus  der 
kisetiscbcn  Gastheorie  (vergl.  Sitzungsber.  d.  mathcm.-physik.  ClasMe  d.  k.  b, 
Akad  d.  W.z.  MüDcheu  18S0,  UeftllS.  IU9).    Deshalb  sei  noch  eines  sehr 
tih«rra«cheDdeu   Salzes  gedacht:    „Dir  Wfirmezunahmc  grgeu   daa  Itmero 
«ineccjliadriscfaen"  isenkrechten),  „an  einer  Raaisseit«  mit  drr  Atmoaphüre 
■  n  Verbindung  atehenden  Röhre  int  viermal  6»  grosK,  wie  in  einer  freien 
-Ataosphäro".    Demnach  soll  in  Scbachien,  Uruunen  n.  dergl.  die  Lnft- 
traiperatur  schon   bei   ungefähr  44  m  Tiefo  am    I**  zunehmen   und  oa  wird 
btffirelilet,   dass  viele  Versuche,  durch  Mesaungen   in  xnlchrn  Räumen   die 
Zliahme    der   Temperatur    gegen    daa    Erdinnere    zu    bestimmen,    niclils 
Aaderea   ergebeu,    als   die  Zunahme   der   Lufttemperatur   in    seitlich   ge- 
*ilit(weenen  Bflumcn      Der  mitgetheilte  ScbluEs  gründet  auf  dt'r  Annahme, 
<'ta  Rühre  sei   so   enge,   dass  die  Molecnic  ihre  Bewegungen  nur  in   axialer 
Richtung  auefiiliren  kiinulen,  die  aeitlicheu  Bewegungen  werden  als  an- 
Atufllhrbiu-   wegen   Platzmangel   gedacht.     Nun   lat  aber  die  mittlere  Weg- 
'tnge  der  Lnftraolccule,   bei  mittlerer  Temperatur  der  Atmosphürc,  zwi- 
schen   je    zwei   Zusammenatössen    etwa    der   zehntausendate   Theil    eines 
Millimeter;   wie   enge  wird   alao  wohl  der  Seliachl,  Brunnen   u.  dergl.  nn- 
E*^Dummen? 

Die  ZuverlXasigkeit  der  BcbIcmUlle r'schen  Arbeit  \Ku>i  sich  nach 
folgtodem  Theile  der  Kinleitung  hemeasen.  Aus  der  für  alle  Molccule 
gideb  gross  angeuommcneu  GeHcbwindigkeit  1'  boH  der  Gastlmck  br- 
r«diaei  werden.  .Man  denkt  duri-h  den  betreffcudea  Punkt  eine  Bbeno 
■■d  aatvrauclit  alle  die  von  der  einen  Seite  dieser  Ebene  her  erfulgeu- 
<'•»    Siane.      Vereo    Ifev^egunggqtl  en    können     AfctS^wVfcWl    -«KiMitu 
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dorch  die  Ualbmeseer  m  V  eioer  aaf  der  Gbene  erricbtoteo ,  am  deo 
l'uokt  beschrieben  CO  Halbkugel.  Fdr  die  Dmckberccbnong  aind  aber 
nnr  dto  CompoDcnten  rechtwinklig  zor  Gbeoe  Ton  Bf^deutang.  „  Alle 
möglidion  CompoucQleD  diMer  Art  bilden  die  OrdtDaien  der  fitiber  er- 
wühoten  Halbbogel."  Das  ist  mindestens  io  der  Fassang  an  be«oelaii- 
den,  denn  die  Orilinaten  gehen  ja  nicht  alle  durch  den  betrt^ffendpn 
Pankt  (daa  Ceultnui),  wio  doch  die  Componculen  nitlsseD;  diese  bild«D 
atfto  nicht  die  Ordinaten,  sondern  können  nnr  btnsichtlieh  Grfiase,  Zahl  und 
Verlheiinng  (laich  dip  Ordinaten  dargestellt  werden.  ^Da  jede  Rieb- 
tnng  gleich  möglich  tat,  ao  wird  der  Stosa,  velobec  gegen  die  Grenx- 
waod  ansgeUbt  wird,  ansgedrflckt  werden  durch  den  Mittolwerth  aller 
möglichen  Fülle,  d.  i.  durch  dio  mittler»  Ordinate  der  Halbkngeluber- 
äücbß  oder  die  Scbwerpuuktaordinale  derselben."  üas  mfiseie  wohl,  om 
deutlich  zn  sein,  etwa  so  ausgedruckt  weiden:  io  endlich  grosser  «Zeit- 
einheit erfolgen  Stötise  in  allen  möglichen  Klchliingen  nnd  die  Itir  den 
nnlersnclilen  Drnck  wirki-amen  Cumpouenten  ihrer  Bewegungs(|nAnlilftlen 
sind  nach  (stöüse  und  Zahl  durch  die  nalbkii  gel  ordinalen  darstellbar. 
Wie  die  Schwerpunkisordinate  gleich  dem  Mittelwerthe  aller  Ordinalen 
ist,  80  bann  sie  auch  der  Grösse  nach  den  Mitt4>lwerlh  des  Dracke«  dar- 
■tellen,  d.  b-  jenen,  welcher,  wührend  der  Zeiteinheit  unverändert  stark 
bleibend,  dieselbe  Wirkimg  bervorbrSchte,  wie  die  ans  den  verücbie- 
denen  Rttissen  ber\'{>rgeheuden  ausüenirilentlich  raecli  wechselnden  Drucke. 
„Diese"  (^chwerpnnktsordinate}  „lieg!  aber  in  der  halben  Höbe";  —  das  iit 
ein  grilblicher  Irrtliitm,  denn  die  Scbwerpnnktsordinate  der  Halbkugel  iet  be- 
kanntlich nicht  (Icmbiilben  Halbmesser,  snndern  drei  Achteln  dcjselhen  gleich. 
Tn  vermeintlicher  Berichtigung  der  Sclilnssweise  von  Joule  (nod 
Anderer)  findet  Herr  Scblemüller  die  Molecnlargeschwindigkeit  duppelt 
so  gross,  als  bisher  nach  ziemlich  verschiedenen  Beweiaarten  angeuoromen 
wird.  nKinlich  =2y3pPQf^^{l-\-al),  worin  g  die  &chwerebeechlenDignog, 
P^  den  Nonmaldmck ,  V^  das  Volnm  Vf.n  einem  Kilogramm  des  Gases 
liei  0"  (Druck  nicht  angegeben),  «  den  AüsdehnnugscoefBciontcn ,  /  die 
Temperatur  bedeuten.  Statt  auf  den  Iirlhum  in  der  Schinasweise  eia- 
zngehen.  sei  erinnert,  da«  Clausius  IS62  (Wien.  Der.  46,  2.  S.  402) 
einen  ganz  ähnlichen  anfgodcckt  und  widerlegt  hat,  Jm  wetteren  Ver- 
laufe der  Untersuchung  wird  gesagt,  in  vorstehender  Formel  »ei  ein  mit 
der  Uähe  veränderlicher  Werth  der  Schwerehescblennigung  einznaetzon. 
Das  ist  aber  nicht  gerechtfertigt-  Denn  jene  Formel  ist,  abgesebcu  vom 
irrtbtlm liehen  Factor  2  und  fifr  '  =  0,  die  Umformong  von  f  gleich  Smal 
Normaldruck  durch  die  Mbshp  der  Voinmelnheit  bei  diesem  Drucke  nnd  0"; 
die  Zahl  g  kommt  nur  dadurch  in  die  Formel,  dass  die  Masse  mittels 
einea  Gewichts  ausgedrückt  wird.  Dieses  Gewicht  Kndert  proportional 
mit  ff,  nicht  abet:  iat  die  Masse  und  ebensowenig  ist  der  Normnldniek 
jroa  der  latenntät  der  Schwere  abhänj^iig. 


Beoenftläoen. 


Die  mitgctbeiUeu  ÜeAostanüungen  und  die  l'robea  atia  der  Abband- 
Bg  durften  auxrcicboD  sar  Begrilodnng  der  Ahsicbi,  dcrUvrr  VerfaMer 
,be  difi  Aafgnbo,  wi^IcIip  er  sieh  ati^ltle,   norb  nicht  befriedigend  gi>lÖHl. 
Die  ÄbbaiidloDg  Ilt  dpfi  zweitoa  Scbriftcliens:   „  l>ie  mittler«  Jahres- 
iMDperatnr  eines  Paraltelkreisea  aU  Fnoction  der  geograpbiBchen  Breite", 
ncbl,    tnit  Hilfn  tuu  l'otenKreihen,   die  bia  zar  33>  Potenz  do»  Cosinus 
de«   geographiucbeo    Breite   und    dep   Sinas    der   jeweiligen    Scbinfe    der 
Rklipiili  entbftltf    die  DifTerens   der  (nach  allen  Riobtangon  gleich  gross 
angenommenen)   Aasstrablung  der  V.rüe  gegen  den   Ilimmel  und  die  Ab- 
fforption   der  vom  Uimmelraam    kommenden  Einatiahlaug,   in  Uleicbang 
n  *etieu.     Dabei  werden  gewisse  ideale  Verbaitnisve  voraoageaetst  und 
Verfauer  ineinl  selbBt,  die  thourotificben  Bplracbtuugen,   welche  an  seiner 
Kamel  führten,  ieicn,  da  die  Theorie  der  Wärmestrahlung  nichts  weniger 
«li   abgeecbloBgen   sei,    in    Bezog    ihrer  Richtigkeit    preblematiscb.     Er 
leitet   daher    noch   eine   cropirische   Formel   ah   f(lr   die  mittlere  Jahres 
traperatur,   diese  aU  Functiou   der  mittleren  SonneüKtrablungsiatousitfit 
(dardi  die  Reihen  berechnet)  aneebend.     All'  das  iat  nichts  veuiger  als 
finfacb  nnd  ilborzcugend.    Sicher  aber  darf,  da  weder  auf  die  Ungleich- 
heit de«  ätrahlnngs-  und  AbaorptionsvermögcQH,  noch  auf  die  vermitteln- 
im  Btrünangcn  in  Laft  nnd  Wasser,  noch  Leitung  der  WKrme  n.  s.  w. 
Bldtsieht    genommen    ist,    eine    Vergiciubnng   mit    der   Beobacbtnng   gar 
liclit  vorgennmmen   werden,    and  wenn  das  mit  den   recht  zn'cifelbaften 
Uittslwei-tben    aas  Beobacbtungea  denuocb  geschieht,   so  liegt  dem  eine 
SelhsUHnscbang  zu   Grunde,    ebenso  wie   der  auBgefUhrtcn    Berechnung, 
m  wieviel    im    Mittel    die   Jabi-e^temperatur    von    Genf    steigen    wtirde, 
•an  es  in  die  Parallele  des  St.  Bernhard  versetzt  würde. 

Die  IV.  Abbandlniig  betrifft  „Eine  Correction  wegen  der  Temperalnr- 
■InahmA  mit  wachsender  Breite,  anxnvenden  beim  baromeiriecben  HSheu* 
BOtteD".  Die  angeMtellte  Belracbtnng  ist  nur  zulHssig,  wenn  das  Gesetz 
in  TemperatnritDdnrnng  der  Luft  mit  der  Hübe  bekannt  ist  und  die 
Birometerfnrmel  nach  des  Vorfasfierij  vermcintlicliem  Temperatnrabnabme- 
gnetz  eingei-ichtet  ist.  Keinesfalls  aber  darf  sie.  wie  goschcben,  aof 
(De  gewöhnliche  Barometcrformcl  begründet  werden,  welche  in  Ermangc- 
hisg  besserer  KenntnisK  annimmt,  die  Temperatur  der  Luftschtchte 
iwiBehen  den  zwei  Slatioiien  sei  das  Uittel  aus  den  dürt  gleicbKeilig 
Wbschleten.  Das  ibt  sofort  einleucbtend,  wenn  man  wirklich  gleicb- 
witt^  angestellte  BeobnchinDgen  (oder  auf  gleiche  Zeit  reducirtej  ver- 
aiUilet;  es  gilt  aber  auch,  wenn  Jahresmittel  von  Temperatur  und  Druck 
in  die  Ueelinnng  gestellt  werden,  denn  immer  mnss  man  annehmen,  die^e 
bnitnden   gleiohz'-tlig  zuf«iimmen. 

Die  Abhandlung  II:  ,,Die  »pecifisclie  Wifrme  der  Oase  bei  conslanteit 
a,   sowie   bei   constantem  Drucke  und    das  VerhKitniss  b«doc  zu 
W,  bereebaet   omch   tler  (lyaamiachen  üAStheorie",  UX.  «^ 


HiBlariaeh-litctrftrMch«  AbtTieilang. 

die  interesMuterc.  D«r  Gruadgedanko  ict,  doM  zwei  Körper  nur  djtnii 
gleich  warm  aiad,  wenn  die  Arbeit  der  Holecole  bd  der  Greosfllehe  ia 
gleichen  Zeiten  gleich  gross  ist.  Es  wird  rlahnr  dte  in  Pioar  fae- 
BtimmtAQ  Zeit  gegi^d  die  Orencfiiche  geleistete  Arbeit  j^esncht,  wubn 
beantzt  wird,  dasa  die  Zahl  der  Stttaae  d»r  HoUenle  gegen  die  Greoi- 
BSche  der  Molecnlargeachwiadigkeiten  proportional  sei.  Die  matbematiaob« 
Atuführang  leitet  dann  za  dem  ErgebniKse:  ,,die  speciäscbBo  WAnnen  etOM 
Gaaes  liei  couBtaotom  Volnmeo  verhaltoii  eich  wie  die  Qaadratwarseln 
ans  den  abstiluten  Toinperatnren".  Auch  dio  spncifisebe  WKnne  bei  cod- 
stantetn  Drucke  wird  mit  der  Temperatur  rerSnderlicb  gefunden,  jedoch 
io  geringerem  Grade,  als  die  speclfischr  Wftrme  bei  oonstAiitero  Volnmoa, 
also  auch  das  VerhXltntss  dvr  boid^n  genannten  WKrmecapseitJiteo.  Btt 
U"  C.   boll    dieses  {k)  sein    I 'I' $t    bei    der    absoluten  Temperatur   T  aber 

(273 \ ^ 
~-r  ]         VerfsMer  scbetot  aofrieden  damit,  dass  seioe  Theorie  daa 

VerhXhniss  swischen  0"  und  100^  doch  nabezn  eonatant  (1,444  bis 
1,38Ü2)  ergiebt,  wXhrend  man  aonst  ea  auf  Omnd  der  Messtingea  fQr 
constaot  aoeiehl.  Pas  Bemerbcnswerlhesle,  was  bei  des  VerfaMers 
Verstellungen  herauskommt,  ist,  daas  der  ganae  Betrag  der  einem  Gaae 
xagefilbrlen  WMrme  zur  Vermehrung  der  Energie  der  fortschreiteodeii 
Mülpcnlarbewegnng  verwendet  werde,  nicht,  wie  Clausins  fand,  weniger 
als  awei  [)rittel  desselben;  die  Annahme,  daa  fehlende  Drittel  vormehre 
die   Bewegungen    iunerbalb    der   Holecule,   wird    hiernach   also   hinfällig. 

Bob«. 


Die  ftereo graphische  Frojection  von  R.  Ukuhch,  Prof.  d.  Physik  in 

bingeo.  4^  a2  ».  Mit  S  Tafelu.  Leipsig,  ü.  O.  Teubner.  l8Sl. 
Unter  den  verschiedenen  Projections verfahren  ist  das  des  Graad- 
und  Anfrtssrit  daa  Xllcslo  und  daa  euch  jetzt  gebrflnehlichst«.  Sein  Ur- 
sprung kann  nicht  nachgewiesen  werden;  es  ist  ofFenbar  so  alt,  als  die 
AuofUhrung  verwickelterer Gebinde  aus  bobauenen  Steinen.  Vitruy  nibrl 
ea  als  dttrchATte  bekannt  an.  Die  perspective  und  die  stereograpbische 
Protection  verdanken  wir  aber  den  Griechen.  Die  erstere  wUre  nach 
Vitrnv'a  Zengnise,  soweit  sie  dorch  die  Kenntniss  des  Fluchtpunkte« 
beaeicbnet  wird,  cur  Zeit  des  Aoschylus  (ö25  —  456  v.  Cli.)  durch 
Agatbarcbus  zur  Darstellung  von  Gcbituden  auf  ßUhneugemXldeD  er- 
funden worden ;  und  die  anfgegrabenea  Wandmalereien  in  Kom  wetsM 
uns  die  Keuntniss  dei  Fluchtpunktes  bei  den  Alteu  sicher  nach.  Die 
Htercograpbiscbe  Prujectton  dagegen  wurde  nicht  durch  kUnstleriaefae« 
aoudem  durch  wiesen  seh  aflliche  Zwecke  ins  Leben  gerufen ,  indem  sie 
voa  dem  grossen  Htpparch  (am  161  ~  136  v.  Chr.  tbütig)  zum  Zwecke 
ider  iferjrtaZ/uug   des  jetat   qoc\i  g«\iil'a6\i\\c\i«a  1^\».\i\»^\i!ktvusA  «itW-&\^ih^ 
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wardf*,  welcbfi  auf  der  Sternkarte  vermittelst  de«  aasgtwcfaaitienon 
Uu riBootkreistm  die  ca  einem  gewissen  Zoitpnnkte  über  dem  Hurizoute 
u  Ortes  srehenderi  Oe.ftiroe  noKcii^t  aod  dio  Zeit  den  Auf-  aod 
Unlitrganges  der  Gestirne  abziileseo  gestattet.  I>ie  zu  diesem  Zwecke  ko 
»ehr  geeignete  vlereogrupLiscbe  Projection  projicirt  die  Uimmelekugpl  aan 
einem  PoIa  aof  liie  Acqiintorpbeiie  und  lie«itrt  die  lipr%"otr«geiiden  Eigcn- 
»cbaften .  duhK  eich  Kreise  der  Kugel  wieder  als  KroiiiL-  projicirun  und 
dan  die  Abbildung  mit  der  wahren  Geetalt  in  den  kleioitten  Theileben 
Uinlicli  idt  oder  d&ä»  steh  alle  Wiukel  nngeändert  abbilden. 

Diese  anch  flu  manche  andere  Zwecke,  als  i'lir  Stern-  and  ^ogm- 
pVitehc  Karten»  uUtaliebo  Projectionsweit<e  hat  non  der  Verfasser  io  dem 
farliegendeD  kleinen  Werke  einer  eingoliendoo  und  mit  Sorgfalt  und 
liebt  ausgerubiteu  Uearbeitnug  uiiterzrigen,  und  xwar  sowohl  auf  dem 
Gebiete  der  Theorie,  wie  auf  dem  der  Anwendung.  Nachdem  die  Uaupt- 
iltse  eulwickelt  sind,  werden  die  Abbildungen  der  gmüHun  und  kleinen 
Kngelkrei^tC  iu  ibrpu  wesentlich  Vfrhchiedeuen  I<agen  conKtruirt  und  die 
fMiBiln  fttr  deren  lillemente  abgeleiteu  "Ea  wird  dann  da«  BphJtrische 
Dreieck  nnd  sein  l'olardioieck  abgebildet  und  die  grapbi&che  Auflösung 
doniilben  in  otnigou  FKlIen  gegeben,  wobei  aber  der  Verfnaser  mit  Hecbt 
di(  Minst  gebräuchlichen  AnflÜHungen  inillelüt  beukrechler  Projeetton  fflr 
eiifieker  erklärt.  Darauf  folgt  die  Anwendung  auf  da»  <tebict  der 
Anrooomie  und  ee  werden  die  Elemente  zur  astronomischen  OrtsbeBlim> 
amg,  Aximnth  und  Uöhc,  Kectasconition  nnd  DecUnatioo,  Länge  und 
Hnite  in  cinfaoher  Weine  dargestellt  and  das  Zo  rück  weichen  der  Aeqni- 
DMialpunkte  verandcljauHcht. 

Dm  Schriflchen  macht  auf  die  roaunichfaltige  Anwendbarkeit,  i.  B. 
Utk  in  der  KrystallogtaphiD  aufmerksam,  xn  denen  es  sich  wegen  der 
<krii  angefllbrien  auKgezeichneteu  pjigenschaften  eignet.  Dabei  ist  die 
Bekiodluog  des  Stofleti  eine  eingehende  und  doch  kurze,  die  Erürternogcn 
riad  sorgntltig  nud  die  Lösungen  der  Anfgiibeu  einfach,  so  dass  sieh  das 
Scitriftcbcn  aum  Studium  uud  anr  BenuiziiDg  bei  Anwenduug  der  »teroo- 
Snphischen   l'rejection  auf  weitere  Gebiete  bestens  ompäehlt. 

Kailsruhe,  tm  October  1881.  Chr.  Wicrkb. 


Ab  iutrodnoUon   to   the  anoient  and  modern  ^eometry  of  oonioi,    hj 
(Jil\KLUB  Taylok,    M.  ä.  fellow    of  m,  John'»  College  Cambridge. 
37»  S. 
Du  untt'r  deui  vorliegenden   Titel  verÖ Efeu t1  ich te  Werk  über  Kegel- 

•rhiiiiiio  bat   diiK  Motto: 


■  WoJ/,  ÜMcbicbie  der  AßUoaomia,  1877,  8.  l' 


Hütorifcb  -  Hterariaen« 


oinOD  ÄUMpraob,  den  eiost  Gaklid  «nioeni  Köuige  Ptolemaeas  gfigenlitjur 
tiranchlc,   ilor  ila«  mUliittme  Stadium   der  ..Elemeato"  abiwlireulteud   faad. 

Eb  giebt  in  riner  EialeitODg  eiao  UeborBtcht  iiber  die  Eotwickulang 
der  alt«!)  und  neueu  Geometri«,  welcbo  aU  di«  WUsoDBcbafl  de«  Boklid, 
Arcbimedos  und  ApolluDins,  des  Kepler,  Deaargaos^  Nowton 
und  Puncelot  cliaraktoriHirt  wird.  Auffnlleud  wird  os  jodeui  deutaobea 
Leenr  iM^in,  in  dar  Zabl  dieser  Müiiaer  den  Nameu  olnea  der  grüsatea 
Geometer  aller  Zeiteu,  der  vielletcbt  nur  von  Apolloalua  (Ibertroffvn 
wird,  uuuereti  groHsen  Laudsmauoe^i  Jacob  Steiucr  nicbt  zu  finden, 
der  in  der  Aufibildoug  der  modernen  Tbenrie  der  Kegelacbuttle  nicbl 
minder  babtibrecbend  und  grandlegend  war,  ala  ApnUuntDa  iu  der  alten. 

Die  Einleitung zerOtllt  in  vier  AbacLuitte,  welche  die  Zeit  war  Euklid, 
von  Euklid  biaSerenua,  diejenige  von  Kepler,  Deaargueti,  Ncvr- 
ton  und  endlich  die  moderne  Geometrie  behandeln. 

Bevor  der  Verfasaer  in  die  Behandlung  der  Kegelschnitte  eintritt, 
giebt  er  die  Definitionen  des  KegeUcbuittea  uud  der  wicbtigslen  UaupC- 
elemeute  deeaelbcn ,  ohne  diese,  wi£  ea  iialUilicb  iat,  befunden  sd 
können. 

Der  Kegelacbnitt  winl  dufioirt  als  Ort  oinoa  Punktes,  dessen  Ab- 
dtXndo  von  einem  festen  Punkte  und  einer  fealon  Gerndou  uiu  constantoa 
V'erbäUnias  haben.  Rec«nseuC  erlaubt  sich  hier  die  Bemerkung,  daas  er 
in  einem  kleinen  Werkchen:  „lÜ^  KegeUcbnitte,  hebaüdell  für  die  oberen 
Claaaen  bühercr  Lehranstalten",  von  A.  Milino  wski,  berlin  bei  Calvary, 
ans  deritolben  Definition  die  hauptnüchlichaten  Kigpnacbnften,  Brenn - 
punktseigeusehafteit  sowohl  wie  Polnreigcnscbaften ,  auf  28  Seiten,  aller- 
dings in  anderer  Art,  als  Verfasser  des  vorliegenden  ßncbes,  abgeleitet 
bat.  Mit  dieser  Ucbandlungsart  schlügt  der  Verfasser  einen  ganx  andern 
Wog  ein,  aU  ihn  Steiner  in  seinen  Vorlesungen  Über  elementare  Be- 
handlung der  Kegelecbnitto  zu  geben  pflegte,  indem  Letzterer  jede  der 
drei  Arten  der  Kegelschnitte  boaonders  definirte  und  nur  nacbwioa,  daas 
sie  aftmmtlich  auch  auf  dieselbe  Weise  erxeugl  werden  können. 

Das  coDstantc  Äbatandsverhiltnis«  wird  ExeentricitKt  genannt,  im 
Widersprach  mit  der  gowtibnlich  diesem  Worte  beigelegten  Bodeutung, 
nXmlicb   der   Entfernung  der  Brennpunkt«;. 

Durcbraeaser  eines  Kegelschnittes  iat  der  Ort  der  Mitten  eines 
Systems  von  parallelen  Sehnen.  Da  der  Leaer  au  dieser  Stelle  noch 
nicht  weiss,  in  wieriel  I'unkien  eine  Qende  von  einem  Kegelschnitie 
getroffen  und  welche  Form  der  Ort  der  Mitten  bat,  so  vKre  es  wobl 
besser,  diese  Definitinn  und  manche  aadere,  wie  a.  ß.  die  der  Polare 
eines  Punktes,  ho  die  Stelle  trx  setzen,  an  welcher  sie  aus  vorbar  be- 
wiesenen Eigenschaften  abgoloitet  werden  kann;  denn  Definitiunen,  so- 
weit sie  nicht  aelbatverstJIndlich  oder  XaiuenserklKrungon  sind,  sollen  in 
e/aa^L^hfbache  gefolgext  und  nicbl  unbe^Waeit  %\irf^c«tcUt  werden. 
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Der  eysleiDatiache  Tb«il  begioot  mit  der  Anrgabe:  Einen  KegpU 
>-^]ioitt  BQ  spichDeo,  von  welchem  man  Brouopuoki,  Lcillioic  aod  Bxceu- 
L-v^itlt  kcant. 

IHciie  Anfgnbp  wird  dadorch  gelüet,  dasB  die  Schnitlpatikte  auf  ciuer 

'K.'v  Leitlinie  paiallnlon  Geraden  bestimmt  werden.     Uftt  g  von  der  Leit- 

liaic  den  Abetand  d  and  ist  (  dii'  Kxcentricitht,    so  uchiH-idot  i'\n   Kreis 

^n  den    Br^nnpaukl   mit  dem    Kadius   r^t.tl   diu   Gerade  t/   in   throu 

SekBittpaokten   mit  dem   Kegelschnitte. 

Bei  der  PaTAb«]  ist  die  Ciiustruction  des  Hcbuitipunktes  oini^r  znr 
Uitlinie  «enkiecliten  Geraden  sehr  bekannt,  welche  aomitlelbar  zu  cinigeu 
Supteigenscbnfleu  der  'l'augenlen  fuhrt.  Es  soll  hier  angefUhrt  werden, 
ilaai  di»  AuBdehutiug  dieser  Coostruetiun  auf  Ellipse  und  Uyperbe),  wie 
ile  iu  dem  vorhin  angegohenun  Werkeheu  vun  MiltuowBki  duichgel'Uhrt 
iil.  wueotliche  Eigenschaften  der  doppelt  berührenden  omscb liegsenden 
Krebe  and  der  Tungcntcn  hcrvortretou  lasst. 

Hit  ililfe  de«  exceulrisulien  Kreises  lüneH  Puuklea  P^  aolitr 
■dlliBm  derjenige  Kreis  um  den  Pnnkt  P  verBlanden  ist,  deoseu  Rndiun 
|Uieb  ist  dem  Prodocte  ans  der  KxcentricitJit  t  nnd  der  Entfernung  des 
P«aklc«  von  der  Leitlinie,  werden  die  Kchnittpunktc  einer  Goraden  und 
die  l'ugetiten  eines  Pnnktes  mit  dem  durch  Brennpnnkt,  Leitlinie  und 
EtCfatriciiitt  bpetimmten  Kegeltichnitte  construirt.  Ann  diesnr  CaiistruC- 
tiiiD  ergiebt  »ich   Ordnung  nnd  Clasfie  dett  KegelschnitteA. 

Der  excentrische  Kreis  eines  Punktes  P  ist  also  dnrch  Brennpunkt, 
t.eiiliDie  and  Excentricitilt  bestimmt;  jedem  Punkte  des  erstertMi  ent- 
spricht ein  Punkt  des  Kegelschnitle^,  jeder  Tangente  des  Kreibes  eine 
^Icbc  de«  Kegelfichnittes.  Mittelst  derselben  Bcsiebnng  iJisst  sich  aber 
i«den  Punkte  und  jeder  Geraden  der  Kbene  ein  anderer  Punkt  und  eine 
kBdtre  Oeradu  der  Ebene  inordnen.  Dadurch  sind  die  Punkte  uud 
Gnaden  der  Ebene  in  eine  BexJebung  gebracht,  welche  „Reversion*' 
«cunnt   wird   (S.  321   etc.)- 

Eb  lä&et  Hich  leieht  zeigen,  was  im  Bache  nicht  geschehen ,  dass  die 
nfsneo  Elemente  vdd  vier  harmonibcheD  Elementen  ancb  haimonuch 
üd;  atia  diesem  Katze  folgen  dauu ,  falls  man  sie  für  den  Kreis  als 
Wvieaen  annimmt,  die  P^ilareigen Schäften  des  KegeUchoitte«. 

Zur  Ableitung  derselben  sehtigt  der  Verfasser  einen  andern  Wog 
'in,  der  sich  allerdings  eng  au  die  Methode  der  altoo  Geometrie  an- 
■dilieut,  dafür  aber  auch  die  Einfachheit  vermissen  laset,  welche  die 
Aiviiadnng  der  harmonischeu  Gebilde,  Qbemll  wo  sie  auftreten,  in  so 
bokcn  Grade  auszeichnet.  Wenn  man  erkannt  hat,  wie  einfach  sich  die 
l^liKigenfcUnften  beim  Kreise  ableiten  und  sich  vermittelst  ciuer  goo- 
■Mriichen  Vprwandtxchaft ,  a.  B.  der  Reversinn  oder  ancb  der  Perspac* 
<>**,  Ml  Jen  Kegelschnitt  überltagen  lassen  und  dann  vergleicht,  welcher 
Atlwaarf    f^n    Sfttxco,     die    eiae    wottere    Anwendung    wut    atUttk    ^'b- 
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stBttf^ii,  uothtvoodig  i»t,  am  diese  Gigeoscliftfipu  im  Sinne  Amt  BUe« 
G«oiQ«trie  b«nculeiieD,  »o  kou'tot  mita  so  (l«r  üoberxenguDg,  (Jas*  Am 
llorlt^itnng  unf  dom  lolitereD  Wpgc  derjenigen  Kinfcclihcit  rntbekrt, 
welche  eleta  aU  prstcx  Krtordcrniss  Hnrr  twerkiuKssigeD  Osralrllani;  rer- 
lingl  trordrii  muss.  Eis  »oll  damit  eioe  elemvoUre  Belimndlnog  dn 
KegriBclinilli*,  wclcluf  aleo  di(i  Prnjecliviiiti  uiclit  in  Aotiptiich  nimat, 
nicht  etwa  missbilligt  weideu;  eine  Kolcbe  i«t  im  Uegeutbeile  «or  riel- 
facbcn  Grdndeo  durcbaui  wU d seh vn«: wert h.  8ie  mnu  neb  «ber  der  bar- 
mtiniiicheti  Kigvoücharien  ohne  Umwc«:«  h»diitneu  Jürroo,  hodsI  wetdfto 
div  NacbwpiAnDgen  liarniMtiiKcher  UrxiHlinngcn  »»  lung  und  atugedebnt, 
dw»  «ie  deu  Eeix  verlieren,  der  «logante  geouietriB<:be  KrbrUrangoti  «o 
«R:tiehend  m«cbi. 

i^iim   U^wüise  de»  PoliircigenficbitrteD   benntxt  der  VerfaMer   folgMiiU 

I  W«'nu  luan  diitcb  einen  belit^big^in  Tunkt  P  auf  eiaeoi  Ke^^el- 
av-fanitle  mit  dein  Breiin{tuuk(e  B  und  der  Leitlinie  A  die  Tangeote  zi«ht 
nnd  TOD  ciuem  l'nnkte  T  derselben  die  Perpendikel  i'ff  ood  TL  mat  k 
und    /'H  rmit,  BO   ist  das   VerhHltniss   tH.tS  ^U\c\\  der   Kxci>ntril«t. 

2.    Ibt    ein   tt   ein    beliebig'^r  Pnnkt    der    Bt-jubcuegsfiebDC   fQ   eine« 
pBokiea  r,    itM  aenkrecbt   auf  der  Leitlinie   nnd  acboetdet  da*  Perpea 
dikel  *ou   "  aar   //•'  (ff  Breunpunkt),  die  Gerade    U  f  (oder  0()J   in   I, 
so  itft  da»  Viirbültoii»»  HLiOÜI  gleicli  der   KxcentriciUil. 

3-  F&IU  man  Tff  senkrocbt  auf  die  Leitlinie,  so  «tebt  das  Praduei 
UO.üL  snm   Prndnctn  O.V.Tfi  in  i?iDum  constanten   VerbAlluiaae. 

4.  Weoti  man  von  den  Punkten  eines  Darcbinesaeis  Tangenten  siebt, 
so  sind  die  BerUbraogssebnen  parallel  und  werden  durch  den  l>areb* 
messor  balbirt. 

5.  äiud  "  lind  '/  swei  Funkte  einer  Taugnale  mit  dem  BerfibmagS' 
pnnkte  T,  VQ  mid  P'Q'  irgend   zwei  pnrallele  Sehnen  dorcb  sie,  ao  i 
nT-:"'n-  OP.UlJ.ft'f'.O'i/. 

Man  erkennt ,  dess  dieser  We^  su  den  Polareigen  schalten  sebr  weit- 
läufig ist.  KtfCerent  erlaubt  eich,  darauf  aufmorltsam  au  macheo,  dasa  iq 
der  kilntlicb  bei  Tenbner  «racbieueni->n  „eleuionlar-sjuthettscben  Oe»' 
uifttrir  der  Kegelschnitte  von  Miljnowskt"  etuii  kürzere  Ableitung  di 
Polareigensebaften,  die  uamiltelbar  ans  der  Knteuguug  durch  Brennpunkl 
lind  Leitlinie  hervorgeht  und  sieb  nicht  auf  die  PolaroigenscbafleQ  des 
Kreisra  stdtzt,  gegeben  ist. 

Dcbrigens    giebt    das  rnriiegende  Uncb    fEir    den  Sats,    daaa    die  Be- 
■  alirungiwebnen  aller  Paukte  einer  tieradcn  »licb  in  «inen  Punkte  schnei- 
den, einen  andern,  klirzern  Beweis,  der  sieb  auf  die  lOigonaebaflen 
coDJugirten  Darchmesscr  stfttzt  (8.  90  eto.)> 

Kh   trrteu   dem  Leser  vieKaeh  neue  Bewrise  eutgegeo.     8o   wird 
bek^aateÜAU,  daas  die  Bccnuslru\i\eu  uacV  fl«u^c.i<Q\ik\M'ai(jb'g.''««.VMn  awetm- 
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riiq^t«n    gleiche    Wiukel   mit    tleni    Breonstrihle    ukch   ihrpn    Sebuitt- 
irnkteo  bildea,  mit  Hilfe  des  vorfiin  antpr  1  ^nannten  SAizes  bewii>i(>i), 
na  dem   auch   die  poinren    RexiebungcD   zwischen   BrPiinpnnkl    ntid   Leit- 
linie sieb  r-rgehen.     Mao  gelaagt  jedocli   zu  jpiieui   Satze,    win  za   dinten 
BfiiefaungpQ    mit  Hilfe   der   einfachMten  barfuuuifichßn  EigcnHcbaf(<*n  an- 

Iainelbmr  aos  der  KrzeugtiDg  durch  broiinpaDkt  uod  Leillinio 
la  besaodereo  Capiteto  (V  und  VI)  werden  die  Acyraptoten,  die 
nsjogirte  Hyperbel  und  die  gletcbseilige  Hyperbel  abg«hanilelt;  von 
letztciret  wird  auf  eleiiienlarfttn  Wege  die  HauptaigPiiscbaft  nacbgHwies<Ti, 
dan  »ie  durch  den  HöhcDpnakt  jedes  ihr  etng4-fichriebenßn  l'icieckH  geht. 
I>or  Beweil  to  dem  erstoo  Tbcile  der  StcJ  Der 'sehen  Vurlrsangen,  be 
•orgl  vöD  (jriser,  beruht  auf  dem  PaacalVehen  Sntzt>  Diid  derjcnig«*  itn 
^weileu  Tbeile,  berausgegcbcii  von  Scbraeter,  wird  dadnrcb  gpHibrt, 
diM  man  die  gletcb^ettlge  Hyperbel  in  eine  Parabel  polarittirt. 

Um  dio  Alte  DebandlungBWeifie  der  KegelHchnitte  erscti^pfeiul  dar- 
iniitelleD,  dnrt'te  ihre  KntstehiiDg  aus  dem  Kegel  nicht  iehteu.  So  wird 
dem  aoeh  im  VII.  Capitel  gezeigt,  wie  der  Schnitt  eine»  geraden  Kngols 
iirr  Ort  eine-s  Fniikles  ist,  dessen  Abstiiude  von  einem  feBtc-n  Puukte 
wd  eioei  festen  Geraden  in  eiuem  cünritanteti  VerliÄltnieRe  ülelieii.  Un- 
■ittelb^r  aus  der  Eotstehang  orgeben  aicb  Ubrigeu«  die  Lage  der  Bretiu- 
|i«nkie  als  die  BeHtbrange punkte  mit  den  Br«-nnkugeln,  din  Lage  dnr 
tjMtlinien,  die  coiiatante  (irösfie  der  Humme  oder  Ditlerena  d<-r  Brunn- 
itfthkin  einna  Punktes,  die  Gletohbrit  dor  Winkel,  welche  eine  Tangente 
■it  d«D  BrnnR^trableo  des  nerührnngspankte»  bildet  «tc. 

Vom  IX.  Capitel  an  beginnt  die  moderne  Bebandlttng  der  Geometrie 
itr  Kegalichnitto.  Ks  werden  der  Kethe  nach  die  Hethnden  der  orihn- 
pulen  iiuil  coniscben  Pntjeclir>n,  welcher  letzteren  ein  Abriss  der 
BgCMcbaften  des  Doppe1ver1ialtDi»6e«  und  der  Involution  vorhergeht, 
■Uran r  die  Verwaudtscbarten  der  PolarisatioD  und  InverBioa  uder  Krcisver- 
wtsdt«chan  besprochen  and  zur  Ableitung  der  Polarelgeuschartea,  der 
»■JBgirten    UnrcbmeBser,   der  Poldrotecke  etc.   benetzt. 

Sowie  der  gröosore  Theil  de«  Worke»  (228  Beiton  von  379)  der  alten 
(■«ometrie  eingerXumt  i»t,  «o  scheint  der  Verfastter  dernelben  auch  ein 
pöaeree  Interesse  uocb,  als  der  modernen  zugewendet  zu  haben.  Es 
dkknlmlich  die  prnjectiviscbe  Behandlung,  also  gerade  diejenige,  welche 
VM  allen  modernen  BehandlnngKarten  der  IvegeUebnitte  weitaus  die 
vitkangsvollate  gewesen  iüt.  Wenngleich  gezeigt  wird,  daKS  die  Strahlen, 
vskbe  «inun  rerSnderlicfaeo  Punkt  eines  Kegelschnittes  mit  vier  festen 
CnktCD  verbinden,  ein  constanles  Uoppelverhältniss  haben,  wiis  ül>rigoni* 
va«  «Dmittelhare  Folgo  der  bekannten  Kretseigenschaft  von  der  füeicb- 
Ml  der  Peripberiowinkel  auf  demselben  Bogen  int,  so  fehlt  doch  gdoz- 
Iksk  iti  Nachweis  ftir  die  Richtigkeit  der  Umkehrung,  dass  die  SeUfftu. 
/mhv  komvioger  Stnhha  xwehr  vfenrinibligea  BttsclioV  ^wx  Äti» 
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UoppelrorbKUuuse  mit  dco  Sclicitelo  der  Büscliel  Auf  ciaoin  KegeUcfanilta 
liegen.  Es  feliit  gXnzliuh  dlo  Kinfilbraog  in  dpojeDigeo  tlioil  der  Q«»* 
melric,  welcUro  wir  (iL'uiactrin  der  Lage  ao-Dueo ,  dio  BinfUhrung  in  di» 
V.  .Staud  L'uclien  MoOtudon ,  judniifallti  (>in  Mangel  bot  LiiDem  Werkt, 
welche«  aucb  io  die  moderoe  Geometrie  mDzanibr«n  d^n  Zweck  hat. 

Ito  Uebrigeo  sind  die  gegcbe&eo  brwoii$e  und  M<-tbodoD  kan  and 
klar.  Von  groMetn  Interesse,  bitid  die  histtiriHcben  Xotixen  Dtid  dit>  Kötle 
der  dpiD  Werke  beigegehenen  Aafgabpn ,  din  dem  Lefter  reicbbaliigro 
SlufV  £11  UebDngen  nnd  KrgKiizangen  dcü  syAtematiscbeo  TUeitea  vor- 
fUbreu.  Der  Geaaninitc  in  druck  des  Buches  ist  ein  gUustiger  und  seiDo 
LectHt«  lUrcbaus  tu  «npfeblen.  Milikowski. 


Dia  Fl&cben  zweiten  Grades,  nacb  el<>meutar-eyutbeliscber  Methode  be- 
ftirbeiiPt  vom  Oberlehrer  Ur.  J.  1'.  U.  WEmMEiBTe«.  Progrann 
der  IlcalKcbnle  I.  Q.  xa   Leipzig.      188U  und    iSSl. 

Wahrend  die  Carven  IL  O.  vielfach  auf  clemeiilarem  Wege  untorsucbt 
worden  siud,  bat  «ich  die  elnmentjire  Beliandlnng  den  OberQäcbeu  IL  O. 
im  GaDzeii  nur  vereinzelt  und  wenig  eiagelieod  zugewendet.  Wt'DO  aucb 
das  vortreiriicbe  Werk  von  ScbrÖter:  „Theorio  der  Oberfläcben  U.  O.", 
das  Bestreben  bat,  die  Kigeoacbaften  der  FlKeben  II.  O.  mit  den  ein* 
fachilen  Mitteln  abzuleiten,  so  niben  seine  Metbodeu  decb  aaf  den 
StfliDer'scben  Principien,  auf  der  l'rojeotivilüt,  nnd  künneu  deshalb 
nicht  elementar  genannt  werden.  Daher  ist  die  obige  kleine  Schrift,  in 
welcher  der  Verfnsser  mit  einfachcD  nnd  cicmeotareu  Methoden  die 
wesentlichsten  Gigonscbaften  der  OhrrflAcben  IL  0.  ableitet,  von  groMen 
Interesse  für  jfdeu  Freund  elemeularer  Geometrie.  Der  Begriff  der 
letztcreu  liust  sieb  vielleicht  als  uichtprojeclivisehe  Gi^omotrie  definiren. 
Und  in  der  Tbit  bennttt  der  Verfauer  eigeniUcb  nur  die  b^uklidiaobo 
Geonietrie,  indem  er  bei  seinen  Bowetscn  nicht  einmal  von  dem  elemen- 
taren liarmnaischcn  Gebilde  (lobrancb  macht.  Ks  lehlt  daher  auch  die 
Abloiiang  der  poUren  Kigenschaften  der  FlHcben  IL  O.  Die  fibrigen 
lekaDDieren  aieiriscben  ICigcnscbaften  finden  sich  in  grosser  VolUlJiDdig- 
kcit  Tor- 

Ueu  Aasgaogspaokt  bildet  das  Dandolin-Qoetelet 'sehe Theorem, 
40Blelie8  die  Rigcnschnfton  der  KegcUcbnitte  am  Kotatioii»kegel  entwickeln 
ÜHt.  Es  werden  nacheinander  bobaudiilt:  1.  die  Kutatiouskegel ,  2.  die 
Cyliuder,  3,  die  RotaliaiwllScheD ,  4.  die  allgemeinen  Kegel,  5.  die  all- 
gemeinen  FlKchen. 

Der   K<i(alionikege)   führt  zu    den    bekannteiiten    Bigesscbaflten    der 

Kegolschnitle,   dann   aber  anch    »a   den  weniger   hebaonten   der  Brenn- 

kageip    and   Brennkreise,    nnter    letzteren    diejenigen   Krmse  verstandoD, 

welche   eiaea   Srgelscbnitt   duppeU,    icaU    oiVcx  nm.i(\u4a  \i&\V!Lt).\%a,  «&^ 
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deren    Mittelpnnkte   auf  d^r  Hauptaxe  liegen.     Alle  durch  einen  Brenn- 
krrw   gelegten  Kagelo  sind  Bronnku^lo  des  KegeiBcbnitlei.    Ein«  zirette 
Att     von    Breunkroisen ,    f1<>rpn    Mittnlpnnkli?    anf    Apv   Nelienaxe    liegen, 
vird    spXter    beeprocben.      Man    gelangt    zu    ilineo   am  pinfnchiiten,  wenn 
aan  die  Strecken  xwiecheo  einem  Brennpunkte  nnd  seiner  Leitlinie  bar- 
■maivob  im  VerhfiltnisH  der  b^xcentricilät  ifaeilt  nnd  über  der  Eattornnng 
der   Tbcilpuokle    ein^n    Kreis    beschreibt.     Upber    die    Brennkreise    hat 
■dwn  Steiner  in  37.  and  45.  Bande  des  Crelle'sohen  Journals    eine 
B^he  von  SXtzen  ohne  Beweis  mitgetlieüt;  ihre  II an p teilen scbaft  ist  die- 
jenige, dass  die  Tangente  ron  einem  Kegekchniltspunkt  aa  einen  Brenn- 
kreie   in  seinem  Abstände  von   der  Leitlinie   in   einem   conslanton  Ver- 
kiltnisse    i«tcht,   welches    gleich    der  ExcrnIricitHt    des  Kegelscimitti'S  ist. 
In    dem  Abscbnilte    über   Cylinder    wird    die    Metbade    der    Parallel' 
prajeetian  nnd  ihre  Anwendung  anf  KegeUchnittn  erörtert. 

Der  Abichnitt  ober  HoiRiionsiiachen  behandelt  getrennt  die  Hotations- 
tlefaen,  welche  die  Hauplaxe,  and  diejenigen,  welche  die  Nebenaxe  zur 
Rotalinnsaxe  hahen.  In  einfacher  Weise  ergiebt  sich,  dass  jeder  ebene 
ftehoitt  ein  K'^gelschnitt  ist  und  dass  diejenigen  Brennkugeln  einer  K»- 
tslioDidttcbe,  welche  diese  also  in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise 
nd  die  Scbnittebene  berühren,  dies  in  einem  Brennpunkte  der  Scbnitt- 
ifüT  thnn,  dass  rcmer  die  Tnngenten  von  jedem  Punkte  der  FlMclic  an 
tiflc  Brennkngel  zu  den  Abstünden  von  der  Borübrungscbeno  in  rinem 
Efiiitanten  VerbrillniHae  stehen.  Auf  dßm  einscbaligon  Rotalinnshyperbo- 
UiJe  werden  die  beiden  Schaaren  von  (leraüen,  die  anf  Ihm  liegen,  nnd 
ilire  hsnptsScblicbBteD   li^igenscbafien  ermittelt. 

Recht  eingehend  ist  der  allgemeine  Kegel  behandelt.  ZnnNcbst  wird 
jneigl,  dass  jeder  schiefn  Kreiskegel  »ich  als  gerader  elliptischer  nnd 
uagekrhrt  darstellen  lüsst.  Weitere  Kigenscliaflen  folgen  aus  der  lOin- 
l^lmng  des  Polsikegel«. 

Nennt  man  diejenige  Ebene,  welche  die  Spitze  eines  Kegels  mit 
Kaer  Leitlinie  seiner  OrundHHrhe  verbindet,  eine  Loitebene  des  Kegels 
ud  die  Hohe  des  Polarkegels  eine  Bronnliuic,  sn  folgt,  dass  alle 
iViakte  des  Pnlarkegelf)  ran  dnr  Brennlinie  und  der  Leilebene  daHsetbe 
Abrlaadiverb^tltniss  haben.  3lit  Hilfe  hiervon  ergiebt  sich,  dass  jeder 
Behoitt  eines  schiefen  Kreiskegels,  und  snch  eines  jeden  Kegels  II.  O. 
«in  Kegelscbnilt  ist. 

Auf  die  Kreisschnitle   eines   beliebigen   Kegels  ist   leider  nicht  ein» 
g*g*ltgeu.     Wenn   auch  die  Aufgabe,    einen   beliehigen  Kegel   in   einem 
Kmse  zu  schneiden,  kubitichen  Charakters  ist,  so  hHtte  doch  wenigstens 
^   "las  Vorbsudensein  von  Kreisschnitten  erwiesen  werden  sollen. 
B  Dir  Focaleigeiischafteu  des  Kegels,  deren  Analogie  mit  den  Brenn- 

pvnklnngensc haften  des  Kegelschuitles  nach  Scthrootttr  doreli  eine  an- 
nm^twiräatif    Dun/ttät    woscntUcb    ergflQZt    wird,    ttW  «i^% 
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geoiDflLnsclieVerwaa<]ucliftrt,<}ie„PoUr\'erwaDdUci»ft",Rbg«l6i(ecSchroe' 
tei  neont  swet  poUrvnrwaDdte  Ocbildo  .,r«ciprok'*  (Theorie  der  Ober* 
flächen  II.  0-,  S.  52),  R«ye  ,, rechtwinklig  BDreioaDdi^T  beiogon"  (0«o- 
aiRtrie  der  Lage  t. ,  S.  159).  Denkt  man  sich  nXmIich  alle  dorcb  einen 
Faokt  gehendoo  (ri^raden  and  Ebenen  paarweise  «n  miteinander  vei^ 
bunden.  dass  jeder  Geraden  die  zu  ihr  senkrechte  Ebene  and  amgekebri 
SQgeordnet  nird,  «o  sind  xwei  derartige  Gebilde  polarrerwandL 

Von  ipeciellen  K(>geln  wprden  noch  der  gleichseitige  and  der  ortho- 
gonale Kegel  näher  nutersncht.     E$  wird  nachgewiesen,   das«  ein   Kegel 
uuendlicli  vlole  Tripel  aenkrechter  SeitenlinieD   hat,   wenn   er  oin   solelMt 
be«itzt,  daw  ein  solcher  Kegel  von  jeder  Ebene,  welche  anfeiner  Seiten- 1 
linie  senkrecht  steht,    in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  wird, 
dass  die  Uöhnnebi^neD  eines  heliebigon  eingeechriobeuea  Ureikants  sich  in 
einer  Seitenlinie  des  Kegels  scbnüden.  —   Neben  anderen  Bigenachaflen 
des  orthogoiialeD  Kegels  werden   folgende  bekannten   bewiesen:  „Drehen 
sich    die   Schenke  leben  en    eines    rechten   l'UchenwinkeU    nm    awei    «ck| 
schneidende  Gerade,  so   dorebldaft  die  Scbeitelkante  einen  Kegel"  ondj 
„der  Ort  aller  Punkte,   wi^tchc  von   zwei   Hieb   echncidendeo  Geraden   ein 
bestitnintt?«  KnlfernungsverhällDijui  haben,  ist  ein   Kegel". 

In  dem  Abschuitte  „ÄllgemeiDe  Focalgebilde  de«  ebenen  Kegel- 
■cbnittcs"  werden  ans  den  Eigen schaften  des  allgemeiDau  Kegels  Foca)- 
eigen richaften  der  Kegelschnitte  abgeleitet,  so  natncotüch  atuh  die  von 
Salmon  herrührende  Erzeugung  der  Kegelsebnitte  (vergl.  8cbroeter,j 
Theorie  der  OberQäcbcn  II.  O.,  S.  CtiCt).  Da  sie  weniger  bekannt  ist,  a*] 
sei  sie  hier  angeführt:  „Bewegt  sich  io  einer  Ebene  ein  Punkt  ao,  da 
das  Quadrat  eeiner  Entfcmang  von  einem  beliebigen  Pnnkte  im  Baame 
anm  l'rndncte  seiner  Eniremnngen  von  awei  Geraden  in  der  Ebene  in 
uiivcrüntlrrlicliriu  V'i;rhiiltiiitise  sieht,  ho   heschraibt  pr  einen  Kegnlscboitl.** 

Den  Uebergang  aar  allgemeinen  Fl&che  II.  O.  bildet  der  Sets: 
„Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  so,  dass  seine  Potenz  in  Be- 
xiehnng  auf  einen  Kreitt  in  der  Ebene  oder  auf  eine  Kogel  im  Kanrae 
in  unvcriluderlichem  VerhHltniase  steht  anm  Prodttcte  aeiaer  AbatJlade 
von  awei  fehten  Geraden  der  Ebene,  so  dnichlfjurt  er  einen  Kegolsdinitt-" 
Wird  dieser  Salz  anf  den  Kaum  ausgedehnr,  so  liefert  er  eine  De&uilioti 
der  Eiicbe  11.  O.,  Ton  welcher  die  Salmou'sche  Definition  (Schröter, 
Theorie  der  Oberflilchen,  8.  649)  ein  speciellcr  Fall  ist.  Aus  ihr  ergeben 
sich  nDgezwuiigrn  die  llaupteigenscboftcu  der  OberHächeu  11.  0.  Anf' 
dem  eiosi-haligen  Hyperboloide  und  dem  hyperbolischen  Paraboloide  werden 
die  beiden  Schaaren  von  Gecaden  ermittelt  ond  ihre  £Ugeit5chaften  nach-, 
gewiesen. 

Die  kleine,   77  Seiten  atarke  Schrift  leitet  in   klarer,  übersichtlicher | 
Weise  und   mit  einfaclirr,   ungezwungennr  Mfitbo<le  anf  elementarem  We^ 
rioeo  grossou  Theil  jener  KVgenacWHeu  4et  VjW-Aftj^feiiW.O.^Vi,  welebe 


"ß^ccniKinftl). 
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bwk»r  onr  veroinKelt  der  KlfnmnlBrgpnuielrie  bfkaiiat  wami,  iinil  führt 
■af  dr»  l«icht«eiRn  Wf)^  und  ia  ^oiuwr  KürEe  Ja  die  Theori«  der 
OK^rflwh^n    II.  O.   ein.     llir   ist   eine    recht   wfite  Verbreitung   iehr   zu 

•*""*=''"•  MlLlNÜWSItl, 


Oü  Oeometrie  für  Gymoasien  und  EsaUobuleo.  Ein  Lelir-  aad  Uebtiogs- 
bocli  von  A.  MiLiMOWäKi.  I.  'Ilici).  l'Unimetrie. 
„Unter  den  Dialhematiüchen  DiBcipliD<>n  hmt  die  Oeometrie  uDxweifel- 
die  grffMt«  bild^'Ddc  Knirt,  and  zwAr  liegt  diexe  in  der  Fiirrlctuog 
iXamlicliPn  VorstellnngsrprmOgena.  Die  SlÄrknng  dctwelbcn  mnss 
dabvr  der  Haaptxweck  desgenmctriflchen  Unterrichli  »ein,  die  ^rnmelrixche 
Wahrheit  idqhs  durch  Anschauung  erkauot  werden.  Alle  Beweise,  wolche 
vittsagiaveige  der  Kecbnung  uch  bedieneo,  siiid  mÖgUcbBt  sn  vp^nDetden. 
I>er  wirkliche  Leriistotf  int  in  knapper,  prUciflcr  Form  und  iiifiglicbKt 
gariDgem  Umlange  /u  gehen;  Hoine  ÄnwoDduugsOlhigkeit  ist  an  »abl- 
(«fdieii  Cnoatruetioaeaargaben  so  seigen.  Di«  CnoHtractioaen  telhat,  als 
itaBptBSchlicbKtes  Mittel  xnr  Krüfiif^nng  des  Konnenainnea,  sind  auf  den 
anterpn  Stafeo  ancb  in  den  NebentbcUea  genaa  mit  Zirkel  uud  Liopal 
•«psa  rubren.** 

Mit    diesen    Wnrtpn,     wplcho    gewinn    drn    Bi-ifnll    vieler    errahrouer 

^SehnlmiBiier   Coden  werden,   leitet   der  VeiTaaser   das  vorliegende    Uach 

BftTor  wir  an«  su  Uberxeugen   snchRn,   das   dasselbe  wirklich  nach 

diMN'n  («modflltzeD   bearbeitet   ist,    mag   bemerkt  werden,   das»   hei   der 

..knappen,    prKci^en   Form",    ,,dein    mliglicb«t  geringen   Umfange"    nicht 

bloc   ilie  Bkyllft  der  Breitapurigkeit,  sondern   atich  die  CbarybdiA  der  Ün- 

v*ntändlicbk<rit  za  vermeidfn   ial ,   da  sebon   der  alte  Kant  VernnlaAsang 

■hDtnl.   xa  erinneru:    manche  Bücher  seien  gar  nicht  so  laug,  wcnu  sie 

nklil  Mt  verzwoirelt  kerz  «Kren.     Zn   dieser  ernten  vorliufigpn  tiemürkutig, 

g^^n    welche    unner    Bach    an    einigen    Hipllnn,    wo    die    Aufgaben    ohne 

Andeolang  der   LOsnuR  stehen,  geNÜndigt  hat,   na  daes  mancher  8cbtllor 

die    I^turig   umsonst   ans   dem  Zusammenhange  ao    entuehman   sich   an- 

slTwogen  wird,    mag  die  cwoitc  treten,    dass   der  Verfasser,   welcher  anf 

Am   nntrren   Htufeu    genaue    Constmetinnrn  vt^rlnngl,    in    der  Prima    din 

genau  gpxricbneten    figuren  nicht  verdammen   kann. 

Das  Buch  biet<^*t  in  22  Paragraphen  anf  IIS  Seiten  einen  reichen 
LebrstoiT  und  die  achtunggebietende  Zahl  vmu  IlSl  Aufgaben  dar.  Uie- 
••Iben  sind  dem  iheoreliocbcu  Vortrage  s«i  eingefttgt ,  dass  sii!  bald  die 
aatfltlirhe  Folg^  der  neuen  Erkenntniss  darstellen,  liald  no.iip  fie-aicbts- 
ptiakla  darbieten,  ans  dnnen  dii*  fernere  Untersuchung  ihren  Pfad  woitei-* 
khi  «npiht.  — 

Du  Buch  xorrxllt  uii^'exwuQgen   in   drei   Abscboltta.   dt«  zwar  nicht 
iimüehe^r  ttoti,   aicb  aber  erkeuobnr  getiog  g«g«0  Vht-Wtv. 


Hlttoriacb'IhenmBelie  AMTiAHnng. 


Der  erste  umrasst  die  §§  1  bU  13;  er  behmndelt  die  elemenUre 
Geometrie  bin  snr  Aobnlicbkeit.  Da  der  Winkel  kU  Blaass  nir  den  Rieb* 
lan^nntPTticIiied  zweier  Geraden  definirt  ist  (§  2),  so  orsebeiDeii  die 
Parallelen  als  Gerade  glL'ieber  Richlnng  (§  9,  II),  und  nun  ergicbt  «teb 
iingezwongen.  dass  sie  mit  etaer  dritten  gleiche  KichtaD^ODterffcbiede 
liabeu  toUsucn.  E«  kann  meine  AnTgabe  einem  Maiberoatiker  too  der 
Bedeulang  Milinowtkt'ä  gegenüber  nicht  sein ,  ihm  an  dieaer  Stelle 
tbeoretiscbe  Vorbaltnngen  za  machen;  om  so  weniger,  da  bei  einem 
Lebrbuche  der  pfidagogi^cbe  Gesteh Ispunkt  der  leitende  isL  Und  unter 
den  Versuchen,  die  betreffende  Barriere,  welche  ja  die  ersten  Elemente 
darcbsetct,  zn  nehmen,  geHlllt  mir  kanm  «ine  besser,  als  dieser  hin- 
reichend hewJthrte.  Ans  der  BeschXfIignng  mit  dem  gleichscbRokligeii 
Dreiecke  (§  7)  ergehen  sich  die  Lfisiingen  lier  bekannten  r4rnudaurgahea, 
die  SXtze,  irelcfaa  sich  auf  symmetriitcbe  Lage  beziehen ,  geometrUclie 
Oerier,  eine  Reihe  toh  Kreistbeoremen  (die  UeberschrifV:  „Lehre  tob 
Kreise"  verschwindet  jJ{)ir1icb  mehr  ~-  Gott  habe  sie  selig!)  und  eine 
Menge  vun  Anfgaben.  Hier  schon  werden  an  einen  Kreis  ron  einem  ge- 
gebenen Punkte  die  Tangenten  gt>%ogen  (113),  es  erscheinen  eine  lioih» 
von  Tactionsaulgaben  (126,  137,  134,  135  n.  a,  w.).  je  (144)  der  Kreta, 
welcher  einen  Halbkreis  in  einem  bestimmten  Punkte  und  den  Doreh- 
meescr  berflbrt.  §  8  nnthNll  die  Con^nenxi'ätxe,  §  10  behandelt  die 
Parallelogramme,  §  II  bestimmt  die  Winkelsumine  des  Dreiecks,  §  12 
enthalt  die  Lehre  vom  Ceotri  •  und  Peripberiewinkel.  Dem  hier  g«> 
gebenen  Beweise  habe  ich  keinen  O'^schmacfc  abgawtnnen  können.  Der 
er»te  Tbeil  enthält  -184  Aufgaben. 

Der  Bweite  Theil  gebt  vom  §  13  bis  $  16.  Br  nrnfasat  die  Lehr« 
Ton  der  Aeholichkeit ,  die  FUchensAtze ,  den  Lebni\tz  des  Pytbagoras 
und  die  SÜtze  tibfr  die  Mittellinie  und  die  llalbiiuugiiliuie  dea  Winkels. 
Das«  sieb  hieran  der  Sehnen-Tangenien-Secantenaatz  (Potenz)  uatürlich 
scblie^si .  scheint  mir  zweirellos;  demnach  sollte  §  18  dem  §  17  meines 
BrachlPHb  Jnballlicli  vnrangeben.  In  liieHem  l'beile 'findet  die  Geometrie 
der  GrSsitenvergleichungen  ihren  Abschlnss,  es  eröfTnen  aieb  Anablicke  in 
die  Genmelrie  der  Lagenverhallnisse  SoAufg.  771.  Die  hier  gestelltea 
Aufgaben  nind  zum  l'heil  «ehr  inicressant,  so  insbesondere  eine  Keihe 
von  Maximnmanfgaben,  Ein  seh  reib  nn  gen  der  einen  Figur  in  eine  andere, 

'  Verwandlungen  nnd  Theilnngeu.  Ob  man  in  der  BeRchrÜnknug  der 
algebraischen  Uilt'smittel  auf  das  Näthige  so  outbaltsam  sein  will,  wie  der 
Verfasserf  ist  Ouscbmackssache.  871  und  826,  ebenso  852  und  873,  663 
nnd  665  sind  nur  durch  den  Wortlaut  vcmchioden.  Vielleieht  iat  ei 
besser,  den  äcUUler  diese  UmfonnuDgen  selbst  linden  kii  lassen-  Als 
feblerbaft  eind  mir  A.  659  nnd  670  aufgefallen. 

iJer  letxte  Theü   uusereji  Bncbes   bebandelt  die   harmoniecben  Punkte 

uad  StrmhicD,  die  harmoniacbe  VerWÄti<i\ftc\\aU,  iÄ«  ^t\Kit.\iiMiW«Sa:aCt^ 


IteceDsIoneii. 
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dann  etviu  lose  im  ZnsunnieD hange  des  Uebrigen  die  Kreisrechaang  hdcI 
«U  SchltussteiD  des  Ganzeo  die  aasgezeicbneten  Pankto  des  Dreiecks. 
Dl^  elQcklicbp  geotiH'triecli«  Begabung  des  Verfassers  tritt  hier  id  beson- 
Aera  gltnstigeni  Lichte  hervor.  Die  Umrisse  der  dargelegten  Dinge  er- 
■^•ineB  in  jener  lebendigen  Klarheit,  welche  sie  nur  onter  dem  Gin- 
■SM  eigener  Forschung  auf  irgend  einem  Wissen  »gebiete  annehmen. 
Coesfeld,  im  Augast  ISSI.  K.  Schwbbiko. 


SmwsRiKn,  XathemftUsche  Hisoellen.     Progr.  Coesfeld.     186]. 

Von    divn    drei   in    dieser  Arbeit   vereinigten   kleinen   Anfs^tzeD   W- 

IfVigt    sich   der   erste   mit  der   bekannten    elementaren    Anfgabe:    das 

lamen    einer  llalbkagel    darch   eine  dem  (jrutidkreisc   parallele  Ebene 

sa  balbiren.     Ist  x  der  Abstand  der  ächnittebene  vom  Grandkretse,    so 

nhält  mnn  die  Gleichung  ar*  —  3r^x  =  —  r'.    Die  Lösung  dieser  Gleichung 

durch  die  Cardani'sche  Formel  giobt,   weno    man  die  darin  anftreteti- 

I  dsB  Coefficienten  —  ^  nnd  ^  F^3  durch  cor,  resp.  sm  (120"+  2»»)  {n  ~ 0, 1,2) 

[ssctst     nod    den    M o  i  v  re '  sehen    Sats    benutzt ,    dio    einfachen    Wcrtbe 

/x,  Ä2r  .cos  40",  —  Xj  =  2/;.cos20",  Xj  =  2r.ros80°.    Dieselben  Uasen  sich 

■ittelat    eines  regulären   dem  Grundkreise  einbeschriebenen  Nennecks  sehr 

triebt   coiiütrutren.    Der  dritte  giebt  die  eigeniliclie  Lßsung  der  Aufgabe, 

vjihreitd   die  beiden  anderen  einer  etwas  allgemeineren  Fassung  des  Wort- 

lattta«  deraelben  entsprechen.     Am  Bchlnäs  wird  auf  die  Verallgemeine- 

rvng   der  Aufgabe  durch  Forderung  einer  andern  Theiinng  der  Halbkugel 

liiDgewieven. 

Dar  «weite  Aufsatz:  „Directe  Bildung  der  Gleichnng,  welche  die 
Doppeiliangenien  einer  Carve  vom  Geschlecht«  Null  ßnden  Iftsst",  ifit  eine 
UaBnrbeitang  eines  früheren,  in  Bd.  XXI  S.  130  dieser  Ztscbr  publicirten 
Amfeatscs.     Wird    nach    der    Über    dio    Oorve    gemachten    Vuraussetzung 

x=>  — ,  V—  —   gesetzt,  so  lautet  die  gesuchte  Gleichung 

yv,     yl,     tp'k 

dv,      91,     »'JL 

*v.     ^k,     Vi 

w>t)d  l  und  v  die  Parameter  der  Rc Kl hrungs punkte  der  Doppeltangenten 
■wl.  Dnrch  sehr  sinnreiche  Transformationen  gelangt  nun  der  Verfasser 
daa« .  gleich  anfangs  die  fremden  Factoren  der  Determinante  zu  beseiti- 
gm,  dann  ihren  eigenen  Grad,  nnd  denjenigen  ihrer  Discrirainante,  in  X 
■a  be«tinimen,  wodurch  nls  Anaahl  der  Doppeltangenlen  2(n  —  2)(ii  — 3) 
tnailtelt  wird.  Besonders  einfach,  nnd  sogar  «nf  elementar«  Gleichungen 
Ureadf  gestaltet  sich  das  Problem  bei  der  Lemnisknto  nnd  Cardioide, 
ft&ekst  dem  hei  der  allgemeinen  Gurre  vierter  Ordnnng  nU  &!<&  \)v^^%\j 

t-m.  AMi  d  XWfMiSR  UMmtb.  a.  fbj».  XXVZI,  X 
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HisloriKb-litvnriKbe  AbthcHnog. 


Ao  dritter  Btelle  wird  die  Aufgabe  behHodfilt:  Die  Samma  der 
FUebeninlialtd  aller  Kreteo  zu  Gudeu,  welche  »ioem  Kreissegmeote,  »ieh 
gfigfitHeitii;  berührend,  eingeschrieben  sind.  Ks  handelt  sich  hierbei  am 
die  UestimmaDg  des  Aasdrucke« 

''°W|'^^  (eoi'(|-"«)'^e«f'(l +"«))' 

TOD  welchen!  sogleich  gezeigt  wird,  dass  er  convergmit  ist  und  den  Cha- 
rakter einer  elliptiiichon  Fnnction  hat.  In  der  Herstellcng  dieser  Func- 
tion li^t  der  Schwerpunkt  der  Arbeit.    Ea  wird  KunXchst  die  ll^perbel- 

fnnction   l:Soi*ls  +  al  durch  den  gleiehwerlhigen  Expo nentialausd ruck 

crsetst,  alsdann  der  Factor  I;  (!+<*"'■)*  nach  der  BiDomialfonnel  eot- 
wickelt  und  endlich  dieSummation  für  o,  2a,  3or,  .. .  ansgefUhrt.  Der  so  ent- 
standene Ausdruck  zeigt  bereite  Aehnlicbkeit  mit  der  Reihanentwickelaog 
der  Function  p  m,  und  erweiet  sich  acbliesslicb  (bis  auf  einen  Zahlfactor)  als 

Identiach  mit  ^"(^  +  «0  "~p(v  +  »0+ —.  "oraaf  noch  —  duicb  9-JFnne- 

tionen  ersetzt  wird.  Der  Verfasser  macht  mit  Recht  darauf  aufmerksam, 
doM  hier  dei  Zusammenhang  einer  geometrischen  Aufgabe  mit  elliptischen 
Fnnctinnen  ohne  das  Hilfsmittel  der  Integral ccchnnng  hergestellt  ist.  — 
WKhrcnd  zuerst  das  kleitiere  der  beiden  dnrch  eine  Sehne  entetehenden 
Segmente  zu  Ornado  gelegt  war,  zeigt  der  Verfasser  am  Sehlut^ite  durch 
ein«  analog  an  dem  grßsRCroD  geführte  Untersuchung,  das»  ein  «esenl- 
Itcher  Unterschied  zwischen  beiden  FKllen  nicht  besteht.  —  Im  Ganzen 
charaktcrisirt  sich  die  Arbeit  als  ein  neuer  sehr  beachteuswerther  Bei- 
trag anr  geometrischen  Anwondnug  der  elliptisehen  Functionen,  deren 
Auftreten  auf  einem  s»  elementaren  Gebiete,  wie  das  der  vorliegenden 
Aufgabe,  man  sonst  nicht  zu  erwaiten  pflegt. 

Waren.  V.  Sciilsoel. 

Sxpoiition    gtemtftriqne    dw    propri4Ui    g^nfral«    dn    oonrbet.      Par 
Cii.  Kt'i:iioN.sKT    (de   Lansauoej.     QuatntVme   vditioa    aagmeuii^ 
lAusanno,  I&80.     8^  174  8-     S  Tafdlo. 
Das   Werk  des  Herrn   Kuchnuaet,   welches   »clion    in  vi*trter  Auf- 
lage vorliegt,   verfolgt  eine  ähnliche  Tendenz,  wie   die  Hchrift  des   Herrn 
Sflbell:   „Allgemeine  Tlieorie  der  Curven  doppelter  Krltromung"  (Leip' 
fig.   1S59.    S".    106  S.),    and   das   ziemlich  voluminöse  Werk  dei  Herrn 
AuBst;  „Analyse  infinitesimale  des  coarbes  daos  l'espace"  (Pari«,   1876. 
8*.  XX,  564  8.).    Die  Behandlnngsweis«  des  Gegenstandes  ist  eine  rein 
geometrische,    alle    vorkommenden    metrischen   Kulalionen    sind    auf   geo- 
melrische    Uetracbtungen    basirt.     Die    Schrift    des    Herrn    KuchoDoet 
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serfUIt  in  xwei  Tbeilc.  Der  erste  bebandelt  auf  S.  7—42  die  ebeneD 
Canren;  in  weit  kusrubrlicfaerer  Uarstellung  i'md  auf  S.  43— 172  die 
Curven  doppelter  Krtimman);  geometriscli  antenncbt.  Da  die  Darstet- 
langen  der  ebeiieu  Curven  atid  der  Kaomcurveu  eiae  Art  L'AralleliBmDS 
seigen,  to  snll  nur  die  sweite  Abtb«iluDg  in  Beiracbt  gezogen  werden. 
Nach  eioigen  Stellen  des  Ducba  zu  gcblic^scD  (S  &0  q.  S.  9ß),  scheinen 
VottHlge  über  die  Geometrie  des  Banmes,  welche  Herr  Bertrand  1856 
nnd  1657  in  Pari«  gehalten  hat,  nicht  ohne  Ktnänsa  auf  da«  Bnofa  ge- 
blieben zu  sein,  der  Herr  Verfasser  giebt  immer  mit  grosBer  Sorgsamkeit 
alle  Schriften  au,   deuuu  Sfttzo   oder  Beweise  entlehnt  Hind. 

Der  eigentlichen  Theorie  der  Carven  gehen  einige  S&tze  Ober  krnmme 
FlKchen  voraus,  die  aich  wesentlich  auf  windschiefe  und  specioller  develop- 
pabele  FlAchvn  beziehen.     Hierbei   zeigt   sich   eine  KigcnthUmlichkeit  in 
der  Darslellnng,  welche   hin  nnd  wieder  im  Boche  «nftritt,  nach  einem 
Theorem  erat  die  nöthige  Definition   folgen  zu  loKsen.     So  z.  B.  wird  auf 
8.44  gesagt,  dasa  die  berührende  Kbeue  im  Puukte  P  einer  windaohiefen 
Fläche  die  Oenerairix  enthält,  welche  durch  den  Punkt  P  geht.    Mitten 
im  Säte   ist   die   Definition   einer  windschiefen  FIHche   in  Klammern   an- 
gt^eboo.     Nach   einigen   SiUzen   über  die  l'angenie  (S.  4Ü— 48)   folgt  die 
DaftnitioD   der  Schmiegungsebene.     Diese  beiden  geometrischen   Elemente 
in  Verbindung  mit  dem  Contiuj^euzwinkel  und  dem  Torsionswinkol  sind 
aal'  8.  46  -   74  sehr  auBfährlich  behaudelt.     Es  finden  aich  dabei  manche 
Interessante    metrische   Belationon    entwickelt.     Auf  8.  74 — 90    ist    der 
Erflmmangskreis    betrachtet,    sowie    die    Geraden,    welche    Hanptnormale 
and    Binormale    heisren.      Bei    Gelegenheit    der   Aufstellung    dee   Winkels 
4er  ganzen  Kriliumung   ist    die  von  Lancret   gegebene  Deduction  mit- 
getheitt.     Die   windschiefe    Flftche   der   HauptnormaJen   giebt  S.  86  Ver- 
inlasinng,    allgemein    die    Stricliouslinie    einer    windschiefen    FiKche    zn 
dffiniren.     Auf  8.  00  -    103  sind  die  windschiefen  FUcheu  in  einer  wei- 
teten Darstellung  hphandelt.     Wenn  auch  nicht  zu  leugnen   ist,  dass  die 
Lehre  von  den  windschiefen  Flächen  erst  dnrch  Zuziehung  der  Theorie 
^  Cnrren  doppelter  Krümmnng  sich  in  manchen  Punkten  seht  reroin- 
fschcD  iRsfit,  so  niDchte  doch  dem   Kefnrentcn  scheinen,  dass  eine  kurze 
l>srlegung    der    wesentlichsten    Kigeaschaften   windschiefer   Flächen    einer 
pÜBseren  Theorie  der  Banmcurven  vorangehen  mus«,  während  der  Herr 
Vwfasaer   Definitionen    und   Salze  vorbringt,    wo    es    ihm    gerade    gefällt. 
Alfs.  104  ist   die  geodätische  Linie  einer  developpslteln  Fläche   dadurch 
klimmt,    data  sie  durch  Abwickelung  der  Fläche  in  eine  Gerade  Uber- 
C^t.    Es   ist   dieses   bekanntlich   ein   specieller  Fsll   eines  schonen  von 
^kOSB    aufge-stellten    Satxes.     Bei    dieser   Gelegenheit    ist    zu    bedauern, 
"^  der   Herr  Verfasser  keine  allgemeinen  geometrischen  Betrachtungen 
Ibtr  geodätieciie   Linien   mitgetbeilt    hnt,    was   bei  seiner  klaren    Darstel* 
"Bgsweist!    sehr    erwüuscht   gewesen   wäre.     An    die  Betrachtungen    tlbar 
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windschtere  PlScIieD  Bchliesst  «ioh  die  unter« Dchong  der  dcTcloppabeUi 
FUcl>e  tn,  welcbe  von  d^n  N'nrmalebenea  eloer  C'arve  eingehüllt  wird 
(PoUrIläclie,  Surfftc«  polair»),  woran  sich  Atuftthrnagen  über  die  Curvo 
T«ih?n,  welche  von  den  Mittelpnoktea  dar  oEcaUtoriBcheo  Kreiie  gebildet 
wird,  Anf  B.  116 — 131  ist  die  dubmiogiingskngel  behandelt.  Bei  diRSPii 
Anrrdnnng  ist  uicbl  scu  venueiden,  daBS  zuweilen  Sülse  uud  BelAtiooeu 
nnter  etwas  anderen  Benenn  an  gen  in  doppeller  Weile  auftreten ;  so 
findet  sich  Anf  S.  J09  eine  Diatanz  bestimmt,  die  sich  auf  S,  119  einfach 
als  Diatanz  der  Mittelpunkte  des  oscnUtoriscben  Kreises  und  der  oecala- 
toritchen  KngelHifche  erwcint.  Die  Evolaten  Itaiirt  der  Herr  Verfasser 
nnt  einen  einfachen  Batz,  welcher  mit  grosser  Sorgfalt  Ausgi-führt  ist. 
Sehr  volUtündig  sind  die  Evoluten,  Evolventen  und  die  rectificirende 
FlXcbe  eioer  Uaumcurve  auf  8.  It)l  — 154  behandelt.  Abgesehen  von 
einem  Zasutz  neblipsit  das  Werk  mit  einer  eingehenden  Uotersucbong 
der  Schtniegungsliplix.  Anf  S.  110  ündet  aieh  in  einer  Anmerkung  ,.  Le 
Ih^oreme  tju'fjrphmc  celte  furmule  a  ile,  je  erois,  donne  pour  la  premtert 
fuis  par  Jaeohi  a\  183Ö.  ütitts  un  nriiele  innere  au  Journal  de  Crfllt, 
tonte  XlVi'.  Die  bemerkte  Formel  enihttlt  die  Entfernung  zwischen  den 
Mittelpunkten  von  Kriimrotingskrcis  und  Scbmiegungskugel.  In  dem  Auf- 
gatse  von  Jaeobi:  „Zur  Theorie  der  Ourven"  (Crelle,  Jonmal  XIV, 
S.  56  —  63)  ist  die  bemerkte  Distanz  S.  61  nnter  dt^r  Bezeichnung;  ,.I>ilnge 
der  KrUmmuDgSAxe  CA"  enthallen,  .Tacobi  Imllo  versucht,  die  baiipt- 
aäeblichsteD  ForrDelo  aus  der  Cuiveiitbeorie  aafzastellen,  wobei  indess 
noch  der  Begriff  de«  Torsi onsTsdins  fehlt.  Bei  dieser  Gelegenheit  möchte 
Keferent  auf  eine  Abbandlntig  von  Jacobl  aufmerksam  machen,  deren 
Inhalt  in  den  Scbrifleu  über  Ranmcorven  noch  keine  Beavhtnng  gefoD- 
flen  hat.  Die  Abhandlung:  „ Demonntralio  et  am)iliticatin  theorematis 
GauBsiani  de  qnadratura  integra  triangati  in  data  »upcrficie  e  liueto  bro- 
visiimis  formati  (Grelle,  Jonrnal  XVl,  ä.  344  — 350)  hatte,  ungeachtet 
einer  geometrischen  und  analytischen  Beweignibruog,  bei  Clausen  Be- 
denken an  der  Kichtigkeit  der  geliindeoeu  Resultate  bervorgcmreo.  Man 
vergleiche  bieiQber  Clausen:  „Berichtigung  eine?  von  Jscobi  anfgeeti'll- 
ten  Tbeorems"  (Astronomische  Nachrichten  Nr.  457,  Bd.  XX  S.  13  —  16, 
A Ilona  1843).  In  dem  Aufsätze  ,, Ueber  einige  merkwürdige  CarveD- 
tbeoreme"  (Astr.  Nachr.  Nr.  463.  Bd.  XX  8.  115- 120)  wiesJacobi  die 
DnbegrUndßlen  Bedenken  durch  sehr  einfache  geometrische  Betracbtnngen 
lurtick,  die  wohl  verdienten,  in  die  Curventheorie  aufgenouimen  xti 
werden.  In  einer  Anmerkung  utirt  der  grosse  Uath«>matiker  einige  sein 
Theorem  betreffende  Worte  von  Steine  r.  Der  kleine  Aufsatz  von 
Steiner:  „  Ueher  einige  allgemeine  Kigenscbaften  der  Cur^-en  doppelter 
Krümmung"  (Reiicbte  der  k.  prenssisehen  Akademie  der  Wisseoscbaften- 
An«  dem  Jahre  1839.  S.  76—80)  Acbeint  von  gpomptriscbfn  Sobrift- 
»teJIem  wenig  beachtet  zn  sein,   obgleich  derselbe  eine  Menge  wichtiger 


Ux.c  enthllt.  Bi»  findet  man  n.  A. :  „Rnllt  eine  Ebene  E^  ohne  xn 
gleiten,  alei  TangentialBbene  auf  der  Flüche  ^'(alBO  eine  der  vorgcnann- 
'lea  NoTroalebeDfiD),  so  wird  sie  stets  im  DÜmlicbon  Punkte  P  Ton  der 
Cnrve  C  geflcbnittea,  oder  so  bescbreibt  rio  bestimmter  Paokt  P  derselbea 
die  CnrvQ  C."  Die  Ton  Steioer  durch  F  bezeichnete  FIKche  ist  die 
PoUrflftche  der  Ciirve  C,  Genau  deräplbo  Satz  findet  sich  S.  I3l  bei 
Uemt  Uucbonnet  Dnd  wird  aXs  UasiH  der  Thnnrie  der  Gvolnten  ge- 
nonmea.  „Si  Con  fatt  roiiler  le  plan  tangetit  tut  la  »urface  polaire,  cö 
plan,  qni  Hant  ton  mouvement  rette  toujours  normal  ä  fn  couHte  comid^räe 
est  travene  par  die  con$tnmment  au  m^me  poinl."  Uebrigens  moss  her- 
voTgebnben  werden,  dass  Steiner  seine  Sätse  ohne  Beweie  mttgetbeilt 
hat.  flchliessticb  knou  Referent  nicht  umhin,  die  Schrift  des  Herru 
Bnebonnet  Iq  mehr  wie  einer  Hinelobt  der  UeachtuDg  der  Msthc- 
nwtiker  in  empfehlen.  Die  Darstellang  ist  lehr  klar  nnd  prKcise,  du 
Werk  enthalt,  soweit  die  GttgcnBtKndo  behandelt  sind,  einen  grossen 
Reiobtliom  an  SStson,  die  namentlich  in  Form  metrisebcr  Relationen  er- 
sebeinen.  Ga  sind  weniger  eine  gröasere  Anzahl  von  Sätsen  behandelt 
K  die  sich  auf  Kanmcnrven  nnd  windscinefe  Flächen  beziehen,  als  die  mit- 
W  getbeilten  fundamentalen  Theoreme  ausführlich  bebandelt,  waa  der  Schrift 

ntir  cnm  Vortbeü  gereicht. 
B         GGtlingen.  Enksper, 

^^SilytiHhe  Oeometrie,   bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heubr,  Gymnasial- 
lehrer n,  a.  o.  ii OD. •Professor  am  königl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 
Bre&lan  l»60;8l,  bei  Eduard  Trewendt.    380  S.    [Encyklopädie  der 
NaturwissonscbaftoD.  Dd.  V,    1 — 3S0.] 
Daü  Wort   „Analytische   Geometrie"^   ist   ein    ungemein    dehnsames. 
Wir  haben    in  den   DSuden   dieser  Zeitschrift   über  manche  so  benannte 
Sekrin  berichtet,  welche  eines  Lobes  wtlrdig  erschien,  nnd  deren  Inhalt 
^b  recht  kurz  bri  einander  war.    Cs  waren  das  meislens  SchnlbUchcr, 
Büelier  zur   Kinleitung    in  die  analytische  Geometrie,    die    sich    der  Auf- 
glke  entfichtagpn   dnrften,    ihre   Leser  mit   denjenigen   Methoden   bekannt 
m  mache n ,    welche  insbesondere  seit  1826,   dem  Erscheinungsjahre  von 
I'lfl«k«r's  ADalytiscb-geometriscben  Entwickelnngen ,  den  hervorragen- 
dsn  Geometem  gedient  haben,  rntersuchangen  anzustellen,  deren  Gegen- 
«UoJe  einer  nur  um  Wenige»  fHHier  gelegenen  Zeit  so  gut  wie  unbekannt 
'WWi.     Wer   gprade    diese    moderneti   Metlioden    in   Anwendung  auf  die 
*''*ljtiflcbe  Gonmetrie   der  Ebene  kennen   lernen   will,    den  verweist  man 
■Af  die  durch  vollendete  Eleganz    sich  auszeichnenden  kürzer  gefassten 
^tehtr  von  Üesse  oder  Joacbimsthal,  auf  das  nicht  minder  elegante, 
^•WstJIndige  Werk  Über  Kegelschnitte  von  8almon,  dessen  Bearbeitnng 
'"  dsnlaeber  Sprache  durch  Fiod  1er  in  der  vierten  Auflage  bereits  d* 
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StXrke  ron  700  Seiten  eirciebt  bat,  welche  van  der  flinnen  AnfUgn,  an 
deren   Rrachoineo    nicht    b»    «weifeln  ist ,    noch  tiberboten   werden   dtlrfti!. 
Upit  Heger  hatte  nonieh  fiir  die  ADnIytiscbß  (Geometrie  der  Eben»  Dod 
deaKannifs,  deren  UebüDdloDg  auf  verhÜltniiiciniiUaig  geringrtlgigem  Baamn 
ihm  nbertrageo  worden  iit,  eine  reiche  Aniwnhl  von  Mnsterwerfcen.     Er 
durfte    nicht    nnsser   Aogen   Inssen ,    daas  die  Varnitaselzung  eines  Hand- 
buches    der  Mathematik  —  denn   als  Theil  eine«   anlcben   erschien    dieae 
analytische  ßcometrie  in   der  Encyklopüdie    der  NaturwiBAenscbafleD  — 
darin    besteht,   das«   dem   Leser   kein   anderes   mathematiBche«   Werk   sn 
Uftodeo  sei,   da«s  bIbo  zwar  nicht  alle  Feinboilen  von  Boudernntereacb- 
DDgen  Aufnahme  zu  Buden  haben,  aber  doch  auch  nichts  Wesentliches, 
an  Ergehniasen   wie  au  Methoden,   fehlen  darf.      Er    lie^iü  sich  denn   auch 
vun  diesem  ans  richtig  erscbeioendeD  Gedanken  teilen    und  schlou  aich 
unter   den   Dothwendigcn    Kürzungen    an  die  Werke   an ,    welche  wir  alt 
die   moderne    analytische  fieametrie    enthaltend   bezeichnen   dOrfen.      Die 
symboÜBche  Bezeichnung  von  GleJchangttpolynomen  durch  einen  finfacheo 
Bnchataben,   die   Anwendung   tod    Determinanten,    die    aeben   «nander 
statlfindende    Uenutzuog   von    Punkt-   und    Liniencoordinaten,    die   Ein* 
ftlhning   homogener   Coordinateo    treten    der   Reihe   nach   auf,    and   ihre 
Wirkungeweise  bewghrt  sich  wie  an  den  gewöhnlichen  Eigenschaften  der 
Gefaden  nnd  der  Kegelschnitte,   ao   auch  nn  den  projcelivisehen  Slltaen 
über   diese    ebenen   Gebilde   nnd    über   Curren    dritten    Grades.     An    die 
analftidche  Geometrie  der  Ebene  sebliesst  sich  die  de«  Haumes  anmictel- 
bar   an.     Hier  war   eine   grosse  Bparsamkeit   in   der   Aaewahl    aus    dem 
Hherrvichen    Htnffe    noch    mehr   geboten     nnd    doch    sngleicb    schwieriger. 
Wenn  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  recht  viel  ohne  Infinite- 
simalrecbnang  oder  mit  verkleideter  In6nitesinialrechoong  geleistel  werden 
kann,  so  ist  es  in  der  analytischen  Geometrie  kaum  mSgUch,  der  neueren 
ünlcrsuchnngen    xu   gedenken,    ohne   den   Begriff  nnd   die   Bezeichnung 
▼OQ   Differcntiatqnotienten   zn   benoteten.      Man   könnte  wohl   Zwi^ifel  ans- 
sprechen ,   ob  es  zweckmitssig  8ei,   Überhaupt  mehr  aU  nur  die  l^elire  von 
dem  Pnnkte,  der  Geraden   and  der  Ebene  im  Räume  an  behandeln,  bevnr 
die    Diffprentiulrechnung    dem    Leaer    die  fast    auf  Schritt    und  Tritt  an  - 
entbehrlichen   Wprhieuge  geliefert  hat.     Herr  Heger   ist  di««er  Ansicht 
nieht.     Er  hat  nicht  nur,    waa    aach  anserer  Meinung  nach  thunlicb   ist, 
die   Ansdnhnnng    der    früheren   Methoden    zu   Ponkt  -    und   Eheneneonrdi- 
naten,  sowie  zu  homogeneD  Ranmooordlnaten  vollzogen  und  projectivisobe 
Eigenschaften   der  vorgenannten   einüacheu   Raumgebildo   entwickelt,    er 
hat  auch  die  Lehre  von  den  Flifcben  zweiter  Ordnung,  von  den  Raom- 
cnrven  dritter  Ordnang,  von  den  abwickelbaren  Flächen  dritter  Ordnung 
BD  ToUstllndig  geliefert,   als  ea  mit  ansschli esslich  elementaren  Hilfsmitteln 
iiberhaupt    thunlicb    war.     Hat    er    mit    diener    Ansdehnnng    de«    Stoffe« 
£«cht  gehabt,  was  wir,  wie  gedagl,  nicht  zu  behaupten  im  Stande  sind, 
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•o  iat  die  Art,  wie  er  seiner  Aufgabe  gerecht  wurde,  gewiss  nor  rtih* 
m«Dii  anzDerkenoen,  uod  wir  sind  Überzeugt,  daw  der  Vorleger  keinen 
Fehlgriff  tliDti  würde,  fslls  er  die  Ueger'scbe  Analytische  Geometrie 
BQch  nis  besonders  verkXnflicbcs  Buch  heften  Hesse,  welches  manchen 
Abnehmer  hei  Solchen  finden  möchte,  die  sich  snr  Ansehaffong  der  gBoseii 
£ucyk)op»die  der  N'AturwissenKchAftei),  beKiehungsweise  derou  mathemati- 
scher Abtheilnng,  nicht  entecbliessen  kötinen.  Bei  einer  solchen  Sonder- 
abgabe wäre  es  vielleicht  aocb  möglich,  einen  Xendrack  des  ersten  Druck- 
bogens au  voraustaltva,  der  sich  dnrch  zahlreiche  sioneDtstelleDdo  Druck- 

fftbler  unvortbeilhaft  von  den  folgenden  Bogen  unierbcheidet, 

Cantor. 


OemeinfassHohe ,    leicht    oontroUrbare    lösong    der   Aufgabe :    „  In    ain 
K  ringförmig   gescblossenes  Band   einen   Knoten   za   machen",    and 

^^_  Tarwaadter  merkwOrdigor  Probleme,  T.>n  Dr.  Oscah  Siuohv,  a.  ö. 
^^^V  Professor  an  der  k.  k.  Hochschnle  für  DodeDcnltar,  PriraldoceiQt 
^^H  an  der  Wiener  UniversitSt  III.  erweiterte  Auflage  (mit  42  Hola< 
^^B  seboittea  und  4  lithographirtea  Tafeln).  Wien,  Verlag  von  Gerold 
^H       &  Comp.     1881. 

■  Referent  hat  diese  klein«  Schrift  mit  am  so  grösserem  Interesse  ge- 
I      lesen,    als    durch    eigentbümlichos  ZusammentrefTcn    gerade   zur  Zeit,    als 

der    Wunsch    ausgesprochen    wurde,    wir   müchten    Über    den    Inhalt    uns 

lUHrn,    der  Gegenstand   in   dem   Heidelbei^er  Hathematiscben  Vereine 

«perimentell  erörtert  wurde,     llerr   Georg  Wallenborg   aus  Dauzig 

I      hat  mittels  steifer  I'apierbSnder,   die  so  den  Knden  guramirl  waren,  die 

■  «iehtigslen  6im od y 'sehen  Versuche  zur  Anschanung  gebracht  und  ana 
<4  soser  Drthoil  wesentlich  erleichtert,   währeud  ohne  die  Fingi^rfertigkeit 

I      imt»  jungen  Sludirendeo  der  Mathematik  unser  persönlicher  Mangel  an 

■  Bsamphantasie  anch  trotz  der  Tortrefflicben  Abbildungen  mit  den  Ergeb- 
"     nisien  »ich  nicht  genügend  vertraut  zu  raachi-u   gewusst  hätte.     Vielleicht 

iil  et  auch  anderen  Lespni  ühtiüch  gegangen  und  dadurch  eine  Befangen- 
bit gegen  Dinge  erzeugt  worden,  die  sie  sieb  nicht  vorzustellen  ver- 
nMbten. 

Ga  handelt  sich  um  die  Aufgabe;  in  ein  ringförmig  geschlossen«« 
Bsod  einen  Knoten  zu  machen,  eine  in  wissenschaftlichen  Kreisen  Qbel 
Wticfatigte  Aufgabe,  weil  sie  in  den  von  Herrn  Slade  gegebenen  Vor- 
MalluDgen  durch  ialva  venia  (JeiaterhKnde  gelitut  worden  sein  soll.  Mit 
OeisterD  bat  aber  die  uns  vorliegende  Abhandlung  Nichts  an  thnu,  lo 
••Big,  als  mit  einer  «bjectiv  vorhandenen  vierten  Dimension  des  Raumes, 
Qciitieich  ist  sie  nur  im  guten  Sinne  des  Wortes,  Herr  Simony  aeigt 
"Itnlieh  mittoU  sehr  siunrciehcr  Versuche,  dasa  ein  vor  dem  Schlüsse 
<Htr  ongcradfii  Anzahl  von  Torsionen  uiilcrworl'enoa  Band  ein«  oder 
Bthrare  Verschlingungen  darbietet,  sobald  mau  es  zwar 


aber  der  Uoge  nach  darcbecliDeidot.  Die  ADzahl  der  Toraionea  laut 
Bich  «DB  doD  erzeogt«n  VeräcbliogaDgeD  gewi88flnnafl«f>D  nblewn.  Uerr 
Simony  bernrt  sieb  mit  Kecbt  auf  List  iog's  Topolojpe,  aU  einer  fcBb- 
zeitig  erscbicueueD  VorUarerio  dieser  Uotersncbnngeo.  Verwandt  sind 
deniolbcn  aucli  zahl entheore lisch  -  geometrische  ßetrachlnngeD ,  welche 
iosbeaondere  eioigo  franaäsische  Mathematiker  in  deu  Ictaten  Jahren  au- 
geatellt  haben  nnd  über  welche  z.  Q.  Herr  Bd.  Lucas  in  einer  italieDiseh 
geschriebenen  Abhandlaug  „Principit  fondamentali  delli  geometria  dei 
leasuti'*  in  dem  sechsten  Jahrgänge  der  zu  Taria  erscheinenden  Monats- 
schrift „L^Iugegneria  Civilc  o  le  Arti  Industriali"  berichtet  hat. 

Canto». 


La  aoienoe  de  lespaee  par  Ldcibm  Buts,  capitaiue  du  g^nie.    Broxelles 
1881,  Libraine  Kuropt^enne  C.  Muquardt  Merzbacb  &  Falk.  606  8. 
Wir   haben   seiner  Zeit   in  kurzen  Worten  über  die  „Science  de  la 
quantit«^"  desselben  Verfassers  berichtet,  als  einem  Werke,  dessen  Haupt- 
merkmal  darin   za   erkennen    sei,   das«   complcxo   Grossen   grnndefttslich 
nicht  verkommen,  weil  sie  nach  des  Verfassers  lanthmasslicb  von  keinem 
anderen  Mathematiker  getbeiUer  Meinung  nur  nutzlose  Erzeugnisse  einer 
ganz  eubjectiveu   Einbildungskraft  darstellen.     Heute  liegt  uus  die   erste, 
38  Druckbogen  starke  AbtheiUng  der  Kaum  Wissenschaft  Tor,  welcher 
D»cb    der  Absiebt   des  Verfassers   noch  zwei  weitere  Abtheilnngen  nach- 
folgen  sollen.     Wie    der    gegenwärtige    Band    Linien,    OberÖJtchcn    und 
KSrper  in   elemeDtarer  Weise   nach  Form   und   Grfiste  betrachtend   den 
Elementen    der    Geometrie    und    der    Trigonometrie    der   ver- 
breiteten Lehrbücher  entsprechen  soll,  so  ist  die  Absiebt  des  Verfasaers* 
in  einer  sweiten  Abtbeilnng  der  analy tischeo,   in  einer  dritten   der 
descriptiven  Geometrie  sich  zuzuwenden.    Erstere  wird  es  mit  dorn 
allgemeinen   Studium    von    Linien,    Obertlächt^u    uurt    Körpern    »u    thuu 
baben,   gegründet   auf  die   Messung   der  Eutfernuog   ihrer  Pnnklo   von 
gegebenen  festen  R&umgebilden;  letstere  wird  ihre  Aufgabe  darin  sehen, 
Eigenscbafieu  von  Linien  nnd  Oberflächen  des  lianmes  ans  ihren  ebenen 
Projectionen   kennen   zu   lernen.     Man  sieht,   ea  ist  ein   weitangelegter 
Plan,    den   Herr  Bnys    gefasst    bat.      Weniger   dentlicb    ist  uns  die   Ab- 
sicht, welche  seine  VprÖffeDtlichnugen  leiteL     Will  er  dem  sclioo   fertigen 
Mathematiker    zeigen,    welche   Anordnung    der  Wissenschaft   die  streng 
richtige  w&re,   oder  will   er  mittels  seiner  Schriften   seihst  Mathematiker 
bilden?   Der  grosse  Umfang  scheint  die  rrsterc  Anffauung  ans zusch Hessen, 
aber  eine  Willen sJEusscrung  des  Verfassers  mnss  nns,  wenn  sie  vorhanden 
sein   sollte,    entgangen  sein.     Im   >^weifel   nehmen  wir  an,    der  Verfasser 
sei   zum   Mindesten    der  Meinung,   an   seinen  Werken   könne   ein  Leser 


eh  «Bin  Mathcmiitiker  itu»bil<len ,  aod  tod  diestno  Getficbtspsukte  *iii 
benrtbeilen  wir  das   ans  vorliegende  Buch. 

Es  Ut  eine  niiasHche  Saelif',  in  einem  ereton  TlAnde  Lücken  nacli- 
«euen  zn  wollen.  Der  Verfasser  kftnn  regelmHüsig  erwidern ,  er  hibe 
dsa  VermiMte  im  sweiteo  oder  dritten  Bande  nachholen  wollen.  Wir 
nehmen  also  diese  Einrede  vorweg  und  bemerken  ntir,  dasH  demoaob 
den  folgenden  Biluden  angehören  mnsa  die  suasiumeubängeude  Lehre 
TOD  den  merkwürdigen  Pnnkten  des  Dreiecke,  die  Lehre  von  der  bar- 
moniachen  Tbeilnng,  die  E-IrklSrnof;  der  ArcbiniediAcbcu  KQrper,  der 
£Dler*sche  Sau  über  VielfUchner  n.  s.  w.,  welche  im  ersten  Bande  nicht 
mit  einem  Bnchstaben  Krwfthniing  linden,  wXbrend  gegenwärtig  kaam 
eine   be&sere  Scbalgeometrie  dipue  Gegenetünde  vermiseea   Ifisst. 

Schwerer  wird  die  Vertheidigung  des  wirklich  Gebotenen  sein,  wenn 
TOD  Saiten  folgerichtiger  Strenge  ein  Sturm  gefahrt  wird,  und  dazu  fehlt 

»et  keiaeewegt  an  geeigneten  Angriffspunkten, 
8.  14  — ]&.  Eine  Ebene  entsteht  att«  den  Punkten  »KmmtUcher  Ge- 
raden, welche  xwei  beliebige  Fnnkte  zweier  einander  acbneidender  Ge- 
raden Terbindeii.  Wir  lassen  die  Definition  gelten.  Nun  heisst  es  weiter: 
Qae  Gerade,  welche  irgeod  zwei  Punkte  dieser  Oberfläche  verbindet, 
gebOft  gans  der  OberÜXehe  au.  Wir  laasen  diese  Fortsetzung  nteht 
|ell«ii.     Sie  muss  erst  bewiesen  worden! 

8.26.  Das  Zusatnmenfatleu  zweier  Dreiecke,  deren  Seiten  einzeln 
einander  gleich  sindi  ist  evident.  Wirklich?  Dem  Verfasaer  scbeinett 
diMtfa  selbst  Zweifel  an  dieser  Ersicbtlichkeit  anfgestossen  xa  sein,  deun 
er  lüjst  eioen  Beweis  uachfolgeni  aber  dann  mnsete  der  Vordersatz  ein- 
faeb  geatricben  werden,  welcher  geeignet  ist«  den  Anninger  m  Ter 
(Ihren,   «ach  soo<ft  SHtze  als  Br»icbUich   anzqnehmen,   die  vielleicht  gar 

Ineht  wahr  sind. 
8.33.  Di«  Verbiadaagslioicn  der  Endpunkte  der  Grundlinie  eioea 
Dtifocka  mit  einem  Punkte  im  Innern  des  Dreieck»  haben  eine  kleinere 
Bmae,  als  die  sie  nmschliessenden  Dreieckssoiten.  Das  sei  ereicbtlich! 
S.  45.  Ein  Vieleck  ist  regelmttssig,  falls  alle  Seilen  und  Winkel  nnter 
"iuinder  gleicli  sind.  Wenn  aber  nun  der  Schiller  fragen  würde,  üb  es 
Weh  solobe  Vielecke  giebtV 

8.  57.  Nachdem  der  Bogriff  der  Krümmung  in  der  Weise,  wie  mau 
Im  in  der  Differentialrechnung  zu  entwickeln  pflegt,  ans  dem  Winkel 
uf  einander  fotgendor  BerUbrungslinien  hergeleitet  ist,  wird  der  Kreiw 
>1*  Linie  Ton  Qberall  gleicher  Krümmung  doliuirt.  Das  ist  eine  neue, 
■^r  tthv  interCBsante  Einführung  dieser  krummen  Linie.  Aus  ihr  folgt 
du  Existenz  eines  Mittelpunktes,  wie  8.  54  bewiesen  wird.  Nun  soll 
"bet  snch  bewiesen  werden,  dasa  umgekehrt  jede  Ltoie,  deren  Punkte 
gleich  weil  vnn  einem  gegebenen  Punkte  abstehen,  ein  Kreis  sein  muss. 
^  dies«m   Zwecke   werden   an   die  botreffende   Cnrve  Berilhrongslinien 


folge  ersehetDfrn  zu  flehen.     Znx  Ver^eotUchnn^  in  Brnebctfiokeii  nacli 
je  fUofjHbriger   Panfie  reicht  ein   Menschenleben   kaam  sasl 

NäcbKt  dieser  auf  die  Zukunft  berpchncteo  Mabnang  haben  wir  die 
angcnebine  Pfiicht,  unsere  lUckbaltloee  AoPikeDOung  der  Art  and  WeUe 
aoBEOBprecbeD,  in  welcher  Uerr  Hajftr  als  Uebersatter  und  £rkUrer 
lowobl  dem  griechischco  Originale,  als  dem  beatigen  Leser  gerecht  la 
werden  verstellt.  Die  vierte  DefinittOQ  a.  B. ,  um  nur  eine  Einzelheit 
hervorzuheben,  war  bisher  oft  überaetst,  nie  aber,  wie  ans  nach  Majores 
UeberaetKUDg  klar  wird,  voratanden  wordeo.  Soll  die  gerade  Linie  i^ 
t«ov  ror^'  itp'iovxiif  arj/ifiot;  liegen,  so  mass  die  Abhängigkeit  des  Dativs 
wit  oijfiftoi;  TOD  i^  Taov  in  der  Uebersetzang  berrortreten.  es  muM 
heisseo:  til^ic  Gerade  liegt  In  gleicher  Weise  da,  wie  die  Punkte  anf  ihr, 
d.  h.  mit  irgendwelchen  Punkten  auf  ihr,  also  anch  schon  mit  aweien  ist 
die  Gerade  gegeben"  (fl.  37).  Von  feinem  VcratÜndnisse  sengt  auch  die 
Einaehaltnng,  welche  der  Uebenieizer  S.  II  Z.  24— 26  in  den  Text  oin- 
znfUgen  wnsste.  Uobßgreiriicb  dagegen  ist  nns  sein  Skmpel  S.  25  be- 
zfiglich  des  Alters  der  von  Endoxni  erfundenen  Uippopedc  gegenüber 
den  von  Perseas  berrtihrendi-n  spirischen  Schnitten.  Der  sohleifenarlige 
epiriacbe  Schnitt  ist  ja  keine  Ilippopede,  sondern  gleicht  Mir  nnr  — 
ioinviet  tij  10V  txxov  xidij  —  und  kann  sehr  wohl  um  einige  Jahrhnn- 
dert«  nach  der  ersteren  Cnrre  bemerkt  werden  «ein,  wie  er  selbst  im 
Datum  um  mehr  als  anderthalb  JahrtAnsende  der  jttngeren  an  GMtalt 
beiden   vergleichbaren   Lemniecalo  vorausging.  Pantor 


Archimedis  opera  omnia  CTim  commentariis  Etitoeü.  E  codice  Florentino 
rccensnit,  latine  vertit  notitqne  iltostravit  J.  L.  UetSBRO,  Dr.  phil. 
Uip.ig.  bei  B.  O.Tenbuer.  Vol.  I.  1880  (XII.  499).  Vol.  II. 
1S81  IVIU,  468).  Vol.  Hl.  1881  (LXXXIX,  526). 
Georg  Valla,  ein  gelehrter  italienisoher  Philologe,  welcher  1499 
starb,  besan  ciue  Handschrift  der  Werke  Archimed's,  welcher  von 
Denen,  die  sie  noch  sahen,  hohes  Alter  nachgerühmt  worden  ist.  Ab- 
Bchriften  dieses  Codex  sind  nach  den  in  der  Vorrede  zam  111.  Bande 
vorliegender  Ausgabe  enthaltenen  eingehenden  Untersuchungen  de«  Herrn 
lleiberg  einige  Pariser  Codices  (A,  C)  qnd  der  berilhmto  Florentiner 
Codex  (F),  welcher  demnach  nicht,  wie  man  hisher  annahm,  dem  X11I.  S. 
augehSren  wurde,  auch  nicht  der  ehemals  Valla* sehe  Codex  selbdt  wSre, 
wio  Herr  Heiberg  in  seinen  (^oae^tiones  Archimedeae  S,  125  Ogg.  noch 
vermntbete,  sondern  dessen  Eutstehong  etwa  anf  I49I  oder  knrz  darauf 
xn  bestimmßn  wKre.  B<-i  dem,  wie  da  wolle,  und  möge  man  an  einem 
Irrthum  von  2^  Jithrbunderten  in  der  Xlteren  Zettheaümmnng  von  /■' An- 
stoM  nehmen  oder  nicht,  jedenfalla  sind  F^  B,  €  Handschriften  der  glei-j 
D  Familie  nnd  unter  ihnen  F  Ata  sorgfältigsten  hergestellt,  sogar  nnterJ 


rnn  empirtsch  begegnet  wnrriß  Durch  xweier  Zengen  Munt)  wnrde  fust- 
l^tateüt,  ob  die  hodb  Mondsichel  bd  dieiem  oder  jenem  Abende  nnenit 
geaebea  vorden  war,  ob  also  «n  dieeem  oder  jenem  Tftge  der  alte  Monat 
•bfcliliesüen,  der  ncne  beginnen  mtieete-  Bo  eiwuchs  alljührlicb  zwischen 
den  b«U8afig  3&4  Tagen  des  KilenderjahrcB  und  den  etwa  365^  'l'«gen, 
BBob  welchen  die  Jahreszeiten  wiederkehrten ,  ein  Unierschied,  welcher 
in  drei  Jahren  selbst  Über  einen  Monat  betrug  und  die  Einschaltung 
eines  Scluülnionats  sur  NoUtwendigkett  machte.  In  der  Tbat  sat  Noth- 
«endigkeit,  denn  die  an  gewissen  Festen,  welche  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Kilendermonats  an  fest  bestimmten  Tagoo  (wio  Ostern  am 
14.  Nitean)  lagen >  vorgeschriebenen  religi&sen  Handlangen,  Opfer  vua 
janger  Feldfmcht  «.  dergl.  konnten  nicht  vollsogen  werden,  wenn  der 
Monat  selbflt  die  Jahreszeiten  dnrchwandelte.  Ans  landwirtlucbaftlich' 
raKgiSeen  Gründen  wurden  also  Schaltjahre  gebildet,  nnd  wenn  Herr 
Zockermann  ancb  wahrscheinUcb  zu  machen  sacht,  dass  daneben  bereits 
in  früher  Zeit  eine  Berechnung  irgendwelcher  Art  (S.  bi)  etattgefanden 
haben  niiM,  die  freilich  mehr  die  HonatsIXnge,  als  die  Aosglcicbung  der 
beiden  Jahrefigattungen  betroffen  zu  haben  scheint,  so  sind  das  doch  so 
ichwankend  gehaltene  Behauptungen,  dasa  der  Mathematiker  ihnen,  wie 
wir  schon  andentetrn,  zwar  Geschmack,  aber  nicht  gar  viel  Belehrung 
abgewinnen   kann.  Cauto«. 


Prokloi  tlber   die  SeftnitioBeB  bei  Eukliid.     1.  llieil.     UeBuition  1 — 7. 

^Mit  2  Tafeln  Abbildnngen.  Von  Prof.  Dr.  Ludwio  Majbk.  Pro- 
^L  gramm  des  königl.  Gymnasiums  in  Stuttgart  Bum  Schlnasc  de« 
m  Schuljahres  18S0/S1.  4".  2$  S. 
Wir  haben  1876  im  XXI.  Bande  dieaer  Zeitschrift  (bist.-literar.  Ab- 
ifaetlnng  8.181—183)  ein  Töbingcr  Schnlprogramm  des  gleichen  Ver- 
f%atf:n  KU  beaprechen  das  VergnUgen  gehabt.  Damals  beschäftigte  sich 
Herr  Hajer  mit  den  Aoseiuandersetxungeu  des  Proklos  über  die  Petita 
ond  Aziomitta  hei  Knklid;  heute  giebt  er  uns  eine  auezngsweise  Ueber- 
seisung  und  Erklärung  dessen,  was  Prokloa  Über  die  ersten  sieben 
Definitionen  Euklid'a  sn  sagen  weiss,  uns  als  nSchslo  Gabe  eine  bhn- 
licbe  Bearbeitung  des  Proklns'schen  Commentars  zu  den  (Ihrigen  l)e- 
fioitinnon  im  I.  Boche  der  Elemente  in  Anssichl  stellend.  „Wir  hoffen 
ao,  mit  der  Zeit  das  leider  unvollendet  auf  uns  gekommene  Werk  des 
Nenplato Dtkers  allen  Denen  vollständig  zu  erscbliessen ,  die  du  Original 
an  lesen  nicht  im  Stande  sind  oder  nicht  Zeit  und  Lust  dazu  haben." 
Wir  nehmen  gern  Act  von  dieser  Zusage,  mit  welcher  der  Verfasiter  »ein 
dleajflhngcs  Programm  abschließt,  mßchien  aber  ansereraeite  den  Wun«c 
darmo  knüpfen,  die  Fortsetaungen  in  etwas  beschleunigterer  Aoftio' 


h 
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niatonsch '  Htenuiaehe  Abtheilang. 


Apoltonina,  Pappoi,  V«rwei8DDgeQ .  w«lehe  du  Veratfindnuc  6m 
WortUntei  oicfat  wenig  tn  erleichtern  »ich  eignen,  da  bei  ätim  von  sun- 
sligen  Scbriflslelleru  abweichenden  Sprachgebranche  der  Uatbetnatikpr 
gewiihnlicbe  WürterbUcbei-  uicbt  seltea  im  Stiebe  lassen.  Damit  ist  xn- 
gletcb  auch  die  Notbweadigkeit  eines  Wortindes  gegeben,  und  ein  fol- 
ches  bat  Hert  Heiberg  seinem  IIl.  Baude  beigefügt,  das  Wortindex 
als  Master  nehmend,  welcheK  eine  Zierde  der  Unitscb'bohen  Pappns* 
Ausgabe  bildet.  Ueberbaupt  war  es  jene  klaasiiiclie  Ausgabe,  der  Uerr 
Heiberg  aungeHprocbi-np-mtassea  nacheiferte,  und  wenn  wir  aach  glaub- 
ten, gegen  beide  Gelehrten  ,  gegpn  den  längst  berühniteo  erptobten  Heister, 
wie  gegen  den  strebsamen,  eich  rascb  aufschwingenden  jQnger  der  Wimten- 
echaft,  ein  Unrecht  »a  begeben,  falls  wir  bebanpteten,  din  Archimed-  Aus- 
gabe stehe  der  des  Pappus  schon  ganz  gleich,  so  können  wir  doch  mit 
gutem  Gewissen  es  aussprechen,  dase  wir  kilnfiigeii  Ausgaben  giiecbiacber 
Uathcmsttker  —  b.  B.  des  Euklides  —  dorcb  Herrn  Ueiberg  jet>t 
lAit  gesteigerter  Zuversicht  entgegensehen.  Cahtqr 


Die  CeberseUiiDgen  dei  Eoklid  durch  Caapano  a&d  Zamberti.  Eine 
matfaootatiBcb-bistorische  Sindie  von  Prof.  Dr.  Uebmamr  Wkibskn- 
DOBK.  Halle  a.  S.  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.  1882. 
Vierhundert  Jahre  sind  verfloseen,  seit  im  Mai  14S2  die  erste  Drnok- 
«nsgabe  der  Campano'scben  Uobcrsetznng  der  Enklid'scben  Elemente 
US  dem  Arabiacben  in  das  Lateinische  dnrcb  Erhard  Ratdolt  vollendet 
wurde.  Herr  Weissenborn  hat  diese  Säcularerinnerung  durch  eine 
int«reB6antc  Studie  gefeiert.  Er  schildert  uns  die  Schicksale,  welche  die 
oben  genannte  Campano'sehe  Uebereetznng  ira  Drucke  erfuhr.  Er  aeigt, 
wie  Zamberti  («in  Venetianer,  welcher  im  Jahre  1539  mindeftteiis  66 
Jahre  alt  war)  eine  Gegenausgabe  veranstaltete,  deren  lateinischen  Text 
er  aus  dem  Griechischen  äbersetzte;  wie  der  bekannte  Freund  des  Lio- 
nardo  <)a  Vinci,  Lnca  Paciolo,  der  Uf^bersctzong  des  Campann 
wieder  den  Vorsug  gab  und  sie  seiner  Ausgabe  zu  Grunde  legte;  wie 
Jaqaes  Lefirre  von  Estaples  beide  Uebersetzuagen  vergleichsweise 
abdrucken  lies«,  eine  Sitte,  welcher  noch  andeie  llerausgebei  treu  blie- 
ben, sf^lbst  nachdem  der  griechische  Urtext  1533  in  Basel  erschienen  war. 
Uerr  We issenboru  giebt  bibliographisch  genaue  Schilderungen  dif^serj 
veischiedeneu ,  meistens  recht  selten  gewordenen  Dinckn  und  siebt 
ihren  EigenibUralichkeiten  Folgerungen,  welche  allgemeineres  lotereesj 
besiiieu,  als  etwa  nor  fUr  den  Freund  alter  Auagabeo.  Wir  beben  all 
theilweisc  schtm  frälior  festgestellt,  aber  neu  bekrSftigt  hervur:  J.  di 
Enklid,  der  VerfatmRr  der  Elproente,  bis  in  das  XV.  Jahrhundert  bin< 
Philosophen  aus  Uegaca  verwechselt  zu    werden   pÜegte;   2.  dj 


Gaklid  nnr  aU  VerfuMr  der  LehrsSUe  galt,  wShrenil  niftD  die  B«weUe 
von  Tbeoa  von  Alexaudria  herrUbren  liess.  Uazu  hat  Herr  Weisien- 
born  noch  wrilcr  bcbanplet  nnii,  wie  uns  scheint,  bewiefien,  üiiss  3.  schon 
l-lSS  der  (Jmatant)  nahezu  vorgeft^en  \vnr,  ilass  Campano  nicht  anmittel- 
bar  auH  dem  GriechiscbcD,  sonderu  ans  dem  Arabiiichen  Oborset^ite,  eine 
Bemerkung,  welch«  ihre  Wichtigkeit  darin  beeitat,  dass  sie  die  Bitterkeit 
der  Aogriäe  «rklan,  welche  die  humaDintiscb  geschulten  Kenner  dea 
Urtexteii  gegen  Campaoo's  Irrthtitner  richteteo,  Angriffe,  die  oigeatHeh 
an  diu  Adrease  dcH  Arabers  xn  richten  waren ,  welcher  Cam  p  a  n  it'a 
Hiaav erstand DiBBe  ganz  oder  doch  zum  groimen  Thi>ile  vetitchnldet  hatte. 
Wir  köDoen  una  über  weitere  Einzelbeiteo,  welche  die  kleine,  4J 
Dmekbogeu  starke  Abhandlung  euthült.  nicht  weiter  verbreiten,  sondern 
b«gDOg«n  une  damit,  ini  AUgempinen  uni>cr  KiQTemlAndniss  auHziiHpre-' 
eben,  etwa  mit  Ansnalime  einer  Stelle  (S.4S),  wo  Herr  Weissen  brirn , 
wie  wir  gluuhfvo,  einen  SnU  d«s  Lucn  Paciol  ir  missverstnuden  und 
darauf    ihn,    den    verdienten    Minoritea,    eines  Irrtbums    bescboldigt    bat. 


der  Uta  Dicht  aar  Last  fxllt. 


Cantob. 


lotoioo  ad  nna  nnova  edixione  delle  opere  di  OalUoB  per  Aktomio  Fa- 
VAHO.     Veoezia  IbSl.     51   S, 

Ist  die  BOgeoRDiite  volUtitodige  and  ccrreote  ÄoBgabe  der  Werke 
dMOftUlei,  welche  tinter  der  Aorsicbt  von  Albert  im  Lanre  der  vier- 
ti^er  Jahre  unacreit  Jaliriiunderts  erschien,  berechtigt,  ttich  jeneecbniUcken- 
dea  Beaeirhnuugoi)  Uuiznifgeu?  Die  Verneinung  dieser  Frage  steht  unter 
den  Minnorn  de«  Faches  vollkommoo  fest.  Ijobnt  es  sich,  eine  wirklieh 
TollstModige,  wirklieb  correcte  Aa^gabe  zu  veranstalten?  Wir  würden 
idrchteo,  die  Mahnen  des  gr^wücn  Gelehrten  d*'B  X.V1I.  Jahrhunderts  zn 
beleidigen,  wenn  wir  diesM  Fragt*  als  zweifelhafter  Beantwortung  fähig 
anslhen.  Zweifelhaft  int  in  unseren  Augen  nnr  Kines:  üb  nitmlich  gogen- 
wirtig  schon  der  Moment  gekommen  ist,  die  Wünsche  7u  befriedigen, 
welche  Herr  Favaro  anaspricbt  nod  fttr  welche  er  der  Zustimmung  Aller 
gewiM  sein  kann,  wf>]che  ftlr  die  Geschichte  der  WiesenBcbaflen  Interesse 
empfinden. 

Gerade  die  letzten  18  Jahre  —  seit  der  dritten  SScularfoier  von 
lialilai's  Geburt  im  Febmar  1864  —  haben  die  {ialileiforHchung  in 
^  kriftigaren  Anfscbwong  gebracht.  Die  politisch  •kirchlichen  Kümpfe  un- 
^B  Mt«r  Zeit  haben  vielleicht  am  meisten  dazu  beigetragen  und  haben  ins* 
^H^taoadere  Voranloßsang  gegeben,  immer  und  immer  wieder  nnf  den  In« 
^H^pdtiotisprocesb  gegen  Galilei  xurUokaakßmmeu.  Aber  zugleich  mit 
Bclififtetdcken,  welche  auf  das  Jahr  1633  aicb  beziehen,  kamen  andere 
^  ungeahnter  Menge  ans  dem  BtauKe  der  Archiv«  hervor,  und  Herr 
Vtvaro    gehurt    neben     Uerrn    Campori     za    den    MSnner 
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ftm  eifrigsten  and  orfulgreicbstco  der  Nach  st  Über  aogsmObe  sieb  noter- 
sogen. 

Darf  dieara  Sncben  als  boondigt  bctracbtot  worden?  Nnr  in  dieMm 
Falle  halten  wir  es  Rlr  ncbtig,  mehr  als  den  Gedanken  einer  noacn 
Genammtansgabe  von  Galilei's  Werken  BnsKaaprecben.  Freilich  werden 
die  Vorbereitungen  anm  Drnckp  unter  allen  ümütilnden  germnnie  Zeit  in 
Anspruch  nehmen,  nnd  inzwischen  kann  noch  Manches  geschehen.  Aber 
für  einzelne  nnentbebrliche  Forschungen  bandelt  es  sieh  anch  nncb  dämm, 
ob  sie  snr  Zeit  mliglich  sind,  und  insbesondere  der  Besitzer  von  Asb- 
btirnltam  ist  ein  znm  Voraus  unberechenbarer  Factor,  ohne  don  die  Rech- 
nung selbflt  nnn  einmal  nicht  zum  Stimmen  gebracht  werden  kann.  Wir 
meinen,  am  nna  deutlicher  antisndrtiekpn,  die  Benutanng  der  in  Asbbnrn- 
liam  befindlichen  Papiere  sei  nnerlMsliclie  Vorbedingung  für  die  wirkliche 
loangriffhahme  der  neuen  Ausgabe. 

Sotlle  es  erst  einmal  so  weit  sein,  so  wird  die  Auswahl  des  Manne«, 
der  die  Ausgabe  zn  leiten  hat.  nicht  schwierig  sein.  Mie  Notfawendig- 
keit,  dasB  es  ein  Italiener  sei,  dass  er  mit  Oalilei's  Arbeiten  hinUng- 
liob  vertraut  sei,  itass  gescbichtlicbc.  Arbeiten  ihm  geläufig  seien,  scblieast 
so  Viele  von  dem  Wettstreite  aus,  dass  diejenige  Behörde,  welch«  die 
eigentliche  Bestimmung  zu  treffen  haben  wird,  kaum  mehr  nCthig  haben 
dürfte,   wirklieb   zu   wilhleu ,  sie   wird  hüchstens   bestätigen. 

Die  Vorschläge  von  Herrn  Favaro  für  die  Anordnung  der  nenen 
Ausgabe  billigen  wir  mit  einer  einzigen  Aninahme.  Die  Schriften  der 
Gegner  Galilei*«  auseinanderznreissen  nnd  in  seinen  eigenen  Schriften 
da  und  dort  einznschallen,  wo  sie  ihre  Widerlegung  üuden,  halten  wir 
für  ein  an  diesen  Gegnern  geübtes  Unrecht.  Die  chronologische  Reihen- 
folge scheint  uns  hier  gleichralls  Pflicht  und  ebenso  die  gelreue  Wieder- 
gabe. Üb  die  Gegner  in  Allem  and  Jedem  Unrecht  hatten,  uh  Galilei 
alle  ihre  BinwUrfe  auch  mit  den  richtigen  Gegengründen  widerlegte,  bei 
dem  damaligen  Stande  der  Wissenschaft  widerlegen  konnte,  darüber  kann 
nnr  der  parteilos  unveränderte  Abdruck  vnn  Schrift  nnd  Gegensclirift  in 
richtiger  Zeitfolge  ein  Urtheil  verstatton.  Cahtob 


Magister  Oeoi^  Samuel  Oörffel.     Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Astro- 
nomie   im  XVII.  Jshrhnndprl    von   Curt  Reiriiabüt,    Gymnasial- 
■iberlehrer  zu  Planen  i.  V.    (Sonderabdruck  ans  dem  Jahreabericht 
des  Altcrthomsveieins  zu  Planen  i.  V.  für  1681.)     77  S. 
Uas  Programm  der  Annen -Kealscbnlc  zn  Dresden  vom  Jabre  1S70 
entbült   eine  wissenschatlliche  Beilage   von  Gnst.  Uoffmann   über   die 
Entdeckung  der  wahren  Bahnl'orm  der  Cometen.     Hcvel  ist  in  ihr  als 
der  Kntte  genannt,  welcher  166S  in  den  C'ometenbahnen  Parabeln  eHuuinie 
stillschweigend  annahm,  dass  deren  Brennpunkt  von  der  Siinne  ein" 
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gsnommeo  werde.  D6rfrel  habe  soduin  13  Jahre  spKter,  1681,  die 
le<st«n  Behaoptaag  mit  kUren  Worten  aasge«pTi>cheD.  Newton*!  Ver* 
dienet  endlicli  iat  es,  die  Cometen  als  Weltictirper  erkannt  zn  haben,  die 
ihre  Dalinen  nicht  minder  als  die  Planeten  infolge  dos  Oravitationsgeaetzea 
dnrcblaufen.  Die  Ho ffmann'Bclio  Abhandlung  ist  als  Quellenschrift  in 
Wolfs  rortrefflicber  Geschichte  der  Astronomie  (S.  411)  benutzt,  wenn 
auch  dort  nnr  davon  gcsprocben  wird,  da^a  üevcl  die  ConcavitAt  und  wabr- 
seheinltche  Paraboloitjtt  der  Camptfn bahnen  orkanntft,  während  DSrffel  in 
glücklichster  Weise  erirünzte,  dass  wenigetens  bei  dem  Cometen  von  16S0 
der  Brennpunkt  der  Bahn  in  die  Sonne  falle.  Brücknei-,  der  Vorfasscr 
Ton  Dttrfrel'a  knrsgedrängter  Charakteristik  in  der  Allgemeinen  dent- 
•chen  Biographie  (V,  346),  sagt  nur,  dass  von  ihm  die  Bebanptnng  her- 
räbre,  daas  die  Cometen  sieb  in  sehr  excentrischen  parabolischen  Bahnen 
uB  die  Sonne  bewegen;  Newton  habe  ein  Jahr  apüler  dasselbe  aus- 
gesprochen and  die  (le^fltxe  jener  Bewegung  aufgestellt;  Hcvel's  geschieht 
keine  Erwjihnung.  Herr  Reinhardt  sncht  nun  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung anf  Grund  eingehenden  Qneltenstndiums  feetzuatellen »  wieweit 
Uevcl  und  wie  weit  DHrffol  als  VorgÜnger  Ncwton's  anzuerkennen 
•eieOf  Qud  kommt  dabei  zu  Ergebnissen,  die  von  den  Iloffmann'schen 
einlgermaasen  abweichen.  He vel  (8.  32)  habe  gefunden:  „Alle  Cometen 
bewegen  aich  in  krummlinigen  Bahnen,  die  von  der  geraden  Linie  nur 
aebr  wenig  abweichen  und  deren  concave  Seile  »ich  gegen  die  Sonne  und 
ie  Ekliptik  richtet.  Nicht  mehr  und  nicht  weniger.  Niemals  bat  er  die 
Art  dieser  Krümmung  aus  den  Beobachtungco  zu  bestimmen  gesucht,  noch 
weniger  sich  mit  der  Ebene  der  krummlinigen  Cometenbahn  beschäftigt.'* 
Freilich  wird  (S.  34)  zugegeben,  dass  Hevel,  von  unrichtiger  Begrün- 
dang  anagebend,  die  Meinung  geAnssert  habe,  jene  gekrfimmte  Cometen- 
bahn Bei  meistens  einer  Parabel,  nnter  Umstünden  einer  Hyperbel  Ähn- 
lich, könne  auch  genau  geradlinig  werden.  DBrffel  dagegen  zeichnete 
•einen  Beobachtungen  entsprechend  die  Bahn  des  Cometen  von  16S0  und 
kam  so  zu  seiner  „neulichfiten  (obwohl  uoch  nnreiffen)  Erfindung",  die 
•r  (S.  44)  dem  Leser  zur  RrwSgung  stellt:  „Ob  nicht  dieses  (nnd  der 
andern)  Cometen  Boweguugalinie  eine  solche  Parabole  aey,  dero  Focns  tn 
das  Centrum  der  Bnnncn  zu  sotaeu?"  Dörffors  Vordienst  dllrfte  also 
ein  unbestreitbares  sein,  am  so  mehr,  als  dieser  sich  bei  aller  Anerken- 
sung  von  IleveTs  Bedeutsamkeit  in  Gegnerschaft  zu  ihm  stellt,  der 
zwar  bereits  die  Parabel  als  Cometenbaliu  erkannt,  aber  nicht  eingesehen 
habe,  dass  die  Balmebene  durch  die  Sonne  hindurchgehe,  geschwcigo 
dean,  das«  die  Sonne  im  Brennpunkte  der  Bahn  sich  befinde.  Wir  sind 
Aieht  in  der  Lage^  die  Originalacbriften  selbst  prüfen  zu  kSnnen;  doch 
fcbnat  uns  Herr  Reinhardt,  soviel  aus  den  durch  ihn  abgedruckten 
SlaOeD  hervorgeht,  die  richtige  Würdigung  HcvoI'b  nnd  UfirffeTs 
ToHmgen   xn  haben.      Als   weitere  Verdienste  Derffol'f  v  i1i, 

JhMla  AMUf.  d.  ZaUMhr.  I.  tUth.  u.  Phrw.  XX711,  i. 


dus  dieser  den  Cometen  von  I6S2  (Halley's  Comet)  eotdecltte  und 
d&M  er  die  ei«te  UöbenberecbniiDg  einer  Fenerkagel  tos  ««lü  correspon- 
direoden  Beobftcbtangen  «nsflihrte.  Caktor. 


Di«  Tachymetrie,  mit  besonderer  BerQckvlclitlgting  drs  Tucb^metera  von 
Tichy  and  Htarke.  (Beinorknngen  za  der  Kcc(^nBiou  des  Herru 
Bohn  im   1.  Hefte  dee  27.  Jahrganges  dieser  ZeiUckrifu) 

Das  in  der  mecbAnisclica  W^rkstHtto  der  Herreu  Starke  nod  Kam- 
tnorer  in  nettester  Zeil  hergestellte  Ticliymeter  ist  «in  tbeodolit bartig 
gcbatites  Instrument,  welches,  wie  alle  bisher  bekannten  Tacbymeter,  die 
Mosaang  von  Horixontal-  and  ViTticalwinkfln ,  sowie  die  KnnttteluDg  der 
»ohiefen  Distanz  gestattet.  Indem  das  distanzin ess&nde  Fernrohr  mit 
mner  Libelle  rerseben  ist,  kann  das  Tachyineter  von  Tieby  nnd  Stark« 
ancb  aU  UnivereRlnivonirinstmmcnt  verwendet  werden.  Der  Vorzng  des 
genannten  Tacbymcters  besteht  darin,  daas  man  mit  demselben  die  (Bx 
die  Constniction  eines  Planes  nötbigen  t^lemente:  „  Horizontaldistana  nnd 
Höbe'*  unmittelbar  auf  df^m  Felde  erbalten  kann.  Dieser  Zweck  wird 
dadurch  eireichi,  dass  das  diatanzmesseude  Fernrohr  des  Tachymeter- 
Tbeodotitbea  vonTichj'  nnd  Starke  mit  einem  Ocnlar-Filar- Schranbeo- 
mikromeler  vpraebeo  iat,  nnd  an  dem  Verticalkreise  aUHer  der  gewßhn> 
lieben  Gradtheilang  noch  die  beiden  diametral  gegenüberliegenden,  je 
einen  Bogen  von  90*^  umfaseonden  Tacbymetertbeiinngen  angebracht  sind, 
mittelst  welcher  man  dtucb  einfache  Operationen  zur  Kenntnis«  der 
Horizontaldistanz  und  Hübe  eines  Punktes  gelangen  kann. 

Durch  diese  Bioriebtang  ist  es  möglich,  je  nach  Wansch  oder  Be- 
dürfniss  die  ranmlicbe  Bestimmung  eines  Panktee  entweder  nach  der 
bisher  gßbrSachlichen  Methode  durch  Ermittelung  der  schiefen  Distani 
and  des  Verticalwinkels,  oder  nach  der  Ticfay'eeben  Methode  dareb  die 
Bestimmung  der  Horizontaldistanz  nnd  Höbe  verzonobmen. 

Herr  Bohn  unterzieht  die  Einrichtung  und  die  besondere  von  Tichy 
angegebene  Methode  einer  ausfUhrlicbeu  Kritik,  in  welcher  eine  Reihe 
Ton  Unrichtigkeiten  nnd  falsche»  Auffassungen  enthalten  itind,  bezüglich 
welcher  ich  mich  versnlasat  fühle,  einige  Bemerkungen  zu  machen.  Hier* 
b«l  will  ich  die  cigenthümliche  Ansicht  des  Herrn  Bobn  über  den  Zweck 
und  die  Leistungsfähigkeit  eines  anallatlsch  eingerichteten  Ferumbres 
ganz  anberiich  siebt  igt  lassen  und   nnr  nnchstehende  Pnnkte  hervorheben. 

1.  Auf  S.  20  schreibt  Herr  Bohn  wörtlich:  Die  Ausstattung  des 
Tacbymetcrs  von  Ttchf-Starke  Iit  ohne  Sparsamkeit  gemacht,  «a 
knmmon  z.  B.  vier  Libellen,  wovon  eine  eine  Reversionslibelle  ist,  vor; 
der  Preis  kann  demgemHss  kein  geringer  sein. 

Dieser  Ausspruch  ist  wobt  an  uud  für  sich  etwas  naiv,  abt'r  inao- 
fam    bemerkenswertbf  als  aus   demselben  klar  hervorgeht,    dass  Herrn 
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Bolia  dia  ridseitige  Auwcudung  ües  Tachometers  von  Tiohy  nnd 
StArkfl,  welobe  dns  Vorhantienscin  dieflor  L'ibell&D  bedingt,  ganzlich 
fremd  geblicboo  isi.  Ucrr  Bohn  ist  entacbieden  der  Aasicht»  daea  dM 
fragliche  lustrameot  aar  sar  tacbifmetrischeo  Anfaabme  aach  derTicby- 
»cbeB  Metbodo  geeignet  sei,  nnd  bringt  die«  aach  klar  zum  Aasdrncke 
auf  S.  17,  indem  er  sagt:  „Der  Verticalkreis  des  Tichy-Starke'scben 
Tacbymetera  lial  drei  veischiedeott  Tbeiluugen.  Die  eigentliche  Winkel- 
Ibeilaog  wird  regelmäsaig  „gar  oicbt'^  gebraucht,  sondern  nar  die  zwei 
•ndereo  Tbeiluugen,  welche  Werthe  von  Funotionen  des  Höhenwinkels 
und  des  diostometrischen  Winkels  oder  der  Umdrehungszahl  niid  Gang- 
höhr  der  den  Faden  verKcbiehonden  Mikroniotcrschmabe  sind;  dteee 
M'erthe  sind  durch  nSheruagsweijie«  Auflösen  traoscendenter  Gleicbnngen 
IQ  ifewinnen  and  dann  nach  den  Abmcflsnogon  doa  Kreises  in  Bogen- 
lingen   amznrechpen   and  »nfxntrageu.*' 

Auf  8.  1 1  der  oben  erwähnten  Schrift  wurde  ausdrücklieb  hervor- 
gebaben,  dass  die  >nr  Ermittelung  der  Ilorisontatdistauz  und  Höhe 
dienenden  Theilungatabellen  mittelst  der  Gleicliangen  11}  und  12)  er- 
liftlten  werden.  Ole  je  einem  Trommeltheile  der  Mikromelorschranbe 
eolsprfcbenden  Tbeitungsintervalle,  welche  bis  auf  eine  Bogensecande 
Kbarl'  gerechnet  sind,  werden  mittelst  einer  in  Bezug  auf  Thejluoga- 
fehler  genau  unterttuchteu  Kreistlii-iluiaschine  ftof  den  Verticalkreis  de« 
InatnimeDies  übertragen,  wobei  noch  beüocders  bemerkt  werden  mag, 
das«  das  bei  der  Rreistheilmaschinc  in  Verwcndang  stehende  Scbranben- 
mikroBkop  diu  Eiustctlung  der  Mikrometcrach raube  bis  auf  0,1  Bogen- 
secande gestattet.  Von  einer  Dinrechaung  der  Theilangstahellen  nach 
den  AbmetauDgeo  des  Kreises  in  BogeoUngea  kann  demnach  uicht  die 
Rede  sein. 

2.  Die  auf  S.  20  ausgesprochene  Beliauptung:  „Da«  Tacfaymeter 
Tichy-Starko  trHgt  nicht  in  sich  die  Möglichkeit  einer  scharfen  Prtt- 
fung  und  Berichtigung",  ist  falsch. 

In  der  Tachynintrie  wurden  die  Eigenschaften  nnd  die  KectißcatioB 

des  fVaglichen  Tachometers  in  aufiftlhrlicher  Weise  besprochen  nnd  jenes 

Verfahren  angegeben,  welches  bei  der  Untersuchung  dieses  Instrumentes 

anzuwenden  igt,  nm   demselben   die  erfordorlichcu   Kigenschaften  zu  Tcr- 

leiheo.     Das   daselbst  auf  S.  33  —  40   angegebene  Rectificationsrerfahren 

setzt  kein  nilfstnstrnment  voraus   und  gewahrt,    wie  dies  aus  dem  Vor- 

gSDge  der  Prüfung  und  ßeiichtiguag  des  Tacbymeters  von  selbst  erhellt, 

jeaea  Grad    der  Genauigkeit,   welcher  der  Distanz-   nnd  HChenmessnng 

&biihaapt  zukommt.     Wenn  zum  Schlüsse  dieses  Capitels  bezQglich  der 

Stcltang  der  snallatinchou   Linse  auch    der  bekannten   Gaoss^sehcn   Ho- 

tko^e  Erwilbnnng    geschieht,    deren    sich  ^lor  Besitzer  eines  Stampfer- 

Klien  Nivellirinstrumentes  eventuell  bedienen  kann,  weil  die  betreffende 

^'slSiiQeliuig  auf  eine  &asa«rst  einlache  und  ucharfe  Weise  im  Zimmer 
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dne  bis  jetzt  unbekannto  Schrift  des  Nie.  Oreszno. 

Von 

Dr.  Hkinrich  Sinter 

ip  Aano, 


Vor  einiger  Zeit  f&tid  ich  im  KaUlogc  iler  Manaecriptti  der  Stift»- 
bibliotbek  tu  St.  Gallen  unter  Nr.  839  das  Werk  verzeichael:  Orem.  dt 
Ubrif  mrieur.  JrisM.  Durch  Vennittelung  der  Aargaiier  Cantonsbibliutliek 
wiirdp  mir  das  Mitanscript  fUr  eioigo  7^t  UbprUsHen  and  es  mHgen  hier 
eiDtge  weoigc  Angaben   Ubf>r  den   Inlialt  deaselbeu   folgen. 

Dasselbe  zäbli  350  eog  gescbriebeaß  C^oartaeiteo  (175  UUtter)  tiod 
ist  ioTolge  einer  grossen  Zabl  tou  AbkUrzungcD  ziemlicb  srhiver  zn  lesen. 
Der  Scliluw  des  Maniiscriptes  gicbt  uns  Aut'scldufis  itber  lultalt  und  Vit* 
Taillier  und  die  Zeit  il<*r  Absclirift,  weshalb  wir  diesen  hier  Kuertt  folgen 
laaaen.     Er  lautet: 

Reurrifjlae  sunt  hne  tfuesiiones  vtnertibHis  ntngislri  Orrm  $iipFr  librit 
methcororum  (aici)  Jntlotelit  paripotelici  (sie!)  tmno  domüii  1459  pritUe 
idtt$  mcnsU  Sep/rmbris  indteiinne  T^*. 

Wir  sehen  also  hipratis,  dass  du»  Mnnii8cr!|>t  eine  von  nngp.oannter  Hand 
im  Jalire  M59  gemnciito  Abschrift  eines  (Kommentars  zu  der  HJeleorologie 
dM  AriBtolelea  von  Orasme  enthalt.  Nach  den  ubigeo  Worten  stehen 
nach  die  folgenden,  denen  ich  keinen  Sinn  xn  geben  im  Stande  war: 
/.alorcK  matiuum  luarum  ijui  mamhirol  hraliis  es  et  liene  tibi  erii. 
Die  beiden  angerohrlen  Sfitse  sind  also  vom  Abschreiber  hinscagelUgl; 
dftr  Bchln^ssAtz  deg  von  Oresme  verfassten  Commentars  lantet: 

lU  sir  (inia  fst  tiitjus  libri.  de  quo  fine  iaudelur  devs  gloriosus  t«  secula 
beiitdirlu$,  Amen. 

Wir  haben  es  also  bier  mit  einer  Schrift  des  Nie.  Oresmn  so  thun, 
die  auch  demjenigen  Gelehrten,  der  sich  lianptsftclilich  mit  Oresme.  be- 
aebftftigt  hat,  Herrn  M.  Cnrlze  in  'l*hom  bis  jetzt  unbekannt  geblieben 
iat,  indem  ea  d4:>niiell>en  nach  seiner  mir  gemachten  Mitthething  seiner 
Zeit  nicht  vergHnnt  war,  St.  (JAllnn  zn  besnchen.  DaHit  Mn  Onmmi^ntar 
«K   der  Meteorologie   des  AristoteloB  so   den   mathemaliach -  physihali- 

flM.411  AUkl«.  d.  KdUahr.  f  IfkUi.  k.  Vbjw.  XXVlt.  L  tO 
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Kbeo  8chrift«o  getlhU  verd«a  and  drabalb  cioe  Bopwct—f  dcMclben 
Ml  4l«Ma  Orie  Pbte  finden  d«rf ,  Ut  wohl  mü  Icetaes  veiUrem  Woiten 
n  bikitftigea;  ob  aber  dieM  Scbrift  du  hadtaiiadr«  Hsaaes  &af  die 
gMcliftLibi«  Ett  Btenen  »ei  mit  ««ioeB  Qbngeo  fMTbwIllih  phjliTrilJirhni 
Scbnftra,  wit  mihcb  At^nmiBS  proponioDom,  inonB  Tnctat«»  d«  latita- 
dlnibas  fftcMiiw,  lemeB  TniU  de  U  Spbin  od«r  Mia«B  8^riA«n  ff^vn 
di«  Astraiegie  «ad  Znefaeadevtsrei  ete.,  ist  une  andere  Finga,  di«  ich 
aaeb  aicalidi  «iDecbcadcr  Betncfatong  de*  Wnfcea  reraciaen  mmu.  — 
Bi  euUH  davelbe  ab*  ia  rler  Bacbeni  (CTUpiatb—d  da  vier  BAcbtra 
4ir1lMMc«L  Am  AtiMOC)  77  Fragen  (QvwtMBw).  d«f«  Be^abanf  oder 
T#facaaan(  jewaÜea  dareb  Beweise  (Argmaeata)  vntMBtBtat  wird ,  «elebe 
■na  ptaaten  TVOa  dialectiaah  gefObrt  sind,  gaax  im  Siaae  aad  (>«i»te 
im  nlnUilhabiM  FUloMphie  des  XIIL  and  XIV.  Jabrb«nd«fU.  Nicbt 
■il  aaTaiwJawacbaftBcfaan  Grtadca.  die  der  Beobacbtaag  «ad  Erfahrang  ■ 
enran— pa  sind,  «andern  mii  den  Silsen  4er  AriMolefiKWn  Analytiea 
yeian  el  paderian,  der  MmtfkyiSk  nnd  der  Pk^Mk,  walcb'  leUtere 
MlbM  «rvCB  ikrei  Tluli  gm*  mm  dar  Diaiekük  baberzxb«  Ut,  «mlea 
Aa  ■■hiaHBUM  bafcrtftifl.  Bm  VargWehn«  d«  aaalogen  W«rk« 
«•■  Th*B»«  ran  A^nia«,  Dan*  Seatn«  «nd  Alberte«  Magnni 
(4hm  ilMMiBibia  dni  Sebolaacifcer  habn  Ceanacaiai«  sa  der  Metcoro- 
Ib|^  4h  Ariaiatalea  gcnahnaban)  bat  «ignban.  da«  Xie.  Oreanie  in 
0m  Tmtm  nanMr  B*wum  aad  SehMHa  mA  piaa  an  Dani  8coiai  an- 
UaM  Mik  aisd  «m  ffvaaa  AanaU  nn  Fr^an  W  BaUan  gas«  di« 
Sa  buint  4m  Ca^Katar  4na  Ki«>  Oraaaa  folgender- 
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*       g    lli'i    li  II   mmmtttK  a 
ha  QaiMii  b«  Orcasa 

itknrwh^rat  ßmt 

i^mytii  hei  Dane  Seal«« 


tu  de  im- 


är  mibjefto. 


m  m«tura 


Arjgnmenta  nr 
Pnf».  al»  Mmmm  Ommm-9miSmkm  » i  a  liiM  iil  i  lU . 
'm^  4w  «bm  am«Abi««n  mrmm  Fiaf»  4aa  Wananiiliäi«  fkbn  das« 


.    wirmt  rlmrwm  ttt. 
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äo  argitttuT:  Jdem  non  ett  sHbSe  etoptaiMle:  fgllur  de  ^prexiianibus 
leorologtris  nna  pnd'tl  haberi  tnetitio  rt  opiniO:  fonseijmntia  tenet,  anle- 
tidmi  prnbalur  per  ArixluUlem  primo  porteriorum  (h,  e.  Analytica)  _  circa 
^nm,  ft  probaiur  raihne  sie:  nam  tieul  scieniia  ett  de  iUo,  quud  impatsi- 
tote  ert  re  nliicr  habere,  tic  opinio  de  illo  guod  piy$sibile  eil  ahter  $e  habere, 
iti  non  esl  idem  ipiad  impostibite  ett  se  atiler  Habere  et  poasihile  est  te 
«Hier  habere,  igtlur  etc..  et  per  eonsequeni  ttnn  est  idem  scibile  et  opinabite. 

Es  enthillt  oon  ftllonlings  der  Comtnentar  ancli  FmgBn,  die  reellertir 
Nimr  sind,  wie  z.B.  die  nounte  Frage  des  ersten  Baehee:  lUrum  latnen 
tit  prediirtum  calnris,  die  fünfte  Frage  dea  zweiton  ßncbos;  Utrum  rubedo 
mttulina  sit  Signum  fuiume  plucine .  die  25.  Frage  des  dritten  Bnebeii:  Vtrutn 
irii  aoiuta  dupUcHer  et  nun  muUiptieHer  polest  npparere-,  die  26.  Frage  des- 
idbeD  Bucbes:  Vtium  semper  apparentihus  duahus  iridibus  siiperior  iria  de 
&Ml  habere  eolores  coiitersim  posilos:  die  viarte  Frage  des  viertun  DucheB: 
Vlnm  frigut  praesereei  a  pntref actione,     etc. 

Eine  Frage,  glanbte  icb  momentan,  könnte  einige  interessante  Oe> 

licliupankte    zn  Tage   fördern,   allein    ich   sah    bald,   das»   icb  mich  ge- 

UkGcht    hatte.     Ke   ist    dies    die  vierte   Fragü  des  drtltftn   Buches:    Vtmm 

"•Au  terrae  sit  pouihila.     lo  der  Antwort  werden  die  Terscbiedenen  denk« 

Wen  Bewegungen  der  Erde  aufgezäblti  diese  sind:  die  geradlinige,  die 

^^«isOiniiige  nnd   diejenige,   die   sich  bios  anf  einzelne  Tlieile  der  Urde 

I        ^ntreckt.     Die  eratere  ist  anmöglich  ans  verschiedenen  Qrtlnden,  abeoto 

'''*   swcite.     Hier   vcrnHinicn  wir,   das«  Orecme   die  Ansichten    einiger 

"/tliagoräer  (Namcu  werden  allerdingti  nicht  genannt)  über  die  Bewegung 

^^r  Erde  kannte;   er  sagt:    ...  aUgiii  imaginabuninr  guod  terra  monerelur 

I'"'*ndi7riter  motu  diurno  et  celum  quietcerel  et  per  illud  salvabani  appa 
*^ones  in  ceh  scilicel  ortum  el  occa$um  solis.  . , .  Srd  de  istu  motu  terrae 
"^  inlendilur  in  prapotUo,  nee  opinio  eorum  e$tvera,  gu'ia,  li  terra  movere ■ 
'*"'.  noM  viderctur  qualiler  pi>»temus  snU'urt:  eccUpset,  cotijunctinnts  et  oppo- 
*^»onrt  phnttarum.  —  Wir  ergeben  bieraua  und  ans  den  (Ihrigen  Gründen, 
^^m%  Üresme  m  dieser  Frage  ganz  auf  Aristotelischen)  Boden  stobt; 
Blnri^QS  handeH  es  sich  ja,  wie  er  »agt,  in  diesem  Capitcl  gar  nicht  um 
|^«i«iH- Bewegungen  der  Erdo,  sondern  am  diejenigen  »cufiiiuiB  afti/unf  lua; 
portff,  d.h.  die  Erdbeben. 

H  I>ie  18.  QnaeRtin  des  ersten  Bncbea  bandelt  Über  die  Bedentaog  der 

V^otn«ten.      Oresme   kommt   mit   Aristoteles,    Plinlns,   PtoleuiÄus 
■  niiti  Anderen  (deren  Anssprticbe  tbcilweise  citirt  werden)  an  dem  Resul- 
■^'^i  daas  die  Cometen  Stflrme,  Erdbeben,  Uebersobwemmnngen,  Krank- 
^''en,  Kriege  etc.  anzeigen:   Est  (rometa)  Signum  magnnrum  rentonm,  terrae 
"***'•**.   ittuiidntinmim  aquarum.     Eil  signum  sterUitalh  terrae.      Cometa  signifieat 
'^'^'^eitUates  et  epidimias  (airl),  sigrii/ieal  guerrat  (sief)  et  homicidia,  tignifieat 
**'''*'f  principfim  etr, 

LA* 


E«  kSnnt«  nuh  dem  Aogcfahrteii  Vielen  aaffUlood  erMheinen,  Au* 
ein  M(inn,  der  in  DaturwisiieDftcliartlicbpu  Fragen  gmnz  anT  Äristuteli«cb- 
sebolastiscbem  Bodon  stebt,  doch  ao  energiacli  Stflllaog  gfioonimen  hat 
gegen  die  Astrologie  aod  Magie,  vie  aas  einigen  der  ^oq  Herro  Cnrtze 
aogeftlhrteo  Scbriftea  bervorgeht;  ja,  ea  kÖDDtp>  vlelleiclit  diese  t^rseboi- 
nang  l>ei  Kioigeo  Zweifel  wachmfen  über  den  Oresme'schen  Ursprung 
diwea  CoDUDeotars.  Allein  hierbei  ist  daran  za  erinnern,  dasa  die  Aatra- 
logie  des  Uittelalters  In  zwei  Tlieile  zerfiel:  in  die  □atUrlicbef  welche  ans 
den  meteorologischen  Erscheinungen  auf  WitterungswecbBel,  StQrnic,  Flu* 
theo,  Erdbeben  etc.  schio««,  and  in  die  po«iti%'e  oder  Jadi cialast rn logie, 
welche  von  dem  EinflosB^  der  Gestirne  Mt^  das  Schicksal  des  Monachen 
handelte.*  Von  dieser  letzteren,  eigentlicheu  Astrologie  war  Oreame  ein 
erkUrter  Gegner  Dud  er  zeigt  sich  in  diesem  Punkte  wiederum  als  getreuer 
Ariatoteliker,  denn  der  Stagirite  nnd  seine  Xltercn  griechischen  Anh&sger 
waren  Feinde  dieser  ABlrotogie,  während  Piaton,  Seneca  und  Andere 
aIh  Freunde  derselben  genannt  worden.  Ucbrigens  verwarfeu  auch  die 
Kltesten  Kirchenvater  die  Astrologie,  sie  wnrde  erat  dnrch  die  Araber 
wieder  dem  christlichen  Mittelalter  zugeführt.  —  Wie  kommt  aber  Oresme 
dennoch  dazu,  die  Cumeten  als  Verktindiger  von  gn>»«er  Sterblichkeit, 
von  Krisen,  von  Tadesfltllen  vornehmer  Personen  zn  betrachten?  Man 
snllte  meinen,  diese  Punkte  gehörten  ins  Gebiet  der  •TudicJalastroIngie. 
Hierfür  findet  Oresme,  wie  auch  Albertus  Magnus  nndUunsSco- 
tns,  eine  uatQrliche  Erklärung:  Aus  der  Natur  der  Oometen  (denn  diese 
sind  nichts  Anderes,  als  heisse  and  Imckene  FlfdausdUnslniigen,  rxhata- 
tioncs  e  terra  caUäae  ei  sicrae)  folgen  notbwendigerweise  grosse  Trockenheit 
und  heftige  Winde;  letztere  aber  erzeugen  Uebcrllnlhuugen  des  Landes 
durch  die  anfgeregteu  Wasser  des  Meeres.  Und  nun  macht  Oresme 
folgende  weitere  Schlüsse:  f'omeln  signifiral  morUüiUiier  rt  rpidrmias:  pntei, 
quia  aliguac  partes  iUius  rxhalationis  suni  venenosae  et  Uhr  e.,Tlrnelae  a  terra 
ad  arrem  reddant  eum  venenatum,  quo  arrt  inftciuntur  antmnlia  et  siV  fiuni 
tnortet  lybilaneae.  —  Comela  tignifieal  gnerrax  PI  homiridin-  patet,  ttam  per 
talem  exhaialinnem  cnlidam  et  siceam  eTtsIctifes  hominrs  ejsieettiitur  et  /tanl 
homines  quasi  coteriei:  rolerici  autem  huminet  mnt  proni  ad  finmicidim  ft 
guerrni,  Simililrr  prr  talem  infrvtionem  tutminiim  nli  illa  exhnlalwne  rsitifnte 
iii  arrf  homines  quasi  perdunt  sensus  fl  srwfirr  sunt  proni  ad  giirrros  ri  ira- 
eundias  quai  ttquntttr  homtcitlia.  —  Camtlae  significant  mortes  pri*icipttm : 
patet.  quia  cometne  significnnt  gunrat  et  bella-.  in  beUis  aulem  ptthcipet  per- 
HwUur:   ei   con/irmaiur   quia  principei  wagit  deltcttte  (tltis  sunt  nutriii     igitur 


*  „.Sdmdmm  ^wtd  duplex  est  giff»ifieatio  cometae,  quatitam  est  nguificatio 

gauralis,  müUcet  quae  ooneenit  qnagi  omnibw  comctU  indiffer/mter,  rt  lUa  tignifi- 

oatio  est  verior  et  etiatn  de  itta  Hgnifioatione  determinare  srn  ctmeiderare perlimet 

»d pfttmeutem  scinttiam  (k.  e.  met^orologiomL    Alia  nt  ngHifientio  nnnrtnt  »pecia- 

fif  lA»  jwn  eunnderart  peniinet  ad  artrolojos.  ... 
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data  inficiuntiir  ei  moriuntur  propter  aSrem  tenenotum  extslenlfm.  —  IVir 
erkennriD  aUo  in  ütcsen  SctilBsaeo  doch  iIm  der  Agtrologie  eotgegen- 
ftebflnde  Bestreben,  ilie  Etaftiisoc  tlor  Comoteo  Bm  DBltirlichea  UrsachcD 
bcnalnilsii ,  ««nn  auch  auf  hächt<t  erzwungene   Weiae. 

Ans  dem  Gesagten  ergiebt  sich  zur  Geodge,  dass  das  Oresmo'Mhe 
^V«ik  eio«Q  volUtSodig  ecbolaetischen  Anstrich  bat;  eine  Vergleichaug 
toit  dem  Dann'Bchen  Commrntar  der  Arigtotelischen  Meteorologie  ergab 
im  Weileren  die  Tbatsache,  daea  Oresrae  keine  oder  hficfast  wenig  nooe 
WD  deu  Dans'schen  ahweicheode  Ideen  in  das  Buch  hineingelegt  bat. 
SdilBue,  die  etwa  hiersna  gegen  die  Echtheit  des  Buches  genogeo  wer- 
den könotCD,  findeu  ihre  theilweise  Widerlegung  in  der  flasserea  Tor- 
BMÜen  Ue  herein  Stimmung  der  r/uestionrM,  ronchsiones ,  rntiones  etc.  des 
rnglicben  WerkuH  mit  denen  der  von  Herrn  Curtse  angeftlhrti-n:  Vtrum 
rtt  fulurac  per  asirologiam  poiainl  pratactrt:  Plura  guodlibeta  et  iHvtrse 
juejUoHes,  Sululionet  preäietorum  problematum. 


Berichtigung  zu  8.  05. 

Herr  Uoverxagt  macht  gelegentlich  die  Bemerkung:  „Um  itirom 
T^ndsmaaDe  die  PrtoritAt  zu  wahren,  haben  die  Fransosco  jüngst  das 
tjchriftchen  Argand'«  bei  Ganthier -Villars  nen  erscheinen  lassen."  Wor 
Berm  Unverzagt  kennt,  kann  keinen  Angenhiick  im  Zweirol  darüber 
•«iot  dans  Kichtii  ihm  femer  lag,  als  mit  dieuar  Beiiicrkang  Herrn  Hntlel 
ia  Bordeaaz  für  die  Besorgaug  der  neuen  Druckaadgabe  von  Argaud's 
Abbindlnng  einen  Vorwurf  nationaler  Parteilichkeit  macheo  zu  wollen. 
Handelt  e»  «ich  doch  nm  Wahrung  einer  wirklichen,  keiner  blos  ver< 
ineiutlichen  I'rioritflt,  aleo  nm  ein  durchaue  berechtigtes  Vorgehen,  und 
hat  doch  gerade  Herr  Uoüel  in  seinen  Schriften  zu  oft  «eine  Unpaitei- 
lichkeit  in  der  Uochhallung  fremdländischer  Verdienste  bcwfihrt,  als  dass 
sie  in  Frage  stehi-n  klinnte.  Wir  wjlrden  deshalb  trotz  Uerm  HoÜeVs 
Ersuchen  vielleicht  Anstand  genommen  haben,  diese  anserer  Meinung  nach 
ziemlich  gegetistandalose  Brklüruug  abzugeben,  wenn  nicht  zu  gleicher 
Z«it  Herr  Huüel  auch  eine  thatsSchliche  Berichtigung  beigefügt  bStte, 
die  einen  wenig  bekannten  Umstand  betrifft:  den  nSmlich,  dass  Argand 
gmr  kein  FranKose,  sondern  Schweizer  war,  miihin  überhaupt  nicht  Landi- 
nann  von   Herrn   HoUol  geuntint  werden  kann.  j^    BedactioQ. 


Recensionen. 


Sie  Continoitftt  de«  gufArmigen  tind  flönigen  Zastand»,  von  Prof.  vxs 
DER  Waals,  übersetzt  ads  dem  UollftndUcheD  von  Dr.  KOTii. 
Leipzig  1881,  Ämbr  Bartli. 
Den  BetmchtnogeD  dos  Vorfastiers  li«^  dor  Gedanke  su  Grunde, 
da88  man  vom  fitissigcn  zum  gasfürnügci)  ZuEtandc  io  gaos  oonlinuirlicLoi 
Weise  geluigeo  kann  oder,  geomotriscb  gesprochen,  dase  die  Isäihennen 
des  flBuigen  und  des  ga^fSrniigcD  Zustand«  derselben  Cotve  angehSron. 
Es  wird  in  den  ersten  Cspiteln  die  Otricbiing  dot  Isotbcrme  abgeleitet, 
wobni  aneli  der  EinSusg  der  ZuBammeufietKong  der  HaaecntlioilcbcD  aob 
Atomen  und  der  ihrer  Aoadebnang  berücksichtigt  wird.  Der  Vorfaaser 
kommt  hierbei  au  der  Gleicbnng 


(/'+^)(''-*)=ffO  +  «0. 
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wo  p  den  Kaseern  Dmck,  «  das  speciSsehe  Volnmcn,  b  ein  Vifiraeboe 
de«  Molecnlar^'olnniens,  o  die  fl[>eci68cbo  AUraclion,  t  die  'IVinperalnr, 
R  eine  Constante  und  a  den  hondertaten  'l'hoil  der  Zunahme  an  leben- 
diger Kran,  welche  die  progrosiive  Bewegung  der  H&Mentbeilchen  bd 
der  Erwlnnnng  rom  Gefrier-  bis  zum  Siedepnnkte  dee  Wassers  ermbrt. 
In  den  folgenden  Capitnln  wird  die  Richtigkeit  diE>6er  Pnrmel  nachgAwie- 
sen  oder,  wenn  dira  nach  den  bisherigen  Versneben  direci  nicht  möglieh 
itl,  wenigstens  gezeigt,  dass  vorliegende  Versnebe  der  Kennel  nicht  wider- 
•preehen.  Es  werden  zu  diesem  Zwecke  die  Unletfinchungcn  von  Keg- 
nault  flbcr  Gase  bei  Aendemng  der  Pressnng  oder  des  Volnmens  auf 
die  Formel  angewendet  und  nachher  insbesondere  die  nenen  Untersncli- 
nngen  von  Andrews.  Allerdinge  zeigt  sich  hierbei,  dass  selbst  die 
geoanesten  Kxperimcoto,  die  bis  jetst  zn  Gebote  stehen,  noch  nicht 
genUgen ,  um  die  Richtigkeit  einer  Zaetandsgteichnng  zu  verificiren ,  das« 
fUr  die  ße^timmang  der  Constantoo  noch  ein  grosfior  Spielraum  bleibL 
Es  folgt  dann  die  Betrschtnng  der  kritischen  Temperatur  nach  den  Bn- 
obacbtungen  ron  Cagniard  do  laTour,  Cailletet  und  Amagat  nnd 
des  Wertfaes  der  Capillarconstanten  in  der  1'heorie  von  Laplace,  end- 
lich ein  Capitel  über  molecnlare  Dimensionen  und  Anwendungen  nnf  die 
mechanische  Wärmetheoric.     Zorn  Schlüsse  sind    zwei  Capitel  angereiht. 
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welclip  dio  ncurtsten  UnUiniucbnDgeo  doj  Verfassers  eotbaltttu  Über  di« 
NoniuilcnrTPn  Aes  gejfXtl igten  Dampfps  und  der  Fltlgstgkeit  fUr  verecbie> 
done  Körpttr,  und  übßr  AiiKdeliRiings-  und  ZusammendrtlckbArkciUcooffi- 
ei«Dleo.  K*  ifit  UDmöglicb,  übfir  die  Fülle  vou  bearbeitetem  Stoffe  eiuo 
kurze  Ueberüichi  zu  geben,  ei  ist  ein  Verdienet  des  Ueberaelxera ,  diese 
Fälle  in  aniiprRcbrnder  Kenn  nnH  naher  gebracht  zn  haben,  da  dal  Hol - 
ländiacUc  doch  der   Mehrzahl   der  IMiyuikcr   Peru   liegt.  p   2^„.. 


i«  Pfaysik  auf  Omndla^  der  Erfahroog,  von  Dr.  Ar.n.  Moushun,  Pro- 

fcMor  nn   der  Schweiz,   {lulyteclin.  äcbuln,     3.  Aufl.     ZUrich. 

Uaa  Bntcheitien   dea  erKteii  Tbeitc»   diese«  Werkes  in   dritter  Auilage 

liabeu   wir  schon   früher   freodig  begrfisst  und  den  Wunscli  aosgesprocheo, 

CS  mögen  die  zw?)  weiteren  Thoile  bald  dem  ersten  Totgen.     Auch  dieser 

Wunsch    gebt    rsKch    der    Krlilllung    entgegen .      Uer   zweite    i'hei),    erst« 

HAlfte,  die  Wänue,    zweite   Hülfte,  die  Optik,  und   die  erste   Hfilfte  do« 

der  Klektricität   gewidmeten    dritten  Tbeiles    liegen    fertig  vor     Sie  eut- 

balten  eine  Keihe   neuer  oder  voltstHndiger  ansgefdbrter  Capitel.     So  ist 

liei    der  Wurme   ein   hfsonderea   Capitel   der   roeohanischon   Theorie  der 

Gaae,  eines  der  Verdiclitnug  der  D&mpfe   und   Gase  mit  den   neuen  Vcr- 

•nofaen    von   Andrews,    Cailletet    nnd   Pictet  über  VerSUasiguug  der 

Oaae,   eines   theoretischen  Betrachtungen    nach  Tbointen  Über  WSnne- 

«otwickeluDg  bei  chetoiscben  Verbindungen  and  Aenderang  des  Aggregat- 

snataudes  gewidioel.     tu  der  Optik  ist  JoUt  der  Theorie  contrirter  Linsen 

nach  Gauss   ein  bosunderes  Capitel  sugowineeu;    hei  der  Hrechang  -rer- 

missen  wir  die  ConstructioQ  von  Keusch  und  ihre  einfachen  Conaequen- 

x«D.     Nachdem  die    Mitbewegnng   der  MaBaeniheilcheo   mit   den  Aetber- 

achwingongeu  nach  früheren  UntorsuclinDgen  dargestellt  ist.  wird  fUr  die 

Bewegnng    de«    Lichtns    in    Kristallen    die    neue    Theorie   von    LMmtnol 

dargestellt,      (Das    Urtbcil    de«    Verfase^rs    lautet:    man    sieht,    dass    die 

Lommer»chd  Theorie  Resultate   liefert,   welche  merkwürdig  genau  dea 

ThatsacheD  folgen.)     Der  Saccharitnetrie  ist  jetzt  ein  besonderes  Capitel 

t^owidtiiot.     Beim  Magnetismus  im  dritten  Tbuile  iwt  die  Bestimmang  der 

Pate   mit    den  Arbeiten    vou   Riecke  aufgenommen.     lo   der  Klektrieilüt 

tifldeo  wir  die  neueren  Elektrometer  dargeitelU,   die  Theorie  der  leiten^ 

^^*^  und  dielektrischen  Körper  ausführlicher  behandelt,  dem  Kesidnnm  ein 

^^ocderos  Capitel   gewidmet  und    endlich  daa   Lieht  dea   Funkens   ein- 

^^'''^ndfir  dargostetlt.     Ausser  diesen  hauptsflchlichston  ZnsÄUen  nud  Er- 

^'(«ruiigen  sind   solche  im  Einzelnen   von  Stelle  zu  Stelle  zu  finden,  so 

**B  der  Umfang  des  Werkes  uo|;ef^hr  um  |  gestiegen  ist.    Unser  Urtheil 

**■•     früher  Über  die  Keichbaltigkeit  und  VollstXndigkeit  de«  Werke»  neben 

*"     Ktirze  der  Bcbanillnng  ist  von  Neuem  besiMtigl;  uur  Eiuen  Wunsch 


Iwtorivck  -  lileranBefa« 


Dr.  Bbuho  Kluh,  Theorie  der  triUneu- iTiiunetnsclien  Elementw-gebilde. 
Mii  4  lithogr.  Tareln.    Marbore,  Elwert.     IBSl.    IV.  78  S.  gr.  8*. 

l>et  Inhalt  ist  eioe  geomrtriKhe  Kntwtckeluog  dcrjeoigrn  Verwandt- 
»chafl,  «reiche  ADa]vtiach  dntch  «ine  in  jeder  von  drei  Variabein  linearen 
Glffichang  dargeitelU  wird.  Bingckend  wird  der  Fall  behandelt,  der  «Ich 
dnrch  eine  in  »wet  der  Variabein  s^'mmetrieche  Gleichung  auädräcken 
wurde,  und  zwar  BiiDächift  durch  iircJMstiri^cfae  Bexiehunp  eine«  Kiemen' 
targebUdes  auf  di«  Paare  eine«  inTolotoriKben  Elementargehlldoe;  die  U 
trilineare  Verwandtschaft  entsteht  bieraas,  indem  man  jede«  InvoluLiaus-  i 
paar  aU  Ordnangselemente  eioor  neuen  Involatioo  betruchtel  (Abhchnitll). 
Ahschnitl  11  behandelt  wdaDn  analng  den  in  allen  drei  Variabein  »yto- 
metriBcben  FrH,  Abschnill  IT!  denselbon  Kall  in  anderer  AufTassnog: 
nli  lineare  zweifach  nncodlicbe  Schaar  vdq  Elemententripelo  eines  F>le- 
nentar^ebUdea;  alao  ancb,  indem  eine  iwetfacfa  oncndlirhe  Schaar  tdd 
Kegelficbnitteo  mit  einer  g;empi«»ainen  Tang;pnte  gegeben  ist:  als  Oa» 
I^yslem  der  Grapiien  von  je  drei  Schnitt  punkten  der  drei  Tangeoteu, 
welobe  uooli  je  swei  der  KegeUchnitie  gemeiD  haben,  da  dieae  Omppea 
bekanntlich  alle  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Die  Methode  ist  im  Wesentlichen  die  nach  Standt^Keye  bekannte; 
IUI  werden  vom  Verfasser  eingehend  die  Construrt tonen  entwickelt,  die  die 
VorTiBudfHchaft  bpf-timraendrn  Klptneolr  disrntirt,  au<!h  rine  Auw^-ndaup 
auf  die  Gleichung  dritten  Grades  gemacht.  Die  hier  mitgetbeilten  Kecal- 
täte  sind  nur  solche,  die  sieb  ans  der  analytischen  Darsiellnng  anmittel- fl 
bar  ablesen  liesscn;  indess  scheint  eine  Weiterftibmng  der  Arbeit  und 
Anwenduug  auf  die  Carvi-n   dritter  Ordnung  vom  Verfasser  beabetchtigt. 

Extaugeu,  Oetuber  iSSl.  M.  Noerasiu 
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Sornt]«  LiE,  CUuifle&tion  der  FUehen  nach  der  Tnuuformatioiuffmppa 

ihrer  gcod&tiaehen  Cvrren.  Uuiversiltttaprugraoim  Chrietiaoia  l&7ft. 

ib  B.  4".  j 

Diesn  Arbeit   ist    nnr  eine  ans  der  Kette   von   Untersuchungen,    die 

vnm  Verfasser   seil   Jahren    mit    bedentendem  Erfnlge    betrielten    werden, 

aber  als  ansgeführtes  Beispiel  an  sich  bemerkenswertb.     Es  handelt  akfa 

dabei  immer  am  die  'Ilieorie  der  Gruppen  rnn  Ponkt-  oder  allgemeiner 

von  BeräbrnngstrHUsformationen,  ra  der  sich  die  ersten  Ideen  in 

uiner  Arbeit  von  F.  Klein  und  8.  Lie  in  Math«m.  Ann.  IV  oiedcrgelegl 

finden.     Bei  den  nifTerentialgleichnngeo ,   welcbo  bei  solchen  Trausforma- 

lionen    nngeänden    bloiboa ,    ergebnn    eicb   wesnalliche  Vortheile  und   aj|> 

gemeine  Oesicbupankte  (Hi  die  Integrirbarkelt.     So  beruht  de»  Verfassers 

bekannte  Integrationsmetbode  der  partiellen  Wfferentialgleichnrgen  erster 

Ordnung   bicranf.     (Matbera.  Ann.,  Her.  d.  Ges.  d.  Wiss-  tu  Cbristianii 


'Keeensionen. 

Eine  kuna,  «trAitg  viBsenschnftliche  DarBteUnag  der  vricbtigstea 
H«grifffl  iiDtl  Blitze  der  Mechanik,  noUsr  Auwoodnng  der  Streekenreoh- 
nung  (nach  Grastmann),  UieBe  KccliDDOgsart  wird,  wia  wir  aob  ftUlie- 
r«D  ßeceniiooen  wiwten  (.lahrg.  XXVI  8.213),  ancli  vüu  Somaff  an- 
gewendet, der  Hich  daliei  an  die  Bezeichonngsart  Ton  Reaal  (Cintima- 
tiqne  pare)  hüll.  Der  Verfasser  voiliegenden  Grundrissen  henOtzt  dagegen 
besondere  Symboheichen  i>  und  y.,  was  den  Konnetn  eino  gewiss»  Hin- 
fBrmigkeit  giebt.  p  2ech. 

EinfWbrnpg  in  die  Heohanik ,  von  U.  Unubutsch,  I'rofeiiSDr  an  der  Berg* 
akadeinie  Freiberg.  Freiborg  I88l. 
Db«  Vferk  ist  eine  Verarbeitung  oder,  Tiolleiobt  besser  gesagt,  eine 
Zerarbcitang  der  Mecbauik  von  HoUxmaun  (Stattgart  bei  Meizler,  1S61) 
mit  Einechiebung  von  Figuren  und  einfacben  Aufgaben.  Einzelne  Sei- 
ten sind  wörtlicb  abgeschrieben  (revgl.  S.  222  and  223  mit  Uoltzmaan, 
S.  94flgg.)i  andere  Steilen  sind  styltstiicb  nmgearbeitet ,  Umstellung  von 
Vordersatz  und  Naclisatx  und  Äebnliclies  (vergl.  S.  442  flgg.  mit  Ilolta' 
mann,  8.  227  Ügg.).  Die  schwierigeren  Sachen  sind  weggelassen.  Schwer 
pnnktsbestimmongeo  füllen  etwa  ein  FQnflel  des  Werkes,  eiogereiht  nnt(>r: 
„Freie  Bewegung  eines  starren  Körpers'*,  Konderbarer  Weitie  «bor  nicht 
in  das  Inhaltfli'erzeichntss  aufgenommen.  V^b  wäre  wohl  besser  gewesen, 
d«r  Verfasser  hätte  die  „Bitte  seiner  ZnhSrer**  nicht  erfüllt. 

P.  Zbch. 


Ueber  Gleiohgewiohtaznst&ndfl  isotroper  Eftrper  in '  Terschiedenen  Tem- 
peraturen, von  Dr.  Max  Plamck.  MSnchen  1S80. 
Es  ist  Aufgabe  der  Tcir1i6';enden  Abhandlung,  den  KinKuss  der  'i^em* 
peratur  anf  die  elastischen  KrKfte  im  Innern  eines  Körpers  darznsiolleu. 
Ks  wird  znnlichot  gezeigt.,  dass  in  diesem  Falle  keine  Kraftfanction  exi- 
sttri,  dann  der  erste  und  zwoito  Hauptsat»  der  Wflnnetbooric  angewendet. 
Die  Gleichgewichlsbedingungen,  die  so  gefunden  werilen ,  sind  nuthwen* 
dig  riit  das  Gletcligewicbt,  aber  nicht  immer  hinreichend,  z.  ü.  für  Jhfisch 
aogen  von  Flüssigkeit  und  Dampf.  Ks  wird  daher  weiter  nach  den  Be- 
dingungen gesucht,  wf-lche  Itir  das  fileicbgcwicht  vollkommen  genügen, 
mit  Hilfe  der  vom  Verfasser  frtlher  au  Ige  stellten  allgpmoiufilon  Form  des 
»weilen  Hauptsatzes,  and  einzelne  Beispiele  durcbgofühiL  Als  Resultat 
eigiebt  sich:  es  worden  die  unter  den  gegebenen  Bedingungen  möglichen 
Maxima  der  Entropie  des  Körpers  bestimmt;  das  absolute  Maxirnnm  ent- 
spricht dem  absolut  stabilen  Glcicbgowicht,  jedes  andere  Maximum  einem 
mehr  oder   woniger  labilen   Oleichgewichtssuslande.  p    7g^>g 


Istoriseti  - KternriBche  Abthfilan^. 


Y.  DB  Arnold,  TriMotio  angnlonua.     Moskau,  E.  LytiaDer.     18S1. 

Der  VerfaBser,   der  one    Doben   dem   rumtselien  Origio«!   eioe   fimn- 
Bösisclie  Uoberselsuo^   bietet,    will  dafl  bekaoote   Problem  der  Triafctino 
eiues  Winkels   mitteUt  Zirkel   uod  Lineal  gelost  haben-     Jedocli  enthält 
der  Beweis  eiuen  FeblMhlnss  (S,  21  Z.  14—21),   wlbreod  die  Conttroc-i 
tiOD  widerlegt  wird  dareb  eine  der  rolgendcD  Formeln : 

•••«'."/«        *        .   "  \        " 
2iw  — .fin  y  —  ^2  «n  g- —  nn  j  j  rnw  — 

I)  tiunp= ~ ,     . 


/       fl  a\         a  et  — 

..V   V+*       «  0»-*  «      V       4  9/2  8^       4 


2(rin^  +  siTi^jcos~~'2sitf^  +  sin^ 


«         ...         .  „ ,.  .         .    o 


wobei   tp—OEB  und  ^,   wJibrend  ^^KKJ  und   ^   gleich   «ein   sollte. 
FQr  den   speciellen  Fall   a  =  90^   ergeben  beide  Formeln   qp— ^>49". 


£.  Dlleicu. 
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Di«  imagin&ren  Orösaen  und  ihre  Aofl&suiig  (aus  dem  Jabre  JS63).  vou 
IIkinhicii    Khiicdkicii  'I'iikodor   HeTDA.      Bonn  1881,     J.  B.  Meta- 
Icr'ficbe  Uucbbandinng.     Stuttgart   I6SI. 
Auf  60  Drackeeiten  lernen  wir  hier,  dats  Eulei,  Gauss  und  einige 
Andere  Mathematiker,  deren  Namen  and  Schriften  dem  Verfasser  indeceen 
weniger  bekannt  zu  sein  scheinen,  sieb  über  }'  —  1   in  geiraltigem  Irrtbam 
befanden.      Herr  Beyila    luil    1863  entdeckt,    leider  nber  er«t   IS8I    ver- 
öffentlicht,   das»  y'—lxs}/\.     Beweise  sind,   nachdem  eine  Entdeckung 
einmal  gemacht  ist,   nieiiitenH  leichter  Kn  ßndcn.     Z.  B.:  „Wenn  die  rechte 
BheiQseito  mit  positives  Land,   die  linke  mit  negatives  Land  bcsetcbnet      ' 
würde,  so  könnte  ja  ein  Bewohner  des  linken  Kheinafers  von  weioea  16  I 
QnadrAtmeilfn   ebenso   gut   die  Wurzel    nohoK^D,   wie   ein  Bewubuer  des 
rechten  Ufern  von  den  seinigen"  (8.6).     TIngemoin  scharfeinuig  ist  auch 
(S.  58)    die   Widerlegung    des   falschen   Sataes,    dasi  i^es— j  sein   loll. 
,iDeDU  weno  diese«  der  Fall  wXre,  so  würde  sowohl  ^  =  +  'i  "l*  *ncli 
y-.i=z^i  sein,    also    die  dritte   Wuntel  einer  negativen   Grösse  «ine 
positive  Grösse   sein.     Es   hat   aber  sonst  immer  die  dritte  Potens  einer 
Grösse  dasselbe  Vorseichen  wie  dio  Gruudgrösse,  also  wenn  diese  positiT  ■ 
ist,  so  ist  auch  die  dritte  Potenz  poeitiv,  and  wenn  negativ,  10  auob  die 

PoUfDX  negativ,   /'27  =  +3  uud  ^-^-^-'^X  V-W  =  -V««  uud  }/-o» 


=— «.     Ant  welchem  Grnode  nun  Itt  b«i  i  ein  Eotgegeoseratztet ,  all 
«  bei  einer  GrÖKse  a  Ut?" 

Neben  (Irtii  nnfreiwilligco  Hnnior,  der  in  dirtra  SKtzcn  liegt,  ent- 
l»llca  Bi«  die  BeslXtigaog  d(^r  Wslirlieit,  iIhhk  die  Kfzcicfanung  i  nngf^mein 
üDglScklich  gewJililt  war,  und  wAiin  e»  natürlicli  aacli  Virmand  einfaU<<Q 
vlrd,  hl  fQr  Mathe mAttlE»  von  F>cl)  TerfaMteD  Schriften  von  der  eln- 
^hHrgerten  Ufbung  ftbznweicticn ,  ro  mochten  wir  doch  immer  wieder  anf 
die  Mahnung  xu  rück  kommen ,  im  Klemontarnnlerrichtc  iiicli  statt  des  t 
ir|nid  mnes  ZKicIten«,  x.  B.  ntnes  anfrecht  KtnbnndAD  PFeilee  sn  bedienen, 
•Iftiait  der  Schüler  deutlich  vor  Angen  8f*he,  es  bandle  «ich  im  Tmnginär6n 
Bicbt  am  Andere  Kahleugrösaen,  sondern  nm  andnri^  Zablcnarien,  al«  im 

*^"«"-  CaiiTüB. 


Differential  •  nnd  Integralrechnno^^  AoigleichnngareohonDg ,  Renten*^ 
Lebens*  and  Anistoner'yerBicbenmg,  beiibeit«!  von  Dr.  Kiciiard 
Hgokr.  Breslan  I8SI,  bei  Kdunrd  Trewondt.  5S3  8.  (Encyklo- 
plEdie  di?r  NaturwiiiBeniiciiafteu  Bd.  V,  39l — 963.) 

Wir  liabon  es  mit  den  Schlnsslirf'^rungen  der  mntbeioatiscben  Ab- 
tK«Uang  dur  Rncyklnpädin  der  Natnrwisscnscbafte»  zn  ihun ,  din  nnn- 
nelir  als  Oanxee  in  7.wei  sehr  Rtaltlicben  Bünden  vor  nnfi  li^gt.  Dip 
Pritge  drXngl  sich  anf,  ob  diese  mnthemaiiscbe  Abtheiinng  die  Znüage 
nftlllt  habe,  welche  ihr  llcraasgcbfir  in  Boincin  Vorworte  zara  I.  Bande 
•acsprach:  .,  t>ie  vorliegende  Uarstfllnng  di>r  Matbnmaiik  kann  isu  engte 
damals  Oeb.  R.  ScblSniilcb)  gegenüber  der  koloasnlen  Ausdebnang  der 
WiBienitcluin  aelbstverfitändlieh  keine  on^chöpfende  sein;  wohl  aber  aoU 
n«  den  Lener  so  weit  führen ,  daeu  er  eine  ganae  Keibe  von  Uanptwer- 
kca  Aber  Actronomio ,  Mfchanik ,  Pby«ik  nnd  I ngeuirorwisseneobarten 
leMn  ond  sich  nulhigenfalla  weiter  helfen  kann,"  So  viel,  vielli^icbt  auch 
etwai  ni»hr,  ist  allerdingtr  gclnietet  worden  (mit  einer  kleinen  EinscIirKn- 
knDg  de«  Wortlautes,  anf  die  wir  gleich  zn  reden  kommen),  nnd  die 
Mstung  zeigt,  dnss  der  Hcranttgcber  in  der  Auswahl  der  HSnde,  wel- 
ehen  din  nnmitt«'lbarR  Arbeit  übertragen  wurde,  rtclitig  vorgiigangon  ist. 
Die  Einschränkung,  welclie  wir  meinen  und  deren  Betonung  dorn  Leser- 
kreise  nnaeror  Zeitschrift  gegenüber  Bicherlicb  nur  empfehlend  wirken 
klon,  bezieht  sich  auf  das  von  Ucrrn  Scblümilob  gebrauchte  Wort 
..Lasor".  l^in  Baeb  sura  Lesen  ist  dieses  Werk  nicht,  sondern  zum 
Stndirpn  und,  fall«  pr  nicht  nm  blosKßii  AnffriHchnn  auR  dem  GE>dKcbt- 
nisse  geschwundener  Dinge.  Aicli  bandelt,  sum  Studiren  unter  der  r^eitung 
einva  Fachniannes.  Noch  heute  g^lt  du  Wort,  znr  Slatbematik  hin  ^ehe 
fv  kßJaeo  gmdoa  Pfsd  fttrKünige;  die  gewtmdeu&vt  Wiä '«enc\Au'ni(,v:&«^i 
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Wege  aber,  welche  ra  ihr  fahren,  ohne  Wegweiser  zu  grtbco,  ist  eebwie- 
rig  und  geOlbrlicb  auch  DDter  Beoatznog  einer  gedruckten  Aoleitaag. 
Deshalb  «ind  wir  peraöolich,  und  Dicht  wir  allein,  überaus  misstraniicb 
gegen  LebrbUcher  der  gcsimmten  Matbemattk  zuto  Selbsutudinm,  die  »o 
leicht  gpBcbriebeB  sind,  dmss  wirklich  ancb  nicht  ganz  bosondors  tct- 
anlagto  {'erflüolicbkeiteu  «ie  „lesen"  können  fiominn  sunt  niHota .  daran) 
erwähnen  wir  keine  besonderen  Beispiele,  sondern  begnügen  nns  mit  der 
WiederboluQg  des  Lobes:  di«  matbematisclie  Abttieilung  der  Bocyklo* 
pldte  der  Natnrwissonscbaflen  ist  koiu  Buch  zum  Selbststudinm! 

Wenden  wir  nna  von  dituier  Hllgcmeinrn  Anerkennung  des  Oansen 
sa  denjenigen  Abth«ilangen,  welche  eigentlii'b  Gegenstand  dieser  Be- 
sprechung sind,  so  möge  ans  die  Üemerknng  gestattet  sein,  daas  Uerr 
Heger,  wie  er  schon  in  früheren  Verüffeutlicbongen  als  Genmetnr  steh 
erwies,  wie  er  die  descriptiv*  und  annlytisL-b-ge.ttmctriechen  Theile  dieses 
Bandbuch«  in  von  uns  beifüliig  besprochener  Weise  bearbeitete,  auch 
hier  vorwiegend  Löbliche«  in  den  geometrischen  Capiteln  leistet,  in  welche 
er  auch  seinen  Neigungen  eDtsprecheod  den  Schwerpunkt  verlegt  hat. 
Die  analytischen  Capitel  stehen  etwas  g^'gen  jene  znrfick  sowohl  in  der 
Ansdebuung,  als  in  dor  Gründlichkeit  der  BehAudlnng. 

80  aind  beiapielsweiso  GrenxUbergKnge,  wie  8.  385  ^"''-'r'  =-|^-r-  | 

B.388  limliygy  =  U.glimy,  8.  606  lim  1 /{^)  dx=  1  lim  f{y)  4ix  als  aelbst- 
veretJLndlicb  angenommen ,  wftbrend  sie  nicht  einmal  immer  richtig  sind. 
Dass  S.495  der  Grenzwerth  von  ^'^ 


9k^) 


für  'T^^f  unter  welcher  Annahme 


Zähler    und   Nenner    nnendticb    werdeoi    in    der   althergebrachten ,    nine 


Division  durch 


voraussetsenden  Weise  abgeleitet  wird«  Irgtsdea 


man  in  diesem  Angenblicke  des  Verfahrens  noch  gar  nicht  weiss,  ob 
jener  Divisor  einen  von  0  verschiedenen  Werth  besitze,  also  aum  Divisor 
geeignet  sei,  wollen  wir  nicht  einmal  besonders  rügen;  diese  feblerbafle 
Ableitung  schleppt  sieb  eben  dnrcb  nahezu  sJimmtliche  Lehrbücher  fort« 
auch  nachdem  Uerr  Stolz  auf  deren  UozuUssigkeit  (Mathcm.  Annalep 
Bd.  XIV  nnd  XV)  so  ausdrücklich  hingewiesen   hat. 

DieAbleitung  der  Maclau rin'scben  Entwickelang  dagegen  (8.496flgg.; 
«Dtfernt  sich  von  der  in  den  meisten  Lehrbüchern  fe»tgeba1teDen  Methode. 
Zuerst  wird,  wobl  im  Ans^hlutut  an  J.  A.  Serret,  gezeigt,  dass,  wenn 
^^{x)  eine  ganze  algebraische  Function  n""Qrades,  also  n^-^  a^x  -^  OjX* -^ ... 
■  ■•  +  <'■'"  ist,  forl^esetzte  Differentiation  nnd  Nnllsetsen  der  Verftoder- 
liehen   die  Identitäten  tp{Q)~a„^   7)'(0)=l.o,,   ...   ip*">(0)=  1.2,.  .••.«, 

erkennen  hutac,  da»  »omit  in  äieaem  VaXVo  vV^W'^CO^-V  *«V(0)  +  r-i 


Xv'(ö)+  ■■  + 


9"(0)  em,  woraus,  weiia  nnch  f  rliu  Functionftl- 


»! 


1.2..   n 
xeicheo   einer  ganzen   algebraUclien  Kooction    '('""  Gradca  bedeutet,   dlo 

Kolgerang  /(g+A)  =  /^(J)  +  A/'(fi)+ j^Al)  +  ■  • +|;^„/<'"(i)  «ich 
i-rg:t«bl.     DiiDD  wird  bypotlietisoli  die  Gleicbong  /"(*)  —  /"( 4) +(*—£)  Afi) 

T#' ns)  + . . .  +  ^/'"Hl)  +  j-^^^i^, . /■  g~»u..  .0  d« 

KnnciinDAlz«{chen  {  in  eeincr  Brdcntting  nDbciebrKnlct  ist,  sbgeseheQ  von 
dvr  Bedingung,  datw  die  Diffprentialquoticnten  von  fl^s)  vom  preten  bia 
aniD  n^"  cinscbliesslich  fttr  jedpn  Kwischra  x  and  |  lingendon  Werth  der 
Verkaderlicben  stetig  nnd  eodlich  tseieo.  /'ist  uatürlicb  Docb  za  bestini- 
meo.  und  zwar  ans  der  angenomnicneD  GUicbnog.  Nun  wird  der 
Rollfl'«ehv  Satz,  dessen  B<»tiounung  wir  allordings  vermiasen,  eiogescbal- 
Ipt,  dRJw,  wenn  /'^^j  =;  ^('|4'A}=  0  and  t'\x)  zwiiicfaeo  a-  =  |  and  aä(H-A) 
stetig  bleibt,  notbwendig  F'{x)  in  dem  gooanaten  Intervalle  einmal  mtn- 
deaieo«  Terscbwinden  mU»8e,  also  bei  r  =  £+ÖA,  wo  6  «in  positiver  echter 


Brveh  iit. 


Setat  man   F\S)^  m-m-Kx-t)^^)-'^'^  fK^)-'" 


^W  (t)  _  _>^ —  7^rTTi  -  ''  »o  ""  oflfftnbar  f  (i )  =  0  bpi  t  =  ar 


1.2...«'      ^"^      i. 2. ..(«  +  !)■ 
ond  bei  s  =  «.  mithin  /'(*)  —  <*  hei  :  =  fi  +  Ö(a;— |).     Die  DifferentiatioQ 
voD  /*(:)  liefert  aber,  heisst  es  weiter,  dadurch,  das«  aarctnanderfolg«ode 

EotwickelungBtheile  sich  weggtrcichen,  ^(z) 


(*-*)" /,.fi,(,j+(^-*)" 


\ 


1.2...«'  '''  '  1.2...« 

X/'=0  nnter  der  Anaahme  1=1+6(1-0,  also  lei  /"^/^-H-Od 
+6(x— ^)),  Diese  Boweisftihrung  tat  sehr  interessant,  dürfte  aber  ko- 
gleich  zur  Besliittigung  uustTcr  Bebaoplaog  dienen,  das»  der  AofMogcr 
dar  Hilfe  bedarf,  wßnn  er  des  in  dii^Beoi  Bach«  «athaltenen  Stoffes  Herr 
werden  will. 

Wir  baben  oben  sclion  genagt,    der  Schwerpunkt  der  Ueger' sehen 

Bearbeitung   liege  in    deu   gei^ metrischen  Capiteln.     Hier  findet  man  in 

der  Thal  Probleme  behandelt,  welche  die  Lohrbtlcher  ionvt  wohl  Tennis- 

<«a   lassen   und    wrlche  die  heatigo  Mathematik    kaum  entbehren    kann. 

Die  Tangenteonnzahl  an  eine  Cnrve  vnn   einem  Pniikte  ans  (S.  415),  die 

Fuu punkte ur von   (9.418),  confocale  Kegelschnitte  fS.  42(1),   die  Zahl  der 

Wendepankte  einer  Cnrve  (S.  462),  die  StngularttKten  (3.  519  ägg.),  die 

VeUeoälicbe  (8-526)  mögen  als  Bpispiele  daftir  gelten,  welcherlei  Unter- 

nchangeo  wir  meinen. 

Ohne  einen  funclionentheoretiacben  Abscbnilt  ist  ein  Handbuch  der 
B*(*nwKrtigen  Mathematik  nnvollstündig,  aber  eine  ausgeführt«  Faaclio- 
■■vthMrifi  Ist  wieder  in  einem  Handbucho  nnmögUek.  Herr  Ue^et 
*^Bi  uns  au'r  lirm,   was  «r  8.  678  —829  in  dwset  BMXtWm  ^tVAKt^ 


U     «^ 
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hat,  Bo  ziemlich  das  richtige  Maass  eingehalten  zu  haben.  Wer  diesen 
Ahscbnitt  sich  aneignete,  kann  wohl  ohne  weitere  Hilfe  an  das  Stodiitm 
schwierigerer  Originalarbeiten  eich  wagen. 

Die  beiden  letzten  Abschnitte  (Ansgleichungsrechnnng  nnd  aaf  das 
menschliche  Leben  sich  beziehendes  Versichemngswesen)  sind  als  Dmrein- 
gaben  zn  betrachten,  weiche  dem  Physiker  nnd  Statistiker  erwünscht 
sein  werden,  ohne  ihm  besondere  Lehrbücher  entbehrlich  in  machen; 
der  Mathematiker  dagegen  dürfte  an  dem  hier  Gebotenen  gerade  die 
ihn  vorzugsweise  interessirenden  Theile  jener  umfassenden  Lehren  be- 
sitzen. Oh  es  aber  für  den  Mathematiker  nicht  noch  willkommenerer 
gewesen  wäre,  in  einem  Anbange  das  Wichtigste  ans  der  Lehre  von  den 
numerischen  Gleichungen  vereinigt  zn  finden?  Wir  möchten  die  Frage  ent- 
schieden bejahen,  nnd  wir  denken,  wir  werden  damit  nicht  die  Einzigen 
sein,  ganz  abgesehen  davon,  daes  auf  S.  105  des  L  Bandes  eine  Behand- 
Inng  der  numerischen  Gleichungen  in  sichere  Aussicht  gestellt  ist. 

Cantob. 


In  memoriam  Dominici  Chelini.  Collectanea  mathematica  nunc  primnm 
edita  cura  et  studio  L.  Crehuna  et  E.  Beltrahi,  Snmptibos 
Ulrici  Eoopli  bibliopolae  Mediolani  1881.  XXXII,  424  pag. 
Wie  die  politische  Geschichte  Italiens  mit  der  Dentschlands  eine 
auffallende  Aehnlichkeit  darbietet,  so  ist  es  auch  mit  der  Geacliichte  der 
mathematischen  Wissenschaften  in  beiden  Ländern  der  Fall.  Die  Mathe- 
matik Italiens,  wio  die  Deutschlands  war  einst  eine  so  hoch  entwickelte, 
dasG  von  der  Einen,  wie  von  der  Andern  die  übrigen  Länder  Europas 
lernten.  In  Italien,  wie  in  Deutschland  folgte  auf  die  Zeit  des  Ruhmes 
eine  Zeit  der  Schmach.  Grosse  Mathematiker  zu  erzeugen,  waren  das 
Vaterland  eines  Gauss,  das  eines  Lagrange  gewiss  immer  im  Staude, 
alirr  die  einzelnen  GeititeerieEen  lassen  das  sie  umgebende  Zwergen- 
geschlecht nur  um  so  deutlicher  in  seiner  Niedrigkeit  erkeuneo.  Erst 
um  die  Mitte  unseres  gegeuwitrtigen  Jahrhunderts  strebte  der  allgemeine 
Spiegel  der  F^ntwickelnng  auf's  Neue,  in  beiden  Ländern  eine  höhere 
Lage  zn  gewinnen,  und  heute  stehen  sicherlich  nicht  Deutsche,  nicht 
Italiener  am  tiefsten,  wenn  man  die  matliemalieclien  Leistungen  aller 
Völker  au  einander  messen  wollte.  Die  deutsche  Neuerhebung  ist  um 
fast  zwei  Jahrzehnte  die  ältere  und  läast  sicli,  ohne  sonderliche  Un- 
gerechtigkeit, als  Werk  der  Jacohi'schcn  Schule  bezeichnen,  einer 
Schule,  in  welcher  allerdings  mancher  Schüler  dem  Lehrer  gleichaltrig 
war  und  an  Bedeutung  mit  ihm  wetteiferte.  Zu  den  Männern,  welche 
in  Italien  die  Neuzeit  vorbereiten  half«>n ,  gehörte  Domenico  Chelini. 
Niemand  auch  seiner  wärmsten  Verehrer  wird  ihn  deshalb  nur  entfernt 
wi*  -T^f.obi  rergieichen   wollen.     C\^e\\ii"^  Wv  VV\\iÄÖife  k\\j«\v«&  Voa- 


bcMQtler«  aof  dem  Gebiete  der  geometriuh  beIiand«UeD  Mechanik  ge- 
liererti  aber  man  streiche  aio  hittwrg,  und  die  moderne  Mnthomattk  wird 
in  ihr<!r  Op«atniDt}i(>it  hnslehen  bleilien.  Die  BeilenLang:  Olioltni'B  ffir 
lulioo  liegt  vielmehr  darin ,  rlass  er  einer  der  Kretin  war,  welche  nicht 
[Um  die  in  anduren  Ländern  veröffent Hellten  nenen  Entdeckungen  ohne 
AotcitoDg  lasen  ond  licfa  darch  emiige«  Stadinin  anoignelen,  sondern 
asch  wagten,  diese  nennn  Lehren  ihren  SchfUern  niilsathcilen.  So  wnrde 
[die  Generation  Belhstschaffender  Gelehrten  herangebildet,  welche  wir  das 
heutig«  Italien  nennen  und  von  denen  wir,  eben  weil  ee  dat  hentige  ist, 
keioeo  Namen  besonders  hervorheben  wollen,  auch  aDSeren  Lesern  gegen- 
Bber  keinen  besondere  bervorznheben  branoheo. 

iJoincnico  Chelini  ist  am  16.  November  1^78  im  Alter  von  7fi 
Jthren  gestorben.  Die  Herreu  Cremona  und  Beltrami  Ubnrnabmeu 
u,  eine  ehrende  Oedenkschrirt  fUr  den  Dahingegangenen  zn  Stande  zu 
Magen,  an  deren  Ucrstcllnug  16  Italioner  und  je  3  Dcatschc,  Engllo- 
itt,  Franzosen,  Schweizer  sich  bethoiligton,  Gelehrte,  welche  moist^os, 
*eoD  anch  nicht  alloi  sn  Chelini  in  persönlichen  Besiehnngen  gastanden 
IuImd  und  von  denen  wenigRtens  Einige  Gegenstände  hehAndelton,  au 
■tnen  bereit«  Chelini  sich  versncht  hat.  An  der  Spitze  des  ganzen 
B>ndes  befindet  sich  eine  aasruhrliche  Würdigung  des  Gefeierten  von 
Herrn  Beltrami,  in  welche  ein  kürzerer  ans  Herrn  Oremnna's  Feder 
itUDmonder.  bereits  tVQber  veröffentlichter  Kekroing  hlneinverarheitet  ist. 

Wir  kJinnen  unmöglieb  die  29  auf  jene  Einleitung  folgoDdeo  iXage* 
na  oder  ktlrzeren  Abhandlungen  der  Reihe  nach  aurzKhlcn  oder  gnr  ana- 
IjPinren.  Nur  zweien  derselben  widmen  wir  einige  Worte,  die  Answahl 
■il  dem  Interesse  entaehuldigend,  welches  die  eine  Abhandlung  ftlr  nns 
penuiDlich,   die  andere  wohl   für  jedeu   Mathematiker  besitzt. 

Oder  sollte  nicht  jeder  Mathematiker  Interesse  nehmen  au  der  lelz 
len  witseofichaftlicbcD  Arbeit  von  C.  W.  BorcbardtV  Borchardt  war 
1M4  perKÖolicb  mit  Chelini  in  Knm  bekannt  geworden,  zti  Jener  Hlr 
'•beltni's  eigene  Entwickeln ng  gewisH  fruchtbaren  Zeit,  als  anch  .lacnbi, 
dteioer  nnd  Diricblet  ebendort  verweilten.  Uro  seine  Mitwirkung  zu 
^tn  gegen witrtigen  Bande  gebeten,  sagte  er  dieselbe  sofort  zu  und  er- 
ffellle  die  übernommene  Verpfiichtung  in  einem  vom  5.  Mai  1880  datirteo 
firipfe  an  Herrn  Cremona,  welcher  mit  den  Worten  schliesst:  .,£.xruM7. 
'^  Atti  el  cottfrifg,  fe  long  retard  de  eet  teUrtt,  prolo/ig^  en  dernier  Uen 
P"  tutf  maladie,  äanl  je  ue  suis  p<is  encore  gu^ri."  Er  sollte  nicht  wieder 
K"Ofiseo.  Am  37.  Juni  verlor  ihn  die  Wiasonscbart,  und  somit  ist  gewiss 
ehie  der  letzten  druckreif  Borchardl's  Feder  ontfl'tsscorn  Arbeiten, 
■"Sgl  ich  erweise  die  allerletzte,  der  Anrsatz,  welchen  wir  ü,  20ß  —  212 
'<kb.  Er  beechAftigt  tiich  mit  Algorithmen,  die  zu  Ausdrücken  führen, 
*idcbe  dem  arithuietiscb-geomeirittchau  Mittel  zweier  Zahlen  verwandt  «vvkd. 
*J»  i^o0  Mm!  Mctzr  et 
Jim-iit  Aktbig.  d  z«/teöfcr.  /.  Mmu».  a,  m*.  XLVU,  4,  ^^ 
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UDd  findet   (bei  m<n)   limm^^timn^^t»^ — —.     Das   «ödere  Mi 

artros  — 


H 


utzi  er 


nod  findftt  (bei   *<^)   limM^  =  Um  ff,  ^  5^=^^^'^      ^TJ.  I 

nrreoal/   -  H 

Uer  btütondere  Fall  «  — -r»  "  =  — t=  fflbrt  bu  «=— ,  nod  «i  der- 

4  2/2  « 

selben    Grenxe,   oSmIicb   za   i2^~,   gelangt   man    von   ^  —  -rt    ^^''s 

fttugebend. 

Der  andere  Aafsatz,  aof  welchen  peraSnIiebe  Beachxnigang  mil 
Xbniicheo  Arbeiten  unsere  AnfmnrhHsnikeil  feaeelt,  «teht  S.  363—  412, 
Filrflt  Bald.  BoneonipagDi  hat  aaii  dem  NoIariatsarchWe  von  Venedig 
dfti  Teetameot  von  Nicolu  Tartaglia  ermittelt  and  hier  zum  ersten 
Male  abgedmckt.  Die  Untersncbangen,  velche  an  diese  an  sich  ver- 
dteostlicbe  VerSflTentlichnng  anknilpren,  sind  mit  der  ganzen  peinlichen 
Sorgfalt  nnd  Zn^erlfUsigkrit  geführt,  die  den  Verfanfier  geradezu  kenn* 
seichnet,  und  haben  mehrere  Punkte  festgestellt,  Über  welche  bisher  irrige 
Meinungen  verbreitet  waren  oder  wrlcbe  ganz  unbekannt  waren.  Der 
Todestag  des  gnietreichen  Bregclaners  war  unzw^'ifelbsrt  der  13.  Decem* 
bt»r  1557,  oder  genauer  gesprochen*  Tartaglia  starb  in  der  Nacht  von 
Montag,  13.  auf  Dienstag,  14.  Decemher  l.'iri?;  da»  ergiabt  sich  ans  finer 
durch  den  Notar  auf  die  Anssensmte  dea  Testamente«  geochrt ehernen  ße- 
merkang  Dud  stimmt  mit  einer  Aussage  des  bekannten  franziisiscbeo  Ge- 
schieh tsschreil)«rs  De  Thon  (Thuanns  I5S3-16I7)  flberein,  Nico- 
laue  Tarlalaa  suh  IlreBcis  »ei  Kode  1557  in  Venedig  ttchnn  hochbetagt 
gesliirben.  (Jans  nru  sind  die  Anfschlilsse  Über  den  Namen  1'arl  agi  ia'a, 
welche  Uerr  Uoncompagni  dem  Testamente  «n  oaln(>bmen  wuMt«. 
Bekanntlich  war  bighor  ein  von  Tartsglia  in  seinen  ('w«''»  venÜFent- 
Uehter  IVnhg,  eine  Art  von  Selbslbingraphle,  die  einsige  Quelle,  «tu 
der  mmn  die  tmat  ronuDhaft  »ugcspilxVe  i\llgen^^^i'W^V\t\^^«  ^iwwcWäu  tchR- 
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pfen  inni)«te.  Darnach  war  Tartaglia's  Vat«r  eiD  Po§tU)oQ  ans  BrwcU 
■tt  dem  Vornamen  Micbaol,  TsHs^lia  nur  ein  vom  Stotlsm  hergenom- 
aener  Spotlntme,  welchen  dcHsen  TrJfger  heibehielt  and  zn  Khren  brnchle; 
lach  von  eioom  SIter«n  Uruder  nnd  von  einer  jüngeren  Schwestür  spricht 
Tirtaplia  an  dem  gleichen  Orto.  Diese  beiden  letzten  Personen  kom- 
men onn  als  Erben  in  dem  Tostamenlo  vor.  Der  leibliche  Bruder  <mh 
fnteilo  letfitimo  camal)  wird  Znampiero  Fuotana,  die  ScIiWPBter  Catarina 
gvokant,  Wittwe  de«  Dominico  da  Anrera.  DemgemSss  wird  auch  der 
btbematiker  künftighin  sU  Nicolo  Fontana  mit  dem  Beinamen  Tar> 
tiglia  beseicbnet  werden  mfUsen.  Cahtob 


Lthrbacb  der  BlemeDtargeometrie,  von  J.  Hensioi,  Pioreefor  am  Gym- 
DHaium  zu  HcidclbRrg,  and  P.  Tkbutlbin,  ProfeKiinr  *m  Ojm- 
Daainm  zn  Carlsrnhe.  Erster  Tht-il:  Gleichheit  der  planimetri- 
scheo  Grössen;  coograenie  Abbildung  in  der  Efaeae;  Penium  der 
Tertia.  Mit  ISS  Figuren  in  Iloluchnitt.  Leipzig,  bei  B.  G.Tenhner. 
1881.     Vm,   152  8. 

AU  wir  diese»  Bach  Boerst  in  die  Uand  bekamen,  als  wir  seinen 
lolialt  io  Vnrgipich  brachten  en  den  Worten  des  Titelblatteü:  Pensum  der 
1'efiia,  da  tauchten  gewaltige  Zweifel  in  ons  nnf.  Kann  man ,  fragten 
*ir  uns,  Knaben  von  durcbfichoittlieb  13 — 14  Jahren  von  Pnoktreibon, 
'an  StrfthlcDbtlndcln,  von  Syrometriesxcn ,  von  contriscbeo  Figuren  nnd 
sJBUietraler  Lage  einander  entapre  eben  der  Gebilde  a  s.  w.  reden,  ohne 
4arch  ftuleho  Allgemeinheit  der  Auschanung,  die,  wohl  bemerkt,  nicht 
>^*a  SU«  so  und  ito  vielen  Bioxclfallen  abstrahirt,  sondern  unvetmitlell 
u  die  Spitze  gestellt  ist,  den  jugendlichen  Qeist  geradezu  abzoschrecken  ? 
Uii««  Frage  werden  mit  nna  gewivs  viele  Leser  dos  Buches  stellen,  und 
der  ZwritVl  wird,  wenn  auch  weaenttich  gemindert,  doch  uicht  gunz  gc> 
■ab^n  durch  pereünliche  Bekanntschaft  mit  beiden  Verfassern.  Wohl 
*etH,  wer  sie  kennt,  dass  beide  tOcbtige  SchnlmHnner  sind,  denen  «rfolg- 
roiehe  Lehrerfabrong  anr  Seile  steht,  wohl  konnte  man  geneigt  »ein, 
'lircr  MeinangKilbereinstimmang  gegenüber  seines  Misstrauens  sich  tcu  ent- 
*cltUgen,  wenn  nicht  der  Umstand  Übrig  blieb,  dass  in  der  Hand  den 
'Laders  jedes  Werkzeug  gut  su  sein  pflegt  uud  dos«  die  abctnlute 
^ratiebbarkeit  nur  dann  feKtateht,  wenn  auch  ein  Dritter  sieb  dessen 
dienen  kann.  Diese  Ueberzengung  haben  wir  inzwischen  im  vollsten 
"'Rde  gewonnen  und  frenen  niis,  sie  aussprechen  zu  können.  Der  Knabe 
'*'■  Referenten  besucht  seit  Herbst  ISSI  die  Terlia  des  Ileidelbergor 
/^ussinnu  nnd  lernt  die  AnfSnge  der  Geometrio  mit  Zugrundelegung 
*"  voaen  Lehrbuches  kenneu.  T^elirer  in  dieser  Classe  ist  nicht  Prof. 
"*krici,    soatlarn    eio  jüag^rfr  Fachgennflse,    der    et«V  m  WcxV*^  t\*ä\ 
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HMdelbarg  kam,  «Im  der  H«thode,  wie  den  Beubeitam  de»elb«i  lä» 
daUn  penSnlioh  fem  itand.  So  waren  die  filemente  ra  nne»  tSIUk 
onputeiiMbeB  Vennehe  gegeben,  and  er  irt  bU  dabin  dnrehaui  go^flekt. 
Die  ganse  Olaiie  folgti  wie  wir  dnreb  nnsera  Jungen  wiwea ,  dem  Unter- 
riebte  nnd  liat  mit  ao  eeltenen  Anmabmen,  wie  aie  wobl  kaum  andenwe 
vorkommest  Freude  an  der  Geometrie.  Es  wird  nne  dadnreh  geetattet, 
da«  Bneb,  welebee  seinem  lelbet  geeteekten  Zwecke  erprobtermewen  ge- 
nHgt,  ebne  Btleknoht  anf  diesen  Zweck  an  bespreeben.  Dass  wir  bisr 
dn  nnbedingtes  höh  an  ftnisem  haben ,  liegt  eigentlioh  sebon  in  den  oben 
angedenteten  Skrupeln,  welche  wir  hegten.  War  das  in  diesem  Bnebe 
Gebotene  nicht  an  schwer  fttr  die,  welche  es  an  benatsen  hatten,  gut 
und  in  mancher  Besiehnng  neu  war  es  in  jedem  Falle.  Die  Enkltdisebe 
Anordnung  und  deren  Abarten  nach  fransfisischen  Mastern  haben  die 
Verfasser  (so  erkllren  sie  in  der  Vorrede)  aufgegeben.  Sie  lassen  alte 
Gebilde  durch  Bewegungen,  durch  Drehung  und  Verschiebung  ans  «u- 
ander  herroi^ben  und  gewinnen  beispielsweise  die  Oongrueni  Ton  Figu- 
ren als  Folge  der  Congmena  von  JPnnkten ,  welche  mit  einender  verbun- 
den in  Bewegung  gesetst  werden.  Die  Winkelsnmme  der  geradlinigen 
Figuren  wird  ebenfalls  aus  drehenden  Bewegungen  abgeleitet,  also  mittels 
des  sogenannten  Tfaibaut'seben  Beweises  des  Sataes  von  den  Dreieeks- 
winkeln.  Fast  am  sympathischsten  berührt  uns  der  V.  Abschnitt  von  der 
FlKchenvergleichnng.  Hier  sind  die  flächengleicbeu ,  aber  einander  uo- 
ähnlichen  Figuren  vielfach  in  einander  eongmente,  mit  derselben  Ord- 
nnngssiffer  beseiehnete  Theile  lerlegt,  so  dass  auch  snbjectiv  einlencbtet, 
was  durch  den  allgemein  geführten  Beweis  als  objectiv  wahr  sich  ergiebt. 
Wir  sind  auf's  Aensserste  gespannt,  zn  sehen,  wie  die  Verfasser  die 
beiden  noch  in  Aussiebt  stehenden  Fortsetznngen  bebandeln  werden,  von 
welchen  sie  in  der  Vorrede  uns  sagen:  Der  IL  Theil  wird  sich  mit  den 
VerbSltnisseu  und  Berechnungen  planimetrischer  Grössen  (incl.  Trigono- 
metrie) nnd  mit  der  perspectinschen  Abbildung  in  der  Ebeuft  befassen  und 
der  III.  Theil  mit  der  Geometrie  des  Msssses  nud  der  Lage  von  Gebilden, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Hierbei  werden  iosbeeondere  die  Kegel- 
schnitte von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  betrachtet  werden. 

Gantob. 


Die  Fnnotionen  Ceiinai  und  Sinns  beliebiger  Argumente  in  elementarer 
Darstellnng,  von  R.  Göttinq,  Professor  am  Gymnasinm  zn  Torgau. 
Berlin  lS81,  J.  A.  Wohlgemath's  Verlagsbucbhen(Uang  (Max  Her- 
big).    66  S. 
Die  Besprechung  der  Einleitung  in   die  Analysis  des  gleichen  Ver- 
fasseni  (Bd  XXVI,  histlit.  Abth.  S.  71  -73  dieser  ZeiUchrift)  bat  uns 
Qel^cenheit  gegehnn,  Herrn  GStting  unseren  Lesern  als  einen  Scbrifl- 


ReceniioDmi.  141 


steiler  Toniutellen,  der  seine  eigenartigen  Bahnen  geht  und  rielbehan- 
delten  OegenstÜnden  neae  Seiten  absngewinnen  weiss.  Die  gleichen 
Eigensebaften  legt  er  in  der  nenen  Abhandlnng,  ttber  welche  wir  heute 
za  reden  haben,  an  den  Tag,  nnd  wir  können  auch  sie  als  eine  Probe 
interessanter  Darstellung  nnseren  Lesern  empfehlen,  wenn  wir  gleich 
nicht  der  Heinnng  sind,  der  Weg,  auf  welchem  Herr  Götting  sein  Ziel 
aufsucht,  sei  der  naturgemässeste  nnd  als  solcher  zn  empfehlen.  Es 
scheint  ans  beispielsweise  nicht,  dass  eine  zweite  Auflage  von  G.'s  Ana- 
lysis  gewinnen  wttrde,  wenn  diese  Abhandlnng  etwa  bineinverarbeitet 
wttrde. 

Herr  Götting  definirt  nümlich  zwei  Beihen  von  Zablengiössen 
agtf,flj...  und  t(,ft]frj....  Es  ist  fl(,s=2,  6o==0,  femer  *rje=u  +  ri  und 
allgemein  oi_i +0*4-1  =  «i."*,  sowie  «t— 1  — ot+i^fri«**,  eine  Definition, 
ans  welcher  auch  A^—i +6*4.1  =a|.&it  sieb  ergiebt.  Einfache  Hnltiplica- 
tionen  und  Anwendungen  des  Schiasses  tou  n  auf  n+  1  fuhren  weiter  zu 


(¥"'±^*0"=^"-±ä-*- 


und  durch  Vervielfältigung  der  beiden  Gleichungen,  welche  hier  mittels 
Doppelzeicheii  vereinigt  geschrieben  wurden,  zn 

Auch  ergiebt  sich 

at+l  =  i  Okai  —  i  l/tbi, 
6*4-^  =  4^6*0«  +  ^0*6*. 
Ist  die  a-K«ihe  eine  reelle  und  fallende,  so  sind  sXmmtHche  6  reell;  ist 
die  fl-Reihc  eine  reelle  und  steigende,  so  sind  die  b  imaginär.  Im  erste- 
ren  Falle  wird  die  Identität  der  halben  a  mit  Cosinussen,  die  der  halben 
h  mit  SinnsKen  bewiesen,  als  mit  Functionen,  welche  nebst  ihren  Hanpt- 
eigeufichaftcn  ans  der  Trigonometrie  bekannt  sind.  Alles,  was  für  die 
a  und  b  abgeleitet  wird,  kann  dementsprechend  von  nun  an  in  die 
Sprache  der  Trigonometrie  Übersetzt  werden,  nnd  insbesondere  bähen  für 
die  trigonometrischen  Functionen  auch  die  Reiben  Anwendung,  welche 
von  den  a  und  b  ausgehend  entwickelt  werden  nnd  deren  Argument  als 
complexe  ZahlongrÖsse  gewählt  wird. 

Das  ist,  in  wenige  Worte  gefasst,  der  Hauptgedanke  der  uns  vor- 
liegenden Ahbaodlung,  neu  nnd  geistreich,  wie  wir  zu  Anfang  sagten, 
aber  auch  etwas  absonderlich  und  darum,  wie  uns  scheint,  sehr  wohl  zn 
einer  nachträglichen  Lectnre  von  Seiten  eines  der  Analysis  bereits  kun- 
digen Lesers,    weniger  zur  ersten  Einführung  in  diese  Lehren  geeignet. 

Cantos. 
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IiOganthnuAoh'tTi^nometrischo  Tafeln  mit  Mohi  Secimftlitollea,  mit  bß- 
iK)Q(l«r(>r  Kiicksicht  Rnf  den  SvlialgcbrRucli  beiiib.  von  Dr.  C.  Bbb- 
MiKEi.  Vlll.  Stereotyp -Ausgftbp.  Preis  4  Mk.  20  Pf.  Betlla. 
Nicolai'icbe  VerUgtbucbbindlnng  (U.  Striolcor).  I8»l.  XXIV, 
542  8. 

Onuiit  eine  Logarithmentard  Bicrootypirt  wi>ri!e,  mns»  Bio  «cbon  in 
wioilprboltftn  mit  brweglichc-ii  Li>tt<!n)  gt^tirnckten  Anngabcn  vergriffen 
««in;  damit  aber  gar  «ine  VIK.  Btereotypaaagabe  aCtbig  werd«,  ist  eine 
■0  starke  Verbreitung  nothwnndlg,  dass  diese  aelbit  al»  flewei«  der  Vnr- 
sflge  tinr  Tafeln  zu  gelten  vL-rmag.  Wir  braachi<n  dcülialb  auf  dieae 
VnrzdgB,  als  da  sind:  augenobme  Fapierfarbn,  scharfe  ZifTern ,  ßeicbhal- 
tigkeit  des  Inbalt«  hei  selbstveratJind lieber  Correctheit,  mKsiiger  Frei», 
Hiebt  genanor  einzugeben.  Dageigen  gestalten  wir  nns  eine  Auastcllung, 
die  ibre  BegrHndnng  gerade  in  dem  Stereotyp! rtoein  der  Tafeln  bat.  8o 
«renig  wir  gegen  die  Unvcrfinderlicbkett  der  eigentlicb  tnatbrmaliiKrbpn 
Tafeln  einwenden  können,  so  sind  doch  die  am  Scblnsse  vorliandenen 
UilfataFela  fQr  Umwandlnog  von  Maassen,  Gewichten,  Muoaen  dnrch  ihre 
Unvcränderlicbkeit  nacbgerade  antiquirt  nnd  unbrancbbar,  oder  doch  oor 
ant'  Umwegen  brancbbar  geworden.  Ke  sollte,  meinen  wir,  in  l>eul8cli- 
land  kein  anf  den  Scbulgebrancb  Rtlokaicht  nohmeudes  Bnch  mehr  godrnckt 
werden,  welches  bei  M Unze u  und  MaaB&en  eine  andern  VcrgleicHfluinboit, 
als  Blark-  and  Hetersystem  zu  Gmude  legt.  Bei  einer  derartigen  zeit- 
gemftss  Querlttsslicben  Nenbearbeitong  der  S.  518  —  542  würde  man  viel- 
leicbt  Kogar  besser  tbuu ,  alle  gesetzlich  unstattbafl  gewordenen  Kinbeitvn 
einfach  bei  Seite  xu  laHsea,  allenfalls  die  Pariser  Linien  von  dieser  Ver- 
bannung anaaebmond.  CkMTo» 


Mathematioal  Tables,  cnnsiitttng  of  logaritbmi   of  nnmbera  I  te   10800, 
trtgonometrical,   nanticat  and  ntber  tables,  edited  by  JamkkPktuk, 
F.  K.  l,  S.     New  editinn.     W.  &  R.  Chambers.    London  and  Edin- 
burgh 1S80.     XLU,  454  pag. 
Dieses   Tabellenwerk    ist   In   England    anter  dem   Titel    Cbambere'a 
Matbematical  Tabica   bekannt,   and  zwar  so  aasachltcssHch  anter  diesem 
Titel,   dasB  derselbe  allein  auf  dem  Rtlcken  der  gebnndenen  Exemplare, 
wie    sie   von    den   Verlegern   in   die  Oeffeiitlichkeit  gobracbl    werden,    an- 
gegeben ist.    Es  ist  von  ansserordentliolior  ßeicbhalljgkeil.    Den  die  ersten 
201    Seilen    füllenden    briggiscben    Logarithmen    der  Zahlen    von    I    bia 
108000  auf  je  7  DecimalsteTlen  schlieset  sich  eine  kleine  Tabelle  an  xnr 
Umrecbnnng   briggiscbor   in  natürliclie  Logarithmen  and  omgekebrt.     Es 
folgt  anf  45  Seilen  die  logantbmiacb-trigonoraetriscbe  Tabelle)  an  welche 
wieder  andere  weniger   bkufig  in   dentschen  Werken   auftretende  Tabellen 
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bei  einem  Halbmpsser  1  amspannen,  nnd  der  trigonometrisclieii  Panctio- 
uen  selbst  nnter  Annabnie  der  gleicbm  Einheit  and  unter  Fortscbreiten 
der  Winkel  von  Minate  2n  Minnte.  Nud  enthalten  noch  fernere  12I 
Seiten  Tabellen  von  wesentlich  BBtronomischer,  beziehnngs weise  nauti- 
scher BedentQDg,  die  Heimath  der  Sammlung  hinl&nglich  verratbeud. 
Die  sogenannten  Additionslogarithmen  dagegen  fehlen.  Dass  die  Aus- 
Btattnng  dem  UrBprnnge  zar  Ehre  gereicht,  weiss  znm  Vorans,  wer  irgend 
ein  mathematisches  Werk  englischen  Verlages  in  H&nden  hatte.  Einen 
Unterschied  dieses  Druckes  gegen  die  meisten  deutschen  Tabellen,  z.B. 
gegen  Breraiker,  möchten  wir  übrigens  zn  Gunsten  der  letzteren  ber- 
Torbeben.  In  der  englischen  Tabelle  sind  alle  Ziffern  gleich  hoch,  in 
der  dentschen  findet  das  Gegentheil  statt.  In  ihr  reicht  die  7,  die  9 
nuter,  die  6  über  die  Zeile.  Die  deutsche  Tabelle  sieht  dadurch  nu- 
rtihiger  ans  als  die  englische,  aber  bei  längerem  Gebrauche  ermüdet  die 
englische  Tabelle  wenigstens  des  Referenten  Auge  mehr  als  die  deutsche, 
und  mit  der  Ermüdung  des  Auges  wächst  die  Unsicherheit  des  Abscbrei* 
bens  der  aufgeschlagenen  Zahlen,  mithin  auch  des  Rechnens.  Wir  sagen 
absichtlich,  dieses  Verh&ltuiss  finde  für  unsere  Augen  statt,  da  wir  wohl 
wissen,  wie  vorschieden  auch  in  dieser  Beziehung  die  einzelneu  Persön- 
lichkeiten geartet  sind  und  wie  dem  ICinen  als  Empfehlung  der  eng* 
liscben  Tabelle  gelten  mag,  was  wir  za  ihren  Ungunsten  erwähnt  haben. 

Gahtob. 


Dms  matbematiiohe  Gesetz  der  Sterblichkeit,  von  Thbudor  Wittdtbih, 
Dr.  phil.   und   Professor,    Director   der   hannoverschen  Lebensver- 
sicberongsanstalt  in  Hannover.     Als  Manuscript   gedruckt.     Han- 
nover 1881.     27  8.  und   eine  litbograpbirte  Tafel. 
Der  Verfasser    bedient  sich   als   Motto   des   Ausspruches   Koppor- 
nigk's,   es   genüge,    wenn   die  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  über- 
einstimme,   und   in   der  Tbat  iHsst  sich  nicht  mehr  verlangen  auf  einem 
Gebiete,   welches   voraussichtlich   noch   für  lange,   muthmasslicb    für  die 
Dauer  des  Menschengeschlechtes,   ansschliesslich  erfahrongsmässig  dnrch- 
forscbbar  ist.     Das  Gesetz  der  Sterblichkeit  der  Menschen  theoretisch  ent- 
wickeln können,  hiesse  ja  alle  die  Factoren  kennen  und  gegen  einander 
abzuwägen  im  Stande  sein,  welche  die  organischen  Processe  veranlassen, 
hemmen,  vernichten,   und   mit  dieser  Znkunftskenntoiss  schmeichelt  sich 
wohl   kaum   der   entschiedenste  Gegner    des    Ignorabimus!     Herr  Witt- 
stein  giebt  dementsprechend   und  will  nur  geben  eine  Formel,   welche 
zur   Wahrheit  sich  gewissermassen   asymptotisch   verhalte,    ein   Versuch, 
der  ecl  *'  von  anderen  Fachmännern  mit  ver8chied«<&«'e& 

ßrfi  ae  FonaeV  \wa\«X'. 


Ip    ihr  bedeutet  w  die  SterbensvAbrscbeinlichkeit  im  Alter  x»  ^-  b-  ^^^ 

(^Qotienten    -r-—  der  im  Alter  «  Btcrbeaden ,  gothellt  dareh  die  im  Alter 

s  Lebenden;  Af  ist  die  Altersgrenze  oder  du  Alter  der  ktte«t«ii  am  Be- 
obacbtaogBorte  vorbaadeDeu  MenvcbeD  and  IcanD  durcb  die  Zabi  95  oreetat 
trerdpo;  a,in,n  siod  Ci^nstante.-za  deren  Berecbnang  drei  Uatea  erfali- 
rnngsmKsBig  aargestellter  StßrblicblteilBlitrten  geofigen  würden,  wenn  diese 
oben  uiciil  erfabruogsmasitige  wftrea.  Wegen  dieser  Kigensohaf^  noil  den 
dnrait  verbandenea  MKugoln  müssen  möglich  viele  Daten,  jedes  einzelne 
unter  Berilckidcbtigung  seines  Gowicbte« ,  nacb  de.r  Metbodo  der  kleinstno 
(Quadrate    vorbondeu    werden.     AU   Oowicbt    einer   Beobacbtnng   nimtnl 

^  ^'  *  -    ■  5.  n  =  0,68033, 


Herr  Wittstein 


nnd  findet  ao  m 


ii^l-*)  T[L-T) 
a=  1,42423.  Wir  können  für  die  Ableitung  oder,  wie  wir  Üeber  nagen 
wollen.  fUr  die  tJegrdndnng  der  Formel  nnr  aaf  die  kloine  Abhandlttag 
selbst  Teiwoigeu,  in  welcber  ihr  Entstehen  »U  t<in  allmAliges  bexeiebnct 
werden   darf.     Von 


K> 


=  --(«-*) 


gelangt  der  Verfasser  xu 

Von  die.ier  Formel  aus  gewinnt  er  die  ztiletEt  anfgeiletltc  mit  den  dref 
Coustanten.  Die  Bedeutung  des  xweiteo  Gliedes  der  eudj;iUig  augenum 
menen  Formel  tritt  in  der  Kindereterbliohkeit  xn  'l'age,  also  bei  uiedri- 
gpu  Werlben  von  x.  E»  stellt  gewisgermassen  die  Schädlichkeiten  dar, 
welchen  das  Kind  von  sich  aus  sich  nicht  entziehen  kann,  sondern  gegen 
welche  es  durch  die  Fürsorge  seiner  natürlichen  BeecliÜtKer  gebbtet  Wf>r> 
den  mos«,  l^taucbe  interessante  Folgerungen  für  die  l^igenscbaften  der 
FnnctioD  f  rrgebou  sieb  übrigens  ancb  aus  der  Zeichnung  der  Cnrve  der 
SterbenKwabrachoinlicbkeilen ,  aowic  der  Cnrre  der  L^bonden ,  welche 
auf  einer  Tafel   beigegeben   ist.  Camtok 
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N.  ann.  malb,  XL,  8I&, 
*»•  VoluD«  d'uu  eltipitoide  d^crit  par  un  c)uatrit!tine  point  d'une  droit«  dont  troia 
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141.  Tiansvenoie    pauaiit  par  le  somioet  conunau  de  tzois  comqnot. 

N.  UD.  rnath.  XL.  427. 
14t.  Uelier  gewiss«  Syetenio  von  Eef^tflscbmUeo ,    die  mit  diuuuUr  i>rojectivüeli 

Bind,  ood  dereo  ErzcagnisB.     U»bler.    (.9nin.  Archiv  LXVI,  5&S. 
Yergl.  Ellipse.    H.Tperliel.     KrtU.    Enlmmnog  IGO.    PuabeL 

K»tsa1>rftDh«. 

143.  Sar  la  r^oction  «i  firactioDB  coDtioue*  de  ef^^'\  F(x)  d^gtunt  tm  polfn&me 

vatitr.    I.tidiierre.    Jotini.  mutli^m.  S<^r.  8,  VI,  SO. 

144.  Uftbcr  diu  Aiifl(>vunff  der  trioomlBcben  GleicbuD(!«D  dnrcb  ketl«nbracbfiJuihebc 

AlgcriUimen.    K.  E.  Hoffmutia     Grün.  Archiv  LXVI,  33 

14&  Circonförenco  di^ite  coninie  potnt  de  rejicontTe  de  deax  droit«t.   Le«.    N.  aan. 
matb.  XL,  310. 

146.  Circonference  duarite  pur  le  pied  de  la  pcrpeadiculairv  abaiHMJe  du  miiiea  d'na. 

cbti  d'an  triipbu  d'aire  cotutoDte  tui  le  cdU  opposd.  Moret-BlaocJ 
N.  um    iiiuth.  XL,  319. 

147.  Lea  troiK  quadril altere«  convexet  d'Albert  Cirard^  qoi  oot  m^mea  cötj6e,  mit 

»urfacti  Ol  sont  inacriptiblcw  dacu  Ic  tuJtme  cercle.    Dostor    Urun.  Ai 
LXVI,  27. 

148.  Qaatre  pohiU,  doot  deiu  mobile«,  sihi^  sor  ane  circoufärence.    Edm.  vaqi] 

Ast« et      MatbeAis  \,  78. 

149.  Einice  Sätxe  iioa  der  KruiBlehru.    Jcf übelc.    Crun.  Archiv  LXVI,  S2&. 

160.  B,  C,  D  älaat  sitii^  ior  ime  droite  lo  rapport  dus  ravDoa  dee  cirüODförcoc» ' 

paimant  par  an  poini  ^uelconqiie  A  et  par  II  et  i'  H  nur  A,  C  H  U  «i 
iRdiipenaiint  de  la  poftilinn  de  />  aar  Ii(\     N.  odd.  niath.  XL,  ÜI7. 

161.  Distoncee  des  trois  Eomiacts  d'an  triangle  aa  ceotre  du  cvrcte.  niii  mmc  par 

le»  piodi!  du«  truia  liiiut^itTi-  (Iti  Liianffl*.'.    Dostor     lirna.  An-uivLXVI.  H' 
161.  Si,  d'ao  potDt  0  d'une  circODfi-reiice,  od  abaita«  des  perpendicuUirei  </3C  OK 

ä    itenx    cöt^  d'uii  lrianf;le   inei^rit,    la  projectinn   <lii   troisiime  efit^  «tr 

Jir^  B«ra  «gale  dt  MA'.    Goffact    N.  ann.  matb.  XL.  &S3. 
15S.  Tbtorimo  sur  lo«  cerclee  ex-inscrita  u  qd  trinogle.    Vaa  Glnbbeko.    Ua- 

tbesis  I.  110. 
IM.  Barfaces  d'un  triangle  donn^  nt  des  tniinplej  dotit  ie»  sommeti  sont  les  centrec 

du»  cürclea  iuscriU  et  t'x-iDccritfi  all  pretiiier    E.TanAubel.  Matberii  L  73. 
I&6.  TbdoriMue  sur  uo  poljrgone  itincrit  i  im  cercle  et  circonftcrit  ä  im  oatre  oeroie. 

H.  Faure.     N.  auo    luatli.  XL,  14ü. 

166.  Ueber  eiocD  ewcielleo  Fall  dee  Apolloniacben  TactioDeprobleme.    K.  E  UoTf- 

mann     Urun.  Archiv  LXVI,  Ht. 

167.  Liea  des  centres  de»  cercle«  tangaul  inMrieureincnl  i  un  dtfini-cercle,  ot  m- 

t^tieurement  aut   deus  d^nii-oorrlpfi,   rjiii   out  jiour  diamf'tre«  tee  deas 
«efTnienU  du  diami-tre  dn  preroier  deim-cercle.    Doitor.    Ontn.  Art^ 
LXVI.  17. 
Yergl.  Maxima  und  Minima  169. 

1J}8.  Sur  la   d^termioation  du  cerelo  osculatöur  d*une  courbu  ä  double  ooitrbarR.' 

Uun^adv.    N.  ann,  motb.  XL,  63. 
16S.  CoDstmctiOD  de  la  uarabole  oKula^riee  eu  Qu  jKiint  d'une  oourbe.     Koeoigs. 

N.  ann.  math.  XL,  11. 
ICO.  Sur  deux  couiques  usculatrice  l'uufi  ü  rantre.    Horat-Blaoo.    N.  ann.  tnatk. 

XL,  372 

161.  D^terminer  une  courb«;  teile  que  m  Ton  Tornie  nne  de  ten  traniform^es  par 

luyons  Tocteun  r^äproqaea  relativemcut  i  uq  p6le  dooni^  lea  m.you«  d« 
courhure  en  doux  point«  correspondonta  des  dcux  courbes  soicnt  dons  nn 
rapuort  douiiä.  FauuuembetBne.  K.  arm.  uuitb  XL,  .56,  171.  iVerul. 
Bd.  XXVI,  N'r.  11 

162.  Das  Verbältoiss  dar  Hauptkrummuiigaradiea  an  einem  FläcbenpunkW,  geflaes- 

sen  durch  den  Wioliel  di;r  xugohOrigen  InÜexionntangcoten,  Dietricfa. 
Zeitacbr.  M;.lli.  Fhyt.  XXVI.  67. 

163.  Die  KrBinmanff  miidschiefer  P'IAchen  in  den  Punkten  einer  geradUiitg  Knwi 

geoden.    Buka.    ZeiUt^r.  Math.  Pby».  XXV),  16. 
Vergl  Bllip^oid  69.  7u. 

KngoUiuiGtiBDcn. 
VergL  BeBtimmte  Integnü«  8.J. 
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Ifi<.  Eig«Mc1iuflen  der  LeniDiscate-     W,  Hubb.    Zcitsdir.  Math.  Fhy«.  XXVI,  148. 

Loguithm«. 
165.  M^tliode  du  moüiile  iuventije  pjir  AlUi-rt  Nunittr  pour  le  caicul  des  logantbmM. 

Maosion.    M4tlii;ftia  I,  3». 
IM.  Ermüiin  udx  Ubies  de  lugiuitlinie«  tlr  Scbrtti.    fieftch«.    N.  aoa.  math.  XL, 

MO. 


167.  Ueber  den  Winkel  von  n 
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Vao  GUbbeke.    Mftthaais  1, 


17i>. 


171. 


174. 


179 

18L>. 


VftzimB  und  Xlnim*. 
QDeatiou  de  mdximuiit  relative  ä  uu  triaugle. 

29.  —  HudüoD  ibid    30. 
D'un  point  V  phe  eur  la   tang«at6  Oii  C  k  im  cQrdfli  oo  inäne  uae  «{Scante 

/M  Ji  teile  qiie  Iil  aurfiice  da  triangle  VA  B  foit  niaximum ;  fcrouver  Teo- 

leloppe   de   cette  i^cuiite  (|ii4ad  le  point  P  hu  lueut  sur  la  tüngonte. 

Uort-t-BlaDc.     X,  ann.  muth.  XIj,  518. 
Euien  Tuakt  M  su  eu   b'^htiuiiauo,   dikts  die  Summe  «einer  AbütAiido   von  n 

Kegeletien  Piiakteo  tnu  Mioimuin  wird,   äcliürtlln.    Jieitcobr.  Uath.  l'hvB. 

XSVI,  71). 
Vergl.  Astronomie  29. 

Hseliaaik. 
Beittflce  zur  Kinematik  iibnlich-vt<ründorIiclier  nod  affin  ■Ter&oderlicfaer  Ge- 
bilde.    Ad.    SchnniAnu.     /eit«chr.    Matb.  l'hvs    XXVI,    1A7.     [Vergl. 

Bd.  XXIV,  >'r.  U3.] 
Note  Bur  Ics  diff^reutcs  braocheB  du  la  &i])(5matiaue.    Kesäl.    Jourti.  maUi^. 

S«'r.  3.  VI,  1« 
Sur  r^täbiiiMicineiit  des  i^qtiatiODS  donn(-cs   par  M.  Resal  paar  repr^senter  le 

miiiivemeut  d'ane  courbe  funicttlaire  plane,   ü.  Luauti^.    Jouro.  mathetn. 

a^T.  3,  Vt.  Slö. 
fiur  te  paralläloKramuic  de  Watt.    A.  de  SaiDt-Oermaiti.    Journ.  niaUiiJni. 

Ur.A,  Vi,  19 
Sur  le  «jrat^tne  articulä  du  colaiiel  PeuaoeUier.     N.  ann.  matii,  XL,  456. 
Ud  corps  Rolide  te  mcut  aut^ur  d'ua  point  fixe:  trouvcr  &  chaque  instant  le 

lieu  de«  pitJuU  du  c-cirp»  poui  leitquels  racci^ler.ttJou  i-st  iierpeudiculaire 

ä  l'aie  instaDlauä  de  rotuUon.    Fauquembergix!.    K.  attn.  math.  XL, 

480. 
Bor  le  contre  d«  cotnpoeition  d'un  ejsteine  de  forces  quolconqtiei  dam  Ic  plan. 

M.  trOeaeue.    5.  nun.  iiiatb.  XU  ^1* 
Hk  deux  triiinglcn   pUii  ajant  uu  »oiniuel  comnua  o(  oyant  pour  ba^ee  Tun 

ra^ciJleratioii  d'ua  point,  Tautre  >ta  vitMie  l'air«  du  promior  eat  la  däri- 

T^e  pur  rapport  au  teuips  de  L'aire  du  aecond.   Uoret-ßlanc.  'S.  ann 

math.  XL,  S91. 
(K-»(.'raii«at)üu  d'un  tlit^or^uie  de  Papput.     ReiaL    N.  ann.  math.  XL,  .^7. 
Positiou  d'^ailibre   d'uae  tige  rigido   qui  a'appuie  eur  deux  hL^uiBphiirca. 

Fiiuquembecgue.     N.  ann,  math.  aL,  ^H1. 
Sur   le    mouTemeat    vorticai   d'un  point  petant  daes   uu   mitieu   n^jctont 

Ü''tcagne.     N.  ann.  math.  XL,  SOB. 
Be«timmQ»g  der  ß«vegtiug  eine«  Rot^tionskdrpera  um  einen  als  feiit  augeuom- 

mentm  P^nkt  auiner  .Sie  uiif'jr  d^m  EiußuBso  der  Schwerkmfl.    KronRßl. 

Zejtacbr.  Math.  Phy».  XXVl,  104 
Wälsting  eines  rvlindrisioh  lui-j^renitten  Körper«  auf  Horixontalebonen.    Hoppe. 

Oruu.  Arclüv  LXVI.  313. 
Ueber  dris  UolK-n  eines  seiner  Schworu  überlaEseneu  KOrpcrB  auf  horixonialer 

Ebene.     Iloppt).    <iraii.  Archiv  LXVI,  S6l), 
Vyaizung  cinett  von  einer  TangentenBäche  be^renxtt^n  Körpers  auf  einer  Hori- 

xofititlnbi'ne.     Hoppe.    tJrun.  Archiv  L.X.VI,  373. 
8tir  len  |>ro!<1'jTneii  des  temp^tum  ttationaire«,  da  lo.  tonvou  «A.  4«V<!«nvVb- 

oivat  i/iea  coutiua,  dium  h/t  cfliudrcs  ou  Ws  tu^ftux  äiroV.  \a  ««■^«•^ttfn' 
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mal«  ett  un  rectangle  &  o6t^  warbes  ou  a«t  compme  entre  detn  ligan 
f^rm^«.     BoasaiocBq.    Jouro.  mftth^ca.  Set.  S,  Vi,  177- 
Verel.  Astronomie  29.    EUltititat.    Ueecbichtc  de»  Mathematik  Ölt.    Ilvdro- 
^namik.    Hyperboloid  127,  12fl.    MaxiDut  tmtl  Uioima  170.   Optik.  Pofin- 
lial.    Schwerpankt.    WÄrmelehre. 

WuaXk. 
187.  Sur  Tattrononiie  oautiqae     Ucsal,    Joura.  malhäm.  8är.  S,  VI,  ft&. 

Ifa»al«n. 
Yargl.  EtUpfle  63,  64,  SS.    Geometrie  (httbere»  B4.    Kcgelichnitte  133. 
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Obtrillalua. 
18S.  Veber  geod&tiscbe  Linien.    BiMclen.     Zeitscbr.  Uath.  Phya.  \\\t  264 

189.  Kquation  diff^rentielle  de«  ligueu  af.juiptotiqaeK  d'une  aorlK«  eu^ndrve  pur 

ooe  GirooofL'rcnce.     Fangacmbergac     N.  ann.  math    XL,  471. 

190.  Surboes  applicables  »ur  dea  surCa^eB  de  revolution.    A.  Pioart.    N.  aon.  matli. 

XL.  118. 

191.  Lieg  dea  pointa  de  IVspace  d'oü  tea  trots  cM6s  d'uo  triaatfl^t  dout  le  sumiart 

fixe  et  les  aoglM  tous  aigus  sont  doon^,  «oot  tqi  enuK  Am  unglo«  droiU. 
Goffart.     K.  nna.  m«th.  XL,  AS4. 

192.  Ooarbe  de  coatact  d'ua  cyliodre  drcotucnt  iL  an  h61iooide  h  plan  dirocteur 

VerHttaeten.    MatbtHiB  1,  49.  —  Miater  ibd.  137. 
193-  6ar  uue  certaiae  conrb«  tracäe  aar  uacjUndre.    Fauqaembergae.    K.  uu. 
matlL  XL,  84«. 

194.  Surfaee  prodoite  par  des  elHptes  Mta^«  ea  mfime  temp«  nr  des  cIUpioidM 

homotb^iqneH  vt  coneetimquus.     Barbarin.     X.  aon.  math.  XL,  67. 

195.  Btoe  TaugentenconatructioQ  zor  Aattoid«.    Buchard^    Onu.  Archiv  LX71, 

a«i. 

■96.  Snr  nne  olasM  d«  eurfacea  da  qiiatriiine  ordre.    Jamet.    N.  aan.  math.  XL, 

344,  386.  4.-H. 
VereL  EUuticiUt  &7.     Erümmung  162,  183,     OberflAcheo  sweiter  Ordniutg- 

Sphftrik. 

0b«rfl4«b«D  weiter  Ordaeag 
197.  Sur  un  tht^rime  de  Chaales.    A.  Droz     N.  ann.  matli.  XI*,  30&. 
19S.  Proprii^tt^B  du   parabololde  bjperboUque.    Gri'^i^a      N    tum    tiioth.  XL,  110. 
199.  Eareloppe  d'one  ipb^  qui  coQpe  orthogoDalomeat  uoe  eph^re  ßxe  donu^  el 

qat-  dümeare  Langent«  &  on  syelc-mc  de  trui»  diamt'lree  ronjugu^  d'ttoe 

aurface  it  centre  du  aecood  degr<}  ^galement  doun^.    Hioux.    N.  aau. 

math.  XL.  i76. 
SOO.  Sor  Ica  conditione  qui  expriment  qu'ooe  aurface  da  aecond  degrd  est  derllvo- 

Intion.    (lenty.     N.  ann.  math.  XL,  414. 
901.  Liea  dM  axea  do  certainea  eurfacea  de  niTolution  da  eecond  degnS.  C  Miohanx.  ^ 

N.  aon    malh    XL,  i7.  ■ 

303.  Heber  confocale  Flächeo.    Böklen.     ZeiUcbr.  Malh   Pbja.  XXV),  »04.  ■ 

303.  Sur  troia  «urfaces  du  sfcood  dugr<!.     Moret-Blaac.     N.  ann.  math.  XL,  333. 
VergL  Ellipaoid.    Hyperboloid.    Paraboloiit. 

Optik. 
SOi.  BewegangF»  dea  Aetbera  im  freiea  Itaume,  wolcbe  ein  conti nui fliehe»  Farbra- 

q>eotniui  verurtacben.    Haia«.    Gruo.  ArchiT  LXVL  397. 
$0i-  Ceber  die  Curve,  welch«  die  Punkt«  verbindet,  die  auf  ronc4->ntrischen,  reOec- 

UrendnD  Schalen  Ut^gen  und  <ter  ItedinKuug  genügen,  daes  die  toq  vimmi  i 

tMteo   ['unkte  auagehendfii   Licbt«tr.>bleu  diUulMt  m   retlecürt   werden, 

daaa  Bie  aladium  durch  einen  aweiteii  fetten  Punkt  geben.    W.  Werner.. 

Ünm.  Archiv  LXVI.  66. 
106.  Zur  Integration  dvr  Difrcr«ntialKlcit:hunKen  in  dur  DiupLrik  der  continuirlieh 

geachichteten    kugtrlfurmigen    Krv ttalllin^e   der  Fisdi«.     Mattbieaaen. 

Zeiicchr.  Math,  Pbja.  XXVI,  179     |Vergl    ßd  X.W,  Nr.  I31.J 
807.  Cooatruction  der Cardinalpunkte  eine«  Linaenajitem«.    M.  Koppe.    Onu.Ai^ 

cfaiv  LXVI,  406. 
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SOS,  Faraboles  panant  par  Hrux  poiiitA  ilonni^ü  et  Jont  tei>  diaiuetros  ont  iiqi*  <lireu- 

tioD  iloiin^.     Chuniboau.     N.  ann.  matli.  XL,  4M. 
900.  P&rabole  eikveloppc  de  purpeadicDlnire«  ä  des  tangeutes  nnccesaives  d'uno  pru- 

mibre  porubüle.    Urocard.    MothetU  I,  113.  —  S.  B.  ibid.  111. 
210.  P&rabol«  eDTetoppe  d'uoe  droitc  mobite.    Jaraot.    Hathssis  t,  69.  —  Nea- 

berg  ibid.  60. 
311.  Fropritftä  de  1a  purabol«.    Boudino».    N.  ann.  matli.  XL,  180. 
VtiTgl  Hyperbel  ISS.    KWImiuung  169.    Qnadratar  S13. 

?KnboIoid. 
HS.  Fropridtä  dn  paraboloYde.     Leinckagel.    N.  ann.  math.  XL,  178. 
Vet^  OberBILcbeo  Bweiter  Ordnung  IBS. 

rartialbrflvh». 
313.  Zdt  Zerlegnof;    ffinor    rationalen    al^LraJ neben    Funrtioo    in    Pariialbrfiche. 
T.  UoopHinKüu  Üec^'cudorf.    Orun.  ArctÜT  LXVI,  3U. 

Plaaimttri«. 
SI4.  Snr  lee  figarce  cemblablee.    Seuhotti.    Matbene  I,  106. 
316    QuMtioiu  de  inath>;niatiqaei  äl^enUiiea.    ^eaberg.     Mathcsia  ],  7,  ^6. 
816.  Troaver  dau&  lu  pluu  d'un  triangl«  iin  point  lel  iiu«  lua  iroin  piirall^leit  tMX 
cOtäs  men^  par  c«  poiat  et  Umit^s  aa  päiimtiträ  du  kiaogle  Hoiout 
igaiea  entre  eAes.    .Brocard.    Mathcm  1,   L-td.  —  Xeuberg  ibid.  149, 
IM.  —  JCffäbek  ibid.  UU. 
117.  [VtiD  point  V,  ptis  eur  Vi  bissectricc  de  l'ungle  -1  d'un  triangle  ABC,  oa 
abaiMe  de»  [>erpändiculiüroi  PA',  Pff,  PC  tut  Im  cAt^s.    D^inoatrer 
qoe  le*  droit«»  PA',  B'V  »e  conpent  wir  la  tnWiano  J6Bn«_de  A.    Edm. 
van  Anbei  &:  Duyckaerte.     Matbesin  1,  117.  —  Pieani  ibid.  118.  — 
Neuberg  ibid.  H8 
919.  Ttuiorftnie  tur  dvs  tnuuglM  Buct-csiih  doot  od  m&M  !«•  baateun.    U.  taq 

Anbei.    MattieMB  J,  91. 
Sit.  Bi  trois  druites  (]iiu)rnnqui>B,  iasaes  dee  eommeta  d'nn  triangle  .il  SC,  coupeat 
Im  cifÜi  eu  A,  IS'.  C\  Id«  miü«tix  A",  IT',  C"  de  .4y4',  BH".  CC  wot 
les  HOmmeti^   d'un    triün^rk'  dont  l'aire  vunt  lo  quart  de  celle  de  Ä'B^C^. 
Edm.  van  Aubel.    Matbeoi»  I,  •ü)-i. 
tW,  Aire   du  triangle  dont  lea  eommeta  sont  ptact^a  aur  lee  cOtf!«  d'uu  triauKlo 
donoä  t)t  lee  partogent  en  proportionB  donn^eB.    DelacourceUe.   N  anu. 
innth.  XL,  IH3 
Itl.  Propri^t^i»  d'im  triaugle  Biir  Im  cöttfi  daquel  od  conatruit  ext^noarement  «t 

inturietir«u«nt  dea  curr«.^.     Rdm   van  Aubel.     Matbesis  I,  16S. 
Ä5-  TroDTer  nur  le  cötc  d'iiu  triangle  ^quilalenil  un  point  tel  que  l'aire  d'nn  qoa- 
drilatire  dornig  ä  Taide  de  ce  point  soit  d'tine  grandeur  doan^.    Lok. 
N.  ann.  math.  XL,  SM. 
SSS.  Dane  uo  qundrilat^re  I«  poiut  d'intereecUon  de«  diagODale«,  le  point  d'inter- 
eection  duit  droit«»  qui  Juigtiout  les  initiuux  de«  cAtl^B  oppOHt's  et  le  u^tre 
de  gravitö   sont  on  Hone  droito.     II.   van   AubeL     uuthesie  I,  9i).  — 
Kdm.  van  Anbei  ibid.  ÖO.  —  P.  Kuex  ibid.  61.  —  MlBter  ibid.  91. 
'**'  C^nitmire  un  quadrilatere  connaiBaant  Icb  qnatre  cötve  et  la  droit«  qui  diviae 
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[      -  ^Oniijaire  an  quadrilatere  inscriptible.  connai»anl  lea  duux  diagonale»,  TaDgla 
qu'elle«   forment  entrc  ellce  et  le  nij'on  du  cercio  oirconacrit  mi  quaori- 
>fu  j,        lat6re.     Moret-Blauc,     N.  nun.  math    XL,  SW- 

,  ^ver   die   Verwiindtutig   de»  Rechtecks   in   «in   QuadraL     Schoeoemanti. 

i  /.eitwOir.  Math.  Phja.  XXVI,  ao8. 

**■    Un  cerclc  donne  circooacrire  un  trap^o  cODoaiBMJit  l«a  Aamx  bw«».   O'fiTik- 
ther.    ifHüiofü  t,  61,  —  Vorbelst  ibid.  61.  —  V.  Vtutx  v\j\A.  ^\. 
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Kecensionen, 
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Die  Eleveste  der  Oifferentül-  utd  IntegTmlreebneikg.  Zar  Einflihrwi( 
ia  du  Stodiam  dargestelU  voa  AitL  Uaüsack,  n.  Profrasor  der 
lUÜteiamtik  am  Poljrtaehaifcata  sv  Dreadeo.  Leipiig,  B.  G.T««baey. 

Bei  der  enten  Eufthraag  io  die  l>tffexeoUa.i  •  nad  IntCfralneluaBC 
wird  dt«  Falle  De««r  Be^ffe,  die  za  TeTMb«t«B  »iad,  den  Lcbrcz  ea- 
wakl,  wie  dem  LeroeiMl«!  tiamer  g«wtaae  SckwierigkMteB  bfrailaa.  Will 
Bisa  den  Vwiatli  mmtktat,  gUicb  voa  Aefeag  aa  aut  voller  .Allgasei»- 
bail  ood  äCKVf«  xm  Werie  aa  gebea,  m  dOrfie  tia  Bokbtt  Varaacfc 
triebt  aa  der  Klippe  «ebeitem,  Ammm  der  Aafliq^  Haacbea  is  bewUün— 
blue,  was  Sber  aata  Faw  eu  H » enaflgen  bJaaaa^Wj  deatea  SoCbwesdi^ 
k«it  aad  Zweck  er  atebt  «räael  Tolkiiarfig  BiBCTartia  im  Siamit  hL. 
Kaa  wird  dabei  am  Aafaai;  iteta  ci»e  hadt«twd»  BtmAaMukmmg  4tr 
ontifiiili*it  RBtjeiea  laaMD  ■•»•■,  «»d  die  Aaaebaaaag  wird  ittCi 
du  krifl^ple  HUfswStel  Wdw  ■■■■la.  «a  dea  Lera»d««  ia  der  »e«ea 
W«lt  beiBiacii  aad  aöt  ärea  Bi^iif*a  Tertxutt  c«  aacäea,  ah»  er  aa 
im  vetle  Al%eweisb«t  aad  Sddxla  llariJiia   hcnatiio. 

&  toU  daait  aicbk  geugl  aas.  du>  der  cn«»  Ualcnkbl  ia  der 
Düeiaalial-  aad  laleyahechaaae  eaf  Btteas*  aad  BcfcHgheii  a  4«- 
Bfvejafijknsc  aMfavcadi^  Trraäcbtfa  nlae;  aber  gewJMa  tMfhrtaktada 

4totk  aBe  Um  Wkeaacea  BtiifMe  leMUft  euiii,   «U  mw  «31- 

m  dirfta  aM«  ■Ihaeihiii  «äa.  saf  Ofaad  dmar  eä 
mwas^TCBCs  I  i4n,ifcfai1e   dar  Digiiaalial'   aad  laliyaliwh 
uhktm. 

bat  «b1   a»eT   «t«aa  hrtiiia  Stele«  eaf  dar  di 

kaaa,  «M  «  ai^U  Mia.  at  ErM^  fie  ■>- 
r—iiiia,  4w 8M%fc«i.  dre  Plffiiiillilnilliilia 


«äA*, 


t»fi  der  Viiei*  a» 


Hittorilch-literKTiacha  Abttieilnnf;. 


die  eindeutigen  und  selilieMlicIi  anf  die  mehrdenüg^n,   insbRsondere 
algebniiscbeD   Functionen   und   ihre  Entwickelnng  angewandt;    dau   daa 
wctt4^  (tobift  der  «Ige Urai sehen   Integrale,    wnlctiea  sieb   hier  natorgntaSsa 
anscblip-roen   wQrde,   nicht  mehr  betreten   ist,   kunnen   wir   nnr  billigen. 

Möge  dieser  flüchtige  tieberblick  über  den  Inhalt  genügen,  x.n  seigea, 
dasB  das  Buch,  dem  wir  den  bebten  GtFoIg  wüneelien,  dem  Lebier  towoht, 
als  Lernenden  vine  wiltkommene  Gabe  sei, 

Königiberg,  im  Mitrz   1882.  H.  Wsbkr. 


Zur  Integration   der  linearen  Differential  -  Oleichnngen.     Fctit£c)irirt 

rlritteu  SdcuUrfeier  der  k.  Julius  -  Maximilians- Univeisitüt  verfasat 
Ton  Dr.  Alots  Mayr,  Sff.  ord.  i'rofewor  der  Haibemaiik  und 
Astronomie  an  genannter  Univeraität.  Wilrzbnrg,  ISSI.  4**.  38  8. 
her  Herr  Verfaaser  verffilgt  in  dieser  Achrift  den  Zweck,  angeblich« 
rrrlhtltner  in  der  bisherigen  Hebandlnng  linearer  DifTerentialgteichungen 
aufzudecken  und  vor  Verirrnngen  anf  diesem  Gebiete  an  wnruen.  Im 
ersten  Abschnitte,  welcher  ÜberschriebeD  i«t:  „Uie  partikularen  Integrale 
der  linearen  DifTerentialgleichnngen  von  der  Form  '/"y  + -^o  rf"" 'y  +  •*'i 
rf"  " 'jf  +  ..  + -^*y  =  0")  wrrdeu  zwei  Tilelboden  sur  Ermittelung  »olcher 
Integrale,  die  ConatrnctioD  und  die  Ueiheuentwickelung,  beaprochen  und  ■ 
durch  Beispiele  erläutert,  ohne  Ahm,  ausser  einer  weiie.r  nnten  aur  Sprache 
kommenden  unrichtigen  Uehauptung,  etwas  Neues  beigebracht  wUrdc. 
Der  anreite  Ahsobnitl  behandelt:  „Die  Quellcu  der  IrrtbQmer  bei  der  H 
Inlcgralton  durch  paitikulare  Integrale."  Als  vnr  einer  ersten  Kolcben  Quelle 
wild  daTor  gewarnt,  rerechiedene  partikulare  Integrale  einander  gleich 
so  selten.  An  einer  ao  augenfälligen  Klippe,  an  welcher  doch  wohl  nur  I 
AnDinger  Bchtiilern  könnten»  eine  WarnungHtafel  aufauricbleu,  dürfte 
noBe.res  Gracblens  überflüssig  sein.  Als  zweite  Quelle  vnn  Irrtbilmern 
wird  die  Gleicbaetzung  eines  singuUren  und  eines  partikularen  Integrale 
bezeichnet.  Dies  i;oU  nach  der  Meinung  des  Herrn  Verfassers  geacheben 
aein  hei   der  hlnomiachen   Differentialgleichung' 

«eiche  bekanntlich  durch  bestimmte  Integrale  von  der  Form 

0 

wo  9   eine  der  Wuneln   der  Gleichung  (•*+'  — 1  =  0  ist,   iolegrirt  wird. 

Indem  der  Herr  Verfasser  hier  unter  dem  In  tegralzeichen,  also  vor 

AttffVhrang  ilnr  Integration,   »talt  w  den  Grenzwertb  —od  einsetal,   kommt 

MO  dem  Feblfchlnusc,  dasa  dieaes  \uvc^ta\  ^u\\  «ü,  uwd  Kassert  aicli 


R«e«ü6iouaQ. 


I 


I 


Was  Aoawiihl  and  Begrenzung  de»  Stoffps  nalangt,  so  sind  dieMl- 
b«D  Bit  Olflok  QDd  Oescbtnack  so  getrofTen,  Ahbs  der  Vmfmn^  dos  Wer- 
km  ein  mlUftigfr  geworden  iet,  ohne  daii  ein  weaeotliclier  Pnukt  vunoisat 
«tlrde.     Aas  dem  luhalt  des  Buches  heben  wir  nur  EiozAhiea  hervor. 

Der  Vcrrasser  beginnt  seine  Auseinandersetzungen  mit  eiaein  kurzen 
Deberbliek  (iber  din  Operationeu  mit  rationsh^u  Zalilun  und  geht  dsnn, 
verBulasst  durch  dan  Problem  des  Wucselzichc-ns,  zur  Einführung  der 
irrationalen  Znlilen  über,  irelche  er  in  der  vou  Heine  mitgetheilteu,  vou 
Weierstrass  herrührenden  Art  erklärt. 

Statt  nun,  wie  es  in  den  elomontaten  Darstellungen  gebrSucblicb  ist, 
Ton  den  durch  Gröesenoperationen  deßuirten  einfnchen  Kanctioueo  all* 
soilig  sn  den  xusammcngeuetzten  fortzuevh reiten  und  so  den  Fuuclions- 
begriff  sjDlbetisch  aufzubanen,  geht  der  Verfassei*  vou  dem  allgemeinen 
Fnnctioos begriffe  aas,  erlSatert  die  Begriffe  der  Stetigkeit,  des  Differen- 
(ialqiioiJeDien,  und  gif'bt  dann  erst  die  Regeln  für  die  Berechnung  der 
Diffeieutialquotientcn  der  einfachen  Functionen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  die  complexen  Grüsiien  und 
die  Functionen  derselben  eine  eingehende  Berücksichtigung  finden  Nach- 
dem snerst  die  rnndamcntalen  Bcchenuporationon  mit  solchen  Grössen 
erkllrt  sind  und  damit  zugleich  der  Begriff  der  elementaren  FnnelioneD 
derselben  gewonnen  int,  wird  auch  hier  der  Fnnrtionsbpgriff  znnilchst 
atigemein  gefaest  und  die  analytische  Function  durch  die  Forderung  der 
Existenz  «Ines  von  der  Bichtnng  nnabhXngigen  Differenttalquotieulen 
etklXrt.  Dies  führt  zur  geometrischen  Daistellang  solcher  Functionen 
dirth  die  conforme  Abbildung.  Die  allgemeinen  Detinllionen  wrrden 
sodann  angewandt  auT  die  durch  Poteiutreihen  dargestellten  Kundinnen 
ood  insbesondere  anf  die  impüctten  Algebraischen  Functioneu,  welche  zur 
Einführung  der  mehrbUttrigen  Flüchen  und  der  Verzweigungspunkte  An- 
lass  geben. 

Ktn   Analoger  Gang  ist  fiir  die  Integralrechnung  feetgehalteu.     Aach 
wird    zunächst    der    Integralbegriff    fiir    rnelle    Variable    eiugL>hend 
rt  und  EunSchst  die  Aufgabe  der  Integrnlrecbnnng  als  die  tlmkeli- 
mtg  ron  der  der  Differentialrechnung  gcfasst  aod  zunKchst  din  Existenz 
do  Integrals  einer  stetigen   Function  als  Grenzwerth  einer  fäomme  nach- 
gewiesen-     In    finem   ipXteren   Capilel    kommt    der  Verfasser   auf  dieuen 
Begriff  in  viel  allgemeinerer  Fassung  zurück,  in  welchem  das  hestimroie 
Integral    in   der  streogen    und    allgemeinen,    zuerst   voa  Uiemann   an- 
Etgsbenen  Weise  definirt  und  die  Bedingungen  seiner  Existenz  eingehend 
^Mtitirt  werden.     Nachdem  anch  noch  die  mehrfachen  und  insbesondere 
&  Dappelintegrale    benprocfaen    sind,    schliessen    sich    Dataigemlm    die 
Iktl^nüe    eiun plexer    Variablen    an.      iJie    anf   diese    Wi-ise    gewonnenen 
Qnndlagea    für    eine    allgemeine   Theorie    der   analytischen    Kuiicttouen 
^^^Mpkxar  Vvtähha    werden   sodann  in  den  heiAen  \f>l7.l»n  V^KV^^«^^  ^'*^ 


lass  g< 
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f 
Bebaiiptiing,  auf  welobe,  da  tie  aneh  fan  «nten  Abaebaitte  Torfcommt, 
bareitt  obatt  angaapialt  wurde, -dan  nialieb  dar  Beiaer«cben  Differan- 
tialglriobnng' 

■abaa  dam  bakaantan  partiknlaren  Int^iml 

y,  «/a*  CMH«(1  -  i^y-%  du 
auch  Doob  daa  andere 

«alchea  bUbar  „ttbanabea"  worden  eein  mU,  entspreebe.  Dieses  lets- 
tare  Integral,  welehes  der  Herr  Verfasser  nüt  J**  bneiebnat  and  als 
Beiael*MfaaFancdon  iw^ter  Art  betracbtet  wiasan  will,  genügt  nXm- 
lieh  dar  Beisel'iebeii  Differenttalgleiobung  gar  niebt,  anaeer 
wenn  wlne  Grenaen  —1  nnd  +1  sind;  in  dieiem  Falle  aber  ist  es  Nnl! 
nnd  stellt  blos  die  allen  linearen  Differentislgleiebiuigen  gemeinsame 
slngnlKra  LStang  y^O  dar.    Denn  sobstititiTt  man 


ya/c»ste««(l-ii*)'-%dH 


In  obige  Differantialglriebnng,  so  findet  man 

wo  die  rechte  Seite  nur  dann  Null  wird,  wenn  man  u,  =  — 1,  u,  — +  1 
(oder  umgekehrt)  nimmt;  in  diesem  Falle  aber  ist  jenes  Integral,  wie 
man  mit  einem  Blicke  erkennt,  identisch  Null.  Fflr  alle  anderen  Wertho 
der  Grenzen  Tersehwindet  die  rechte  Seite  dbr  Gleichung  nicht;  nimmt 
man  z.B.  Uj  =  0,  u,=  l,  so  genügt 

1 
y=ix*  sin  ux{l  —  u')'-  %  du 
0 
wnhl  der  Differentialgleichang 


□iebt  aber  der  Bessel'schen. 

Wenn    der  Herr   Verfasser    in    dem  anf  S.  16   gegebenen    Beispiel 
(y  =  ^)  ^Jpicbwohl  das  «weite  partikniare  Integral  richtig  angiebt,  so  ist 
dies  die  Folge  eines  groben  Vene\ieua,  W^em  «x  «na  der  Gleichung 


I  x*''sinu.T{\~v^*du 


die  drei  letzten  Gliedor  der  fechten  Seit«  einfach  wegliUet. 
Dks  Integral  ^ 

genügt  also  der  BeflieTscben  UüFerentialgleichang  nur  dann,  wenn  es 
gleich  Nnll  int.  Indem  lomit  der  Herr  Verfasser  die  BingalKre  LöBung 
p^tt  ffir  oia  i)nr(ikulare!i  Integral  anagiebt,  verfSllt  er  gnrade  in  den 
Intbnm,  welchen  er  (bei  der  obigen  binomisclien  Gleichung)  fSUcblich 
Anderen  sui  Last  legt,  ond  liefcit,  ohne  es  zn  wollen,  das  einzige  uns 
bckanoie  üeiepiel  für  eine  derartige  Venrraiig.  Seine  Traume  von  «iuer 
Falle  neuer  nod  schöner  LehreHtze  Über  Bessersche  Functionen,  welche 
ans  der  Combination  der  beiden  partikularen  Integralo  y^  nnd  y^  hcrvor- 
geben  sullen,  serriunea  hiermit  ebeufallB  in  Nichta,  da  das  eine  difsor 
Integrale  beharrlich  gleich  Null  ist 

I>as  swcito  pai'tikalare  Integral  der  Beaserschcn  Differeotialgleich- 
aog  wird,  wie  Relbrout  soiaerzcit  gesoigt  hat,*  in  einer  nainontlich  auch 
nir  die  numerisühe  Berechnung  unmittelbar  bereiten  Form  ila<lurch  ge< 
fandeo .  dass  man  don  Begriff  der  B esa e  1 ' ai^en  Function  auch  auf 
solche  mit  negatiTem  Index  ausdehnt.  Dies  geschieht  mit  Hilfe  der  end- 
lichen Kothe 

welche,  so  lange  v^  — ^  ist,  rait  der  nrEprünglicIi  durch  ctu  bestimmtee 
Integral  udor  durch  eine  convergentc  unendliche  Keihe  delinirten  Besaol- 
selien  Function  sich  vollkomnien  deckt.  Setzt  uiao  darin  — v  statt  r  und 
vXhIt  das  positiv  ganze  »  so,  dus  r>>*~  ^  ist,  so  koounon  in  der  Reihe 
snr  Rechten  nur  solche  Benseriichc  Functionen  vor,  deren  Iudex  >  —  { 
ist.  und  welche  demnach  durch  bestimmte  loiegrale  oder  dnrch  couTer- 
gtraie  unendliche  Reihen  ohne  Anstand  darstellbar  sind.     I>io  Gleichung 
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*  Stadien  über  die  itesM^Wien  Functiun«n.    ljiÄvxi||l  \%^. 


Hislomeh- literarische  Abthßilani; 


mit  der  Bcdtogaog  n>v— ^  worde  daher  «In  DefinitioD  der  BeBsel- 
Kcboii  Function  mil  ucgativem  Index  aufgestellt.  Uicnnit  ist  eine  l^aoc« 
tioi)  gpgebcD.  welche  die  nStnlichen  Gesetza  befolgt,  wie  die  araprQog- 
Hell  dofinirte  Bcii8i>rKhe  Fanclino  J',  and  iDsbesondere,  obgleich  ttn 
Allgemt'iiicD  wescDtlicb  vod  dieser  veraebieden,  die  Bessersehe  Diffe^ 
retitialgloicliung  befriedigt  und  sonacb  das  aweil«^  pnrtikalarc  Integral 
derst^lbßn  dnrsteUt.  In  dem  oben  erwähnten  Beispiel  (f^^)  findet  man 
anf  diene  Weise  zu  dem  erateu  pnrtikalareo  Integral 

lorort  daa  richtige  «weite  partikulare  lolegral 

Ä05  der   obigen   allgemeioen   DefinitioDsgleichang   ergipbt   sich    oiui 
für  ein  ganses  w  (=  n)  die  speciellere 

als  Definitioo,  welefae  featsetst,  was  (den  Anacbauungeo  dea  Re- 
ferenten gcmllsa)  nnter  der  Bessel'scbnn  Function  mit  negativ 
gHnaem  Index  zu  rerstefaen  sei.  Diese  De6nition  i«t,  wenn  man. 
vie  Referent  es  gethao  bat,  die  Beaaeracbe  Function  als  eine  Fano- 
tioD  Eweier  VerSnderlichen,  des  Ärguiuouis  i  and  dns  Index  v,  auffasst, 
geradezu  logisch  ootbwendig.  Herr  Mayr  dagegen  billt,  indem  er 
die  Begriffe  „definitio"  und  „propotitio*^  Terwecbaelt,  dieee  Definition  für 
einen  Lehrsatz,  der  anch  für  seinen  beschränkteren  Begriff  der  Beseel- 
sehen  Function  gelten  p'jII,  also  etwa  fQr  die  bestimmten  Integrale  oder 
für  die  Reihenentwickeinngen,  welche  statt  /**  bei  positivem  Index  gesetzt 
werden  kßnnea,  für  ein  negatiTttN  fi  dagegen  alle  Bedcntong  verlieren. 
Gerade  dieaer  letztere  Umstand  machte  ja  eine  erweiteite  Definition  der 
Beiserscheo  Fanction  nöthig.  die  von  den  Npeciellen  Formen,  Doter 
welchen  die  Function  in  beaonderen  Fällen  nnftreteo  kann,  völlig  ab* 
siebt  und  nur  noch  auf  die  dnrch  die  Differeotialgteicbnng  gefo/'derteD 
wesentlichen  Eigcnacha,rtea  derselben  Gewicht  legt.  Das  M  tss  verstund - 
Diai,  welchem  Herr  Mayr  hinsichtlich  dieser  Definition  znm  Opfer  fiel« 
verleitet  ihn  zu  dem  onberechtigten  Aasspruchp:  „Dass  J^^t={^iy»J^^ 
ist  in  jeder  Hinsieht  falsch." 

Ebenso  nnbegrOudet  sind  die  Bemerkungen,  welcho  der  Herr  Ver- 
fnaser,  geatützt  auf  »ein  falsches  Reenltat,  da««  das  vun  ihm  mit  F,  be- 
zeichnete äinttaintegral  eine  partikulare  Lösnog  der  Besael'schen  Dlffe- 
rentialgloiclmag  aei,  gegen  die  Betrachtung  nchtett  durch  welche  Referent 
gezeigt  hat ,  daaa  ea  eine  B e s s e  1' sehe  Fanction  zweiter  Art  mit  go- 
brochenem  Index  nicht  giebt  (nnter  BeasAl'scher  Function  immer  eine 
Fanction  veratanden,  welche  der  Beaserscben  DifTerentialgleicbang  ge* 


Hecen  rinnen. 

igeblicIiiüD  „Irrthflatem  and  Verwirrungen",  dio  tiRch  der 
Anfticlit  des  Kcrru  Verfasfiers  bisliRr  ia  dor  Tlißarie  dt!r  B  ßEecl'iicheii 
PnnclioneD  BtattgcfandAn  hftheti  «oIIpo  nad  wolcIi<>n  rr  dnrclf  sninc  Aim- 
Moandemetznng  „eia  Entlp  zn  amchen  "  hoffe,  b«t  rlereelbf  in  der  Thal 
keine  «QfxaweiseD  Termochl,  diejenigen  nuHgeaommen,  welcbo  er  sfilbat 
darcli   die  vorliegende  Schrtfl   miznricbten  «ich   %'ergeb|ich   bemüht. 

Ini  vierten  Ahsclmitl:  „Integration  dnrch  bestimmte  Difterentinle" 
(■!•  „bestimmte  DifTerentiRle*'  werden  Ausdrücke  bezeichnet,  „die  oaeb 
N  all  einer  von  x  nnd  y  anabhSngigen  Grösie  differenzirt  werden"!  ent- 
wickelt der  Herr  Verfasser  einige  ron  den  UDendlicb  vielen  partikularen 
Integralen,  deren  eine  lineare  Partialgleiclinng  fKhig  iet,  jeilncb  ohne  den 
Veraueb  zur  Äunioduog  dea  vollattodigeii  Integrals  zu  machen;  er  bricht 
vielmehr  „hier,  an  der  Schwelle  neuer  L'ntersncbntigon",  ab. 

Hiermit  schtiesst  diese  unüberlegte  l'nblication,  wclcbe  saRser  selbst' 
iTerstSodllcbeii,  Jedem  Anfänger  geUufigen  Wahrheiten  nur  IrrlbUmer 
und  Feblpr  enthalt.  Für  etwaige  „neue  UntersDchungen'*  möchten  wir 
dem  Flerm  Verfasser  seinfl  eigenen  Worte,  welche  er  Anderen  warnend 
glaubt  entgegenhalten  tn  mQGSco  <S.  9),  zttr  Beberzij^nng  empfehlen:  ..Ist 
frchnn  bei  so  einfachen  Functionen,  deren  KclatioitL'n  man  vnllstSndig 
kenol,  Vorsicht  geboten,  so  ist  dies  in  erhöhtem  MaasHo  der  Fall  bei 
Fanetionen,  deren  Relationen  man  nnr  uoToUstindig  kennt.** 

E.    LONMBL. 


OeoTTss  eompUtei  de  Niels  Henrik  Abel.     Nuuvelle  iSdilion,  publice  nnx 
^  frais  di^rEiltat  Norvcgten  par  MM.  L  Stlow  et  8.  Lib.    Cbristiania 

H  ISSI.     {In  Commissinnaverlag  von  B.  G.  Tenbner,  Leipzig.)     Tome 

H  Premier,    contensnt    le«   mi^moire-s   publice»   par   Akkl   (VIII   nnd 

^^^^       621  8.).     Tome  secoud  ,  coDtenant  le«  mi^moireii  postlinnies  d'ÄBSL 
^m       (341  S.). 

■  Die  Akademien  oder  Begiemngen  der  verschiedenen  Länder  erfallen 

"  wetteifernd  die  Khrenpflirhl,  die  Werke  ihrer  grossen  Meister  der  mathe- 
matischen WissenBchafl  in  wHrdigen  (jesammtanngahen  zu  publiciren.  In 
Oeatschland  besoicfanen  die  Namen  Ganss,  Jacobi,  Steiner,  denen 
Dirlehlet  folgen  wird,  diese  Thfttigkeit,  in  Frankreich  die  Namen 
Lkgraage,  Laplace,  endlich  Cnnchy,  als  dss  umfassendste,  gerade 
mt  begonnene  Unternehmen  dieser  Art.  Die  nono  AbeKAasgabe,  ans 
wtttin  des  DorwegischcD  Staates  unternommen,  reiht  sich  ebenbUrlig  an. 
Di«  erste,  1839  von  Unlmboe  veranstaltete  Aufgabe  von  AbeTs 
^rtksn  war  nach  and  nach  so  selten  nad  schwer  zugjtnglich  geworden, 
i*H  das  Bedürfnis«  nseh  einer  neuen  Autgabe  sich  immer  mrhr  geltend 
"'wkte.     Uurch    dio    vorliegende  voUstündige    Auagkbu,   du  (^''u<^  ^% 


[  •  literamclie  Abt1l(^il1lBg. 
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Ilarrea  6ylow  ond  Lie,  iwei  in  der  Wisienacliftft  bocbtogeseheDfl  Com- 
p«tnot«n  Abel'e,  «oF  Qnind  >ller  noch  vorhnndenen  Maonscripte  ond 
VorOffentliAiiiDgeD  kritiscli  durchgeführt  iet,  verden  dqo  die  weiteit- 
goheikdoo  WtiDschfl  befriedigt,  ßs  sei  nur  kurz  anf  die  gegen  die  frühere 
Ausgabe  entAtandoDen   Ver&ntlerungen  h in gewi eisen. 

Die<e  selbat  bes&«a  schon  einen  hohen  Grad  von  VoUsIKodigkeit; 
und  insbesondere  waren  im  zweiten  Bande  die  noch  iiicbl  verbffen (lichten 
AtaDnecri[ito  fast  vollstitodig  verwnrtbct.  Wenn  aacb  die  tctzlereu  steh, 
auwer  der  spittor  so  ainflusereich  gewordenen ,  leidnr  Fragment  gebliche* 
nen  Arbeit  „Snr  1h  r^soliition  alg^briqae  des  ^qnations",  gr&Mti*n1beiU 
auf  Arbeiten  Abel's  bexieben,  die  aus  der  Zeit  vor  dein  Antritte  seiner 
R«üe,  Sotomer  I&25,  also  vor  Entwtckclang  seines  „kritisdien"  Uewusst- 
ceio«,  stammen,  so  ist  t*  doch  interessant,  in  diesen  frühere»  Schriften 
•choQ  die  meisten  der  spHteren  Ideen  Abel's  vorsnönden,  auui  Tbeil 
sogar,  wie  dag  AbePsche  Theorem,  in  allgemeinster  AuffaBSung.  Da 
gerade  die  hierauf  bexUglicheu  Manuscripte,  die  vermotblich  bei  einem 
Brande  zu  Qrundo  gegaognn  sind,  nicht  mehr  vorhanden  waren,  anoh 
kein  neues  ungodmcktes  Material,  das  Ilnlmboe  nicht  an  Qebtite  ge- 
standen, hiusukam,  oo  ttabeu  sich  die  jetzigen  Heranageber  «rescntlicb 
anfHolmboe  selbst  stützen  müssen  und  auch  die  chronolt^cba  Anord- 
naog  seiner  Ausgabe  im  Ganzen  beibehalten. 

Trotzdem  binil  wichtige  Bereicherungen  oder  VerÜndemngen  ein- 
getreten. Die  wichtigste  deraelbea  besteht  in  der  jetat  ermöglichten  Anf- 
nabme  des  von  Abel  1826  der  Pariser  Akademie  eingereichten,  tou 
doraelbeo  aber  erst  1841  pnblicirteo  grossen  „M<:moire  aar  one  propriete 
generale  d'une  clawe  tr6a  etendue  de  fonetions  transcendanle«",  m  wel-  ■ 
rhem  Abel  seine  früh  gefaasle  Idee  der  ZurUckfUhning  i^ner  beliobigea 
AnKsbl  von  gleichartigen  Integralen  algobraiitcher  DtfTi-rcutialo  auf  eine 
feste  Zahl  solcher  in  altgemeinpler  Weise  entwickelt,  also  atu  dem 
Aberachen  Theorem  den  heutigen  „Geschlecht« "-Begriff  ableitet.  Diese 
«eine  bedouleudato  und  frucbiLarsto  Idee  sollte  auch,  wie  die  vurliogende 
AuKgabe,  Bd.  11  S.  319,  bestätigt,  der  Gegenstand  der  letslen  von  ihm 
rodigirton  Note  werden. 

£ine  weitere  Bereicherung  des  ersten  Bandes  Ist  die  Aufnahme  einer 
kleinen ,  frflher  Übersehenen  Note  über  die  Bestimmung  einer  nreiea 
•Igebraiachen  Gleichungen  gemeiDsatnen  Wurzel,  aus  Gergonne'a  An- 
nalen.  Dazu  kommt,  das«  die  dem  vierton  Baude  von  Crelle's  Joar- 
nal  entnommenen  Aufaätxe,  ausser  dem  Prdcia,  in  mannigfach  T«r- 
bessertor  Gestalt  geboten  worden  konnten;  denn  der  Druck  im  JonmftI 
Wftr  nach  von  Crelle's  Hand  vielfach  corrigirten  Copiou  der  Originale 
Abel's  geschehen,  nnd  dieite  Copien,  mit  den  noch  leicht  erkennbaren,  ■ 
nicht  immer  richtigen  Correcturen,  waren  ane  dem  ßeaitze  der  Berliner  i 
AJcAdomie  den   Heranagebem    aut  ttctiuVaxiu^  ^ftV«>U^  worden.      Endlieh 
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t konnten  «nch  dem  „Hrcci*"  aas  den  noch  nrbalteDen  Papieren  einige 
Beitea,  die  aieh  saf  die  TraosronnHtioii  der  Integrale  «weiter  and  dritter 
Gattung  bezinlien,  binzagefitgt  verdeu. 
Für  den  zweiteu  Band  sind  aus  den  ManaBcripten  noch  awei  intet* 
rannte  Bereicbernngen  gozogPD  worden:  dl«  eine  giebt  sncceMive  Con- 
Te^ientkriterien,  dl«  seit  Abel  rreilicb  wiedergpTunden  wordi?.n  »ind,  die 
ander«  den  Beweis  oines  iit>ini'r  Tbeoremi^  Ubi>r  dio  Beziehungen  xwisclicn 
Integralen  algebraischer  DifTerentiale.  —  Am  Scfalasse  sind,  an  Stelle 
der  erkllrendeo  Noten  von  Holmboe,  Koten  angefilgt,  die  aoBfOhrlicbe 
Miilheilnngen  Ober  die  noch  exintirendeo  Mnnnscripte  und  Über  die  von 
den  Iloraosgebem  in  Einzelheiten  vnrgennmneneii  Annderangen  enthalten. 
K  In    d«r  vnn   den   Heransgebem   geübten  g^wiseenliaftf-n   Kritik  haben 

H  dieselben  onr  ein  Krbe  Abet's  verwaltet.     Denn  das  sind  ja  die  beiden 

■  Merkmale  seinefl  Geiatea,  mit  dem  er,  an  der  Seite  vnn  Gauss  und 
C'aneby ,  zuerst  da«  ihn  amgebende  Donkel  der  AnslyHis  erleuchtet 
hat:  die  Kraft,  mit  der  er  in  den  Mittelpunkt  seineR  Gegenstand««  vor- 
dringt, am  von  dort  ans  mit  nrnfassendiiter  Idee  nach  alten  Seiten  die 
WlgMDSchaft  zn   gestalten,   nnd   die  Schärfe  seiner  Kritik.     Beides   hat 

L  aioh  in  d(.'n  wenigen  Jahren,  die  Abel  vergönnt  waren,  s«  weit  eut- 
I  wickeln  können,  dass  aivh  vier  grosae  Gebiete  an  ihn  anschliessen  konn- 
~  ten :  das  dor  ConvergeuzuntorBncbungon  an  seine  Arbeit  über  die  bi- 
^  nomische   Reihe,    'i'beile    der  Theorie  der  elüptiichen  Fnnctionen,    dio 

■  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  die  Theorie  der  Integrale  alge- 
^    braisrber  Äusdttlckp,  die  in  die  Theorie  der  „Aborscbcn  Functionen'^ 

IioUndftu  sollt«.  Llieac  neue  Ausgabe,  die  jedem  Mathematiker  ermtigUclit, 
mit  dem  Geiste  AbeTs  in  Contaet  sn  bleiben,  wird  immer  dnrch  Vor- 
nifamof;  seines  Beiepiole  wirken  und,  wie  Jacob!  an  Legendre  schreibt 
(Brief  vom  H.  Juni  1829):  ,.iV  a  laisse  an  ffrand  exemple". 
HnfTi-n  wir  noch  mit  den  Heransgebem,  dass  die  von  ihnen  erwlihnto 
UiJtebrliche  Biograpliip  Abel'«,  die  Herrn  Bjerknos  zum  Verfasser 
hat,  dnrch  eine  üebersetxnng  bald  allgemeiner  zagHnglicb  gemacht  werde. 
Erlangen,  Hkrz  3882.  M.  Nuetucr. 


finUitong  in  die  aoalytieohe  Geometrie  des  Baames.     Von  Dr.  G.  v. 

Ksiutuicii,    PrufrBtiur    an    der    UiiiversitKt    Czornuwtta.      Leipatg, 

B.  G.  Teubnnr.     1881.     VIII  u.  282  S. 

Der  Verfasser  mnelit   hier   zuerst   den   Vorsneb,    einen    Standpnukt, 

in  der  neueren  Geometrie  wissonsebaftlicb  and  anch  bei  UniTorsitAta- 

vvitMQDgen  immer  mehr  zur  Geltung  kommt,  anch  in  einem  Lehrbncbe 

nm  Ausdruck  zu  bringen.     Br  stellt  sieb  die  Aufgabe,  in  analytificUem 

Jlt*iDde  eiao  Eialoiiaag  sowohl   in  die  analjüscW^   a\&  \u  Xv«i  fc'j'R>Xi.'6- 


iBtoTTBcli-Iiterariictie  Abtltfilnng, 


tisobe  Geometrie  dra  Baume«  su  geben,  am  den  lycoer  mit  den  Aascbnu- 
nngeti  und  Mothoilen  der  beiden  Uisclplinen  nnd  dnti  d»rftii6  folgeudru 
einfiiclipti  Bi-lmndliiDgswoiBPU  der  geumetriscbfiD  l'rnblome  verlrnut  tu 
macben. 

Itidom  Ucc.  diese  Anfgabe  &1&  eine  durchmifi  »eitgt^rnftssp  anerkflnat, 
wendet  er  Ntcb  zn  einrr  nüherxn  BrHprecliiing  der  A  iisrillirnng  dieter 
Aafgabc,   mit  der  er  sieb   nicht  cIimibo  riinversLiiuduu   i'Tklilrcii   kann. 

Der  Verf.  sacbt  seinen  Zweck  dadurch  xa  erreicbdH,  dftia  «K  io 
einem  ersten  Tlieile  die  einfacbBten  Begriffe  der  anslytleclien  Ooometrift, 
in  einem  xweileu  Theile  in  anuljtiBclier  Form  die  Grnndbegriffo  der  »yo- 
tiieliscben  Geometrie  des  Kauraes  entwickeln  will.  Dabei  giebt  er  in 
ersten  'l'beile  der  Reihe  nach  die  l'nnkt-,  Elienen-,  Liuiencuordinaten 
und  discntirt  in  jeder  der  Arten  von  Coordioaten  die  linearen  Gleieb- 
DDgen,  in  oicbt  homog«uer  and  in  botnogener  Form.  Im  tweiten  Tbeilo 
Bcbliexet  er  sieb  möglichst  eng  an  den  gewöhnlichen  Gang  dnr  Geumctrie 
der  Lage  an,  indem  er  die  jirojeotivischen  Verwandtschaften  bei  Gmod* 
gebildeil  der  drei  SlnTen  nud  deren  KrzetigniBse  der  Reibe  nach  in  ana- 
lytische Form  nmseixt.  Ein  kurzes  Scblusacapitel  über  lineare  Transfor- 
mation im  Kanme  soll  den  L'ebergaug  su  den  algebraisclicn  Methoden 
vermitteln,  die  aclbst  einer  etwaigen  FortfUlirnng  des  Lehrbnchs  vor- 
behalten blf^iben. 

Ueber  die  dem  Bache  an  Gronda  liegenden  Voran sselann gen  apriefat 
sieb  der  Verf.  nicht  bäber  an«;  aus  den  an  verschiedenen  Stellen  ohne 
Ableitung  benutzten  Sützen  gebt  aber  hervor,  das«  die  aualytiscbe  and 
synthetische  Geometrie  der  Ebene,  sowie  BAtze  der  Elimination  auB  büke- 
ren   Gleicbnngen  gefordert  «erden. 

Bei  solchen  Voraufiselznngen  wären  nun  auch  eigentlich  manche  der 
im  Buche  gegebeneu  Kulwickelnugen,  wie  die  über  die  Grnndgebilde 
enter  Stufe,  schon  als  bekannt  anzanebmeD.  Jedenfalls  aber  masB  der 
Leser  schon  so  weit  gedacht  werden .  dass  ihm  nach  dem  im  ersten  'llieile 
gewonueueu  analytischen  Siandjinnkle  unmittelbar  die  lineare  Trans- 
formation der  Cnordinaten  oder  der  Parameter,  durch  welche  die  ein- 
aelneu  Gebilde  ansgedrtlckt  werden  können,  allgemein  vorgelllhrt  werden 
kannte-  Die  anal^tiüche  Grandlage  macht  eben  das  successive  Verfolgen 
der  eiozelnen  geometriscben  Verwand tscfaarten  nnd  ihrer  Erzengnlaae 
flberfliissig,  lässt  vielmehr  mit  einem  Schlage  die  prejectiviscben  Begriffe 
und  die  ganze  Reihe  der  geumelnschcn  Anwendungen  Übersehen.  Rnt 
auf  diesem  Wege  wird  das  eigentliche  Ziel  erreicht,  zu  zeigen:  das«  sieh 
die  in  der  neueren  projectivischen ,  analytischen  und  synthetischen,  Geo- 
metrie henatzten  Begriffe  docken,  daes  die  zweite  ein  Oegenbild  der 
ersten  ist  und  dasa  «bensn  jede  rein  geometrische  Operation  unmittelbar 
auch  nualytiflch  gedeutet  worden  kann;  erst  diese»  VemtAndnias  macht 
die  liModhaiiUag  der  cntsprecbeDdeu  MetXvu&e^  \(^c.\\\.. 
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Indessen  ist  dieses  allgemeine  Bedenken  nicht  so  gewichtig,  da  der 
Verf.  sieh  die  Entwickelnng  dieses  Gesiebtspnnktes  wohl  für  einen  spS- 
teren  algebraiechen  Theil  d(>a  Lehrbuches  vorbehalten  hat.  Erheblichere 
Bedenken  machen  sich  gegen  die  im  Einzelnen  befolgten  Metboden 
geltend. 

Vor  Allem  in  Bezug  anf  die  Behandlung  des  Imaginären.  Nach  den 
analytischen  Grundlagen  wKre  zu  erwarten,  dass  dasselbe  direct  expHcite 
eingeführt  und  Überall  gleichmSflsig  mit  dem  Reellen  behandelt  würde. 
Statt  dessen  spricht  der  Verf.  S.  88  zuerst  glattweg  Ton  der  Existenz 
zweier  imaginärer  Geraden,  erwähnt  alsdann  bei  der  Aufgabe  zweiten 
Grades  auf  S..  90  die  Realitäts Verhältnisse  gar  nicht,  gebraucht  in  den 
folgenden  Oapiteln  den  Anudruck:  „im  Allgemeinen"  oder  „höchstens" 
zwei  Elemente,  nnd  erst  S.  170  wird  der  Ansdrock:  „zwei  reelle  oder 
imaginäre  Elemente"  eingeführt.  Aber  schon  S,  172  werden  dem  Para- 
meter der  Paare  einer  Involution  nur  reelle  Wertbe  beigelegt  und  doch 
anf  S.  173  allgemein  von  dem  Paare  der  Doppelelemente  gesprochen. — 
Dazn  kommt,  dass  die  beiden  imaginären  Kreispnnkte  im  Unendlichen 
nnd  der  imaginäre  Kngelkreis,  ausser  in  einem  Beispiel  anf  der  letzten 
Seite  des  Buches,  ilberbanpt  nicht  eingeführt  werden;  dass  also  auch  das 
Mittel,  das  dem  Standpunkte  des  Buches  so  völlig  entsprechen  würde, 
die  projectivische  Anffassnng  des  Metriscben  mit  den  darauf  beruhenden 
Methoden,   nirgends  behandelt  oder  angedeutet  wird. 

Ebenso  wenig  wird  von  den  imaginären  Geraden  der  elliptischen 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  von  der  entsprechenden  Erzeugung  dieser 
Flächen  gesprochen. 

Einen  weiteren  methodischen  Mangel  erblickt  Rec.  darin,  dass  von 
der  Darstellung  der  Coordinaten  einer  Geraden  durch  einen  Parameter 
beim  Schnitt  der  Geraden  durch  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  kein  Ge- 
brauch gemacht,  vielmehr  statt  dessen  an  mehreren  Stellen  durch  unsym- 
metrische Coordinatenannahme  vorgegangen  wird. 

Die  frühe  Behandlung  der  linearen  Linien  -  Complexe  und  -Congmen- 
zen  hält  Rec.  für  mehr  formell  als  sachlich  berechtigt,  da  dieselben 
eigentlich  Gebilde  zweiter  Ordnung  sind. 

Die  den  einzelnen  Capiteln  angefügten  Uebungen  sind  reichhaltig. 
Theilweise  bringen  sie  Gegenstände  —  wie  die  Frage  nach  der  analytischen 
Behandlung  des  Hauptaxenproblems  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung — , 
die  mit  den  gegebenen  Mitteln  und  den  spärlicben  Andeutungen  nicht 
XU  bewältigen  sind. 

Endlich  ist  Rec.  genöthigt,  eine  in  Einzelheiten  sich  zeigende  Flüch- 
tigkeit, auch  abgesehen  von  Mängeln  der  Correctur,  zu  rügen.  Es  seien 
nnr  erwähnt:  S.  130,  wo  fttr  die  Exütena  der  Tangentialebene  einer 
Fläche   ein  durchaus  v«rf  ■*?   der  leUl«  S«.\i.  i.«* 

§  87,    der  auazuteUkp  ^  k^».^  ^«& 


Bweiracben  Flypfrbolaid*  betracbtcl  werden  kann;  S.  186,  wu  uu  dur 
emdeutigen  Uosiebuag  cwircbco  zwei  Systfmt^n  A, .  2,,  i^  aad  k,  ,  x^,  m„ 
auf  den  lineareo  Charakter  der  Bezielumgügleichungen  gefcblosaen 
wird;  etc. 

Rec.  kftoa  hieroacb  dem  Torlicgeoden  Bache  nnr  dem  Zwecke,  niobt 
d«r  AaHfiiiiruTig  nach.  zostimiceD  uod  möcbte  dasselbe  Dur  uuter  zuver- 
läitiger  CoDtroIe  gebraucht  sehen.  Vielleicht  vermag  aacb  eioe  Fort- 
mhruDg  des  Boches  maochem  der  gerUgtea  MRagel  nacbtrSglicb  abin- 
helfea. 

Erlangen.  H.  Nobtiibr. 


n.  WiEKRH,  Uober  loTolutionen  auf  ebenen  Cnrren.  Inaugtiraldisscrta- 
tion.     MüucheD   lS8l.     37  S.  und   10  Tafelu. 

Erat  10  neuerer  Zeit  ist  die  Geometrie  der  Schaaren  tod  Punkt- 
grappen  auf  algebraischen  Cnrven  autigebildet  und  xnr  Grundlage  der 
Theorie  dJeaer  Carven  gemacht  worden.  Wenn  so  Reeuhate  von  sehr 
allgemeinem  und  umraseendem  Charakter  erzielt  wnrden  sind,  so  handelt 
et  iieh  jatat  darum,  speciollera  UntersDcbougen,  aunäcbst  au  den  ein- 
facheren Schaaren  van  Punktgrappen,  aozastellen,  hauptsächlich  um  an 
Consiructioncn  und  Kintbcilungon  der  verscbicdcnartigen  algf^braiscbnu 
Carven  tu  gelangen.  Zu  dicaer  Ctaspe  von  Untersuchungen  gehört  die 
vorliegende,   vou  Herrn   ProiVeaor  Brill   angeregte  Arbeit. 

Der  Verf.  bctmchtet  auf  tiynthetischem  Wege  [nvülutiouen,  d.  h.  ein- 
fach-unondUcfae  Bcbaarcn  von  Gruppen  von  je  n  Punkten,  und  awar  im 
ersten  Thciln,  in  mannigracher  BcrUhrnng  nitt  Arbeiten  vi>n  Uerm  Kmil 
Weyr,  snlchn  auf  rnlinnalen  Curven  ZnnAcbst  wird  Tcruiitteltit  Curveu 
n**^  Ordnung  mit  (n  —  l)- fächern  Punkte  die  allgemeine,  alsdann  ebenco 
die  von  Uerrn  Lüroth  (Math.  Ann.  XI)  sogenannte  ,,c7klische'*  Idvo- 
lulion,  hei  der  in  zwei  Gruppen  die  n  Üllemento.  in  je  etuca  zaummcn- 
rileken,  conatruirt;  durch  die  letzterB  Conatmction  iBt  hiennil  aocli, 
durch  Uebertragen  aof  den  Kreis,  eine  solclie  der  Kreifitheilang  geliefert. 
Ferner  wird  die  „Involutionscurve",  d.  h.  die  durch  die  Verhindnngs- 
geraden  enieprecheoder  Punkte  einer  Involation  eingehüllte  Cnrve,  be- 
trachtet;  dieselbe  wird  einmal  vermrige  ihres  Geschlechta,  nnbrn  dor 
Anordnung  der  lioppelelemeiite,  y.nr  Rintheitutig  der  Involutionen,  be- 
iondore  fllr  ni^3  und  4,  benutzt,  sodann  auch  zur  Ableiluug  von  Sfitzeu 
fiber  die  rationalen  Cnrven  dritter  und  vierter  Ordnung  verwenhet. 

Der  zweite  Theil,  auf  Curven  von  einem  Geacbiccht /i^-O  besilglicli, 
bebaudelt  Cnrven,  welche  eine  Involution  von  Grnppcu  von  je  h  Punk- 
ten besitzen,  die  vim  einem  Slrahlbiiiichfl  aRsgefichnitteii  werden  kaun 
Dnd   bei   der  zugleich  jade  Gruppe  in  durch   i)nadi'nti)(clie  Gletrhunjien  zu 
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Di«  frtW  flpfcaidtpg  dar  Kmmtb  UmJf -Ci«fliig  od  -r« 
sea    hlli    Bcc  flr   arbr    fvtapU    ab   Mchficb   brfvcbc^.    d«  diettlbai 
ftigvatlkb  OcUdc  wnit»  Otdmc  cud. 

L>ie  dea  ab—faf  CWyitfl»  attgcAeitM  Ccbn^iM  md  nwlih«li%. 
Tbeihrose  bm^av  ne  G«|[«Bctlad*  —  «i«  dw  Fraf*  aadi  der  »aalytiich» 
B4>faandhiBg  d«a  tUapt>x>  nyinM— ■  M  daa  Flbfan  awiur  Ordaa^  — , 
die   nii  deo  e«feb«a«n  lUnila  aad  daa  lyliBifcia 

EndKcb  irt  Bi^e  («»«tbigt.  cnc  n  Einvlbtitaa  «M 
t%bHt,  Rncb  ■bgatcU»  «oa  lUagrla  d«>r  Curreccar.  ca  rt^OL.  El  aiiia 
aar  ervihnl:  B.  tJtt.  va  Mr  dl«  ExiMM»  der  Tngialialabaaa  ^aar 
l-tKcbe  «iD  darduaf  T«>rf*blu>r  B«v«iii  («(»bra  ül;  der  Male  6rta  doi 
$  87,   dat   aanaaeUirMM   «cbriai.    da«   der  Kecd  a«cb   ab  Akut 


■toriaeh  HterarlMho  AbtbenaB|f, 


HnltiplicatiDD  gelten,  so  befindet  eich  der  mit  dem  Quatcmiooencalcul 
vertratile  fieser  hier  nnf  anhoimelnilpin,  wtmo  uicbt  aarbeimliiebem  Uoden. 
Nachdem  S.  2-1  flgg.  die  Beseichnung  der  Paukte  nnd  Geraden,  welch« 
hierAQs  eul«teben,  aU  identisch  mit  der  ans  der  Additiou  borvergohenden 
□nchgewieseo  iit,  I»dd  S.  27  die  ioleresiwDte  Aufgabe  gelSst  werden: 
i.Es  sind  im  gcmmetriBcbrn  Netze  dio  vier  Punkte  gegeboti: 

HaD   berechne  die  Bozoichnnug  des  Pnnktcs  P,   io  welchem  d'w  Qi>r&de 
A*,  Pj,  von   der  Geradi'n    P^  P^  grachnittcn   wird." 

Uer  Verfuser   giebt   zwei  Aaflösungeu,   von  denen  ich  die  letzteie 
hier  miltheile. 


uod 


ferner 


Daher 


P^P^^{A-\-^li-\-Cy^A-'C)^ABA-\-iCA—AC-iBV 


/'  =  (-2n  +  3fc-4r)(3«  +  7A-8c) 

=  46f-2ro— 23a4  =  4^-aS/?-23t• 
(/'/'=0,   ;';>  =  0,   wie  S.  20  hewipB«n>. 

Maa  kann  diesem  Verrahren  Eleganz  und  EinfAcbhvtt  nicht  ab- 
sprechen. Doch  gelingt  dif*  LJiBUtig  der  Aorgabo,  wenn  man  A==% 
fi^O,  ('=-0  aU  dip  Gli>ichung<>D  dtr  drei  Grtiadpnnklc  oines  Linioii' 
coiirdtuatensystoms  anaieht,  nn  daiiu  df>r  Punkt  \aßy\  die  Glpichnog 
ttA-^ßfi-^yC^i)  hat,  eben  aach  sehr  Ificht  und  e»  ist  immerliio  noch 
fragUcb,  ob  das  Urberwiegm  deai  Hoclinungemrchauismus  nicht  eine  Ver- 
öacbuog  di-fl  gi'ometrisclien   Gedankens  zur   Kolge   hat. 

Auf  S.  28  fährt  der  Veirasaor  einige  im  Folgenden  sehr  oft  ver- 
wendete BexeivhiiungfQ  ein.  Der  Pnnkt  aA-\'ßB-\'yC  oud  die  Gerade 
a n  + 13 '< -f- y <*  erbfliten  die  gemein  t>a  mc  »yinboliscbe  IJezeichuuug  |oj7^|. 
Hieran«  ergeben  sieb  mehrere  Consrqaenzen,  die  für  kurze  Bezelchonng 
lind  Kechnnng  im  Folgenden  sich  als  fVucblbMr  erweisen.  Verfasser  mag 
mit  der  Bemerkung  im  Kechte  sein,  das«  diese  Üezcichunng  nicht  leicht 
in  einem  Irrthum  führen  kann^  allein  ich  erlaube  mir  dodi,  den  Leser 
anf  diese  Bezeichnung  besondeis  aurmerkoam  zu  machen,  da  mir  selbst 
ein  aolcb'>s  MiüsvcrsU^ben  passirt  ist.  Ute  Uiscussion  S.  30  and  31  konute 
dagegen  bedeuteud  kflrzer  gcfaBst  werden ,  wJlhreiid  die  wicbtigo  Be* 
Ziehung  S.  35  Z.  2  v.  o.  wobi  <nne  »cliärfure  Xnssere  HervnrhehuDg  ver- 
dient h&tte. 

Auf  S.  53  bewirkt  der  Verfasser  den  Uebergaug  an  den  Gebilden 
«weiter  Ordnung,  Rpdenton  /'i  =  KjS,)'if.  ' » ~  i«! Pi /«l  zwei  Pnnkio  der 
Bbene,   so  soll  dei   l'nnkt  ''j  ■ /']  =  |*>iR|  ^i^i  fi  V«!  ''"^^   prnject  iviscli> 
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aritfamelisclio  l'rodact  gennnnt  vrerdeii.  Hiorans  erßi(>bt  sicli  vou 
Mlbat,  weuD  o,Ber,,  ß^  =  ß^,  Yt^Yt  ^*"  projectivigch-aritlimcÜBchB  Qoa« 
drat,  /"  und  ebenso  /^.  Der  VerfaBfiftr  liefert  eine  tiübsetic  Zeicltnqng, 
wnUhe  die  F'ankt«  /".  P',  P\  P'-'y  /»-',...  /'-^«ur  AnacliAonng  bringt.  leb 
habe  nicht  unterlassen  können «  die  tileicbang  der  C'nrve,  auf  der  dio 
Punkt«  /*"   liegen,   unfsostellPD. 

Die  weiiero  Di^cussiou  der  non  eingerührten  „Mnlti|i]icatinn"  leitet 
onn  S.  fi2  su  einem  System  von  droisehn  Pnokleinhc^iten,  denen  cben- 
aoviele  länienciahciton  gegesUbcrstehnn.  Die  genmetrisdie  ADschnulicb- 
keit  dieser  „complexcn  Kinheitcn"  wird  riclleicbt  auch  im  Kreltso  der- 
jenigeo  Mntbematikcr  Freunde  finden,  die  dun  verwandten  BesttcbangAu 
nodemer  Algebraiker  ohne  eonderliche  Begeisterung  zuznscben  ge- 
wöhnt sind- 

Den  Scblnss  bilden  Betrachtungen  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
die  eine  praktische  Verwertbnng  du  nenen  VerfahrenB  dai-bielen  eoHeu. 
Dieselben  gi^reln  im  PascnTecben  Sechseck  und  dem  Stci ner'schcn 
Punkte  oud  vchlicwen  mit  einem  hübsclien  Zahlcnbeisptel  ab. 

Coesfeld,  im  Jannar  18S2.  K.  Soiiwebinq. 


i 


Die  Bückl&nßgkeit  des  Raames  ein  Irrtbnm  und  Ursache  weiterer  Irr- 
thimuT.  Von  RunoLi-'  Otto  CoHS^KTiLta.  Karlsruhe  und  Leijizig, 
Verlag  ron  U.  Benther.  1881. 
Der  VerFasser  des  vorliegenden  Werkebens  Iheill  uns  in  der  Vor* 
rede  mit,  dars  man  ihm  als  „vermeintlichem  Poeten  und  Schauspieler" 
wohl  aicht  den  Mnlh  zutranen  werde,  in  der  Mathotontik  die  Rolle  dos 
Correcturs  spielen  zu  walleu.  Dass  die  Äbhandlnng  nicht  in  einer  Fach- 
zeitacbrift,  sondern  als  Anhang  zu  den  „OicbtQDgfu"  dos  Vorraasers 
•rtcbienen  Ist,  hat  darin  seinen  Grund,  dass  der  Redactcur  einer  solchen 
Zeitfichrirt,    welche    bereits   einige   synthetisuho   AafsKtze   des   Verfassers 

I aufgenommen   hat,   nach   vcrBchiedenen  Correspondenzeu   hin  und  hrr  dem 
Verfasser  abbrechend  schrieb:  die  AnKfÜhrungen  desselben  gäben  ihm  an 
Moer  solchen  Unzahl  von  Zweifeln  Anlass,  dass  er  Bedenken  trage,  sie 
abxudrucken. 
80  erzMlilt  die  Vorrede. 
Wer  ist  der  Rcdacteui? 
In    seiner   Ars    poeiics  erzählt   Qoraz   von   einem   weisen   Kritiker 
Quintilius.     Obschon  mir  dieser  Qnintilins  lebhaft  einfiel,  habe  iob 
nir    doch    die   geringe   Hflhe  genommen,    den    fraglichen    Rednctenr   sn 
«rmflteln;  und  da  Jahrg.  XXV  Heft  2  8.  Mfl  flgg.  dieser  Zeitschrift 
Htfcli  swei  kleinere  Mütheilnngen  synthetischen  Tulialts,  „R.  O,  Consen* 
'    tios"   unlorzeichnct,   linden,   an   kann   nicht  zweifelhaft   sein,  Wer  ge* 
eint   isL 
Ulai/in.  AMMr.  d.  ZMlaohr,  t.  Math.  ■.  11^«  XXVII.  ft. 


HIttorlscIl  •  Htt-mriMlic  Abthoilting. 


Nun  m&cMe  ich  gcro  beiden  Tboilon  gereebt  werden. 

Es  wdrdo  mich  freuen,  Hiirrn  Conaentins  don  Beweis  zn  liefern, 
dsBfl  »pine  Aoiftibrnngen  von  den  MXnnern  der  Wifisensehaft  oicbt  alt 
Unwülznog  kttndonde  Sturmvögel  gcnircbtet  werden. 

Ich  vUrde  BndercrseiU  raieb  glücklich  flcbStxen,  dem  mnthemsdscben 
Pnblicnm  —  nnf  dipHCH  nlleto,  nicht  anf  die  L(>«rr  von  Dichtnngon,  i)«lb«t 
tiiclit  auf  die  geriititvotleu  Lf^serinnea  kommt  e«  kn  —  den  Rewois  sn 
lief<Rni,  wio  sehr  der  Rodaclenr  des  doginatiBchttn  Tb«ilcs  dieser  Zeit- 
Bchrifl  im  Hechte  war.  dem  Vorbildo  de«  wcUen  QuintiUne  xn  folgen. 

Beidei  kann  abrr  erreicht  werden,  wenn  der  Kcdactear  de*  Htera- 
ritcb-kri  tischen  Tbciles  getitatten  will,  dasn  der  ervte  Haupuals 
tinserefl  Vc^rfRiwc^rH,  mit  welchem  nach  seiner  Uf^berzeugang  Alles  Bte.bt 
und   fallt,   uebtit   seinem   Beweise  hier  abgedruckt  werde. 

„Hauptiatx. 

Die  beiden,  in  cntgegengesetxter  Hichtnng  Hegenden  unondlieb  f(tr- 
nen  Punkte  einer  Geraden  fallen  nicht  ziisammen. 

Krstcr  Beweis.  Uicse  beiden  Fnaktct  seien  Q+,  und  0-w  Sind 
ein  I>o]tpolverl)iülinii»  von  vier  reellen  Punkten  A^  Ü.  (*,  D  einer  Geraden 
und  drei  dißfier  Punkte  gr-gebi'n,  »o  ibt  die  Lage  de«  viertrn,  uiebt  ge- 
gebenen Pnnkles  bestimmt.  Hieran»  und  weil  die  DnppelveibüUnifwe  {^A^ 
By  C,  (f+^)  and  (^,  B,t\  O-»)  gleich  tind,  zieht  man  den  Scblnta,  dnas 
Q+.^  nnd  (J_x  zufiammmfallen.  Dieser  SchUtss  hört  ab<tr  auf,  richltg  zn 
foin,  wenn  dio  vierten  Punkte  nncndlicb  fern  sind.  Fielen  dieselben  zu- 
sammen, KO  wire  die  Gerade,  in  welcher  diese  Punkte  liegen,  nntliwendiger- 
wr>iae  eine  geschlossene  Figur.  Legen  wir  nun  durch  diese  Gerade  ein» 
Kbrne,  so  fragt  eH  sich,  welche  Seite  der  Geradon  did  Kassere  oder  innere 
Seite  der  geschlossenen  Figur  sei.  Da  kein  Grnnd  vorhanden  ist,  eine  I 
Heite  zn  bevorzugen,  so  milaseu  wir  nun  dnrt<tn  fügen,  dnas  dteac  Eine  Ge- 
rade zwei  geücblofttiene  Figuren  sind.  Da  mtin  aber  auch  die  gegebene  Go-  ^ 
roilc  als  Axe  eines  Ebcnenhüscbels  betrachten  kann  nnd  die  Gerade  io  jederfl 
Keiner  Khenen  liegt,  nnd  da  wiederum  kein  Grund  vorhamlen  ist,  eine 
dieser  Kbenen  zu  hevorzugru ,  so  muss  man  sich  nochmals  darein  fügen,  _ 
dass  in  jeder  derHelben  ein  Paar  die  Gerade  darstellender  geschlossener  fl 
Pi^aren  liege.  Ks  gieht  demnach  auf  der  nnendticb  fernen  Kngelllfielie 
keinen  l'Dnkt.  durch  welchen  nicbt  irgend  eine  dieser  geschloxucneu  Figu* 
Ten,  d.  b.  dir  gegebene  Gerade  hindnrchginge.  Nennen  wir  nao  oioen 
beliebigen  dieser  Punkte  .V,  so  sind  för  beide  (*  die  DoppelvrrbJlltnitse 
[JfiV(i)  nnd  {JBCX)  gleich.  Da  nun  aber  X  ein  beliebig  nnendticb 
ferner  Punkt  iat,  so  fallen  nach  jenem  ScbluiBR  alle  Punkte  der 
unendlich  fernen  KugclBikhe,  d.  h.  die  Kn^elfliic-he  Felbtil  mit  Allem, 
wa«  sie  nmachliefst,  aUo  ilem  ganzen  nnendlichm  llanme  in  einen  ein- 
sigen Punkt  zUKammeo,  wnran;<  miin  sieht,  dass  jener  SchltiDS  ntl  aUn$r- 
w  fahrt*' 


i 
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Ao  dor  Herr  R.  0.  Ooiisenlius. 

Uaoi  halie  iob  uidils  weiter  liiiucnztifllgflii,  nl«  die  nb«n  bctMls  PtwXhn- 
tCR   Horaiiichpii  V»ne  von  Qninliling: 

t„Quititilio  ti  quid  rectlares,  Corrige  aodt» 
Hoc  ajfbat  i*  hve... 
m  Si  itefcMtirre  ihlictum  (ptam  tariere  maiin, 

H  2\'uIluM  iiUrii  EVT^NM  (ii<j  opciatii  tnsumeiiitt  immrm, 

Quill  Miuf  rivdli  ...  tua  mtm  amares." 
CoesfRlJ,  im  März  1SS2.  K.  Souvkriku. 

Beitrags  znr  ThMrie  d«r  qaadTatischen  Formen.     Itiangnrnt-ÜtflHortiition 

von    L.    OoLDSORMIbT. 

l)!eBell)R  iGst  ninigo  voa  Ltn  uvil  Ic  gCEtcIltP.  ünlilcntliporclivcliß  Anf- 

gab«n,  welche  sorgfältig  brlinndfilt  und  zam  Thcil  erweitert  vreidon.    Die 

ron  EikODStein  eingerulirton  „QUtcrpaDktc''  numcntlicb  sind  vom  Ver- 

fwier  mit  Saclikcnntiii«K  tind   fioticliit'k   vcrwsndt  worden. 

Uor  iT8t(!   der  bflmtiilrltrn  Lin  uvillii'&clien  Snlzn  IhI  der  folgend»: 

„ßpzoiclmet   n   Irgend   ein»  gAnsn  SCalil   und    nimmt  s  nac1ii>inandnr 

dir  nngonidon  Wcrtlie  i     o     t     •?    o 

J  ,  3,  5,  7,  y,   ... 

u),   obnn   n   tu   iihertitctgeti,   wiihrend   ftndnron«its   dnm   Zeichen   &   di« 

*'''"^*  0,  1,  2.  3,  4,  ... 

in  d«r  Weine  zuertliciU  werden,  dass  derhnehRte,  '/um  Quadrat  ertiobfit, 

«  nicht  QbertiiH'L,  ko  findet  die  Clleictiung  Htatl: 

S.  B.  H=]0: 
b  10-3  +  2-1  +  1=3+3  +  2  4-1." 

^^^  Coesreld,  im  MUrx  I8S2.  K.  Hoiiwkrinu. 

Einige  geometrische  AnwcDdongeD   der  Grassmann'flobon  Ansdohnunge- 
lehre.      Vnn   I)r.  Victuk  Bi.mii.k<;ri.,  Oberlehrer  am  (.lymimsiuni  in 
Waren.      Waren,   Mmck   von   C.  Qunndt.      1SS2.     31    S. 
Han   kcnot  in   weilen  Kreisen  Ilorrn  Schlegel   als  den  thnt kräftigen 
teliGler  Ilerinann   0  rait^niann 'b,    der  es  sich  als   Lebensaufgabe  vor- 
igesetzt   bat.    für    difl    weitere  Veibreilung    und  Veriiefung    der   zu   dos 
[ciMcis  liebxoitcn  eo  wenig  gcwtirdi>;teu  „Äaedcbnungelebro"  zu  wirken, 
Heaer  Tendenz   entsprechen   einerseits  die  treffliche  ßingraphie  Graas" 
'mann*!    und   das  zwrüiJtndige    bei   Teubner  orsclnenene   Lelirbncli,    wol- 
cheji    den   fiegenßtniid    in    einer  nivlir  der  gebräuchlichen   mstbematiitchnn 
riargtrlloDg   dich   annühemden    Form   behandelt,    andererseits   zahlreiche 
Abbandinngen    rein    wiseensctiafllicfaen    Inhalts,    grnas(>nlheiU    in    «tiesev 


\R[^)^£fi(/i,^^-)i 


TfiBloriiicli-lilpniHscho  Ahtlipllüng. 


Zeitecbrirt  eracbieaen.  Hierher  gebort  deon  &nch  das  varliegeode  Pro- 
gramm, von  welchem  jeder  Frennd  G  raiBmann'Mlicr  Methoden  mit 
Totcrpese  Ktostcht  ni'hmpti  wird.  Im  Wcscntlicheo  handf^lt  ca  alch  änrin 
nm  miinnicbfAltige  geomelrlBchp  Anwendungen  jener  Methoden,  dfich  Bind 
nueb  noch  einige  anderweiie  ßemerkungen  in  Form  von  AnhSngen  an- 
gefügt worden. 

Wir  erbalteu  znnRchtit  <wei  eioracbe  Beweis«  des  Satsp«  von  Ste- 
wart (nicht  Steward)  Über  Ponktc,  welche  auf  Kiner  Geraden  Hegen, 
Hodnnn  einen  Beweis  des  Satzes  von  Pappas  tmd  alsdann  die  ZorQck- 
ffibmng  gewistier  dem  Ausdetinungscalcul  eigenlliUmlicber  Algorithmen 
sQr  Darstellung  von  Dtebnngen  «uf  Kreis-  and  Hypetbelfnnctloiien.  Ks 
folgen  weiter  einige  SXtzc  fibcr  die  Addition  von  Strecken  und  ein  Be- 
weis des  Fascarschen  Theorems,  der  sich  zur  Veranecbaulicbung  der 
grossen  von  der  Aasdehn nngslebre  gebotenen  Vnrtheile  vielleicht  noch 
besser  eignet,  als  jenes  Verfahren  der  linealen  Erzeufiong  eines  Kegel- 
ecbniltes,  welche«  Herr  GrnEsmann  in  seiner  bckanoten  Selbstsnzetge 
des  Werkes  von  J844  (Grnnert's  Archiv,  VI.  Thcil  8.340}  als  schla- 
gendes Beispiel  gewühlt  hatte.  Herr  Schlegel  bflweist  dann  weiter  eine 
Reihe  von  Salzen  über  Kreise  an  sich  oder  in  Verbindung  mit  dem  Dreieck, 
sowie  Über  merkwürdige  Punkte  ond  Linien  im  ebenen  Dreieck.  All- 
IfemciDerer  Natur  sind  die  Untersnehnngen  über  „disharmonische"  Punkte- 
paare  einer  Involution,  welche  Bezeicbnang  diejenige  von  L.  Scbendol 
(MAuharmoniscb  conjugirt*')  su  ersetzen  bestimmt  ist,  und  Über  die  Reali- 
Ut  eine«  DoppeWerbXltnisses  von  vier  Punkten  in  der  Ebene,  wnbct  der 
Verf.  BcrUbmngtpnnkte  mit  den  bekaouten  Arbeilen  von  Bjoerling 
and  Lie  Über  die  geometrische  Dirstellang  des  JmaginKren  gewinnt.  Wir 
würden  Borru  Schlegel  empfehlen,  diese  Betrachtungen  auch  auf  andere 
FUchen,  iashoHondere  auf  diu  Kugel,  auBXudebnen ,  wie  dies  unter  gans 
anderen  Gesicblspunkteo  in  der  Schrift  von  Wedekiod  (Studien  im 
biuXren  Wertbgebict,  Carlsruhe  1876)  ge^cbeheu  ist.  Zum  Schluea  wird 
der  Zui^aromeiiliang  zwisclien  Pascnl'fcben  Sechsspilen  und  BriancboD- 
schen  Secbseckcn  in  dem  Sinne  fe«tgeetellt,  das»  gewisse  Pnnkt«  und 
Liaieu  des  einen  gewiscen  Linien  und  Punkton  de«  andoni  dual  unt- 
sprecheu. 

Der  erste  Anhang  rechtfertigt  die  vom  Verf.  ftir  die  Determinanten- 
fonn 

gobrauchte  Benennung  „congraente  Determinante*'  gegen  einen  Einwarf 

des  Unterzeichneten.  Man  wird  Herrn  Schlogors  Gründen,  die  sich 
auf  den  goume  tri  sehen  Uutervcliied  zwischen  symmetrischen  and  con- 
grnenten  Figuren  stßtsen,  die  Berechtigung  nicht  nhstrciton  kSnocn; 
allein  da  offenbar  angeßichts  der  mancherlei  fUr  diese  ..Oetfmtinmtts 
-anrhcs   stjfnelriquet"    in    Deutschland   gchrauchlen    Namen    (scbiof,    ayua« 
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^^^^^^^^^  K«eoii>lonen. 

a«tt&l"  D.  I-  w.)  grratlo  k«in  Kcilürfnü^s  Eur  Erwdtrrung  der  Nomeu- 
clalvr  vorlittgl,  so  Kclimnl  uiis  di«  KinrtihniDg  oiiios  nnuen  KanBtaaii- 
drucke  an  »irli   iitirlit  wfiiif^cliPnitwprtli. 

Im  Kwoiton  Anliiing  i^t  von  einem  Algoiittimbs  tue  Km)<^,  wolcben 
II.  Lipicliils  tra  tll.  UrdiIc  dor  „C'Oinpici  renduo'*  t?Qtwickck  liat,  ato 
aus  ihm  glciclimliSKij;  iVw  (^iin)crnionpii»'cliimiig  nnil  dio  ThcHrin  di-r 
cuin)>l<>xori  ZaIiIoii  abKuloilen.  Ks  woi-<l>-n  llcxtetiungnn  zwi(,elinn  l<i|i- 
aebils*  „rnn>itivzciclipii"  und  Graism&nn'A  allgemeinen  Einüfliteii 
und  Eiulii'itsprodDclcn  prcniltflt. 

An  driilor  StolU  licgrgnPD  wtr  einer  ioteresianteD  Krtirtnning  dor 
tiisUng  TPcbt  uuklnrcn  AngcIcgvnbeH  PanchySt.  Vcnant-Oraastnann.  An 
den  Aadfioko»  dcH  ßrsißron  wiir  etots  dor  ecblimmfl  Verdacht  baflen 
geblieben,  eine  St-ndnng  des  dmlschrn  Matlicmatikere  todtgescb wiegen 
and  glcicbwobl  aas  derselben  den  Stoff  an  seinen  „Cloß  algt^briqnoa" 
ODinommou  xa  liabi-n.  Nncli  aem^ron  Korscbungeo,  wozu  einige  on>t 
ktlntlJcli  nna  aafgßfnndoiie  und  bii^r  abgodmckto  Oiigiiialbnelo  d^n  Än- 
otnia  gegeben  liabenf  glaubt  dor  VerA  obigen  Verdacht  jedoch  nicht  mehr 
anTrccbt  nrlinUni  zu  däi-ren,  virlini-br  crachrint  ihm  die  Annahme  am  nXch- 
at«D  an  Uo^on,  dass  wirklich  die  IVanKÜHiAchen  ForKclicr  njiUmii  fiile  in 
emsolnrn  Punkten  mit  QrasKmnnn 's  Idueu  sich  begegneten.  Siebt  ce 
doch  feat,  das«  St.  Veuani  BogrifTe  nnd  Hezeicbonngcu  benutzte,  die 
von  Uraoftmann  bereits  im  .labre  184Ü  vorwcndet,  durch  den  Drtick 
aber  erst  volle  37  Jahre  spHter  bekannt  gemacht  wurden  sindt  ao  daas 
•Uo  hier  i?tnc  zweimalige  Kr6ndung  mit  Nothwendigkeit  angeuummen 
Verden   muss. 

Endlich  giebt  uns  Herr  Schlegel  noch  ein  aehr  danke nswcrthea 
„VnrxeichnisB  von  Arbeiten,  in  welchen  Methoden  der  AnBilebnnngMlebre 
betiQut  oder  erörtert  nind".  l'aasetbe  umraasi  von  K^'i>ar  hh  ( I85n)  bia 
SU  Lnoroth'a  Mechanik  (ISSI)  20  Nnmmern.  BoigcfUgt  mnss  demsel- 
ben noch  werden  der  im  !)2.  Hnndo  dea  ßo r c h a rd  l ' sehen  Journale 
poblioirte  AnfMitz  von  Oaapary  über  gewisse  in  der  Kegelscbnitlslohro 
vorkommende  DeteimlDanien.  In  demselben  wird  eine  Ueibe  von  Blitzen 
von  Hnnyady,  Mrrtena  '^ind  Pasch  überraHcbend  einfach  aua  den 
llrQndlrbrRn  rirassmann'a  bewieSBo ,  ao  dniui  diese  Ahbanditing  tiieb 
ala  eine  werthvollo  ErgSnanng  der  Seblegerscben  darstellt.  Beide 
■lAgen  allseitiger  Ueachtong  anempfnbleo  sein. 

Auabach.  Dr.  S.  GDntiiku 


tbfloretische  Hydrodynamik,  nach  dem  Gange  ihrer  Entwickelnng  iti 
der  nenesten  Zeit  in  Kurs«  dargestellt  von  Dr.  Fatix  Aukuiiacii, 
Privaldncent   an   der   Universität  xn    Breslnit.    Vnn  dem  k.  V'  :  -    '^i 
nivchco  liiülitnl  der  WiKHCiiachaftun  gokrilntul'reibsvhrif' 


lIpQte  uimint  rr  seioen  Aosgnogspankt  von  detn,  wu  er  Onrven- 
Aiialngic  Di«UDt,  d,  h.  Vi>rgleiclinngea  von  Raumg^^bildoo ,  ilftren  Ans- 
ilt>liiitiiig<!ii  iu  gegcnseitigpr  UeziohiiDg  slclieo.  Wenu  or  zuerst  Niktio, 
uinrn  rcrgBniuaicr  vuii  tlurubku«  uubckauntcr  Lt^bfnitSPiL,  ans  orniit,  drr 
!n  cinrr  InBclirift  den  Batx  rubtnt,  üajie  oia  WUrful  nod  di<c>8«n  Inonn- 
ku{;el  ObfrlläcliPQ  und  Vnluminii  proportional  be«itz<>it,  «o  liXit«  er  aucb 
(|p8  Hypsikles  gedenk»!)  künncn,  der  im  4.  niid  6.  8alzv  sciorA  HqcIip« 
vnii  dpti  rfigelmSisigcti  Knriit^m  (il(>iche8  vuu  dorn  Dndokaodor  und  dem 
I»okapdi>r  autsai;!,  welcbe  dnt  g|picbt>ii  Kugel  cinbcscbriAbßti  aicd.  Kr 
hätte  aocb  die  Opdanken  soiner  Leäcr  auf  die  Sitze  hinlenken  knnnen, 
welche  selbst  dorcli  mehrere  JahrhnndortM  sich  entwicki^lnd  Umfang  and 
Inhalt  eines  regelmfissigen  Sehnen*  «ie'  Tangenten  -2')-  Keks  xa  den 
gle-iuhcn  an  den  n  ■  Kcken  gntncKsent^n  Orositen  in  Beziehang  sittzeii.  Uacfa 
die«n  Sütze  niögec  zu  denen  zAhlen,  an  welchen  der  Verfasser  abaicht- 
lich  mit  den  U'orten  vorübergeht:  mit  Leichtigkeit  üpssen  sich  noch 
sahlrciclie  andere  Belege  Tür  die  Kxistrn»  einer  solchen  vei^leiclienden 
Gtmmetne  heibriogen;  ein  wirkliches  höheres  Interesse  gewinne  dicscihr 
jedoch  erst  dann,  we  sie  die  Carvenlehre  erreiche.  Mit  Recht  wird  hici 
die  sogenannte  symOoIizalh  spirulis  et  porabohf  an  die  Sprtse  geetelltf 
welche  Gregorias  a  St.  Viccentio  erdachte  nnd  in  seinen  in  Ron 
gehalteDen  Vorle^aogcn  ztierRl  bekannt  machte,  worauf  Cavalieri  deu 
glrichcn  Gegeustaud  mittele  seioei  lodivisihilicn  hcarheitcte.  Ks  handelt 
«ich  dabei  um  die  FUcheartame,  welche  durch  eine  Parabel  ttod  gerade 
Liuien.  sowie  durch  eine  Arcbimedtsche  Spirale  und  eine  Gerade  be- 
grenzt sind,  und  welche  nuter  gewissen  VoratiNctzungCD  fUr  die  Con- 
slanteu  der  beiden  Curvcu  einander  gleich  sind.  Unberval  und  Pascal 
vorglichen  alsdana,  wie  Herr  Günther  weiter  berichtet,  BogenlKugvu 
obeu  jener  beiden  Gurren.  Unter  den  .Schlilero  des  Gregorios  a 
St.  Viaccotio  in  der  Aufsuchung  gleicher  Quadraturen  verschiedener 
Corven  oder  vielmehr  —  denn  darin  liegt  der  praktische  Werth  dieser 
Methode  —  in  der  Aufsuchung  neuer  ('arven  vou  gleicher  Qoadrmtnr 
mit  einer  gegebenen,  aber  unmitlelhar  nicht  leicht  qnadrirbaren  Carve 
vonniüseo  wir  Leibnitz.  In  den  Acta  emditomm  von  1001  pag.  438 
(abgedruckt  in  der  dnrch  C.  J.  Gerhardt  anf  Kosten  der  Berliner  Aka- 
demie veranstalteten  Ausgabe  der  mathematischen  Schrifter  LctibnitBens, 
Dd.  V  8.  257,  aber  irrig  als  aus  den  Acta  Erndit.  von  1692  bezeichuet) 
•agt  Leibnits,  er  habe  1672,  faat  «in  Fremder  auf  dem  Gebiete  der 
feinden  Ueometrie.  in  Pari»  Christian  Huygens  kennen  gelernt, 
einen  Gelehrten,  welchem  nXehst  Galilei  nnd  Doscartes  sowohl  die 
WiasfinscbaA,  als  er  persönlich  am  meiiiton  verdanke.  Leibnits  flibrt 
fort:  „Biritu  ctitn  ifgerftn  Hbrum  d€  Borohgia  OseiltatorM.  atkungerrmtjue  Det- 
tonviltaei  (i.  e.  Pasralii)  Epislolar,  et  OrrgorU  a  S.  l'inrentio  opus,  suhib> 
■tn    haust  rt  miAi  el   aSäs  //uot^ite  'jui  me  in  tut  npfum  nt/ratil  inexpt!ctal»my 


i«»tten. 


KU  rülimen. 


UlKTHICU. 


II      dareli   Nsvieri   ruision,    d«   Sit,  Venanti   8loko8|    0.  E.  Ueyrr, 

^■ätefan   und  KircLIiofl'  betiofTend,  werden  eiuigo  ti«  jeizt  gelöste  Bpe- 

"  dellt  IVobli'iu«  ziciiilicli  suürubrlicli  bclisndcU  (Fi-ndclscliwinguiigou  yiu«r 

Kugel  lind  eiacr  kreiiiftirinigon  Hchvibo  in  rincr  Fiiistiigki.'il ,    Lvlzlon*«  ins- 

WtioDdeiu  mit  Rücksicbt  auf  iliü  Bestimmniig  der  R^ilmngRcnnBtantPD;   Bo- 

wegoog  eiae«Kl)i{)K(>idS}  l'endvUcbwiugungcn  Piner  mit  Fiüseigkfit  gefülllfiu 

,       iioblkagel;  Strömang  r^'ibrndcr  KlileGigkfitpQ  darcli  cybiidriscbc  K'ibroDj. 

^m  K«   sei    oocb  hesoodcrs   lirrvorgf^hobeD,    tlawi  der   Vcrfaiwi'r  kIbIü  die 

^  *icb  fifters  bietende  Gelegenbcir   benutzt,  um  aar  dun  innigen  Zusauiinun- 

kang    liydrudynniniKcIii'r    und    eU-ktiud^iiauiiacbitr    Prublcm«    hinxuwoisou. 

Kbrneo    ist   die   fortwübrcude    Uetuuuug    iiriucipiuller    ForiBcbriltv 

^  der  Wisacnscbart   uud   ihre  iH:li«Trc  Trviinong  voto  NebeusSvblicIicn  oobr 

H  sa  I 

'       Parabolische  Logarithmen  und  parabolische  Trigonometrie.     Kioe  ver- 
glcidieiidc  Untcibiicbung  von   Dr.  SiBtiuuHU   GüNriiKa,    rr>irc-wtur 
am  K.  U/mnasinra   za  Äusbach   in   Bayern.     Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  U.  CToabncr.     1&82. 
Im  \XVI.  Bande  divtter  Zeitschrift,  bistvr.-litorar.  Abtblg.  S.  9S  bis 
104,    balicii    wir  Herrti   tiiitither'8   „Lehre  vuii   den   gewütinlicbuu    uud 
vorallgomeinerten  HyperbelfuDclionen  "  besprocben.     Das  5.  Cnpitpl  jenes 
Uucben:  „Anwendung  der  Ilyjierbclfunctiouen  auf  l'ragen   der  (ieouictiie 
und    matbemaiificbea   FUysik",    stellte  auf   lUÜ   äeilen    fai>t   dou   viurlen 
'I'beil    des  ganzeu    Baud^^s   dar.     Ute  weitere»  sechs   Urnckliogen   starke 
Abbsndlung,    weblic   uüh   heute  vorliegt,    ist  etwa  als   Anhnng  £ii  jenem 
b.  Capilel    au    lietracbteu.      Wer  juuoa  Werk    be^ititt,     wird    vciuiutbticb 
aueli   dl«  neue  Schrift  sich  anscbaQ'en;   wer  diese  lesen  will,   tnuiw  Vor* 
kenotnisse  sich   orwcrbou,   welche   in  dem  Sitoreii  Baude  vereinigt  bind, 
welche    aber    ullcrdingit  nucji   der  neuen   Schrift  und  itwar  in   neuer  lilnt- 
wickelaogs weise  xn  «nlDelimen  aiud. 

Uio  ilaaptquello,  aus  welcher  Herr  Günther  den  Keim  seines 
ätolTes  entualim,  bilden  nunmehr  beieitü  an  30  Jahre  altu,  aber  iu  IJeutscb- 
land  fast  nnbokannt  gebliobeno  Anfwitxo  den  b^nglnuder»  James  Bnulh. 
Ute  gescbichtlichou  Neigungen  des  VerfASserü  führen  ihn  uiilurgeinHsa 
dasu,  derartige  Cjegeuslünde,  wir  wollen  nicht  engen  aufxusucbuit,  aber 
aafftnJiudcu.  und  es  bildet  dann  ein  woitoroa  kennzeichnendes  Merkmal 
aetuc-r  Fursebangswcise,  den  Gegeostand  dadurch  abzumnden  und  ihm 
«ine  mobr  als  nur  scheinbar  ueuo  Gestalt  zu  geben,  daits  er  verwandten 
Kestrebangon  in  den  von  einander  ontlegenaton  Zeiten  nacbeptlrt  und 
fUs  unbtiwnssl  oder  bewubKt  Gotneinaamc  in  den  Arbeiten  verschiedener, 
oioandor  gegentteitig  oft  uubekauntei:  tSchrifuiellor  littrvurxu lieben  wi.>iAK 


}iiiiikt  vou  selbiil  erkennbtr  liod.  Für  die  angegtiboottD  Gleic 
dient  dvr  l>ri]t|>r>|{innkt  rIi  Anfnngnpnnkt  der  Coordtnatcn.  Vrrlr^  nuui 
dftprgen  iIpii  ADTHiigsponkt  »rcIi  (l(>in  SrtmilclpnnklR  der  Cnrve  und  fäbrt 
die   UilfsgrÖiwe    u   durch   die  Keiiiieiti   der   Lelire   von  den  UyperbelfutM* 

tioDcti    gelSufigo  OIoicliuD§r  tanj  q- = /"Mj?-k"   pIoi  ■<>  '••'"J   die  Pwlurgleicli- 

ang  r^a(ct>)Bu  +  ftU")-  Joder  vom  Scfaeitetpunkt  «usgelieode  Lnilstnthl 
Kdimridrt  die  Curvu  in  xwnt  soBamuieugi-bÜrigun  l'QDkleu.  Die  Nonnaleu 
au  xnKammi'n gehörige  l'nukte  scliDcidcn  sich  auf  einer  Tarabel,  d«r  ao- 
{{«■nannten  adjuogiiten  l'arabel,  deren  Beztehuiigeo  icii  der  logucykliscbeo 
Cnrve  lelbst  mit  UiUe  dt-r  llyperbelrnnctionen  cnthalleodeu  Gleicbang 
outwtckell  werden.  Diece  Henierkang  iu)11  nur  in  aller  Kftrae  vervtJlnd- 
licli  inacheui  vthm  die  Einleitung  über  Cnrvunanalngie  nnd  die  lo  uiDcm 
2.  Capitel  zusaiuineugera^sten  Uanpleigeuscbaften  der  Uyiierbelfunctioneu 
bezweckt.  Auf  die  aDgodcuteten  BezieboDgcD  nfiber  eiozngeljcn  unter- 
busen  wir,  indrm  wir  ansdiücklicli  auf  die  (iU  n  tbor'scbe  tichrift  hia- 
«oiaen.  Die  Lnser  deiselbnu  werden  eich  itberzeogPD,  dnoa  die  hirr  voU- 
xogenv  Kitiftibruiig  vuu  Uyperbeiruuctiunen  mehr  aU  ein  bli>»»er  ttcch- 
uuugttbebelf  i»t  nud  dass  *Mt  Ucrru  Uüulher  mittels  ihrer  gelungen  iat, 
vymbnltecbe  Furiueln  von  Booth  iu  wabrv  Gleiobaageu  amzMetxeu. 

Oahtpr. 


Dr.  KuRu  Lmuvivi*,  Die  L«hre  von  dan  Elementeo  w&hrend  des  Ueber- 
gftttg^  von  der  sohulastiscbeu  Physik  cor  CorpuscnUrtheorie. 
Prugranun  de«  berxogl.  Gywuasiuni  Kiui^ntinuni  ku  Uutba  auf 
O.Lf.rn  ISS2  {l'rOKr.  Nr.  «70).  4".  21  S. 
Ihn  |diyiiiltatii!cbeu  üruudRUKcbnuuugeu  von  dein  W«aeu  der  Materiu 
nnd  deren  ZuüammeusctzQQg  bat  im  Laufe  der  Zeiten  vielfach  gevechaelu 
Alle  diese  in  einer  Zeitepoehe  vorgekommencti  Waadluugen  eafxeicbDOD, 
biesüe  eine  Cieechioble  der  i'bysik  und  der  Chemie  in  den  beidiMi  goiuetu- 
Mueu  Tbeilco  w&hreod  der  betreffenden  l'eriode  niedersclireibon,  tiad 
mit  einem  äülciieu  weit  aufgreifenden  riano  ticbeint  Herr  Ln.B«wit8 
etwa  füi  die  JalirbaDdfrte  vun  Lionardo  da  Viuci  bis  Jjcibnil»  sich 
SU  tragen,  E'mo  erste  Prvbe,  sogloicb  eioeo  ersten  Boweia  »einer  Bu* 
nÜiiguDg  an  durarltgen  Furücbungeu  bat  der  Verfassor  in  fler  Vierlel- 
jahrsschiift  für  wiBei'nw-'bafllicbt)  l'lii]'>sn|ihii>  llt,  40S  -  •t3-l ,  in  der  Ab- 
bnuilleng  „L^^o  Kraouemag  der  Atomistik  io  Deotscbland  dureb  I>Huiel 
Sennert**  niedergcle-gt,  and  was  er  jetzt  aU  ungemein  iDteresHUte  Pni- 
granunlH'ilfige  veri>lfi<utliclit,  tut  ein  zweite»  MusterstUck,  gleich  geeignet, 
die  Begierde  naeh  dem  Geoa^se  de»  Ganzen  sB  reiacn,  welches  Herr 
LaatiWtlz  un«  nicht  lünger  vureuthaltau  sollte.  Wir  «tiid  Qb»rsi.mgt, 
daM  es  ihm   nicht  schwer  fallen  kann ,   einan  Verleger  für  di«  grüMMrc 


Kc<«ftnBinnon. 


»87 


Arbeit  KU  6n(loii,  uDd  wtirden  an«  oogemMD  frenon,  wouo  etwM  uuscrr 
bivt  aQ•g4■>]t^oollon^  Anotkeunaitg  des  bU  j«lzt  üebüleuen  ihm  ilim  Saclif^n 
nncit  i^rlftieJitiTQ  könnte.  Die  bcate  uns  vorbognndo  Progrnnim»bliRnd* 
long  bezeicbniiL  ilnrcb  ihre  Ueberscbrift  dni  durin  bebanH eilen  ripgi'u- 
kiid  mit  bitirmcbender  Scbarfe,  die  es  übcrfllUaig  macht,  ihn  hier  aocb 
rrbintrrD.  Nur  dte  PcrsÖulichkeit^o  Denneu  wir,  ileron  AiiHichteu  über 
dio  KIciup-dIo  der  Körper  cjDelU'nniMssigc  Durslclliiug  finden.  AgrippM 
voo  NelloBhfiinif  Harncelstii,  William  Gilbert,  endlich  VAn  Hol- 
iDOOt  sind  p»  nebon  anderen  wi^nignr  anefubrlieh  boliandultuu  (ielt-brtpn, 
vou  di'reii  Ansiclilen  riii  klares  Bild  grwnniiL-n  wird,  Männer  von  Imbn- 
brccboiidi>r  Wirksamkeit  anf  veracblodeneo  Witfiicnagebivton,  vou  der 
praktiacbrn  Aiicneikiiiidr  bis  xur  spccnUlivm  Philosophie,  so  daes  auch 
riti  Iiitctcdsu  au  Uorni  Ijana witz'  F(ir«cbung<tn  bni  Lesvru  d«r  ver- 
acbicdonsteu  Bemrtizwrig«  ein  durchana  gorrchtfertigtcs  sein  wird.  Ist 
99  HOS  gcataltet,  unserer  Anxeigo  nü«b  eine  leisp  Mahnung  nu  den  Vor- 
fiuirr  boixtifügen,  so  hrsteht  diese  darin:  er  mögn  «ich  mit  dun  UntoT- 
sachangftn  bekannt  machten,  wnlcbn  Herr  Kopp  in  dnm  3.  Btticke  aeiuei 
lleiträg«*  anr  fipucbiciitw  dor  Chemie  (nra«n8cliwi?ig  I87r»)  unier  drm 
TitiO:  „  Ansiclitno  itbor  die  Aul'gabv  der  Clirraie  nud  Über  din  (irund- 
beiiaadtheilc   der  Körper   bei   den  bedeutradtiroD  übemikern  vou  Oober 


bis  U.  E.  Suhl''  ver6ffent1icbt  bat. 


Cantok. 


AiiilimeUk  and  Algebra  n«bat  einer  Oeschiolite  dienr  DiicipUnea,  i'Ur 
Uyinnatiiim  und  Kealschulea  bearbeitt't  vou  C  Ukhqulp,  l'rofüafior 
am  Gjrmuaatiini  in  Kreiburg  i.  U.  KarWubp,  Vorlag  voD  11.  Ueutber. 
]Säl.     XXII,  2Uü  S. 

„Uiu  Däcbflto  VeranladsUDg  aur  llotauagabu  diese«  Üucbca"  —  mit 
dif«fn  Wtirteu  beginnt  die  Vorrede  —  ,,war  die  Abaichl,  den  Kcbiiloru 
einen  kuncen  Abriss  der  GcBcbicbte  der  bebandetton  Disciplinen  zu  gebeu, 
'"vie  or  io  UDoerer  2oit  auch  für  mal beoia tische  Ifebrnicher  uieht  mehr 
fcliinti  sullle."  Uof'ernut  braucht  nicht  erst  zu  nagen,  wie  «ehr  dituo 
Anvicbt  von  ihm  gelhoilt  wird.  Nur  Kinea  ist  atlerdings  notbwcndig: 
dBM  der  Abrise  der  Gescbicbte  aiu  gntea  swoiteo  Quellen  geschöpft  sei, 
v.irauügeBulat,  das»  der  Verfaüser  öiciit  bi»  tu  den  ersten  (Quellen  twlbat 
ant'ateigcu  konnte  oder  wollte,  vras  in  der  'Jliat,  am  vou  anderen  tirtiu- 
den  ftbxusohoD ,  eeboo  aU  viel  an  zeitraubend  nicht  jcdermanna  Sachu 
sein  kann.  Nun  erkiHrt  aber  Herr  Horgold  am  Soblntiie  der  Vorrede: 
^Für  den  GoHchichtiabrifis  worden  folgende  Werke  benutzt:  Kftstnor, 
Ocflcblchte  der  itlatbemaVik  (1796);  KlUgel,  Matbematittcheii  Wörterbuch 
(lSl>3tlgg.);  äul  er,  Geschichlc  der  mathomatisclien  WissenHcbarten  (IS73). 
Auub    hat    eine   sebützcuswerllic    i*rugramuiarb<;it ,   'iVeulloia,    iJiu  iia- 


lIstnriscb-lileriinHclic  Ahtti 


sctiicIitR  uimercr  Znlilpfizcielien  ii.  o.  w.  (t87&),  wcseiitliuhr*  Dieamte  gn- 
lotvlet.'*  Im  August  JS9I  keiiol  uaü  brniltzl  Jer  V^'ifAsiHor  weder  'Pf  out- 
1  ein 's  ipätorn  Ablinndliiiigon  Uiiber  das  Rrctiupn  im  XVI.  .Iiilirljunilcrl 
^1877)  und  l'rKcr  die  dctitsclie  Co»»  (187!l).  nocli  irgpnU  eine  d«r  iiiclit 
{^nK  sclleiirn  geiicliiclitticli  tnntlieiiialisrliPti  Svtiririon  von  Onrtio,  frind 
Iditi,  Gllntlinr,  H  niih  rt,  M  nl  l  liicHHiMi  tidtT  dorn  URforfulru,  nm  nur 
»itiige  (leuttifiltD  Namon  von  KoIhdtittJiiidigou  Korscliorii  zu  ncnneu!  Er  liHt 
dio  iitaiinigfaclift»  Unt«rUsMt]ng8BÜiid«n  durcli  nino  einzig?  UntcrUaraDga- 
tngrnd  zu  mildern  gewnsGt.  Herr  Bcrgold  Imt  wenigstens  llorer, 
Htsintrc  f|p»  niRtl)i'miiliquo8  (1874),  njclil  b<'nUlsl,  bicli  a1i>u  diu  io  diiwcm 
Iliiche  riitUnltRncD   Peblor  Dicht  angi'riguvt.  Cahtob 


I 


Lehrboeh  der  Planimetrie,  mit  Uik-ksiclii  auf  Wuckcr»  SHWuiliuig  giro- 
mütriAclit'r  Aufgabi^n  neu  bMrtiflitft  vnn  Tu.  K.  8ciiituB0t:u,  ]*ro> 
fessor  der  Matlit'maiik  nnd  I'liyäik  am  königl.  Gyiniiuitiuin  xq 
Nürnberg.  III.  Ant).  der  I'Unimetrie  von  KiHcncH.  5Iit  (i  Kigii- 
renlafeln.  Ntirnbeig  1S82,  Vorlag  der  Priedricli  Kom'ecfaen  Ituch- 
bandlung.  VlII,  288  S. 
Das  UßA  notorbreitet«  Bactt  iai  ein  Rchulboeh,  d.  h.  für  den  anmit- 
telbaren  (rebr&ncb  des  •ScIiUlcrs  be»timntt,  wenn  aucb  die  Leitung  des 
Lchrora,  wie  immer,  vorbclialten  und  ibr  ein  ge^iaser  Spielraum  überlassen 
bleibt.  Das  Buch  &«tzt,  wie  der  Tit4^1  es  nucb  anHB|(rii;lit,  die  Mitbi'onli- 
ung  eines  andern  Bucbcfl  voraus,  der  gloichrall«  durch  Herrn  Sobruodftr 
heraufegcgebenen ,  ursprOnglich  WöckeTBcben  Geuuietrie  der  Allen,  in 
einer  Sammlung  von  S50  Aufgaben.  3lit  diesen  beiden  Bemcrknngeu 
iftt  der  MftftiiBstab  gegeben,  welcher  anzulegen  ist.  Wir  haben  an  fragen, 
ob  dem  Schüler  ntobt  xnvtui  sngelrant  werde,  und  babcu,  douken  wir, 
diese  Frage  mit  Nein  xn  beantworten.  Herr  Scbruadrr  Botxt  allerdings 
donklaiile  Schüler  nicht  voraus,  aber  das  soll  der  Mntbcmatikor  auch 
nicht;  und  wenn  er  ebensowenig  auf  oJuon  faalen  Lehror  rcehDet,  so  ■ 
stimmen  wir  eret  recht  damit  (Iberein.  Wir  selbst  möchten,  wenn  wir 
Knaben  zn  nntnrrichtt^n  hütlen ,  keines  Buches  uns  bedienen ,  welches 
uns  Uberäiissig  machte.  Der  Weg,  auf  welchem  die  Planimetiie  hier  cot-  ■ 
wickelt  iat,  stimmt  soviel  als  möglich  mit  dem  der  Alten  liberoin.  Be- 
weise, deren  Krfmdcr  ■lahrtaniiende  vor  uns  lebten,  werden  hanftg  theils 
vollslJIndig  angegeben,  Iheils  angedeutet.  Daes  wir  auch  damit  uns  ein- 
vnratnndßn  erkUren  werden,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Ist  doch 
jedes  geschichtliche  Datum  ein  Ruhepunkt  fUr  den  Geist  und  eine  An- 
regung fdr  das  Interesse,  und  insbesondere  der  Orieche  ist  dem  mit 
klassischer  Speise  genShrten  GymnasialscliUler  ein  beimalblich  bekannter 
Entdecker.      Wenn   wir  an  der  Art,  wie  Uorr  Schrudor  seine  g<_'scbtclit- 
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Heben  Ctfmerkungen  rinäiclit,  eine>  leise  Aiisst«llong  uns  gesistteo  mticlt- 
t4Mi,  »o  besieht  stell  dieselbe,  so  «Doderbsr  einß  Bolclie  ItoiuHu gelang 
Itlingeo  (nag,  Auf  die  Siig«(lii:)io  OcwtBKentiafligkFit  im  Anlulireu  jüDgeler 
Quellpn-  Wah  golit  m  ilen  Scliükr  an,  <i|t  dir  UeineikaDg.  dieser  oder 
jnner  Satx  rilhro  von  djecero  oder  jfDem  Entdecker  bur,  von  6ret< 
Hclincitlcr,  Kriedlein,  Günlbcr,  dem  Kof'erenten  n.  A.  gf^mncht 
wprden  ist?  Vor  ihm  will  doch  Herr  Sclirnpdor  bJcU  wcdrr  rcclilffTli- 
gen*  noch  dnr  Vcraotwortliclikpit  ftir  die  gcscbicbtlicbeo  Uftb»uptDngun 
«ntUdeti.  I.ebrero  gpgenlibpr  konnte  aber  eine  aolche  eallastuude  Be- 
rafnog  fUglicb  in  der  Vorreile  ausgvsprocbea  werden.  Im  Ivi.irpor  des 
Btielip«.  wo  ans  8.  29,  41,  M,  5B,  6&,  80,  97.  J31.  137,  149.  171,  ISO, 

337  pniclir  Vprweitmngcn  Rafgerallfn  sind,  können  sie  nncb  iinBprPUl 
DnfUrbAlten  pAdagogiBdi  nur  Bcbädlich  wirken,  im  günstigsten  Falle  Über- 
ßnssig  sein.  CAHToa. 


lUnstrirUs  Hand-  und  Hilfsbach  der  Flftchen«  und  Eörperbereohnniig. 
l'*tlr  den  Schul-  nnd  äelbstnnterriclit  bearbfitct  von  11.  ScnrBP.KTii, 
Lehrer  an  der  ntMdt  (lewprk-  nnd  SanniagHSchnlp  in  Sirg<^n.  Mit 
150  volUtindig  bcr<>'cbne1en,  der  Praxis  entnomtnoneu  Anfgnhpn 
nnd  177  Figuren  auf  0  lithograpbirten  Tafeln.  Berlin  ]88l,  Vrr 
lag  van  J.  Horrwitz.  IG3  8. 
Der  Verfasser  stellt  mit  den  Worten  seiner  Vorrede  in  einigem 
flegonflstz«  zu  dem  Titel  des  Bncbes.  Dort  meint  er,  die  Torlicgcndo 
Arbeit  könne  mit  gr^ttstem  Vorthcile  dem  Unterrichte  In  drr  bcreclincn- 
den  Genmetriu  als  Gmndlage  nnd  dem  Lehrer  snr  Vorbereitung  fUr  seine 
IlnlerrichtsetnndRn  dienen,  hier  nenni  sich  das  Bncb  für  den  SchnL  und 
S^lbiitQnterncht  bearbeitet.  Wir  ginaben ,  dass  du  Vorwort  die  Absicht 
mit  grösserer  Trene  ausspricht.  Llerr  Scbnberth  bat  fUr  den  Lehrer 
geschrieben,  nnd  twar  fllr  den  Lehrer  an  einer  Gewerlmschnlp,^  der 
Schiller  an  nnterrichten  bat,  welchen  die  Sprache  der  Baugewerbe  und 
der  praktischen  Hasch  inen  leb  ra  geläufig  ist,  nnd  welchen  Aufgaben  von 
mitnnler  nicht  sofort  einleuclilender  Auflösnng  im  Leben  schon  vor- 
g«korameu  sein  mögen,  ihnen  so  dos  Interesse  an  einer  Wissenschaft 
«rSffoend,  welche  vom  einzig  theoretischen  Gesichtspunkte  ans  kaum  ver- 
nähte, ihr«  Aufmerksamkeit  zn  fesseln.  Der  Lehrer  einer  solchon  An- 
italt  wird  ans  dem  Gange  des  Schnbe  rtb '  Kchea  Buches  Mancherlei  Hir 
line  Zweukc  sieb  aueigncn  können ,  Manches  wird  er  auch  nacbsicbtslns 
beseitigen  mUssen.  So  E.  B;  wird  er  nicht  Hypothennoo,  sondern  richtig 
□jrpnifintise  schreiben  lassen,  so  oft  das  W.>rt  vorkommt;  er  wird  8.43 
nicht  ] -^  cos  A  ^  2  Cits^ ^  ft  setzen  und  dann  B  fortwührend  gebrauchon, 
anodern  vnn  I  +  ''"'  «4  =  2  rojt'  ^  A  die  nJithige  Anwendung  machen  ;  er 
wird  nicht  mit  S.  48  sagen,  ein   Anliparallelogramm  sei   d&sjenigo  Parftl- 


nUtoriAch-litenmeehn  Ablliellmi^: 


Idogramm,  bei  welchem  die  Sciteolinien  von  gleicber  LKng«  und  tintcr 
gleicbcn  Winkeln  nach  eatgegpngeselster  Riclitnng  geneigt  Biod;  elinnso- 
venig  wird  er  mit  S.  88  von  doppelt  ^ekrümmtpn  Fliehen  r^^dcD  und  die 
ICugelüitchR  als  solche  bezeicbnoD,  weil  ^icli  naf  dereelbpD  in  kt^ioer 
iUchtang  eine  gerade  Linie  ziehen  laase;  kurssam,  er  vird  bei  dpr  Be- 
ntitvnng  dp«  Bnrhes  fnrtwShrenfi  mit  Vorsiclit  verfiibron,  nm  »ieb  der 
niclil  «eltäneD  Uruckfebler  und  »lylisttBcheii  Uiigt^natiigkoiten  »a  (^rwebrnn, 
Wahl  ab«r  wird  «r  bald  bemerken,  das«  diese  Münget  nor  vcrhlltuisa- 
mlUstig  geringe  aind  gcgentiber  van  den  TortTffflich  |:ewkhltea  Beispielen 
und  drti  mviotcns  sehr  deotHchcn  and  lehrreichen  Zotchnungeo.  Kr'wiid 
alan  das  Hncli,  «in  ans  aeheint,  im  Oanacn  gern  benutzen  nnd  auch 
kftinon  AdsIoss  daran  nehmen,  daiut  msiich«  Re^rlo  dnr  Längen-,  Fla- 
chen-, KürperansmcASang  nur  ange^ebc^u  und  nicht  abgeleitet  sind. 

Caktor. 


neber  einige  Arten  der  AuMteaerveraieheraog,  insbeiondere  die  Militftr- 
dienBlrersioberaDg,  v<in  l>r.  Atciukt  Aunioti.  Hfpnrnlnbilrnck 
aaa  dem  rrugramm  drv  (lymnasiumK  Eom  heiligen  Kreus  in  Urea- 
den.  Oatrrn  1HS3.  •4^  4G  S. 
Weiiu  Herr  Amtlinr  durch  seine  im  Jahrg-  1860  dieser  ZeitKclirift 
nbgednickte  Abhandlung  über  das  Riuderproblem  des  Arcbimedet  sich 
dl«  unTschrockenei-  K<^chner  sn  erkennen  gegeben  bat,  so  hat  er  in  der 
uns  vorliegenden  I'rngraram  bei  Inge  die  gleiche  Eigenschaft  in  rrhflbtem 
Maasse  bewflhrL  l->er  mathematische  Gedanke,  welrher  allem  mit  der 
Lebensdauer  xnsamnienhänf^eiiden  Veniiclirriin>;8weseii  zu  Gmnde  liegt, 
ist  gewiss  eiu  ungemein  einfacher,  aber  der  Weg  vuii  dieiiom  Gcdankt-n 
gleicher  Leistung  und  Oogenleistung  fQr  alle  einer  Vorstcberungsclnsse 
ang^ii-rigen  Indivtdnnn  nnter  Bednction  ftllfr  Snmmfn  auf  einen  und 
deoBclhen  Zeitpunkt  und  untrr  Mitpinn-choung  der  erwarbseniipn  UtrlriRb« 
k«>8ten  bis  aar  Ableitung  der  tlira  entsprechenden  flnchRtalu'n  form  ein  ist 
schon  ein  recht  mtlhfloUger,  nml  itun  par  orst  die  Kinsetxun};  der  durch 
die  HtaliHlik  gelieferten  hcftimmtcn  Znlilcowerthe  erfordert  eine  Sicher- 
heit im  Reehneu,  welche  der  Unrnhiharkcit  nahestehen  mass.  Grund 
genug  für  viele  MRtheniatiker,  den  Fragen  praktischer  Wahischeinlieh- 
keitsrechnung  ffm  zu  blcihru,  und  da  andererBeits  Kur  Prüfung  derarti- 
ger Kechnungen  tmtoerbio  etwas  Mathematik  errnrderlich  ist,  die  den 
IternfHrechni'rn  meistens  febU,  so  Ist  es  doppelt  dankenswerth ,  wenn 
rersünlicbkeiten,  die  in  beiden  SKtteln  gerecht  sind,  nick  zum  allgemei- 
nen Wolile  opfern.  Fehlt  ob  doch  neben  Versicherungsanstalten  auf 
richtiger  (Jniudlage  anch  nicht  an  solchen,  welche  die  I.eicht^^Ifinhipkeit 
und  UDwissenfaeit  zu  misabmucheu  ge^rüudet  tcbidneu  und  ileniu  ^chiid- 
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Üchlceit  das  Publiciiiu,  nuf  dessen  absiclitlicLe  oder  anafasictitlicbo  Äaa* 
bentuDg  es  liiDaDslKuTt,  nnr  dem  Matliematiker  sllfiifall«  glaaht,  wenn 
0»  KQch  ein  loiclite«  Kritcriom  zur  ereten  cigcoon  l'rUrung  an  dT  Hand 
hXttef  darin  brstclieD'J,  das»  alle  wie  imnicr  goartctou  li^bonKVcrsicIie- 
rnngiwHlznngni  falscli  sind,  welchn  die  Loistntigen  f(ir  eine  Vrrnicliorung«)' 
cIamr  darch  rin«  andere  mit  »nrtiringt>n  tn«scn,  nlin«  daso  Gppftnst^itip;- 
kpit  darin  Hlattrände;  veri;).  z.  B.  4i^  ^'^i'ongen  dftr  aogenaonion  Urichs- 
voratcheningabank  in   Ur«nien. 

IIahs  Herr  Amthor  dipm-m  rinfach^ten  0«dnnken  nnentwegt  trpii 
bleibt,  brnnclipn  wir  nicbt  erttt  zu  sagen;  wnkl  abr^r  dTirflc  ph  ntcbl  un- 
angcmesien  B4>in,  auf  eine  kleioo  absicittlicbe  Ungciianigkeit  hinzuwriaifn, 
welche    den    (Jegftnstand    einer    brieflichen    Unterredung    zwiacben    dem 

^V()^f■fl8e^  und  uns  gebildet  bat. 
Oi«  Kahl  der  glrticbzt^itig  GeborooeD,  welcbe  zur  Militürdi«nslv(*r- 
sicbpfung  sieb  mcldL>ii,  betrage  u^,  und  von  diesen  Prrcicbnn  n^  da»  n^', 
beinpiflHWoisB  0^  das  2U.  Lobonnjalir,  mitbin  das  Alter«  in  welcbem  prBl- 
nlig  die  Frage  nacb  l-*instellang  in  das  stehende  llnor  oder  nacli  Bc> 
m>iang,  bpxiehnngswpieo  Ufberweinung  znr  Krentztpserve,  odor  ancli  nach 
rnrlHiitigpr  Änrllckstpllimg  znr  Entscbeidaug  koramt,  eine  Frnge.  die  ftir 
di<*  SCurflckgest eilten  bei  Rrreicbnng  des  21.  LebensjabrcB  in  alleti  drei 
Unterablbeilutigen ,  btri  Krrcicliung  des  32.  Leben njnlirf^  luil  den  licidon 
[^  ersten  Mtiglicbkoiten  sich  erneuert.  Die  seltenen  l-'Kllo  noch  späterer 
^P  Entscheidung  sind  bei  der  Borochnnug  ausgeschlossen.  Die  Bedingungen 
'  der  Versielienmg  sind  in  dem  Nnmialfnlle  folgende:  die  rrSrnienzatilung 
'  (Im   Vrrsicbrrlrn    erfolgt  jHbrlich    bis    znni   31.  Dreetnber  des  Jahre«,    in 

H    welchem  der  Versicherte  das  20.  Iiebensjahr  vollendete.     fUirbt  der  Ver- 
H    stcberte   vor  Krreichnng   der  MiltiSrzi'it,   so  verfallen  die  gezahlten  I'r'i- 
H    niicn  der  Anstalt.     Die  vcratclicrte  Humme  wird  in  vier  •fahrcsratcn  xahl- 
H    b«r   mit   dem  Angenblleke  der  Kirnttellnng  des  Veraieherfon  in  das   Heer 
''        nder   die   Flotte;    solUn    der   Versicherle    innerhalb    der  goiietzlichen   drei- 
^-    jfthrtgen   bienstzeit  sterben,  so  ist  damit  die  ZablnngepHicht  der  AuRlitU 
H    (tit   keinen  Theil   der   versicherten  Summe  anfgeboben.     Wird   der  Ver- 
■icbcrte  von  der  DienstpHichl    befreit  «»der  der   Ki-satKreserve  fiberwiesen, 
»a   wenlen    drei   Viertel    der   gezahlten   PrJlmien    »bno  Zinsen    znrfickver- 
i;lllPL.     Nimmt  man   nun  an,  cm  wenlen  rf,,  d^,  r/,  Versicherte  im  20.,  21., 
22.  T.ebenfijabre  eingestellt  nnd   Z*], /*■.,/!,  In   eben   diesen  Jahren   frei  oder 
^    der  Krsatzreserve  Überwiesen,  sn  baut  eich  aus  diesen  Jalucu  die  Snmme 
^B    der  Ijeistiingeo  auf,   ku  welchen   die  VerKichernngsgesenarbnft  verpHicbtet 
ist.      Zwischen   den  Zahlen   n,  */,  /*  findet   ilahei   folgender  Zuüammenhang 
atntl.     Im  20.  T^bcnKJabre  wird  Über  '/,  und  /,  endgiltig  hestiniml.    Zurilch* 

gentelli   werden   "a,"''i~/"i»    »"n   wolehen    —  ("«  — ''i  — /|)  'Im  nüchste 
Lfittensjabr  erreichen.     Ans  diesem  trifl>  die  Kntscheidnng  *tj  nnd  /*,,  zn- 


tdcVgcsteUt  werden    -^  {'<>o~''i"Al  ~'')~/»    ''"^    *''"    diesen    eLtreicIien 

•^\^i*^~'h—ft)~^2~fA  "J"  Mgflndo  Lebrnjjalir,   in  welclicm  (ibir 
SIR,  d.  )i.  (ibftr  (i|  nntl  /j,  nDt£clii»den  wird.     Mithin  iit 

bFxichiingfiweUe 

"*i  "»1  ■» 

oder  nach 

"»1  "» 

Dip  hinr  RaftrotCDHon  Brflclio  sind  nahrati  —  =  1,01   and   ^^1,05,  »n 
dass  sich  orgißbt 

Statt  di«s«r  riebtigen  Werthe  bat  Herr  Amlhor  solcbe  rf  D&d  /  an- 
K«noiiiiiiea,  welebe  "»  ~ ''i+Zi  + ''a+Zi  + ''a  +  Zi  eoteprtehfln,  hat  aluo 
»bBicbtlich  die  rf  anJ  /"  vrrgritssfirt.  Mit  dieser  V«Tgro8»rning  wächst 
nSmlich  rrsichllich  die  Ramme  der  der  OcKcIldchart  zug<<mathctcb  L^st-  ■ 
nngon,  wacliseo  folglicb  auch  die  VersicherungsprStni^n ,  wächst  «ndliclt  i 
die  SnIidilAt  der  VersicheniDgageteUschart,  das  tlaopterfordorniBS,  anf 
welcbei  au  «eben  i»t.  CasToa, 


Att^bdo  mm  Rechnen  mit  Systemzahleo  von  ObriHchrer  KAKLHaMRArii, 
rrogramm  des  Gymnaniams  zu  IladerHleben  fUr  das  Sehaljalir 
1881-1882.  40.  20  S. 
Der  Verfasser  bat  gewist  lUcbt.  wenn  er  (l«m  vortrefflichen  Jnb. 
Ueinr.  Traag.  Malier  darin  beipflicbtet,  es  eei  im  Keclienunterricbte 
daranf  an  achten,  da!«»  nicht  das  GedlchtniSH  dem  Vpr^tatide  voranseile, 
Dnd  dieses  werde  am  besinn  dadurch  erreicht,  dass  man  den  Schiller  die 
an  dekadischen  Zahlen  erlernten  OperatioDen  ao  einem  andern  Zahlen- 
system aussafUbren  nötbige.  Herr  Hunrath  ist  nncb  aiemltch  weit  dar- 
über hinaoBgegaugen ,  indem  er  bestimmte  Beispiele  an  Zahlen  sehr  ver- 
schiedener, nicht  bloB  eines  Systems  zn  reebnen  giebc  nod  aucb  daa 
allgemeine  Hystvm  mit  der  OnindKahl  1  in  Betracht  xiehl ,  n1s<i  eigpntlicli 
schon  algebraische  Analytiia  mit  seinen  Schülern  treibt.  In  welcher  ClaMe 
er  die  Zeit  an  solcher  umfassenden  und  an  sieb  vortrefflichen  Oetstea- 
übung  findet,  bi^ziehungsweiae  v>ie  reif  die  Schüler  bereits  eind,  mit  wel* 
eben    er   sie  vornimmt,   bat  ei  leider  nicht  bemerkt.     Jedenfalls  ecbeiot 


I 
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uns  der  Veraach  interessant,  nnd  mancher  Lehrer,  der  ihn,  wenn  ancb 
wohl  in  etwas  bescheideneren  Grenzen,  nachzumachen  wünschen  möchte, 
wird  sieh   fretien,   in   diesem  Programm  Material  zam  Voraas  gesammelt 

"  fi"^«"'  Cantor. 


TTebangibnoh  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  und  Algebra.     Nach 
der  AafgabenBammlung  von  Heis  für  höhere  Bürgerschulen ,  Ge- 
werbeschulen,    Frogymnasien    nnd    Bealschalon   IL   Ordnung    be- 
arbeitet von  Dr.  Lddwio  Mattiiiessbn,  o.  ö.  Professor  der  Physik 
an   der  Universität  zu  Bostock,   früher  Professor  und  Oberlehrer 
der  Mathematik    nnd   Pbysik  am   KSnigl.   preuss.  Gymnasium   in 
Husum.     Köln  1882,  bei  M.  Du  Mont-Schauberg.     VI,  252  S. 
Wenn    eine    Aufgabensammlung    gleich    der    von    Heis    bereits    in 
56  Auflagen  Verbreitung  gefunden  hat,  so   verstummt  dieser  altseitigen 
Anerkennung  gegenüber  jedes  Einzellob,  wie  jeder  Einzeltadel.    Nur  eine 
Bemängelung  scheint  aas  dem  Kreise  der  Lehrer  an  den  Schulen  etwas 
niedrigerer  Rangstufe  taut  geworden  zu  sein,  dass  n&mlich  für  die  Schüler, 
welche  sie  zu  unterrichten  haben,  die  Heis'scbe  Sammlung  doch  einiger- 
maasen   schwierig  erscheine,   dass  es  wflnschenswerth  sei,   die  leichteren 
Aufgaben   zu  vermehren   ohne  die  Weglassung  jener  höheren  Partien,   zu 
welchen    nur    eine  stufen  massigere  Einführung  binleiten  solle.      Die  Ver- 
lagshandtung    hat   zar   Erfüllung  dieses  Wunsches,  sich    an   Prof.   Mat- 
thiessen  gewandt,  sicherlich  an  die  richtige  Persönlichkeit.     Sein  1881 
in  3>  Auflage   erschienener  Commentar   zur  Heis'scben   Sammlung,  ver- 
bürgt  die   genaueste   Kenntniss   des   zu   überarbeitenden    Werkes;    seine 
frühere  Thätigkeit    an   Mittelschulen    Hess   ihn    die  Bedürfnisse   derselben 
ans   eigener  Anschauung   erkennen;   seine   eigenen  Leistungen    auf  dem 
Gebiete    der   reinen,    wie    der   angewandten   Mathematik    können    als  Ge- 
wjtbrleistnng    dafür    dienen,    dass    er    nicht   leichter    mit    seichter   zu   ver- 
wechseln  der   Mann    ist.     Und   «omit   können    wir  getrost   die   Hoffnung 
aussprechen,    es    werde    die    umgearbeitete  Sammlung   ihren  Zweck  nicht 
minder   erfüllen ,   als  dieses  seit  Jahren  für  die  ursprüngliehe  Sammlung 
sich  bewahrheitet  hat.  Cahtob 

Anfangsgründe  der  analytischen  Oeometrie  der  Ebene  für  die  oberste 
Stufe  der  hölieren  Scbiilen  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet 
von  Dr.  William  Abknkhotii,  I'rnfcssor  am  Gymnasium  zum  heil. 
Kreuz  in  Drcsrlen.  Mit  OH  Holzschnitten.  134  S.  Leipzig  1882, 
Verlag  von  S.  Ilirzol. 
EUwa  das  zehnte  Jjßhrbnch  über  die  gleichen  Gebiete ,  welches  innet- 
Wlb  (*-  '  '■  di«Mf  ZeitscViritt  xw  ^ivtf^W'ft^  i;?'^*»^ 

'II»  k.  ^^ 
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ittl  Sind  die  Herren  Verfasser  nielit  der  AleinaDg,  das  sei  et«u)  xa  viel? 
Wir  zweifclu  kanm,  dasfl  vir  eine  meifitens  za&Unimeode  Antwort  saf 
ausf^re  Frage  erlialtea  werden;  nnr  sind  wir  ebenso  wenig  im  Zweifel, 
ein  Jeder  werde  das  Zaviel  anf  „die  Anderen"  beziehen!  Das  bat  ja 
his  zx%  eiuem  j^ewitisen  Grade  seine  Berecbtigang.  Wer  imnier  beim  Un- 
terridito  daü  L(-hrbucb  einns  Andern  zu  benutzen  bat,  6ndet  zuvcrlSfislg 
MSngel  darin,  weklie  er  vermieden  wünscbt;  scbrflibt  er  dann  selbst  ein 
Lebrbncb,  so  wird  er,  wenn  er  objectiv  genog  denkt,  schon  b^i  der 
zweiten ,  vielleicht  bereits  hei  der  erstmaligen  Bcnnixung  erkennen ,  dan 
er,  jene  frQheren  MSugel  vermeidend,  andere  sich  %a  Schulden  kommen 
liess  Und  die  Mural  davon?  Die  lautet  nach  unaerfin  nafUrhalten  also: 
Kti  giebt  kein  absolut  gutes  Lehrbueli;  es  gieht  heutzotage  wenige  absolnt 
scbtocbie;  darum  vermeide  man  die  letzleren  nnd  halte  sieb  an  irgend 
ein  beliebige«  mitlelgntes  Hncli,  nm  liebsten  an  ein  nnd  daiwelbe  in 
nittglich  vielen  Unterricbtsanstalten ,  denn  je  mehr  ein  Buch  benutzt  wird, 
desto  hänliger  folgen  sich  die  Aiiflagon,  desto  genaner  kann  es  sich  den 
in  Zeitschriften  u.  a.  w.  laut  gewordenen  Wünschen  entspreobend  anf  der 
llähc  des  Zeitbedfirfnisses  halten. 

Wenn  wir  diesen  Mahnrnf  gegen  den  Sehalpartiknlarismas,  der  nns 
scboo  einige  Zeit  auf  dem  Herzen  lag,  ganz  znfälligerweioe  goradn  bei 
(telegeobeit  der  Abend  roth'scben  Analytiücht^n  Geometrie  ansatossen, 
so  mag  der  ücrr  Verfasser  nns  denselben  nicht  vcrübelo.  Nicki  gegen 
ihn  besonders  ist  er  gerichtet.  Wir  geben  sogar  gern  zu,  dass  wir  sein 
Buch  mit  einigem  VergnUgen  dnrchle«on  haben,  dnas  wir  im  in  seiner 
Klarheit,  welche  wissenschafllicber  Auffassung  nicht  im  Wege  steht,  fSr 
brauchbarer  halten,  als  manche  der  wenige  Jahre  älteren  Vetter  nnd 
Batten;  aber  bis  zur  Anerkennung  der  Nothweudigkeit,  dass  es  geecbrift- 
bou   worden   rausste,  können  wir  ans  nicht  versteigen.  Cahtor 


A  Treatise  oa  the  theory  of  determinants  with  gradaated  sets  of  »xsr- 
ciso&  for  U8Q  iu  cultrges  and  «choolu  by  1'iiomau  Muir,  JV,  J., 
¥.  H.  S.  A'.,  malhomatical  mastur  in  the  high  school  of  OlasgoV. 
London  1S82.  MacmÜInn  and  Co.  240  pag. 
Dieses  Buch,  welcbes  die  Vorrede  nU  ftogen.  lext-hook  bezeichnet, 
welches  aluo  die  Besliiamnog  hat,  den  ächülern  statt  »chriflliclier  Anf- 
xeiclinnngen  zn  dienen,  zerfüllt  in  fünf  Ablbeilungeu:  eine  KinleimDg 
(S.  Ti  —  23),  ein  Capilrl  über  Determinanten  ira  Allgemeinen  (B.  2-t  —  HS), 
nin  Solches  über  Ueteiwinanlen  besonderer  Alt  (i^.  I '19— 227),  eine  ge- 
drRngto  geschieht  Hebe  Uebersicbl  (S.  228  —  234),  endlich  eine  Zu^nnimen- 
fltrUnng  der  Auflnsimgen  %\\  den  an  den  verschiedensten  Stollen  ein- 
gmtreiilen   llt'hutigHanfgabpn   (<S.  235 — 240). 
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Die   ISinlehUDg   gebt   von   der  Definition    ins:    mao    tionuv  netc 
•^lihc-^gt'f—Qee  —  äbk  —  akf  oino  DotormiDBute  «ud  icbrcib«  dafür 
a  b  c 
H  t  f  .     Dann  wird  rOckwürto  gezeigt,  wie  von  dem  Symbole  autigvlivDd 

dir  Dotcrmiiiantc  sich  bcnlvllon  Idtfirr,  indem  man  die  positirrn  fllteder 
vdij  der  IHatjonalv  nek  aus  crliHlt,  wozu  die  Verbindung  von  je  ciiici- 
uKcbBtcn  und  eDtfc^rnteren  Parallelen  aof  beiden  Seiten  dieser  Uia^n- 
n«!ß,  ftUii  f/A  vcrlmtideii  mit  c  und  h{  verbunden  mit  p,  liinKiitntl, 
wAbrcnd  die  negativen  Glieder  in  ähnlicher  Woiso  ans  der  zweitcu  Dingo- 
uale  tty  nnd  deren  PktaIIcIcq  sieh  ableiten.  Au»  diotcr  reia  euptri- 
ticlien  Prliniticiu  und  uiecIiautHclien  ßildnngtjve'iHe  werden  nicht  wenig(>r 
empirisch  und  mectintiifich  oino  Anzahl  Vtin  Detertninand-'nNÜlxen  gefolgert; 
«n  der  Satx  vun  der  Vcrvioirachung  einer  Determinantn  mit  eiooi-  Zahl 
durch  Vervirlfftchong  einer  Zcilo  oder  ciurr  Columnc,  »o  die  Vortaoscb- 
barkcit  von  Z<'iU>n  und  Culumueu,  80  das  Verachwindon  der  Delenni- 
naute  bei  GiFtchbeit  aweinr  Reihen,  so  die  Zerlegung  der  Determinante 
in  Pniducte  der  Klementii  einer  iCoihe  in  je  eine  llnterdeterminante  und 
ilic  Anwendung  aul'  die  Auriöuung  linearer  Ulcicbmigen.  HchllcBslieb 
wird  der  Schüler  mit  dem  Bcgrifl'e  der  Invontiuneu  hokfluiit  gemacht  atid 
wird  wieder  rmpiriBeh  gezeigt,  dnHH  rine  von  der  Invrrattiiitixnhl  tidltraiich 
macbundu  Zeichenregel  dieüolbeu  Vorzeichen  fUr  die  Glieder  der  Deter- 
minante liererc,  wie  vorher. 

Das  Capitel  Über  Determinanten  im  Allgemeinen  findet  tiomit 
deu  8chfllcr  bereits  im  Besitz  einer  gewisaen  Summe  von  Keuiittii»Ken, 
wa»  angenehm  ist;  sugleich  aber  aueli  —  uud  daa  iht  die  grosse  Sthutteu- 
will*  diT  Kinleitung  —  vcrwirhnt  duruh  leichte,  um  nicbl  zn  sugcii  ti-iebt- 
fertige  Induclioneii,  und  detihalb  vielleicht  weniger  geneigt,  dio  Nnili- 
wendigkeit  einer  »treugereu  Daralellung  einzusehen,  wie  dieselbe  ihm 
jetftl  gohuten  wird.  Dio&es  Capilel  bringt  nSmlich  die  in  allen  Luhr- 
bdehern  enthalteneu  Satze  streng  bnwiesen,  auch  solche,  welche  in  der 
Kialeituug  zu  vorlSufigor  Kenntniss  gebracht  waren.  Die  Ueihoufolge 
der  Rjttxe  ist  von  der  anderer  Lehrbücher  mitunter  verschieden,  und  es 
erscheint  didaktisch  sehr  gerechtfertigt ,  da«»  Herr  Muir  (>S.  147)  in  einem 
bMondcm  Paragraphen  darauf  aufmerksam  macht,  das«  die  irmkehrhnr- 
kcit  der  mcislcii  SUlKe  der  Determinantenlehre  so  weit  gehe,  das«,  wa« 
dem  einen  Schriftsteller  Definition  sei,  von  dem  andern  als  Lehrsatz 
bewiesen  werde  nnd  umgekehrt.  Beispielsweise  bringt  Uerr  Muir  dns 
Laplacc'scho  Theorem  von  den  Determinanten  mit  Kecbtecke  bildenden 
NoDelomenIcn  erst  nach  der  MuUiplication  der  Detcruiinanten  mit  ein- 
ander, nnd  die  Orassmann  Wh«n  alteroirenden  Ginheiten,  aufweiche 
Herr  Scott  sein  ganze»  Lehrbuch  ähnlichen  Inhalts  gegrttndet  hat,  er- 
■cfaeineD  gaox  vorübergehend  S.  146.     Dabei  ist  der  sehr  sinneuUtelleudu 
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minftaten),  letzlere  mit  ihren  Uezichungon  za  den  Pfaffiaus.  Die  ala 
eyclosymmetrisclie  Determinauto  bosoadcra  interessante  Untergattung  der 
symmetrischeD  Determinante  tritt  als  Circnlant  anf.  Die  Jacobians 
(Jftcobi's  Fanctioiialdeterminaute)  findet  Oeaclitnng,  and  ebenso  ancli 
Uesse's  [nflexioDsdctcrminante,  der  die  Engländer  den  Namen  Ilossiau 
beizulegen  pflej^en.  Ja,  nni  nocb  einen  weiteren  Namen  hat  Herr  Mnir 
diese  Patronymika  vermehrt.  Er  ncnut  Wronskinn  diu  Determinante, 
deren  Zeilen   ans  Functionen  einer  Variabein  und  deren  Rufoinandcrfol- 

y.      y»      Vi 


gendc  Ablüituiigru  gobildot  uiud,  also 


</y, 

(tUt 

^Vri 

(ix 

(ix 

(ix 

'äx' 

fix' 

=■  W,(y,,y,,//3). 


Wir  könnten  ans  in  diesem,  wie  in  den  anderen  Fällen  immer  nocli 
teichtcT  mit  den  Namen,  als  mit  den  Bezeichnungen  befreunden,  welchu 
einen,  wie  ans  scheint,  hücbst  überflüssigen  Ballast  an  GcdJichtuissstofi' 
dem  BchÜlor  aufladen. 

Uebcr  die  geschichtliche  Darstellung  der  Entwickelnng  der 
Determinantenlehre  können  vir  rasch  hinweggehen.  Herr  Muir  selbst 
betrachtet  dieselbe  keineswegs  als  eine  erschöpfende  und  verweist  dafür 
auf  seine  ausführliche  Abhandlung,  welche  im  Octoberlieft  1881  des 
(jaarterly  Journal  nf  Mathematics  zum  Abdruck  gekommen  ist. 

Die  selir  zahlreichen  Uebungsaufgabcn  tragen  zur  Brauchbarkeit  des 
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2u  P.  Klein's  Schrift  „Uober  Riomann's  Theorie  der 
algebraischen  Functionen'*.  * 

Von 

Prof,  Dr.  M.  Noetheb 

In  KrlAHgAB. 


Hier  liegt  eine  Schrift  vor,  welcliA  d«n  Btempol  iles  Originttten  trügt: 
aus  VorlvBQTigeD  bervorgcgang^o,  fuhrt  sie  auch  den  Lnser  mit  einom 
\Varfe  in  dn«  Inoere  des  Gebiet«  lebendig  oin.  Sie  etelll  deo  Keuoer 
der  Thrurio,  oder  muuIi  den  Ptiy»ik(!r,  der  aich  mit  der  PuteDttallhcorifl 
cider  der  Stromvertheiluag  beachüftigt  hat,  unmittulbar  auf  einen  l^nkt, 
^OQ  dem  aus  er  die  Oedaokeo  der  Theorie  sieb  (^inbeiilicb,  wie  von  selbst, 
mos  einander  eotfrickeln  gieht  und  die  Tragweite  nad  d«D  Umfang  der 
Afetboden   von  vornherein  fiberblicken   kann. 

Aber  hat  »ich  dieTheorie  der  algebraischen  Fnoctioneo 
■  ach  biKtnriscb  boi  Rieniann  selbst  von  diesem  Ponkto  ana 
fintv-ickelt?  Hier  i»t  die  Stelle,  wo  der  Kritiker  eiuiogreifen  hat,  und 
Dicht  ettra  bei  der  Frage,  oh  Herr  Klein  bei  der  ansserordeotlicb  knap- 
pen Behandlung  eelnea  Oegenstande«  LUcken  gelassen  hat.  Solche  sind 
sicher  vorhanden,  ohne  aber  dem  Buche  etwas  von  seineni  anregenden 
Werthe  2a  nehmen;  der  Verf.  überläast  eben  die  Ausführung  der  Detail« 
Bpftteren  Schriften  oder  beruft  sich  dafür  auf  die  TorbandeneD  Arbeiten. 
Wir  begehäftigeD  uns  daher  weientlicti  nur  mit  der  Idee  der  Schrift,  und 
um  so  mehr,  als  sie  einen  der  intereKKautesten  Pnnkto  in  dor  Geijchichte 
der  neueren  Matbrmntik,  der  noch  wenig  gekISrt  ist,  berührt. 

tTivs  Verf.  Gedaokongaug  ist  der:  Man  kennt  die  ph/^ikalische  Deu- 
taag  der  Function  »  +  c(  eine«  tomplexen  Argumenta  r-f  ^1;  u  wird  du 
Qecchwindigkeitspotential   fflr  die  stationäre  Strömung   einer  incomprea- 


I 
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'  „Veber  Biemann'B  Theorie  der  algebrsisohen  Functionen  und 
ihrer  Integrale.  Rine  KrgSnsung  der  gewOhuhcbeo  Dareuiltungen.  Von  Felix 
Klein,  0.  a.  Professor  der  Oectattrie  a.  d.  CniT«r>it&t  Leipzig."  LeipiJg,  6.  Q. 
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sibeln  FlUsjiigkeit  in  der  xy-Ehent,  t^^Consl..  bez.  u^Const.  werden 
die  StriJmnngs-,  bez.  NiveancurTcin.  Das  Stailmni  der  SlrSmaogen  unter 
gegebenen  Bedingnagen  tipfert  rUo  ancli  nmgoketirt  Dt-finitinnen  von  Knnc- 
iionon  complpzc'n  Argamenlrt.  Nnn  tRtRinmnnn  pinerseits  sichpr  dfirch 
die  Physik  hindarehgegangen;  andererseits  bedcbrünkte  sich  R. ,  wie  der 
Verf.  einer  Aeuiserang  l'rym'g  eutuintTnt,  nicht  auT  ebene  FUchen, 
sondern  snll  anf  bf^Uebig  gegebenen  krornrnfn  Flftclien  Functionen  des 
Ortes  Mndirt  haben.  Auf  solclien  geschlossenen  Flileben  aber,  wflrhe  man 
sich  nur  als  einblättrig  zo  deuk<-n  braucht,  kann  mau  leicht  eiurünnige 
Stroranngen  {solche,  bpi  welchen  in  jrdcni  Punkte,  einzelne  aufgenom- 
men, die  GeschwiudigkeiteD  eindeutig  gegeben  sind)  bewirken  und  studlren, 
nlso  auch  hierdarch  Functionen  des  Ortes  auf  dipeen  KUchen  dofiniren. 
Zwischen  irgend  xwei  cnmplexen  Functionen  de«  Orles,  iwei  finrörmigen 
Strömongpn  entsprechend,  besteht  dann  die  Beziehnng,  dass  jede,  im 
gewöhiilichßn  Sinne,  eine  Function  der  andern  ist:  AbliiCtigigkeiten,  deren 
Eigeuschai'ten  man  aber  physikalisch  von  vornherein  übersehen   kann. 

In  diesem  Gedankengange  Terscbwindet  znnMebst  die  Schwierigkeit 
der  mehrfnrh  flberdecklen  Flüchen;  vielmehr  sieht  man,  dass  zwei  cnn> 
lonn  auf  eiuaiider  abbildbaro  Flächen  für  die  l'heorie  der  snf  ihnen  zu 
stndirenden  Functionen  des  Ortes  gloichhedeutend  sind,  und  man  erkennt, 
indem  man  eine  solche  Function  in  der  Ebene  aushmitet,  die  Dedeulnng 
der  mohrblüttrigen  ebenen  FUcheu.  Femer  tritt  die  Wichtigkeit  der  aaf 
mehrfach  znsammenhüngenden  Flüchen  exiatirendea  geschlosBenen  Cur- 
ven,  w«lcbp  die  Fläche  nicht  in  gelrennto  Bereich«  «erlegen,  unmittel- 
barer hervor'  Indem  man  dieselben .  wen»  man  et»a  elektrische  Strömungen 
betrachtet,  zum  Sitee  constauter  elektromotorischer  KrJifte  macht.  Über- 
sieht man,  dass  anendlich  vieldeutige  Ortsfnnctionen  existiren,  rart  Pe- 
tiodicitfftfimodniD;  und  da  bei  mehrfach  ausammenhftngeuden  Fliehen 
dann  Strbmaugen  ohne  einzelne  Pole  (nnweseutlicbe  Singularit&tsst eilen 
fUr  die  Function,  d.  h.  algebraische  oder  logarithmiAche,  die  ietzleieu  mit 
der  Besidncnsnmme  Ü)  hergestellt  werden  können,  ergiebt  sich  die  £xi> 
«tenz  der  alleDthalben  endlichen  Ortsfnuctionen.  Weiterhin  kann  man 
die  Bedeutung  der  Zahl  p  erkennen  und  die  Zahl  der  Couetantm  einer 
anf  einer  solchen  Flüche  existirendeo  eindeutigen  Function  des  Ortes, 
mit  gegebenen  nur  nnwesentlicben  Un Stetigkeiten  voransseben.  Und  end- 
lich erkennt  man  —  nnd  dieses  ist  das  Ziel  aller  Betrachtangen  — :  das« 
tllr  die  gescblosieoe  FlKche  zwiechcu  je  zwei  ciudontigon  OrtsfanctioncD 
fp,  s  mit  nur  nnffesentlichen  Unstettgkeiten  eine  algebraische  Gleich- 
nng  /'lw,  :)  b  0  7am  Goschlechl  p  besteht,  wobei  alle  bttiachtoteu  Orta- 
foDClionen  oder  deren  ÜiiTereDtialqaotionteu  rationale  Functioneo  tod  v 
nnd  ;  werden. 

Sa  entsteht  die  Kiomann'sche  Theorie  der  algebraischen  Fnnctinoea 
and   ihrer   Integrale;    die   Integrale   zweiter  Gsttung  erscbeiDOn   alt   die 
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nrsprfingliehen  KnnctinnRn,  ans  denen  sich  die  «IgfehriiBchen  Fanetionen 
aJililir  zaBaminensetzont  Ttir  «tle  diese  Functionen  erbitU  man  die  notb- 
wendigen  und  liiarPichenden   Bculioiniaiigiwitückff.  — 

Man  kann  ntclit  anders  eagen,  als  da««  der  innere  ZaBamtdenhang 
diese«  Idecngao^e«  des  Verf.  bestechend  wirkt;  und  ea  sind  nncb  veamt- 
Irch  innere  OHloite,  die  den  Verf.  za  seiner  AaTfaBinng  frihrpn.  Die 
von  ihm  augefBhrten  Belege  —  die  «o  weitgehend  anfgefneste  Hemerkung 
dea  Herrn  Pryna,  die  Bediognagea,  anter  denen  R.  in  Götiingen 
arbeitete,  die  allg^mernen  phyKikaliscben  (nainrphilosopbiBchen)  Specala- 
tionen  R.'»,  diR  SchlnpsworlR  seiner  DiMertation  —  Uutcu  alle  «n  wenig 
bestimmt,  nro  als  Argumente  gelten  za  können.  Anch  ist  jetzt  kanra 
melit  zu  erwarten,  das«  noch  persun liebe  Erinnerungen  an  R.  soltlies 
Material  lieferu  kSunteu,  das  in  dieser  Frage  Über  Vermutbungen  hinaus* 
«ngeben  gestattete. 

I>agegen  liegt  Hber  diese  Frage  noch  ein  Material  vor,  das  vom  Ver- 
fasser gar  nicht  eiwälmt  ist:  das  sind  einige  in  den  SchriHeu  von  R. 
selbst  enthaltene  beicüglicbe  Aeussemngeu.  Iah  will  deren  Bedotitong 
hier  nntersnchen. 

Der  Ab^hines  der  Digsertatiou  Kiemann'«  —  GrnndlageD  für  eine 
«llgetneine  Theorie  der  Functionen  einer  rerilnderllchen  complexen 
GrOssfl  — ,  deren  erste  Ideen  R.  1^47,  wohl  seit  er  Dirichletin  Berlin 
lifirto,  erfftsste  (Werke  B.  512),  füllt  in  den  Herbst  1851.  In  Nr.  21 
der  Dissertation  erklArt  nan  R.,  dass  die  in  Nr-  20  derselben  bezeichnete 
Anwendung  seiner  allgemeinen  SHtze  —  Über  die  DeönitioD  einer  Funr- 
tioD  dnrch  von  einander  nnabbXngtge  Brstimninngsslilcke  —  die  bei 
tbrer  Auffllellung  znnnchKt  bealis  i  ehtigte  gewesen  sei.  Diese 
speciullB  Anwendung  aber  bezieht  Rtch  nach  Nr.  20  auf  nichts  Anderes, 
&U  auf  die  durch  eine  endliche  Anzahl  Ton  Oröitsenoperationea  ausdiilck- 
baren  AbhSogigkeitsgeselze,  insbesondere  auf  die  Tlicnrie  der  alge- 
brsiacben  Ftiuctiooen  und  ihrer  Integrale.  Hierzu  kommt  in  der 
Einleitung  zur  Theorie  der  AbeTfiehen  Functionen  die  wichtige  Aensse- 
rnog  (Werke  S.  95):  daes  R.  auf  die  algebralseben  Tbeile  (genau  so  weit, 
aJa  K 1  ei  o  dieselben  in  dem  oben  mitgetbeilten  Gedankengange  ent- 
wickelt) „im  Üerbsto  1851  and  zu  Anfang  IS52  durch  UntersiinhnngeD 
über  die  conforme  Abbildung  mehrfach  ausammeu  hängen  der  Flüchen  ge- 
führt ward«." 

Zur  Vervollständigung  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  R.  in  Nr.  21  der 
Diweitation  eine  einfache  Abbildtingsaufgnbc  bohaadell  und  in  der  letz- 
ten Nr.  22  ausspricht,  dass  die  allgemeioste  Aufgabe  der  conformen  Ab- 
bildung zweier  beliebiger  Flttclien  auf  Ähnliche  Weise,  unter  Benutzung 
der  GftusH'schen   Unlerauchungr^D.  behandelt  werden   könne.   — 

ZanXchst  entnehme  ich  ddd  au  dem  ganzen  Entwickelungsgange 
B!emaaD*fl,  vor  Allem  atu  dem  Eioäuise  von  Ganea,  Dirtchlet  and 
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TVeber,  diM  die  pbyiikaliBcbeo  Gesichtopookte  «Qf  die  Ideenentwicke- 
laog  ß.*a  geridcxu  be<MniDCDd  virkten;  nber  nicht  «twm  auf  die  Ideen 
beiQglicb  specieller  Fnuctioncn,  soDd^ro  auf  die  besUgtieh  der  Derioi» 
tion  der  FtmctionBii  piaor  complßxpu  Variablen  ühf^rbaupt. 
Die  Graodidee,  die  Eiaaieht,  auf  was  die  Fort8«tBüng  eioer  Fonetioo, 
die  tu  eioem  eodlicben  Stücke  der  Ebene  gog^ben  ist,  beruhe,  musste 
ihm  darcb  die  PotentiBlthoorie  gpUefert  «ein,  in  welcher,  in  einer  am  I 
grSvsereii  Dimension ,  die  Functionen  wesentlich  dnrcb  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung und  durch  unabhängige  Grcnibedingnngen  definlrt  wer- 
den. Für  R.  blieb  also  docIi  hauptsächlich  die  Einführung  der  lTu«tAlig> 
keiten  der  Function  in  die  BestimmangMtUcke  nnd  die  Aowendaog  det 
Diricblet'schcn  Princips  auf  diese  Fxlle 

Von  experimentellen  oder  tbcuretischen  Untersnchaugrn  fiber  atatio- 
nlre  Ströme  exintirtn  damals,  aaiuter  den  hierher  so  rechnenden  Ganai- 
scheti  Untersuchungen  über  den  Erdmagnetiümaa,  haaptsSchlich  nur  die 
Kirchborrscbe  Arbeit  Qbcr  die  stationKrcn  elektrischen  Strömungen  in 
einer  Platte  bei  anfgesetitcn  Poluti  (P.^gg.  Ann.  64,  1845  und  67,  1646). 

Sicher  ist  ferner,  dnss  R.  das  Problem  der  Bpslimmnug  einer  Fone- 
don  sogleich  geometrisch,  als  Problem  der  coafortnt^n  Abbildung  einer 
gegebenen  Flüche  auf  einer  zweiten,  anffasste.  Hierfür  spricht  die  gaoxe 
Anlage  der  Diaaertation ,  insbesondere  die  oben  angeführten  Stellen,  deat- 
licb;  nnd  wir  mfigen  dabei  dahingestellt  sein  lassen,  nnf  welcheui  Wege, 
ob  rein  geometrisch,  nh  durch  Integralbetrachlnngeni  R.  auf  seine  Ein- 
tbeilnog  der  Flitchea  nach  der  Ordnung  de^  Zusammenhanges  und  deren 
ZorscbneidoDg  gekommen  ist  Jedenfalls  vraren  hiernach  die  Beispiele, 
welche  K.  sich  bildete,  sowohl  von  frei  im  Raame  schwebenden  knun- 
men  FUcbcn,  als  von  solchen,  die  über  die  Ebene  einfach  oder  mehrfach 
atugebreitet  sind,  wie  den  von  p'^1  geschloescneu  sieb  nicht  schneiden' 
den   Cnrven  begrenaten  ebenen  Flüchen    T,  hergenommen. 

Ebenso  erscheint  als  sicher,  das«  R.  sich  diese  Probleme  direct  redn- 
oirte  darch  confonne  Abbildung  jeder  solchen  begrenaten  KlÜcbo  anf  die 
mehrfach  Oberdcckte  Halbebone;  eine  Auffassung,  welche  ihm  die  Poten- 
tiahheorie  und  das  Dirichlet'sche  Princip  an  die  Hand  gaben,  analog 
der  einfachen  Abbildungsanfgabe  in  Nr  21   der  Dissertation. 

Endlich  ergeben  die  oben  angeführten  Stellen,  da&s  R.  bei  dtuer 
Operation  in  der  Theorie  der  algabratschen  Faoctionen,  die  er  von  rorn- 
herein  za  begründen  in  Anssicht  nahm,  seine  Hau ptreanl täte  fand. 

Vergleicht  man  diese  Daten  mit  der  Klein'scben  Darstelloug,  so 
eracheinen  an  dieser  folgende  Ponkte  wohtbrgrändet:  Einmal  waren  die 
physikalischen  Oosiebttpnnkte  für  die  Grandanschanung  R.'s  massgebend 
geworden;  zweitens  beschäftigte  sich  R.  mit  den  allgemeinsten  Flächen 
von  beliebigem  Znsammenbange,  kmmmen  nnd  ebenen,  einfach  nnd 
mehrfach    tlberdeckten,    geecblossenea    nnd  berandoten;   drittens  wird  R. 
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der  Znsammenlmng  zwischen  Btatioaäreti  StiSmnngea  einer  incompreBiib- 
leo  Kliissigkcit  id  der  Ebene  und  der  Fanedon  cJoer  complcxon  Variab- 
len, wie  aucb  dio  Tbataaclir,  dasa  bei  coDrorroer  Abbildung  SlrSmanga- 
Otirven  in  unlche  übi'rgnhen,  uUa  die  Mtigücbkeit  der  Detinitinn  einer 
„compIex(>D  Function  des  Ortea"  aaf  beliebiger  FUcbe,  deutlieh  gewesen 
•ein;  und  endlich  lieferte  ihm  die  partielle  DiffcrentialgleicbuDg,  «rie  id 
der  Phyaik  das  Princtp  der  [Jeberlagernng  der  ätriimungea ,  so  das  Frin- 
«ip  der  additiven  ZuaammenRetzaog  seiner  Fanctionen  aas  einzelnen  ein- 
facheren. 

Als  nicht  zo  erweisen  ergiebt  sieb  aber,  daas  R.  die  gescliloeaenen 
Flileheo  vor  den  bcrandeten,  mit  Ausnabtne  der  geechloHsenen  die  ganze 
Ebene  mehrfach  übordeckonden  FiKcho,  in  seinen  Betrachtungen  wesent- 
lich bevonsugt  liahe.  Weiter  wird  es,  indem  man  bedenkt,  tlaes  damals 
erst  der  verhiiltniHKmäasig  einfache  Fall  von  Ktrchboff  anterSDcht  war, 
wenig  wahrscheinlich,  dass  It.  die  experimentelle  Anordnung  für  alle  ein- 
ffirmtgen  Strömongen,  mit  alten  Unstetigkeilen,  deutlich  eingesehen  habe. 
Und  wenn  man  aqch  diese  beiden  Dinge  zageben  sollte,  erscheint  es 
doch  als  kanm  möglich,  dass  R.,  wie  es  jetzt  Klein  fikizzirt,  die  Theorie 
jener  8trÖmangen  nnd  der  eatsprecheoden  Orlsfanctionen  auf  solchen 
Flächen  bis  zur  altgemeinsten  Theorie  der  zogeliörigen  algebraischen 
Gleicbnng  darcbgofUhrl  habe. 

Ich  erkonue  daher,  die  Kloin'sche  AuffassuDg  beschrankend,  nur 
den  im  Allgemeinen  leitenden  Charakter  der  physikalischen  Anschau- 
ung and  die  Bedeutung  der  confurmen  Abbildung  nur  snweit  an,  dass 
H.  von  der  allgemeinfiten  Abbildungsfrage  (Schlassnummer  der  Disser- 
tation) aasging,  ohne  dass  die  vollkommene  Erledigung  dieser  Frage, 
anch  nur  in  Kezug  anf  die  geschlossenen  krnmnien  Klnchi>n,  fdr  seine 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  Vorbedingong  gewesen  wäre.  Viel- 
mehr denke  Ich  mir  die  Folge  der  Entstehung  so: 

Vorausging  die  Darstellnug  der  algebraischen  Fonclion  als  eindeutige 
Function  des  Ortes  in  einer  die  ganze  Ebene  mehrfacb  Überdeckenden 
geschlossenen  FlSebo  T.  Die  geometrischen  Betrachtungen,  welche  K.  zu 
seinen  Zerschnt-idnogen  der  mehrfach  zusammenhttngeoden  Flächen  in 
F^bene  oder  Raum  führten,  wurden  von  ihm  auch  auf  diese  mehrblättrigen 
ebenen  FUchen  T  angewandt,  wobei  Betrachtungen  der  conformen  Ab- 
bildang  leitend  mitwirkten.  Sodann  betrachtete  R.  die  einfachsten  mebr- 
fach  znsamtnenhXngenden  Flächen,  und  ich  denke  mir  hier,  einmal  wegen 
der  Anschanlichkeit,  sodann  weil  die  gewöhnliche  partielle  Differential- 
gleichung ohne  Weiteres  angewandt  werden  kann,  eine  solche  Über  die 
Ebene  einfach  ausgebreitete  Fläche  £,  welche  von  mehreren  geschloBsonen 
»ich  nicht  schneidenden  Cnrven  (vielleicht  speciellen  Carvett,  wie  Krei- 
aen)  begrenzt  wird.  Eine  solche  FiXehe  wurde  ~  nnd  hierbei  leiteten 
die  phytiikalischen  Gcsichtuptiiikle,   die  Potenlialtbeurio  und   das  Dirich-, 


lat'ichc  Priocip  —  auf  die  mclirbltfltrigr  Hilbebeae  «bgehiMet;  nod  bi«r' 
oiicli  ergab  sich  tcicbt  die  Eiosichl  in  den  alg«briii8vlieo  Charakter  d«r 
BfBiphnog  awiachen  zwei  eindf^utigttn  OrUfaactionpa  in  der  enttercD 
Flüche  —  analog,  wie  ea  Klein  für  seinen   Fall  akizzirt. 

Die  WaUrii-hninlJchkeit  diesen  Gauges  wird  noch  erhöbt,  wenn  man 
die  grosse  Analogie  beachtet,  die  derijolb«>  mit  dem  vuo  Herrn  Scbottky 
in  feiner  Ulssertation  ond  seiner  Arbeit  über  confoime  Abbildung  mehr- 
fach zu»amiDenhäugeDder  Flächen  in  Grelle'«  J.  Bd.  83  genomineDen 
Gange  hat.   — 

E«  Aeien  Doch  einige  Worte  über  den  dritten  Abschnitt  der  Klein- 
acben  Schrift  hincngervigt,  wenn  anch  derselbe  die  hier  behandelte  Krage 
nicht  bertlbit.  Dieser  Abschnitt  giebt  Unleraucbungen  über  conforroe 
AbbildoDgen  ron  beliebigen  FUcheo,  welche  als  Ausführungen  der  An- 
dentnogen  Hienann's  in  der  Schlusenumroer  der  DisserUtioo  anxn- 
sphen  sind.  Dabei  schliesst  der  Verf.  wobi  im  Wesentlichen  an  die 
Ke&ullale  der  üben  cilirten  Schottk^' 'schon  Schrift  au,  gehl  aber  dnrch 
Betrachtung  der  allgemeinsten  FlSohen  nod  ihre  AuknUpfang  an  die 
Theorie  der  algebraischen  Fnnctinoen  Qber  diese  Resultate  bedenteud 
biuaas.  Insbesondere  ist  hierbei  auf  die  Betrachtung  der  symmetri- 
schen Flächen  nnd  ihre  KintheÜang  anfmerksam  au  machen  —  FlScben 
otimlich,  wetchß  eine  conform«  Abbildung  in  sich  unter  Dmlegung  der 
Winkel  gestatten,  nnd  su  denen  z.  B.  solche,  schon  in  der  Sebuttky- 
sehen  Arbeit  auftretenden,  geschlossenen  FlHcben  geböten,  welche  an* 
den  berandeten  entstehen.  Indem  man  beide  Seiten  einer  snlcben  tn  einer 
GesaniintDäcbe  vereinigt.  Aber  gerade  bei  diesen  (Jntersnchangeu,  wie 
am  Anfange  des  §  21,  würe  eine  grössere  Ausfahrlicbkeit  dankenawettk 
gewesen.  —  in  einer  Anmerkung  auf  S.  67  wird  noch  dem  Zweifel  Raum 
gelassen,  ob  eine  Flfiche  vom  Geschlecht  p>l  nicht  unter  Umständen 
durch  unendlich  viele  disciete  conforme  Abbildungen  io  sich  übergeben 
könne.  Diese  Möglichkeit  bleibt  jetzt  ausgcschlo^cn ,  sowniil  durch  den 
algebraischen  Beweis,  welchen  ich  im  20.  u.  21.  Bd.  der  Math.  Ann.  ge- 
geben habe,  als  durch  im  19-  und  20.  Bd.  der  Math.  Ann.  entbalteao 
Noten  von  Klein  Über  eindeutige  Fnnctionen  mit  linearen 
Transformationen  in  sich.  Gerade  d»r  letztere  Umstand  verdient 
hier  Erwähnung,  weil  er  auf  ein  neues  Gebiet  hinweist,  dessen  Idee« 
bei  allen  Forschern  wesentlich  an  den  UiemaDn'scheo  aufgewachsen 
sind,  das  ferner  eng  mit  der  von  mir  angenommenen  Entstehung  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  aas  einem  sjieciellen  Abhildnngs- 
problem  suiammenhSngt  (vergl.  insbesondere  die  nachgelassenen  Formeln 
Biemann'a,  Werke  Kr.  XXV,  S.  413),  nnd  das  in  seiner  Verbindung 
der  geometrischen  Betrachtungen,  der  algebraiicben  Functionen  nnd  der 
lineAren  Diffprentiatgleichtingen  eiuea  der  wichtigsten  der  oeoerea  Ada- 
Ijrsi»  an   werden   verspricht. 
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Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik. 


Von 

Dr.  Eduakd  Mauleb 

Im  WI'h. 


To  der  bieitoriscIi-ltterAriBcheii  Abllieilnrig  der  Zcitsclirifl  für  Halbe- 
'inatik  und  Physik  (Hd.  XX  S.  163)  drückt  Herr  Gau  tor  aof  Grand  einer 
Tslinadstellc*  die  Vermathnng  an»,  die  Zahl  w  =  3  »ei  oricntaÜHchpn 
Crupruogs.  Nach  vreiterco  ÄasoiuanderBetzaDgcD  Aber  diese  TalmudHt[>I)e 
sagt  Hpit  Canlor;  ,,I)nuu  fulgeu  noch  wrilero  Kehr  Kchwer  vorstSudlicbe 
Äasoinandersetjtungou  Uhor  riücbeitinbalto  den  Kt eisco ,  dfs  iiinscbriebeueo 
und  d«8  eing«6cbriebeDcn  Quadratet,  fflr  deren  ErUatemog  wir  sebr 
dankbar  w^rcn.  MOgen  G«lobrte,  deren  Sprachkcnnlitiase,  von  matbc- 
mBliachcni  Wissen  untttrclützt ,  ihnen  die  FHbigkeil  verleihen,  jenes  Ma- 
terial zu  öberiicbanen  und  zn  siebten,  «ich  der  für  lie  wnhl  nicht  ober- 
Bitiigea  Mübe  nuterziehen.  Kine  Frage,  welche  gteichfalU  von  sol- 
cher Seite  ber  beantwortet  werden  mlüste,  iat  die  nach  dem  Alter  der 
betreffenden  Tnimndiitelle/' 

Ich  bahn  mich  aon  dieser  Aufgabe  unterzogen,  aber  nicht  blas  diese 
Talmudstflle,  sondern  alle  diiuüt  in  Zusamnieuhaug  stebeudeu  und  auf 
dienen  Gegenstand  Bezug  habenden  Stellen  gesichtet  und  gefandeu,  das« 
dieKolben  für  die  (^eecbichle  der  Mathematik  von  grösater  Bedeutung  sind. 
Nicht  unr  dio  2alil  ti  =  3  bat  —  wie  dies  «Kmmtliche  auf  dcu  Kreis  Ije- 
xtlg  hab«Ddea  Stellen  beweisen  —  orientalischen  Crsprung,  auch  das 
Zetlegen  eines  FUclienatUckus  in  unendlich  rielH  unendlich  kleine  Ele- 
mente, das  Summiren  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinou  FlScheu- 
vtroifen,  somit  das  Wesen  der  Intt^gralrcchnnog  find^^t  sieb  daselbst  vor,  was 
doeb  für  die  Qcacbicbte  der  Attßren  Mathematik  gewise  von  Wichtigkeit  ist. 


Der  Inhalt  der  erwKhntcD  Talmudstclle  ist  folgender: 
Rabbi  Jocbauan    üagt ,    eine  8uccba    mit    kroißfSrmigcr  Baaiti  soll 
24  Ellen   im  Umfange   auf  S  GIlou  in  der  Breite  haben,   und  begründet 
dies  mit  deu  Worten: 

A)   „Jedes  Kreisrund,   das   im  Umfange  3  Spannen   bat,   hat  in 
der  Breite  1  Spanne." 
Oe-gen  diese  Worte  dea  Rabbi  Jocbanan  polemieirt  die  Gemarah, 
indem  sie  fragt: 

*Bweha,  Fol.  7,  t. 


B)  n^™  wievi«!  ist  eio  Qotdrat*  gr&sser  als  ein  Kmi?  am  \i 
ODD,  dann  vfiren  ja  12  gpDog?" 

Tlipraof  wird  erwidert,  dass  Rabbi  Jochanan  nicht  eitlen  einem 
QDadrat  eioge^cbriebenen  Kreie,  sondern  einen  dienern  Quadrat  amacbrie- 
beoen  Kreis  gemeint  babe,  nod  dieser  atebt  aum  Quadrate  io  dem  Ver- 
bflltDisee  wi«  3:2,  denn: 

C)  „Ein  einem  Quadrate  eingescbriebener  Kreia  ist  nm  \  kleiner 
als  das  Quadrat;  ein  (lieaem  Kreiae  eingeacbriebeues  Quadrat 
hat  die  Hilfte  des  ersten  Quadiates," 


Wir  eotnebmen  dem  bisher  Vorgebrachten ,  dass  bei  den  Opinara- 
bisten  allgemeia  n  =  Z  als  VerbMltnieszahl  awischen  Umfang  und  Durcb- 
meaaer  eioea  Kreisea  galt.  Wir  entaehmen  aber  auch,  daita  die  Gema- 
rabisten  bereits  die 'I'bateachf  crkanotoD,  dass  FUcbe  viuea  eiuetn  Kreise 
amscbri ebenen  Quadrates  znr  Flüche  dieoea  Kreises  in  dem  Verhültniaae 
4:w  (n  —  3  vcransfiefiftlzi)  «lebt  (B)  und  C)]  und  daas  die  FlMclie  eiriM 
einem  Kreise  eiDgeachriebenen  Quadrates  halb  «o  groM  ist,  ala  die  Fiftehe 
des  dieaeai  Kreise  nmscbriebenen  Quadrates  [siebe  C)]. 

Es  Bcbeiiit  aber  auch,  Habs  sie  die  BegrifT'p  Kreisumfang  und  Kreis- 
6Xche  mit  einander  verwecbselten ,  oder  wenigstens  glaubten,  dass  Ver- 
bftltuiase,  die  swischen  der  FUehe  eine«  Kreises  and  der  eine«  Qaadra- 
t«B  besteheo,  aneh  für  die  Umfttuge  gelten;  denn  anfangs  «trd  niu 
Tom  Umfange  eines  Kreises  und  Quadrate)«  gesprochen  [siehe  A)], 
wllbrend  der  Sata  C),  der  die  Werte  des  Rabbi  Jochanan  venbeidigt, 
nm  ao  Rabbi  Jochanan  mit  Rabbi  iu  KiokUng  zu  bringen,  sieh 
durchaus  nur  auf  Flftche  beziobeo  kann,  da  nur  die  Flüche  eines 
Quadrates  znrFIficbe  eines  ihm  amachricbenen  Kreises  in  dem  Verhüllt- 
niase  2:ir  oder  —  ä  =  3  voran sgoaetzt  —  2:3  steht;  keineswegs  sieben 
aber  die  UmfXnge  in  diesem  Verhältuisse  zu  einander.  Aach  ist  die 
Flache  eines  einem  Kreise  umschriebenen  Quadrates  sweimal  so  grosa, 
als  die  Fläche  eioea  diesem  Kreiae  eiDgcscbriebenen  Quadratea;  keines- 
wegs gilt   dies  aber  für  die   UmfJinge  dieser  Quadrate. 

Erst  die  Baleh  ToBretfa**erkanoteo  dieTbauache,  das«  von  FUohe 
auf  Umfang  nicht  zu  schliessen  aei,  und  begründen  ihre  diesbccUgliche 


*  Babhi  (d.i.  Rabbi  Jehadah  Haunassi,  aoch  Rabbenuh  bakodanaoh 
geonnnt)  sagt,  ein  Sncoba  in  Kenn  eines  Quadrates  soll  eine  BeitenUnge  von 
4  Ellen  haben. 

**  Di«  Baleh  Toafeth  waren  n&ctut  Raschi  die  herrorragendsten  nnd  bedea- 
teoditen  Commeutatoren  de«  babyloniachco  Talmods;  sie  lehten  4900-  6I0U  n.  K. 
d.  W  ,  d.  i.  1140-  1940  n.  Chr.  Geb.  Wer  der  Verfa«wr  jener  Tosretli-Stena  ist. 
ist  nicht  erwfthnt,  aber  im  Allgemeinen  ist  es  Rabbi  Jitzchak  iRi  genannt), 
der  deabulb  anefa  Rabbi  Jitzcbak  Baal  Tosfeth  beisst.  Kr  «tndirte  in  Cor> 
dora  und  gmit  in  gun  Spanien  als  lvervoTnig^()&  tecki:>iä^t^iVv.i&.    fir  li-bte  4890 
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SO!» 


Aasclianaog  damit,  daes  der  Umfang  moes  Kreises,  dessen  Diameter 
=  4  Utf  gleich  ist  dem  Umfange  eines  Quadrates  mit  der  SeiteolMoge 
3,  wSbrond  die  FiSchou  dieser  beiden  Figarea  nicht  gleich  sind. 

Inlereuant,  ja  ron  gröwter  Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  ita* 
themalik  ist  der  Beweis,  den  die  ßaloh  Tnsfetb  fßr  den  Satz  liefern, 
daM  FUahe  eine«  Quadrate«  xnr  FUehe  des  ihm  eingesohrtehenen  Kreises 
in  dem  Verbältnisae  4:n  oder  (:c=:3  voransgeaetit)  4:3  steht. 

Denken  wir  ans  —  sagen  die  BalehTogfoth  —  einen  Funkt  and 
am  diesen  einen  unendlich  kleinen  unendlich  dilnnen  kreisfiiriuigeu  Faden 
gelegt  j  anendlich  nahe  nm  dienen  sei  ein  awpiter  nnendlich  dünner  kreiti- 
f&raiiger  Faden  gelegt,  am  welchen  wieder  unendlich  nahe  ein  dritter 
unendlich  dhuuer  krei^fSimiger  Faden  geben  soll  u.  •.  f.,  his  man  eine 
kreislömiige  FiMcbe  erhHlt,  deren  UnrchmesBer  I  Spanne  betrügt;  dann 
hat  der  Umfang  3  Spannen.  Nun  denke  man  sich  einen  Schnitt  geführt 
vnm  Rande  der  Krt.Mfcfliiche  bis  znm  Mittelpunkte  hin  und  die  einzelnen 
FSden  in  ihrer  Rvthenfulgu  v»to  äussersten  bis  zum  iunentlen  in  Geraden 
sasgestreckt  übereinander  gelegt,  so  erhKlt  man  ein  gleichachenkliges 
Dreieck,  deraen  Basis  3  Bp.  und  deitHen  Hßhc  {-  ^p-  beträgt.  Nun  fhbro 
man  wieder  einen  Schnitt  vtiu  der  ßpitzu  dieses  Uri-iecks  bis  gegen  die 
Mitte  seiner  Basis  hin,  so  erliiU  mau  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  die 
Ikogs  ihren  Hypotenusen  über  einander  gelegt  ein  Kechteck  geben,  dessen 
Boiis  i^  3p.  und  deiseu  Höhe  ^  Sp.  i»t  and  das  dnrcb  swei  passende 
QqerschnittR  m  drei  Quadrate  von  der  Seitenlünge  =  ^  Sp.  aerfAllt. 

Nnn  denke  man  sich  unendlich  viele  unendlich  dQnne  Flden  von 
der  LXnge  =  1  Sp.  unendlich  nahe  an  einander  gelegt,  bis  man  ein 
Quadrat  ron  einer  BeitenlXnge  s=  1  Sp.  erhält,  so  kann  die«  aU  ein 
Torigem  Kreise  umschriebenes  Quadrat  aufgefaest  werden.  Nachdem  aber 
dieses  Quadrat  durch  passenden  Quer-  und  passenden  LKngenschuiit  in 
vier  Quadrat«  von  der  SeitenlHuge  =  ^  Sp.  zernült,  su  ist  der  Beweis 
geliefert. 


Dies  ist  der  Gang  des  B«ir^«es,  den  die  Baleh  Tosfeth  lieferten; 
wenn  er  auch  in  der  VoraassetzTing  n=3  gipfelt,  so  ist  derselbe  doch 
nennenswerth  and  fOr  die  Geschichte  der  Mathematik  von  grösster 
Wichtigkeit,  da  er  das  Summiren  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Klementen .  das  Zerlegen  eines  FlSchenstUckes  in  unendlich  viele 
unendlich  kleine  Flftcbcnstreifen,  also  das  VVeseu  des  Integrirons  bringt. 

Von  Interesse  mag  anch  die  Bemerknog  sein ,  die  die  Baloh  Tosfeth 
auf  den  Satx   der  Gi-marnli : 


bis  i9m  0.  E.  d.  W.,   d.  i.  11^0  —  1130  n.  Chr.  Ueb.     Eiuige  behau\it«n,  dei  UJL  «». 
int  Jahre  4tMl3,  d  's.  ilOS  u.  Chr.  Geb.,  im  Alter  von  9Q  Sal^Tiia  %««\Ax\«ett. 
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D]  f.  Jeder  Elle  in  der  RicIitoDg  der  Seilenlinge  eines  Quadrates 
enUpreoben   1|  Elle  in  der  Richtung  der  Diagonale** 
macben. 

Ueaken  wir  an«  —  «agen  die  Baleh  Toafetb  —  ein  Quadrat  mit 
der  8eitenlHage  «=  10  EinbeileD,  so  bat  dasselbe  einen  labalt  von  100  ■ 
QnadrateinbeiteD.  Darcb  «inen  passenden  Quer-  und  paeseudeu  LAageU' 
Bcboiti  kann  man  das  Qnadrat  in  vier  Quadrate  von  b  Einheiten  Seiten- 
ling«  serlegen.  WHre  nun  der  8atx  der  Gemarab  richtig,  so  würde  die 
Diagonale  einei  aolcben  QoadrateB,  welche  gleichzeitig  die  Seite  dee  dem 
gegebcaen  Quadrate  e in geach rieben en  QoaiJratcs  Ist,  7  Einheiten  and 
somit  dau  eingeschriebene  Quadrat  49  QuadraUiinheiteo  haben,  wfitireod 
BB  in   der  Tliat  50  Quadrateinhi'iteu   hat. 

Was  die  weitere  Frage  nach  dem  Alter  der  botrefFenden  Talmndatetlc 
betrifft,  so  giebt  ans  das  Buch  „Sepber  hadauraoth"  ^Bacb  der  Ge- 
schlechter), das  dio  MSnner  anfzühlt,  die  sich  an  der  Dincaseion  einer 
bestiinniten  Ballachah  (ritnellpa  Gexelz)  hetheitigten ,  und  dia  Zeit  an- 
giebt,  in  der  dieselben  bervorntgeDd  virkten,  einige  Anfkl&rung.  Nach  ■ 
den  Angaben  diese«  Bncbea  soll  Rabbi  Jüchanan  im  Jabte  394S  n.  B. 
d.W.  (d.  i.  ISS  n.  Chr.  Geb.)  Nassi  (d.i.  KUrnt)  geworden  sein;  also 
stammt  die  im  Eingänge  erwähnte  Hallacbah  jedenfalls  ans  dem  2.  Jabr- 
hundert  n.  Chr.  Geb. 

Scblietfslicb  erachte  ich  es  als  aogenphnie  PHicbt,  an  dieser  Stelle 
meinem  vielgeltebien  Tater,  dem  ehrwürdigen  Herrn  Salam.  Mabler 
(Rabbiner  in  Pressburg),  meinen  innigsten  Dank  fUr  die  MUbe  auamn- 
sprcchen,  die  er  sich  gelegentlich  einer  Rücksprache  bezQglicb  dies«r 
Talmadstelle  nahm.  Auch  glaube  ich,  diesen  Dank  im  Namim  aller 
FachgenoBsen  abstatten  zu  dQrron. 
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SüBLKGKL,  ViCTOH,    Lehrbaoh   dfir  elemeotaren  Mathematik.     4 
WuIfcDbUttel,   bei  Zwinalei. 

Die  grotie  ZabI  der  mal  bema  tisch  cd  Lfihrbtiober,  wulcbe  in  der  leis- 
ten Zeit  erschieneD  Bind,  spricht  dafür,  dass  das  BödUrfaisB  Dach  Um- 
ge#tallDag  des  conthernntischRD  Uotcrricbis  tou  Bcbr  vielen  Lehrern 
gefühlt  wird,  dass  aber  Über  die  Art  der  UmgestallUDg  koino  Eiuiguog 
erreicht  ist.  Dabei  ist  es  besooders  erfreulich,  daas  Mliauor,  welche  in 
der  Wisseoscbaft  seihst  bereits  Tüchtige-«  geleistet  haben,  ihre  Zeit  nnd 
JUühe  dur  Abfasenag  roo  Lehrbüchern  widmen.  Schon  aus  diesem  Uronde 
muM  das  Entcbeinrn  des  vorliegenden  Werkes  freudig  begrflssi  nod  das- 
selbft  eiopt  eiagebpiideren  ßesjirechung  gewürdigt  werden.  Referent  be* 
daoert,  durch  äoüeere  Umstflnde  an  der  früheren  Abfassang  der  Anzeige 
gehindert  an  sein. 

Herr  Schlegel  will  dem  Unterricht  nicht  einen  Leitfaden,  soodem 
ein  Lehrbuch  zq  Grunde  gelegt  winseo,  und  vertheidigt  seine  Anaicbt 
mit  ficbwerwiegeodeD  nnd,  «ie  uns  scheint,  nnwiderleglicheD  GrUaden. 
Weil  aber  der  niatliematificho  Unterricht  Tnr  Allem  „mathematische  Bil-' 
düng  anstrebt  t  bestehend  in  klarer  Erkenntniss  des  innem  Zasammon- 
bangea  nnd  der  Bedentnng  der  mathematiscben  Wahrboiten,  in  Uebor- 
aicbt  über  daa  Ganze  nnd  Einsicht  in  die  einüclnon  Tbeile",  so  soll  auch 
das  Lehrhncb  ,,vor  Allem  der  wiseenschaftlichen  Seite  ihr  Recht  werden 
lassen,  ohne  sich  ängstlich  an  Pensa  an  klammern".  Demgemäss  wird 
die  strengste  Eintheilang  im  Ganzen  nnd  Im  Einzelnen,  vielfach  im  An- 
echlas«  an  Grassmann,  dDrchgefOhrt.  Die  Dofioition  der  Mathematik 
and  die  Begrenzoog  der  einzelnen  Zweige,  womit  das  erste  Hnft  beginnt, 
ist  vielleicht  selb»!  fUr  einen  Primaner  nitcb  zn  schwer,  gehört  aber 
gewiaa  zum  Besten,  was  hierüber  bis  jetzt  geleistet  ist.  Von  den  auf- 
gestellten Tier  Zweigen  enthalt  das  erste  Heft  die  Arithmetik  nnd  die 
Coinbiustorik;  jede  zerffilU  in  eine  reine  nnd  angewandte,  die  reine 
Arilbmetik  wieder  iu  die  Lehre  von  den  einfachen  und  den  znsammen- 
ges«tsten  Zahlen,     Die  erste  behandelt  die  sieben  Gmndrechnnngen,   und 
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Bwar  Ederst  filr  die  ganzen  positiven  oder,  wie  der  Verfasser  sagt,  die 
aboolnlPD  Zahlen.  Krsi  nacbdem  di^ae  Lehren  volletündig  eracliöpfl  sind, 
treten  die  „nlativea"  Zahlet):  die  Null  Qud  di(>  negativen,  die  Ein«  nnd 
die  umgekehrten,  sowie  die  irrationalen  Zahlen  hinzo.  Die  complexeo 
Zahlen  kommen  in  diesen  Ahncbnitte  noch  nicht  vor,  sondern  scblieiseD 
eich  den  qnadratischen  Gleichnngen  an.  I^ie  Lehre  von  den  anKAmroen- 
ge«etzicii  Zahlen  zerfällt  in  die  fünf  Abscliuitle:  Polynome,  Proportionen, 
OleichoDgen ,  Reihen  und  Kettenbrilche.  Ich  gehe  anf  die  Kinxelheiten.  ■ 
sowie  auf  die  Combinatorik  nicht  uSber  ein,  obwohl  manche  EigentbUm- 
lichkett  Inhrnd  zu  erwShnen  vrKre;  nur  glauhe  ich  auf  die  gemeinscfaan- 
liobe  Methode  sur  Lösung  der  Gleichungen  cfreilen,  dritten  und  vierten 
Graden  aafmerkitam  machen  xa  münsen;  der  oinfache  GrQndgedaokr ,  nKm- 
lieh  die  KinfQhrung  einer  Itoearen  gebrochenen  Function  der  Unbekann- 
ten,  inass  dem  Schüler  sofort  klar  werden  und  sein  dauernder  Beaiti 
bleiben ,  während  die,  auch  milgetheilten,  mehr  kOnetlichen  Methodeo 
erfahriingdmüiiKig  leicht  wieder  verge«8en  werden. 

Das  «weite  Heft  bebaiidell  die  Geometrie,  nämlich  denjenigen  Tbeil 
der  Haumlehre,  welcher  den  in  den  Gebieten  der  Geraden  und  der  Ebene 
Torkoutn enden  Gebilden  gewidmet  ist.  Wie  spüter  in  der  Stereometrie  ■ 
Anden  wir  die  Einthctlnng:  reine  nnd  rechnende  Geometrie.  Die  Berech- I 
tiguug  dieser  Kintheilung  möchten  wir  sehr  bezweifeln;  die  Darelcllang 
des  Flttcbenraumes  nis  eines  Productcs  von  Strecken  und  die  Kreisreoh- 
nnng  sind  uneetea  Erachtens  auf's  Engste  mit  der  „reinen"  Geometrie 
verbunden  nnd  finden  in  derselben  itirr  naturgemiUse  Htoilung.  Die 
reine  Geometrie  zerffilll  in  eine  Geometrie  der  bewegten  und  der  ruhen- 
den  Gebilde.  Nachdem  in  der  Einleitnng  der  ßegriff  der  Richtong  vor* 
ausgesetzt  und  darauf  die  Parallelentheorie  begründet  ist,  wird  die  Be- 
wegung meisterhaft  durchgeführt;  dieselbe  dient  nicht  nur  <nr  wesentlichen 
Vereinfachung  der  Beweise,  sondern  bietet  auch  ein  gann  vorxtiglicbes 
Eintheilnngspriocip,  nnd  wir  bedauern  nur,  uns  dieser  BcgtUnduag  der 
ParallelensKtae  nicht  anschliesson  zu  können.  Die  Geometrie  der  ruhen-  ^ 
den  Gebilde  baut  sich  auf  der  Projectivitftt  und  diese  anf  der  perspecti-  I 
vischen  Lage  auf  Kurz,  aber  klar  und  cinfscb  werden  Cottgmenz, 
AftinitSt ,  Aehnlichkcit  und  C'allincation  unterschieden,  jedoch  werden  nur 
die  beiden  letalen  genauer  heliandelt.  Da  snnitcbst  die  ähnlichen  Drei- 
ecke einen  gemeinsamen  Ktkpunkt  zum  AehuHchkeitepunkt  haben,  so 
ergeben  »ich  ihre  Eigenschaften  mit  besonderer  Einfachheit.  Daran  schlieMt 
sieb  die  Aehulichkeit  bei  verkehrt- perspectivischer  Lage,  die  Lehre  von 
den  Iholichcu  Polygonen  nnd  die  Anwondnng  auf  Kreise.  Die  Mehrzahl 
der  bei  der  Cnllineatlon  behandelten  SKtso  könnte  vielleicht  ebenso  gut 
der  Aehnlichkeitslehre  zugeordnet  werden. 

Auch   dat>   dritte  Heft:   die  ebene  Trigrmometrie,   nebst  einer  (auch 
hin   ver käuflichen)   vierstelligen   Logarithmentafel,   bietet,   theHweis« 


I 


I 


RecenstonA'. 


im  AoBcbltue  ko  Grassmimn,  riel«  EigentbüniHclikeitpa,  welche  grKiii- 

tentheil«  für  VoraUge  erklSrl  werden  inüt8«D.     Zwar  ki^onco  wir  es  nicht 

billigen,     das«    eueist     der    Coeinus    «jiitKOr    Winkel    allticitig    bt'liandelt 

nnd    sogar    daa  Additiouslbeorcni    für  densplbcn   iilig4*lcit«t   wird,    che  die 

Übrigen    Knnciion^n    deünirt  aiod.      Wir  vt^rkenn^n   dJ«   Bedeutung   der 

GrBnde  nicht,  wi'ldic  drr  Verraeser  für  dif^se  Behandlung  «nrutirt,  glanbeD 

Aber,  dnBH  dii*  Wichtigkeit  dienrr  Kiin<.-tion(^n   gevadi*  in   iliri^r  V>rhindQQ|^ 

bemhi.      Abgr^ehän   bif>m>u,   hnt  uns  dieser  AbachniU  sehr  gut  gefalteD, 

Nachdem  die  Functionen  de«  «piUeu  Winkels  vnlletSndig  en^chöpft  sindi 

wild  der  CofiiDQ»  eines  beliebigen  Winkel»,  dessen  Schenkel  gleich  laug 

tiad  t  dcfinirt  als  die  „  Pmjection  eines  Schenkels  anf  den  andern ,  divi- 

dirt  dnrcb    den    andern'*.     Die    anderen  Functionen    ergeben    sich    darch 

einfache   Rechnung,    und   neben   dfn  hohen   wiiisrfnscharilicheti  nnd    |iJidH< 

gogiflchen  Voixiigen,   vrelctie   dieeet  Melhnde   eig«o  sind,    Hillt   «a  wnug 

int  Gewicht,   daas  auf  die  Auscbanlichkoit   fUr  die  anderen  KnnctioneD 

versiebtet  werden  mnits.     Im  Weitern  enthalt  dieses  Heft  eine  gründliche 

Theorie  der  einfacheren  nnendlichpn  Keibeu,  bei  den  Drcieckübereobnnngen 

groaae    Oeriicksiclitignng    der    Radien    der    Kreibf*,    die    tiigonometniiebn 

Xiösting    der    quadratischen    und   kubischen  Gleichungen   und    unter   den 

Aufgaben  Grasflmaoo's  Verfahrea,  rationale  scbiel'winklige  Dreiecke  xn 

beetiminen,   nebst  einer  'l'arrl  von  je  JOO  rationalen  rechtwinkligen  nnd 

schiefwinkligen   Dreiecken- 

I  Das  vierte  Heft,  die  Stcrenoietrie  and  sphfitiBcho  Trigonnmetiie  ent- 

lAltAnd,  reiht  sieb  den  frUhi-ren  würdig  an.  Namentlich  muss  her*or- 
^bobeo  werden,  dasa  ea  dem  Verfasser  gelungen  ist,  die  Eiutheilaog 
'Bnd  die  BeweisverfalireQ  genan  dem  im  aweiton  Evfto  befolgten  G«Dge 
nacbxnbilden,  pin  IJmsrand,  welcher  unbedingt  einen  wesentlichen  Vor- 
zug vor  der  grbrftuchlicheD  llehandlungsweise  bildet.  Nur  die  •Stereo- 
metrie der  ruhenden  Gebilde  iet  mit  Recht  weggelftssen.  Gleichwie  du 
xweite  lieft  im  Anhange  eine  elementare  Theorie  der  Kegelechnitte  bietet, 
welche  sieb  anf  die  Grundeigenscbafi  der  Brennstrahlen  gründet,  so  ist 
dem  vierten  Ueflo  eine  elomeutnri'  Beschreibung  der  Flitcben  sweiteo 
Oradea  beigegeben. 

SchliasBÜch  milHeen  wir  noch  erwühnen ,  daas  der  gebotene  Stoff 
iiuserit  reicbhaUig  ist,  das«  das  erste  und  dritte  lieft  zum  Schlase  eine 
Uebersicht  über  alle  Formeln  nnd  Kegeln  enthält,  bKufig  verbunden  mit 
Aoleitongen  zur  Recbnuug,  dnss  dem  «weiten  nnd  vierten  Üefte  reiclitiche 
Anfgabenaammlungeu  beigegehen  sind  nnd  dnss  ein  Anfanga-  nnd  ein 
alphabetibcbes  Schluasrcgistor  in  jedem  Uefte  genan  aber  den  Inbftlt 
oricniirt. 

Waa  onn  die  Form  anhetriS^,  so  ist  die  atarre  eaklidische  Behand- 
lung, in  welcher  jeder  Satz  tut  sich  ein  kleines  Ganze  hildet,  voUsiHudig 
verlassen.      Wie    in    den   Beweisen    die  Bewegung    in    ihrem  ganacu   Mi 
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Innre  beschrieb«!)  iwird,  u  Bofareitet  such  die  Entwickelnog  in  Bteti^em 
Gnnge  fort  and  der  Lebr«*tz  ersehoint  stoti  aU  dti  lettt«  Glied  in  etBcr 
tafs^rst  knappen,  nber  doch  klareo  Dartegang.  Nur  wenn  die  Beweiee 
des  VerfasBera  aicb  wf>a9nt1ii^li  tdu  dco  gebrkucbliebcD  uiitPrficheiJ«o, 
lind  di<>  letxtftren  in  Aom^rkDogen  beigegeben. 

Wir   echcD,    e«   cind    bier  gftnz  einsehDeidende   AeDdorangen  in   der 
Anordnung   dei  Stnfreii,    in   der  Bewt^tuführnng  und  in  der  ÜRrslellangs- 
weise   Torgenommeti.      Die  Fmge,    nb   dar  Herr  V^rfafiser  savetleo   oicbt 
BO  wf^it  gegangen  iet,  vertnÖgeD  wir  nicht  na  r-ntsrlieiden.     Gewiss  sind 
die  in  den  Vorreden  entwickelten  Aneicliten  volUtJindig  richtig,  wenn  aicb 
ftQch  QbcT  Einzelnes  noch  rechten  iXsst.     Aber  wie  der  Unterricht  aelbct,  ■ 
so    muBB   such   das  Lebrbiicb  anf  die  mensclilichen  Schwachen   RUcksieht      \ 
nehmen;   ror  Allem  ronss  das  VerstHuduiss  erleichtert  werden,  und   wenn      , 
dabei   der  eyAtematische  Aufbau   nicht   gans   gewalirt  werden    kann,   so  ■ 
darr  in  dieser  Ilinsicbt  dem  Lehrer  am  ehesten  etwas  überlassen  werdon.    ^ 
So   möchten   wir  den  Verfasaer  bitten,  diejenigen  Gesetze  der  Arithmetik, 
welche    nnr    fttr    positive    ganze    Zahlen    gellen ,    finsserlich    konnüiefa    an  ■ 
machen,   damit  sie  der  Schtiler  vnn  den  allgemein  gillignn  Oesetxea  unter- 
scheiden   könne.      Die    irrationalea  Zahlen   bind  uneerer  Ansicht  nach  zQ 
korx  behandelt;  namentlich  bXtten  wir  eine  BegrUndnng  der  Möglichkeit 
gcwünficht,  mit   irrationalen  Zahlen   ta  rechnen,   da  wir  hierin  wesentlich 
ein    Hechnen   mit   Ungteichheiten   erblicken. 

Einige  Beweise  fanhen  wir  trotz  des  eifrigsten  Bemähen«  nicht  ver- 
stehen können,  i.  B.  den  Beweis  dea  Satzes  (U.  II  S.  21):  Werden  swei 
Gerade  von  einer  Anzahl  Parallelen  geschnitten,  so  verhalten  sich  die 
Strecken  auf  der  einen  Geraden,  wie  die  auf  der  andern;  ebenso  den 
ersten  Beweis  für  den  FnudsmentsIsatK  der  Stereometrie  (H.  IV  S.  21). 
wSbread  der  zweite  nurichtig  iat.  In  U.  II,  S.  S6,  Satz  1&9,  wird  obne 
Beweis  angenommen,  dass  cungraente  Pnlygone  immer  dnrch  Drehnng 
nm  einen  Punkt  znr  Deckung  gebracht  werden  ktinnen.  Aehnliche  Be- 
denken  haben  wir  bei  den  Beweisf^n  der  8Hlze  201  ,  255,  123  nod  172; 
in  den  lelzleo  Fkllen  gilt  der  Beweis  nieht  fUr  alle  Lagen  der  Gebilde. 

Diese  kleinen  Ansstellnngeu   können   dem  Werthe  des  Ganzen  keinen 
Abbrach  tbun.     Kein  Lehrer  d«rf  es  aQtetla&iien,  in  die  eigenthUmlicben 
Methoden    and  Gruppimngen    des  Baches   einsudringen,    ond  aebr  viele  I 
werden   mit  dem  Referenten   erkennen,   wie  grosse  Forderung  dicseH  fluch    ~ 
unter    der  Leitung    eines   tüchtigen  Lebreis  dem   Unterricht  zu  gcwihren 
vermag. 

Brilon.  Dr.  Kilukq. 


SotiBNOBL,  L110PUI.D,  Beitr&ge  aar  Theorie  der  Fnnotioaen.  Halle,  bei 
n.  W.  ficlimidt. 
D»Ä  vorliegende  Workclifin  ilarf  auf  eine  ain  bo  rrenndltcherf  Anf- 
Qftlinop  rechucH,  da  der  Ilen-  VerfaisBer,  soviel  wir  wiseen,  not-li  in  Jnpan 
weilt*  und  datch  diestt  schöne  Arbeit  de«  Uftod,  welches  ibn  tnil  den 
Maitieraatikern  seines  VairrUndcB  verbindet,  noch  fester  knüpft. 

Der  Inhalt  steht  >a  oaliem  ZaeamtneobaDg  mit  dem  dreier  Abbend- 
Inngen,  welche  der  Verfasser  in  Borcbardts  Journal  (Bde.  SO,  82,  84) 
rertifTentlicbt  hat.  Namenllicb  iüt  ee  die  IcUte,  unter  demselben  Titel 
encbienene  Abbandlang,  welche  bior  welter  auügefUlin  iei,  und  das  dort 
«Qfg enteilte  allgemeine  Oeaelz.  welches  lehrt,  wie  man  eine  Function 
durch  eine  Reihe  mit  dem  allgemeinen  ßliede  {x-\-f/)(jc-\-r/y)^r-i-ff*if),., 
■  . .  (x-f- v"~'.'/)  darstellen  kcinne,  liegt  auch  den  Kntwickelungen  dieser 
•Arbeit  zn  Grunde.  Wie  diene  Kethe  eine  Verallgemeinerung  der  Taylor- 
aebeu  darstellt,  so  steht  mit  ihr  eine  Verflilgemciuerung  der  Differential- 
^Qolieuleo,  der  Binomialcopffictenten  a.  A.  in  engster  Verbindung.  Diese 
Kieuen  Betrachtungen,  deren  Keime  sich  allerdings  in  rrUheren  Arbeiten 
inden,  taftfien ,  wie  dae  Werkeben  zoigt,  zahlreiche  Anwendungen  za, 
3auentlich  anf  die  Darstellung  der  elliptischen  und  der  KttgelfuDCtionen. 
Die  Beweise  kommen  ihrem  Wesen  nach  meistens  nur  auf  eine  Vert- 
Aeatton  hinaus.  Darnm  begnOgt  sich  der  Verfasser  auch ,  zu  zeigen,  dass 
«lie  gewonnenen  Resultate  den  geKtcIlten  Bedingungen  formell  geiiilgeu, 
«hne  auf  Onnvergenshedingungen  n.  dergl.  nSher  einzugeben.  Das  war 
indessen  um  so  weniger  nothwendig,  als  die  erhalteneu  Fnimeln  meistens 
bekannt  sind  und  das  luteresse  Tor  Altem  durch  den  '/usammenhang  mit 
der  neuen  Theorie  und  durch  die  beHonders  einfache  Herleitnng  bedingt 
wird-  Auf  S.  25  nnd  26  entwickelt  der  Verfneter  eine  neue  Aurfattsung 
der  unendlichen  Reibe,  nach  welcher  dieselbe  als  eine  stetige  Fulge  von 
Elementen  angesehen  und  deshalb  mit  einer  Geraden  verglicheu  wird. 
Wir  haben  uns  indeseeo,  abgesehen  von  der  Künsilichkeit  dieser  Auffas- 
sung, nicht  Ilberzengcn  kSnnen,  dass  dieselbe  brsondern  Vorthoil  biete; 
»ir  glauben  doch  nicht,  dass  er  die  Darsteltung  einer  beliehigi^n  Func* 
Üou  der  Lage  eines  Punktes  in  einem  Gebiete  von  v  Oimensionen  durch 
karmonieche  Kugelfunctionen  von  v  Dimensiouen  hiermit  znaammeastel- 
leu  will, 

Brilon.  Ur.  Killino. 

J.  C.  Haxwkll,    An    elementary   Treatise   on  Eleetrioi^.      Edited   by 
W.  Gahkrtt.     Oxford  I88I.     208  S. 
Das  Werk  ist  ein  Fragment  aus  dem  NachlAss  MaiwelFs,  welches 
durch  Abschoitte  seines  grössern  Werkes  ttfaer  Elektricitjil  und  Maguotis- 
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mna   von   dem  Heratisgeb^r  tnüglichst  ergftnct  imrde,  ao  dus  ein«  vo 
sUnilige  Äbbsodlang  fibcr  die  eiek  tri  seit  pd  Er&ehpiauagRQ  enUtanclen  i 
8»«eit   diese   niclit   auf  der  WeebBclwirkong   tvibcbcD   bewegton  elektri- 
flcbeo  Musen  beruh<^a. 

In  der  fragmentkriscben  Vorrede  des  Verfassers  sagt  derselbe,  du> 
er  seilbor  die  L't'bcrlegciihoil  der  .Methode  Farnday'p  (ibrr  diejenige  der 
GrUndf^r  der  matbematiscbon  Tbeorie  der  KlektricitSt  erkannt  babe.  Dem* 
gomSss  findet  idao  in  dem  Werke  manebe  Gesetse  «n  der  Rand  tooi 
Experimenten  nacligewiesen.  die  man  gewobnt  ist  nur  als  Resnltate  ans-: 
lytiscbor  Operationen  augefUbrt  zn  sehen. 

Nftchdeo  der  VerfftMer  an  einseloen  Vertachi^n  die  Wirkungno  dec; 
BlektricitUt  geseigt  und  einige  Apparate  erkUrt  hat,  beschäftigt  er  sidr 
eingebend  mit  dem  Potential  nnd  leitet  Sätze  üb(^r  dftfi«f«Ibe  ber.  Üa 
■teilt  er  interessaate  Betrachtungen  an  Über  Potential,  Temperatur  nn 
Über  Pressnng  in  Flöäsigkcitcn,  indem  er  auf  Uctioieinatimoinng  an 
Abweichung  hinweist.  Anch  fini-bt  er  verschiedene  Hfllee  Green'a  a 
elementare  Weise  planAibel  20  machen.  Gingebend  beschftftigt  er  si 
mit  der  Untersuchung  des  elektrisclien  Feldes;  er  nnter-sncht  die  GleiehJ' 
Suchen  und  KraftliniRD  and  giebt  geometrische  Constmctionen  derse1bea> 
an,  die  aaf  elementarer  Grundlage  beraben.  Verschiedene  interessanta 
Bptspiele  sind  anf  Steindmcktafeln  dem  Werke  beigegeben.  Weiter  unter« 
sncbt  der  Verfasser  die  Faradaj*'fichen  Indnctiimsröbren  (Krafllinien- 
rüfaren)  nnd  zieht  die  «lektrisehen  Bilder  in  Betracht.  Die  FortpBaoBaDff 
der  Glekirtcitkt  (Strom)  in  Leitern,  Elektrolyten  nnd  Nichtleitern  wird' 
eingehend  untersncbl.  Sowohl  die  WHrmeerzengnng  durch  Klektrtcitit. 
als  anch  die  Erzengung  von  Elektricität  durch  WXrme  wird  besprochen, 
Hieran  reihen  sich  dte  Erzeugung  nnd  Erhalluog  elektrischer  fttröme« 
sowie   die   Messuug   derselben.     Mit  der   UoterDnchuug  des   cleklnscbeii 


W^iderstaods  schliessl  das  Werk  ab. 
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Der  Hydromotor  tou  Hr.  Kleiscubb.     Kiel   ISS2. 

Die  Physik  des  Bydromotors  von  Dr.  Pi.ri6CRkb.     Kiel  18S2. 

In  zwei  kleinen  Schriften  giebt  der  Verfasser  Auskunft  Aber 
Einriebinng  nnd  Theorie  seiner  Erfindung,  den  Dampfdruck  nnmtttelbar 
anf  eine  WaskersXule  einwirken  zu  lassen,  um  Fortbewegung  nnd  Steue- 
rung von  Schiffen  aller  Art  zu  erzielen.  Es  wird  dabei  die  lebendig« 
Kraft  des  Aasflasswnsurrs  nai'b  Analogie  der  Ki-aetionama'iehinßn  verw«it< 
tbet  Der  VcrTasser  rechnet  auf  grCsseren  Nulzeffect  und  Ersparniss  ai 
Gewicht,  Raum  und   Cnterhaltangskosten.  p   Zecr 


BoTTOK,  Die  DeviatioDBtheorie.     Berlin,  Beimer.     1581. 

Der  Verfusor   giebt   eine  TolUtSndi^  Theorio   der  Einwirkang  des 

BcliifTfiinfignrtiGmne    anf  die   C^ntnpitiitiTiiiilpl,    bnupt8ScliliR}i    ZTim   Gebrnnrh 

an   NsvigfttioDKficbaleD.     Bedeutet  6  den  l>eviRtioDSwinkel  der  Kade)   and 

i  den   Winkel    de«    nigDotiscben   Ufriditni  nit  der   Knrsricbtnog,   so 

lEiBt    sich    i   aU  Function    der  Binos   nnd  Cosinns  von    £  nnd   2^  ans- 

drucken.     Pie  Coefficienten.  die  diibei  aartreten,  werden  durcb  Beobach- 

tQOgen   von   i    ftlr  verscbtodenc   ^  bestimmt,    wte  an   einigen  Boispiolen 

gezeigt  wird.     Da  tliesßlbrn  von  der  Intcni^itüt  des  Magnetiemaa  abliHngfii, 

flo    werden    die  Aendennif^en    der  DeriAtlon    rnn  Ort  xq  Ort  AtiBfübTlich 

dargelegt.     Femer  wird  die  DeriatioDSllndcning  bei  einer  Seitenneigung 

de«  SchiffpB  berechnet. 

Nacbdpm  anf  diese  Weise  die  Deviation  nach  allen  Seiten  hin  be- 
fltiiDUt  ist,  wird  gezeigt,  wie  man  den  Kebter  dureli  pABRendo  Anfittpllnng 
■von  Magueien  beseitigen  kann.  Kndlicb  wird  nachgewiesen,  wie  man 
da«  Deviationemagnetometer  zn  allen  nttthigen  Mesonngcn  verwenden 
lEAnn.  Die  klare  Darstelinng,  die  eiofacbe  Bohandlaog  nnd  die  Ueber- 
sichllicbkoit  rrchtfertigpn  vollkammen  die  Erwartung  dcH  Verfassors,  bei 
d«n  FortAcbritlen  im  KisenechifTbau  einem  Undilrfniss  nach  eiuRr  solchen 
Arbeit  entgegenxnkommen.  p  2„(;„_ 


'NKtTHAVN,  Vorlesnngen  üb«r  die  Theorie  des  Magnetismns.  I,eipzig, 
Tenbuer.  1881. 
Die  im  Sommer  1857  von  dem  berühmten  Physiker  in  Königsberg 
gehaltenen  Vortiige  Über  Magnetismus  werden  hier  von  seinem  Sohne, 
dwn  Leipziger  Profesior  der  Mathematik,  veröffentlicht.  E»  wird  darin 
äio  Theorie  der  magnetischen  Indnction  gegeben,  die  allgemeinpn  Diffe- 
tantialgleiehungen  BurgPHtellt,  einige  Beispiele  aufgestellt  nnd  zum  Schluss 
>iu  allgemeine  Problem  der  magnetischen  Indnction  anf  die  Ermitlelnng 
Bioer  .^charakteristischen  Function "  zurtickgefdbrt.  p  ^kcr. 


Saus,  OrandrisB  der  Physik  fOr  höhere  realistische  LebransUlten. 
Leipzig,  Veit.  I8S2. 
Der  Verfasser  ist  den  Physikern  als  Mitarbeiter  am  zweiten  Theilo 
<i«f  Lehrbuchs  der  Physik  von  Fliedner  bekannt.  Ex  giebt  hier  einen 
GroBdrias  der  Physik,  welcher  als  Lehrbuch  für  Schüler  von  Kealgchuten 
octcr  Ordnung  und  von  höheren  Gewerbeschulen  dienen  soll.  Wir  he« 
niua  auf  diesem  Gebiete  schon  eine  ganze  Reihe  von  Lehrbüchern,  so 
dui  ein  ßcdürfnids  für  ein  neues  nicht  vorliegt,  um  so  weniger,  wenn 
u  lieh  ganz  anf  dem  hergebrachten  Wege  der  Bebandlnug  des  Stoffes 
BkL'UL  Kbtkia.  a.  Ztlltclir  f.  Uatfa.  m.  Plijt.  XXVII,  6.  H 
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gende  mit  analytUcb-geometrischen  AbhaDdlangeo  von  za  Tortboilb&fter 
Seite  bekapDt  gemacht,  als  iaag  oicbt  die  Vennathnng  im  Tormoe  dafGr 
Bpr8cbo,  or  werde  gvwasst  haben  Recheofebler  zu  vermeiden. 

Cahtob. 


i 


E^or^ationt   math^matiqaes   par  H.  Edod&bd  LtrOAS.    Paris,   Oauthier- 
Villars,  Impriroeur-Libraire.     1S82.     XXfll,  251  8. 

Voll  Herrn  Lucas,  dem  auch  ia  Deutacbland  besondera  durch  aelne 
Theorie  der  Bernoulli'scben  Zahlen  und  der  einfach    periodiachea  Fuoc- 
tton«D  wohlbekanoteD  franzJisiflchen  Mathematiker,  crschieoec  seit  eioigon 
Jahren   in    der  ZcitRchrift   ,,  L«   revua   »cientifiqoc"   kleine  in   Insem  Zu- 
Bammenbau^  «teheodc  AuTHätie  anter  obigem  Titel.      Uicßelben  t-rtfcheineu 
nunmehr  in   neuer  Redaction   und  mit  nicht  unwesentlichen  KrweiterDUgeo   ■ 
ftbermaU    in    Bucliform.      Die    Bezeichnung    matbenjatiscber    Ergötiungen 
war  in   froheren  Zeiten  eine  ganz  übliche;  in  Frankreich  selbst  gab,   na<h-      i 
dem  Bachet   de  M^airiac   mit    geioen    „Problimea    plaisanta  et  d^lM*  ■ 
table«*'*    die   Bahn   erüffnet  hat,    Ozanam  seine  gleichbenannte  inhalts- 
reiche   Schrift    her&ua,    und    wir    Deutsche    käuneu    uoa    der    „  Deliciae 
matbematico-philofiophicae"  des  Altdorfer  Profeaaorti  Schwester  rühmen.  ■ 
welche  allerdings  auch  nach  einem  rranzösischen  Vorbilde  gearbeitet  sind, 
dabei   aber  des  Originellen   and  Verdienstlichen  recht  viel  enthalten.     Mau      . 
wird   TOD   voruberein   annehmen   dilrfeu,    dass    dioMs  neue  Buch   eioen  ■ 
höheren  Standpunkt   einnimmt,   als  alle  seine  Vnrg&nger,   undinderTbat 
kann  die  Aufsibrift  hier  nicht  mehr  wörtlich  genommen  werden:  es  sind 
■nasch tiess Heb   ernste   wisBenscbaftlicfae  Aufgaben,   mit  welchen   sich  der  ■ 
Verf.   beschäftigt,   nnd   nnr  die  Kinkleidnng  dieser  Aufgaben   ist  es  noch, 
welche  an   bekannte  Spielzeuge,   Katheel  und  Schersfragen  erinnert.    Die 
mal  he  maii  sehen  Uiirsmitto),   welche  snr  Verwendung  gelangen,   gehSrea  ■ 
hauptaüchlich  der  elementaren  Zablentbeorie,  der  Comhtnalionslehre  und 
jener  Gattung   rSamlicher  Probleme   an,   weUho  der  Franiose  als  „ge<)> 
m^trie  de  poaiiion",  der  Dentscfae  aber  vieüeicbt  sutrcffender  als  „Aus- 
lyais  Situs"  eu  bezeichnen  pflegt. 

Die  Kinleitang  eathXlt  eine  Reihe  geschichtlicher  Nachwetsttogen 
ttber  solche  Mltere  UntersDchungen,  deren  Gegenstand  mit  den  ira  Bache 
Reibst  bebaailLOten  Dingen  in  einem  gewissen  ZuDammenhange  steht. 
Leibniz's  Versuch  einer  „Lagerechnung"  beginnt  den  Reigen,  dann 
folgt   eine    grössere   Anzahl   von    Arbeiten   über   das   sogenannte   Kössel* 

*  Wir  macbeu  bei  diesem  Anlasse  darauf  auEmerksam,  dass  ong&fälir  S  Jahr«  < 
vor  der  Voriage  und  im  gleichen  Vertage  dieses  fflr  die  Oeschicbtv  der  ftiterea 
XahlBulehre  uuicbätxtarc  Werk   tum   dritten  Male  anfKelugt  wurden   tut  (1.  A.ufl.1 
161S,  2.  Aufl.  i6ti).     Trofcasor  Labosne  bat  diese  neue  Ausgabe  besorgt  aod| 
si^lejch  die  allerdings  sebr  nOthigen  Erlftutenmgen  hiosogefilgt^ 
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Aufgaben  ans  der  analytiBoben  Geometrie  der  Ebene,  von  Dr.  AooLr 
HocHUKiH,  Prol'easor.  Hi^ft  I.  Die  g^rado  Linie,  dnr  Funkt,  der 
Kteifi.  .4.  AnTgabeo,  79  S.  B.  ÄuflCMtangeo,  H)2  S.  Leipzig 
I&82.  bei  U.  ß.  Tenbner. 
Wenn  in  jeder  Wissentchart  da»  Wissen  von  dem  Köitne.n  bia  za 
einem  sichern  flrndn  zn  uuicrecl]<>idei]  ist,  wovon  jenes  darcb  den  theo- 
retisebeu  Dulerriciit  einra  Iifbrers,  dieüeti  nur  dnrcti  eigene  Thüttgkeit 
des  Schülers  erworben  werdnu  kann,  so  ist  diese  Unlcrsclieidcng  in  der 
Mathematik  ganz  hetirinderB  zu  machen.  F.6  kommt  ]>insu,  dnss  hier  das 
_KönDpn  neben  dem  Wissen  durchaus  unentbebrlicb  ist,  und  xwnr  in  um 
höherem  Grade,  als  daa  betreffende  Gebiet  der  Malhemaiik  liKuüger 
m  andere  eingreift;  dns  hAhen  die  VcrfnsDcr  der  vielverbreiteten  Uobangs» 
bflcher  Über  Algebra,  über  Geometrie,  über  DiÖerential-  und  Integral- 
rechnung wohl  eingesehen.  Eine  Aufgabensammlung  der  analytischen 
Geometrie  ist  unseres  Wiseena  seit  der  von  Ludwig  Immanuel  Mag- 
nui  (Berlin  1833)  nicht  erschienen.  Die  Verfasser  der  meisten  amfang- 
ireichereu  Lehrbücher  emetvlen  den  nicht  sa  leugnenden  ]tfangel  durch 
«ingestreute,  meistens  an  dae  Ende  der  einzelnen  Ca|)itei  verwiesene 
Aufgaben,  die,  an  eich  ganz  vortrelTlich,  nur  den  Umstand  gegen  sich 
liatten,  einzig  von  dem  Uesitzer  des  ganzen  Werkes  beoDtat  werden  sn 
kBnoen.  Herr  Hnehheim  hat  daram,  wie  nns  vcheint ,  das  fiefiihl  für 
mn  wirkliches  Bedürfniss  an  don  Tag  gelegt,  indem  er  Aufgaben  zur 
analytischen  Genmetrie  ond  Anflösungen  derselben  in  je  einem  beBondern 
Hef^cben  der  Oeffenilichkeit  übergab.  FUr's  Erste  sind  Aufgaben  über 
Gerade,  Punkte  und  Kreislinie  gewKhlt.  Da  oaturgemXs«  vom  Kinfacbe* 
ran  anro  Verwirk  eiteren  fortgevcbrütea  wird,  so  mag  die  durch  den  Titel 
verrntbene  Äiiurdnuag  des  Stoffes  mnÄclisl  ÜberraBt-hen ,  sie  orklSrt  tsich 
aber  dadurch,  dasa  bei  den  auf  Punkte  bezüglichen  AnfgAbeo  die  An- 
Wendung  Ton  Liniencoordtnaten  vorausgesetzt  tat,  welche  erat  nach  ge- 
BÜgeuder  Uebung  im  Gebranch«  der  l'ntiklcoordinalcn  bei  SMtaen  Übei 
die  Gt'raden  erlernt  zn  werden  pHegt.  Hn'i  den  Kreihaufgabeu  sind  wieder 
■DBSchliesslich  Fnnktcoordinaten  benntstj  wer  also  auf  die  Einübung 
dieser  «ich  bfflchrSoken  will,  wird  die  Aufgaben  314  —  366  (8.45  —  52 
der  Aufgaben,  S.  60 — 70  der  AaflSsungen)  überschlagen.  An  irgend 
«In  beatimmiee  Lehrbuch  schliesst  die  Sammlung  nicht  an.  Sie  setzl  nur, 
wie  aus  dem  soeben  Uempiklen  leicht  ertie.hlnKsen  werden  knnn,  vnrana, 
dasB  diu  mudernen  Methoden  der  analytischen  Geometrie  dem  Benutzer 
bekannt  sind.  Die  Sammlung  wird  also  beispielsweise  aeben  den  Lehr- 
büchern von  Joachimathal  und  Hesse  ihre  Dienste  nicbt  vrrfiagen. 
Zur  Beurtheiloog  des  Werthea  einer  jeden  AnfgabensammtiiDg  ist  oalur- 
gemUss  aacb  die  Zuverltfasigkeit  der  angegebenen  Auflösungen  in  Betracht 
zu  ziehen.  Nach  dieser  Richtung  haben  wir  die  uns  vorliegenden  Heft- 
eben    noch   nicbt   prüfen    können,     lierr   Uochheim  hat   sich  übrig« 
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(•rtbeitt  liat,  udi  ilm  sogir  gcnmAtrinchen  AnfKagArD  sagUngUcfa  ztt  machea 
(TPr^l.  «uch  Th.  Scliroflder's  Lt-hrbocb  Her  Planiturtrir.  Ntirnberg 
IS8V.  8.  14). 

ill.  Le  jfQ  de»  Uhyrinthrtt.  Eine  sehr  intercseantfi  AoleitUBg,  fich 
dnrch  Aclilüsse  aoa  einem  Wü-tmI  msfunmealilogeader  GKcge  —  in 
Verf.  nennt  ile  Betepiel  die  Wrüliooten  KaiAkomben  tod  l'«ri«  —  heraos- 
snfiDdpQ.  B<>B'>niler8  vichtig  ntich  in  wbw^ngeharilirlier  Himticbl  wird 
dlPBr  Aufgabe  dadurch,  dasB  sie  vno  Lucas  mit  der  durch  venebied»D* 
rraiuÜHJiwhe  ßi^ouiet^r  HUBgebild^leo  Tticoiie  det  Verzweigungen  („rami- 
ficalioDB")  in  Brxieliiiug  gettetxt  wiid.  Wir  niöchteu  jVJocb  darau  er- 
moeru,  daa«  aueaer  Liatiog  auch  nocb  andere  deauche  Maihematikeri^ 
oRmlich  Uiorbolicr  und  Wiener  (im  6.  Bniide  der  Cl  ebscb'schea 
Anuaien),    sieb    mit    der  Eulwitruug   eines  LabyrinlbcK  be«cbüftigl  baben. 

IV.  Le  prnblJ^me  diut  buit  reines  an  jen  Aon  ^cbecs.  Wir  erbah«B 
snnäcbitt  eine  kurze  G^'ecbicbte  dieser  iatereseauten  cotnbiuatori6cb-geo- 
metrtfcbeti  Aufgabe:  Anzugeben,  wie  und  wie  oft  auf  einem  rfgetmKwi 
gen  Plangitter  von  ii'  Zellen  je  n  Zellen  an  gcirflhU  werden  känneni 
dans  sie  nnter  sieb  weder  in  vi-rlikaler,  nncb  in  bnnxontatpr,  nocb  «nd- 
licli  in  diAgonaler  Hicbtung  KUBammeubängeD.  Mit  ibr  bat  sich  beteiU 
Qansa  beschSf^igt,  üellaTitia,  Parmeotier,  La  Noe,  Laqaiöre, 
Qlalsher  und  der  Hericbteratatter  haben  Voracbrirten  zu  ihrer  LßsQDg 
gegeben.  Diese  Methoden  werden  dnrcbgesprocheu  und  analyHirt.  Den 
Vnnug  unter  ihnen  verdient  aweifellos  diejenige  des  jetat  in  Algier  ab 
Beamter  lebenden  ehemaligen  Pariser  l'olytecbnikers  Laqniire.  welcher 
e«  möglich  gemacht  bat,  die  02  verschiedenen  Lösungen,  deren  die  Auf- 
gabe bei  Zugrundelegung  des  gewöbnlicbeu  Schachbrettes  lUbig  ist.  darch 
einen  der  iSaohe  ganz  tlnkaudigen  in  Uberraacbend  kurzer  Zeit  hinscbrei* 
ben  XU  lassen.  Zum  S\:bla88e  wird  gezeigt,  in  welch'  euger  Beziebang 
dieses  Scbacbproblem  an  der  von  E.  Lucas  in  einer  selbautSndigen 
Hoaographie  RbgehandoUeti  ..fJoometrie  der  Gewebe"  steht,  welch'  leta- 
lere seihst  wiodür  eine  ciufncbe  Conseqnenz  zahleotbenretischer  Wahr- 
heiten ist. 

V.  Le  jeu  du  flolitaire.  üeber  die  mathematisch«  Uedentung 
Elnsiedlerapiele«,  welches  bereits  tod  Leibnis  als  ein  sehr  geistrei 
erkannt  ward,  ist  besonder»  durcb  Vandemonde  und  spSterhin  durch 
Reiss  Licht  verbreitet  worden,  auf  deren  Arbeiten  natflrlirb  auch  hier 
mehrfai-h  Besug  genommen  wird.  Zum  Spiele  geböit  ein  Schachbrett  vou 
meistentbeila  25  Zellen;  auf  Jede  Seite  sind  iiymmetnsch  gngeti  den 
Mittelpunkt  drei  weitere  Zellen  aufgesetzt,  sr>  dass  deren  mithin  im  Gan- 
zen 37  vorhanden  sind.  In  der  Mitte  einer  jeden  solchen  Zelle  befindet 
sieh  ein  kleine«  mit  einem  Pdöckcbou  veracbloesenos  I/oeb.  Kin  sulcher 
Ftlnck  wird  heraungezogen,  und  nunmehr  tritt  die  Spielregel  in  Geltung» 
welcher  zuftdge  ein  Stift  dann  einen  aweit«n  wegteblageo  darf. 
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Mi  M  in  decZeilcD-,  sei  es  in  der  OolooDearichtnog,  Über  einen  ftudem 
Stid  wpg  in  «ioa  fr«!«  OeGToung  gelangeu  kaan.  Mao  siebt,  dasa  sich 
je  nach  der  Lnge  der  zuerst  g<>machteD  Oeffnung  und  nach  der  Besühaf* 
feohait  dnr  freien  Forliiewegaug  die  niaoaigfnclisten  Ahwechseluugeo  er> 
geben  I  bis  ps  endlich  gelingt  —  oder  aonb  nicht  gelingt  — ,  das  Brett 
von  allen  PÜ^cken  bis  auf  einen  zu  befielen.  Eine  groBse  Anzahl  dieser 
M^glicbkeiien  wird  erörtert  und  auf  bestimmte  —  dem  Wesen  nach  oatUr- 
lieh  aacb  wieder  zahl entheore tische  —  S&tso  zurückgeführt. 

VI.  La  nuni(iratiou  binaire.  Nach  kurzer  ErwÜhoung  des  7on  Sto- 
-«ja  befürwortetoo  DuodeviuiHlitystcnjii  seist  Herr  Luca»  die  Gig«nthUni' 
lichkeitflu  der  biuftrcu  Ziihluug  auseinander,  welche,  lediglich  von  den 
ZahUeichflD  0  nnd  1  Gebrauch  macht,  dabei  auch  Leibois'  irrthüm- 
licher  Idcnttficirung  der  chinesischen  Kua's  mit  diesem  äytituro  gedenkend. 
Uiaraar  weist  er  nach,  dasa  mit  GewichtsatUcken  vod  1  bis  2"—*  Qewichta- 
einheiten  sämmtliche  Wügiingon  von  Körpern  vorgenommen  werden  kön- 
nen, die  nicht  mehr  als  2"  derartige  Einheiten  wiegen,  and  widmet  auch 
dem  sogenannten  „mysteriösen  Fteher"  «loige  Worte.  Gin  Exca»  Über 
die  „vollkommenen"  Zahlen,  deren  Tbeüersnmme  der  Zahl  selbst  gleich 
ist,  hpschliesst  dioee  Äbtheilung.*' 

VII.  Le  Jen  du  bagaenandier.  Eine  Anzahl  Ringe  ist  auf  einem 
Stah(>  aufgereiht  und  durch  l^rShte,  die  in  einer  Metallplatte  befestigt 
•iod,  verbunden;  es  gilt,  divüclboo  sSmmIlich  von  dem  Stabe  lossnmaclien. 
Dieses  origiuellc  S|)ic1zeug,  welches  in  SUddeutschtand  uuter  dem  Namen 
,,Zankei8eti "  hfkaniit  tHt  nnd  der  Volksxage  nach  von  rtiuem  zum  Tode 
verurtbeiltoD  Mechaniker  aU  Bedingung  8t>iner  Begnadigung  erfunden  sein 
sali,  dauki,  wie  uns  des  Verf.  bibliographische  Angaben  belehren,  aeinO 
Entstehung  in  Wirklichkeit  dem  ebenso  scharfsinnigen,  als  excenirischen 
CardanuB.  HövbBt  elegant  ist  das  Verfahr4>u,  welches  diese«  anschei- 
nend recht  weuig  mathcmatisebB  Gednldspiol  ebenfalls  auf  das  binäre 
ZahlensyHteiu  und  weiterhin  auf  gewisse  oomhinatoriaehe  OrupponbU- 
dungen  zurückführt. 

VIII.  Le  jeu  du  taquio.  Dies  ist  das  neuerdingi  in  die  Mode  ge- 
kummene  FQufzehnerspiel,  von  den  EnglRndem  ,,boss  pmzle"  genannt, 
üerr  Luens  theilt  die  von  den  Amerikanern  Wolfley  Johnson  und 
Story  aufgestellte  Combi natorische  Theorie  dieses  Spieles  mit,  bringt  aber 
an  demselben  noch  gar  mauchi^  Erweiterungen  an  und  zeigt,  in  welchen 
Fallen  diesen  verallgemeinerten  Anordnungen  genügt  werden  kann,  in 
welchen   nicht.      Zur  ErgSnznng  sei  aneh  sweior  dentseber  Schriften  ge- 


'  Ulf  h&tte  sich  etnprohlen,  an  dieser  Stelle  nilber  auf  den  im  Kegister  aller- 
dlu^  kurs  erwähnten  Hiii  den  bürg 'sehen  Anbatx  Über  dos  l>echiffrireD  solcher 
(kheimiQbrirt«n  eioxugehen ,  wetclie  durch  Gitter  genchrieben  sind.  In  seineu  Er- 
lUnterungen  dieser  Art  Knrptograiihiu  tiiai:ht  der  Erfiudor  der  comlpioatoriBcbea 
Analysia  von  d«r  djadiaobeu  Zahteoachrttibung  einen  unifaMeadeu  Qebrüuoh, 


daditf  in  welcbeo  ebcnfallR  eine  abschliepsende  theorptieehe  Bcbaoi 
dieei>r  Äofgabn  enilialleD  ist  Dod  dei^n  eine  vod  Herrn  Svhabert  in 
Uamburg,  diß  andere  tod  einrm  I'rofVssor  U.  D.  herrUhrt,  bioter  welcher 
CbiSxe  iicb,  weun  wir  oicht  sebr  irren,  eine  bekannte  CapaciUt  verbirgt. 
In  dipsrr  kleioPD  Schrift  (Dreedpn,  Ja^nlcke)  wird  die  IfÖsang  in  sehr 
einfacbor  Weise  iifittelst  ebensolcher  laversioualabzählungen  erhracbtt  wie 
man  deren  beim  Aosrecboea  einftr  Determinante  benötbigt.  — 

Den  Beitcblafie  unseres  Werkes  machen  einige  niatbpmatische  Anbltnge, 
Qoter  denen  besunders  Nr.  4  hervorragt,  eine  Methode  anr  Prüfaag  cebr 
gT(i«9er  Zahlen  von  der  Form  (2**  — I)  auf  ihre  PrimaableigeDaebari  ent- 
haltend |  und  sodann  ein  bibliograpliieclier  Index  von  i^raeser  Reiclihnl- 
ligkeit.  Wenn  lich  derftelbe  aueb,  wie  unsere  Bemerkungen  eraehen 
lassen,  noch  in  cioi^n  Pankten  TprrolUtiindi^n  lassen  wird,  so  tat  doch 
dadurch  eim^  »«br  dankmswf^rthe  Grundlage  für  weitere  Stadien  auf  die- 
sem  Ititther  nicht  genng  beachleien  Grenzgebiete  des   Exactßn  gegeben. 

Wir  nehmen  von  dem  schönen  Bncbe  Äbachied  mit  der  Hoffnung, 
bald  einer  Fortaetxnng  der  darin  niedergelegten  UntersncbungAu  zu  be- 
gegnen. 

Ansbaob.  Dr.  8.  üOktbis. 
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Sechs  Karten  rur  mathematliclien  Oeographle  von  Dr.  A.  STEiKaaDaca, 
k.  k.  Regieningsratb.     Wien,  Verlag  von  Artaria  A  Co. 

Wir  haben  in  einem  der  letzten  Hefte  dieser  i^ittcbrift  das  au»- 
gczeicbnrto  popolAre  Lehrbuch  der  mathematischeD  Geugrapbie  oud  Pro- 
jectionslebre  Steinhäuser'»  besprochen  und  laesen  nunmehr  dieaer  ■ 
Bespreclinng  auch  noch  die  Anxeigo  eines  Lehrmittels  folgen,  welches 
xuu&chst  allen  Jenen,  die  sich  des  genanoteu  Leitfadens  beim  Unterrich- 
ten und  Lehren  bedienen,  weiterhin  aber  auch  jedem  Lehrer  der  Uathe- 
matik,  wie  der  Erdkonde  in  hohem  Grade  crwangcbt  aein  mnss.  Einige 
a8tronomi«cb-gei)gtapbiiichu  Diagramme  «nthalttm  allerdings  die  laeisteD 
nnberer  grösseren  Atlanten ,  doch  keine  dieser  Tafeln  ist  wobi  ao  unmit- 
telbar dem  Lehrxweck  angepae&l,  wie  diedo  Garnitur  des  Uerm  Stein- 
hanaer,  die  allerding«  auch  nur  ans  einem  so  guten  Rufes  sich  erfreuen- 
den  Kunstverlag  in  dieser  Vollendung  hervorgehen  konnte.  Leider  fehlt 
den  einzelnen  Karten  jede  Numerirung,  su  dsas  wir  bei  unserer  Beecbrei- 
bnng  derselben  willkürlich  eine  Ueihenfulge  elnzufühcoo  goswnngen  sind. 
Wir  wählen  dieselbe  so,  wie  sie  sieb  bei  der  Verwendung  der  Karten  in 
der  Schule  als  die  natOrtichste  ergoben  wUrde. 

Dil'  auf  Karte  1  vereinigten  tiegcufitSnde  sind  sehr  mann  ich  faltiger 
Natur.  Den  Mittelpunkt  nimmt  «tue  ortbographiscbe  Aeqnatorealprojee- 
tiuu  der  Erdkugel  ein,  auf  welcher  nicht  nur  die  Meridiane  und  P&ral- 
lelkrelsc,   sondern   nach  die  Dümmerungs-  and  BeleucbtnogtgrenieD  Hlr 
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etD(!D  gewisaeo  SoDoeostand  sehr  (leQtlicfa  mm  Aoadmek  knanoPD-  Ua- 
oeben  versinnliclicD  24  kleiae  Kogelo  in  TeMohkdeoeD  FarbcntÖoeu  die 
Bestrabloog  der  Krde  darcb  die  Soone  im  Verlauf«  eioe«  Jabreii.  Auwer- 
detn  ündm  «-Ir  hier  als  Beispiel  des  sogenaDoten  graphiHcben  ralculii  «la 
Sobema  aar  AnTgodoDg  der  Zeitgleiobang  auf  seichDendem  Wege,  eine 
8cba«r  eaDC(iDtri«cbcr  Kretsu  zur  Veraiiioltcbung  dpr  gewisieu  Bcrgxpttxen 
enUpr«ch«ndeit  Gesicbukreise,  oia  genaues  Bild  der  Moudellipse  mit  all' 
ilireo  Elemeoteo ,  «ine  Fignr  >Dr  DarstelluDg  der  Erdzonen  in  aweierlei 
Frojection  und  eadlicb  zwei  Zablfotafelu  fQr  die  LAnge  vou  Tag  und 
Naeltt  nir  fi([uidijitante  Breitet!  und  für  die  Grosso  der  vou  i>rbabeaen 
Funkten  überblickten  Kngelcalotten.  Die  aweite  Karte  entbSlt  je  «in 
Flaniglobinm  fQr  den  nördlichen  und  «Üdlicheo  Himmel,  Grandton  bUa, 
Sterue  weiBB,  mit  einer  trefflieben  Wiedergabe  der  Ae«te  der  Milciiitmsae, 
ein  Btereographisehea  Abbild  der  nOrdlicben  Ekliptik- Halbkugel  mit  allen 
wichtigen  Kreisen  und  zwei  Sternveraeiobnisse  beider  llemiiiphitren  in 
pbotumetrischer  Anordnong  (nach  Hcricbel).  Üae  iianpl«tück  Ton  Nr.  III 
iit  eine  Cylinderprojeetion  der  himm1i«cUen  Aeqoatorealxoae  mit  •!&• 
gezeichnetem  Sonnenläufe,  dcaglelcben  ein  Diagramm  der  Mondbewegiing. 
Ferner  begegnen  wir  hier  vorzüglichen  AbhildDOgon  der  bemerkenswei- 
the-aten  Sternhaufen  und  Kebeldecke  (Koblenafick« ,  Oriounebel  tt.  a.  w.). 
Die  vierte  Karle  ist  den  Planeten  gewidmet;  anf  zvei  gleicbgroBien  Krei- 
sen ist  die  ilnsaere  und  innere  Flanetengrnppe  abgebildet,  und  swar  mit 
einer  Uenge  Ton  Einzelheiten,  ohne  dass  doch  Ton  Ueberladung  die 
Rede  sein  könnte.  ZnmnI  der  Gftrtel  der  Planetoiden,  von  weichten  nicht 
veniger  als  acht  Bahnen  aufgenommen  eind,  tritt  hier  klarer  aU  in  vie- 
len anderen  Darstellungen  hervor,  so  dass  mau  sieh  besonders  auch  von 
dem  annKliernd(!n  Zutreffen  der  d'Arrest'schen  Kegel  durch  den  Augnn- 
Bcheio  iibcrzengon  kann.  Ferner  trifi't  man  hier  an  eine  Uebersicht  der 
GrBssenverhSltnifl««  der  Wandelsterne,  ein  graphiaehea  Schema  fttr  die 
Neigaog  ihrer  Rahneu  und  eine  perapectiviKche  Zeichnung  den  SystemH 
der  Jupiterstrabanten.  Karte  V  enthalt  in  erster  Linie  eine  fein  detail- 
Urte  Mondkarte  (die  Berge  nur  dntch  eingezeichnete  Zahlen  gekennzeich- 
net), «odann  einige  Specialkarten  von  Mondgebirgen ,  zu  deren  besserer 
Uebersicht  ein  KArlchcn  der  Umgebung  von  Wien  in  glci<'.hem  Massstabe 
beigegeben  ist,  weiterhin  Zeichnungen  der  Mondphasen  nnd  der  verscbie- 
denen  Formen  von  Finsternissen,  ein  paar  auffallende  Sonuenflocke  mit 
OrfiMenaogabe  und  endlich  ein  Erdbild,  auf  welchem  die  Wanderung  des 
Keruschattena  einer  Bonnenfinsterniss  mustergiltig  veneichnet  Ist.  Am 
?erdien8tliclivten  in  der  ganzen  Sammlung  erscheint  uns  jedoch  die 
lecfasle  und  letzte  Karte,  auf  welcher  nicht  weniger  als  30  Figuren  zur 
Krltfuternng  der  bekannten  Projecüonsarten  sich  vorfinden,  und  zwar 
tlifilweise  als  Netze,  theilweise  als  wirkliche  Eidbilder.  Um  nur  Eiu- 
Keines    anzurühren,    so    ist    hier    vertieten    Mollveide's    KqoivalQnte, 


iMha  AbtlieiloDg. 


jBä^«r- PotermkDD'i  ftArofÖrnaig«,  8iiDBon'a  rhombisch«  Projeetion, 
die  EInvnitentng  der  von  dem  »Htfa  Petrr  Apisu  rorgetch lagen ra 
XlADier,  Über  Heren  ResunrlerhRit  niRn  eich  ebeiiralU  hinr  HDleriichtea 
kann,  iodcm  <)m  Neix  der  Wellkurte  vnn  1524  ^leicIifnlU  ein  PlÜlicbeA 
g»riind«u  bnt.  Wer  da  g^fUhU  li«i,  wie  «ehr  der  Mangel  von  Figuren 
di«  Lectnre  z.  B.  der  ireffiich<>n  Kartograpliie  tod  Ti^aoc  beeintrücbtigt, 
drr  wird  Herrn  8tel  ah  Riiii(>r  TUr  diese  masterbafte  Sammlang  vuo  Pa- 
radigmpQ   ganz   beücmderu   Dank   wissen. 

Wir  bnfl'eu,  das8  diesti  knrse  Beflcbreibong  nns  bcFonderer  F.nbnprüche 
fiberbeben,  wnbl  aber  weitere  K-reise  zur  Keuntniünnabme  der  titein- 
kauier'icheo    rafeln  aoregeo  werd«. 

Ansbach.  Dr.  S.  ODsTHiot. 


Abriu  dar  mathamatifcheo  Qaographie  ftlr  Ilöhare  Lehranstalten  von 
Dr.  K*BL  läKABL'UoLTzwAitT,  ObcHebter  an  der  Mnüierscbalc  lo 
Krankfnn  a.  M.  Nach  des  Verfaesera  Elementen  der  eiibartscben 
Aetronomie.  Mit  einer  Tafel  der  aetronomisclieD  Dreiecko  and 
Coordinateu,  Wiesbaden,  Verlag  von  J.  F.  Ilergmaon.  1882. 
VII,  40  S. 

Der  Unterceicbnete  war  jHngflt  Teranlasst,  an  eioem  andern  Orte 
(im  „Haniboldt")  die  Klomento  der  ipbJirittcben  ÄHlronomie  dea  nflmlicben 
Verfassers  za  besprechen,  an  welche  sich  da«  vorliegende  Werkeben  dem 
Titelblatt«  zuFnlge  nnmittelbar  ansefalieätit  Rr  konnte  dort  snwnlil  den 
CrondftiitKeo,  nach  welchen  dieser  ftjr  Sludirende  bestimmte  Lehrbegriff 
gearbeitet  iat,  als  auch  der  Durchfübrung  dieaer  Ornadaätze  oor  nn* 
geibeiltes  Lob  «peadco.  Bis  zn  einem  gewiesen  Orade  gilt  dieses  Lob 
alli'rdiiiga  anch  noch  im  gegenwärtigen  Falle,  allein  da  wir  au  ein  Kle- 
menlatbueb  and  an  ein  Compeudjum  fUr  akademisebo  VorlrSge  doch 
aiftmÜcb  verachieden artig«  Anfordcraugeu  stellen  zu  aollen  glauben,  ao 
mdssen  wir  es  tadeln,  dass  der  Verl*,  diesem  Gegenüatze  so  gar  wenig 
Kechnnng  getragen  bat.  Nach  anaerem  Krmessea  durfte  sich  Grsterer 
nicht  daran r  beschrKnken,  einTach  einen  Anazng  ant>  seiner  grüasem 
Sfbrift  seinen  Primanern  in  die  Hllnde  zu  gehen;  er  roasste  vielmehr 
dieaclbä  gründlich  dutcbarbeiten  nnd  die  ganxe  Anlage  SoderOt  wenn  er 
die  aatronomiitche  neogiaphie  nicht  lediglich  ale  eine  Anfgabenaammlnog 
fttr  aphkriscbe  Trigonomtitnc,  sondern  als  selbstaiXudigo  Diiciplin  von 
geiiteabildender  Kraf^  betrachtet  wissen  wollte.  Joder  Lebreri  der  nieht 
unter  ganz  ausnergewtibniich  gHoatigen  Verbältnicifieu  arhi-itet,  wird  ans 
Recht  geben,  wpon  wir  bohanpKm ,  diuif  xelbKt  raatbematiach  geQbte 
Schflier  nur  schwer  daan  gebracht  werden  kdnneu,  die  PhKoomeue  der 
tlglichen  und  jubrtichen  Bewegung  richtig  aurzurasseo,  dass  somit  der 
Unterricht  iudnctoriscb  von  diesen  Erscbeinangen  selbet  au  dvrea  £rklS> 


Entge^nn^. 


rang  AuTiiteigen  moM.  Di^e  pXdngogiachft  Ornndr^gel ,  Über  welch«  alle 
neD«)r«n  Schriftsteller  ftuf  dem  Gebiete  der  8rha1it8iT<inotDie  «ioig  sioi), 
ward  nun  kbrr  von  Herrn  Isrnet  nicht  beobMchtet,  wie  die  Dnchfolgnode 
Inbaltfliihprsirht  l>e weihen   wird. 

Es  werden  znerat  die  drei  tiblicben  CoordtnatciiHyiiteine  gesctiildert, 
deren  ^esen  ricbii^  za  verslpbeo  die  «m  Schla»»»  beigefügte  trelTliche 
UeberHichtst«ffl  einen  gnten  Anhalt  bietet.  Darauf  folgen  lofort  Frfices- 
sion  nnd  Nnlalinn,  swei  BrBcheinongpn ,  die  gletcl)  beim  Beginn  Abb 
Pensums  piueii  um  so  verbl  Offen  deren  Klndruck  machen  radesen ,  als  die 
xn  ihrer  iinineriBcli(^n  Bvrechnnng  dienenden  Fnrmehi  nicht  abgeleitet, 
Boodern  mit  Bexag  auf  Laplace  einfach  mitgetheilt  werden.  Kanmebr 
begegnen  wir  einer  ans  führ  lieben  and  an  sich  mnsterhaft  darcbgefUhrlen 
Discnsaion  der  beiden  Fundamentaldreiecke,  vnii  dpnBn  die  Transformn- 
tion  der  sphlrischen  Conrdinaten  abhXngig  ist;  dieüe  Aafgaben  werden 
jedem  Lehrer  sehr  willkominen  sein.  Im  nnmittelbaien  AuhcIiIui^k  an  die 
eutwickelteu  Formeln  werden  verachiedene  Methoden  der  geographischen 
Ortsbesttmmnng  aoeciDandergesetzt,  und  zwar  beztlgüeb  der  Lknge  mit 
besitoderer  Bctonnng  de»  Verfahrens  der  Monddislanzeu.  Kiner  wohl 
etwas  zu  kurzen,  weuu  auch  durch  eine  sehr  instructivu  ZiMclinuug  ver- 
anscbaulichten  Skizze  der  Gradmessnngsarbeit  auf  der  kugelförmigen  Erde 
reiht  fiicb  die  Uestimmnng  der  Distanz  nnd  Parallaxe  eines  Uimmeluk^r- 
pert  an;  die  VonnsdurchgKnge  finden,  wie  wir  gern  zngeben,  eine  kla- 
rer« Darstellung,  ala  aie  in  den  meisten  Lehrbllchem  zu  finden  pOfgen. 
I>en  Schlnss  bildet  eine  bllhuohe  mnthematiflclie  Theorie  der  I>Äromernng 
in  Verbindung  mit  der  bekannten  AI  hazon 'scheu  Lösung  der  Aufgabe, 
jene  Habe  des  Laftkreiees  zu  finden,  bis  tu  welcher  noch  eine  Reflexion 
dee  Lichtes  stattfindet. 

Uieso  Anatvse  wird  unser  Urtbeil  bestütigcn.  Das  Btichloin  ist  ein 
sehr  guter  Leitfaden  fitr  den  Unterricht  in  gewissen  Thmlen  der  an- 
gewandte n  Mfttlif^matik,  allein  ila  es  eben  nur  Hmcbstdcke  und  kein 
System  liefert,  wird  seine  Verwendung  in  der  Schule  selbst  nur  eine 
beschränkte  sein  können.     Die  Ausstnttang  ist  ontadelhaft. 

Ansbach.  Dr.  S.  Oüntukr, 


Kntcrcguun  j(. 

Id  der  Zeitschrift  für  Mathematik  nnd  Physik  (Jahrg.  27  IL  4  S.  129 
der  btst.-llt  Ablhlg.)  behanplet  Herr  Prof.  H  Zech -Stuttgart,  meine 
Schrift  ,,  Ein  führ  nng  in  d  i  «  Mechanik"  (Freiberg,  Craz  &  Gerlaefa, 
1881)  sei  eine  Ver-  oder  Zerarbeitong  der  Mechanik  von  Holtzmann 
(Stuttgart,  Melrzer,   1961)  mit  Einschiebung  von  Fignren  und  Aufgaben. 

Zur  Kitthtigstellnng  erlaabo  ich  mir  hierzu  zu  bemerken ,  dase  bei 
der  Bearbeitung  meines  Buches,  wie  bei  jedem  Lebrbaebe,  notbwondiger* 


weise  existtrende  Literatur  ed  verwerthea  vsr;  —  in  den  viel«!!  «öderen^ 
satn  groKS«>D  Tlieil  e^hr  Bnerkennenden  Kritiken  4iber  nein  ßnch  ist  mir 
hieritos  anch  kein   Vorwurf  f^emftclil  word<>n. 

V(!r&cliiedKD  TooUoltzmaoQ  bot  ich  lediglioli  Prinoipien  der 
Heehaoik  und  vnrb areitende  An Fg eben  als  Unterlag«  fflr 
Vorträge  and  weitergehende  analyttseliu  oder  technische  .Stu- 
dien (vergl.  die  Vorrede  roeioor  Schrift)  nnter  Beuuteaag  der  WcFke 
vnn  KewtQO,  PoQcelel,  Corialia,  Delannay,  Dnbamel,  TrCBC&, 
Maxwell,  Diihrlng,  Itedteobacher,  Wetabach,  Antenhetmer, 
IloUamanii,  Kitter  und  der  vorzägUcbeo  Vortrlge  de»  aacb  Berglonte 
•cbolenden  Profeasors  O.  M.  Gnldberg  in  Cbristiania. 

De  eH  nicht  Qblich  ist,  in  einem  Lehrbarfae  Citate  ancnftibrpn,  Tt 
mied  ich  dieaell>en,  wie  üoltEniann  und  Andere;  nm  dem  Stadirendt 
aber  Quellen  xa  Hefern,  Terfasate  ich  gleichzeitig  mit  dem  Lebrbache 
einen  Literatnrnachweiv,  welcher  —  bereit«  im  Aofaeg  dieie*  Jabrea  in 
einem   Artikel  erwAhnt  —   noch  nicht  znr  VoröffentHcbnng  gelangt  ist. 

Schon  vor  dar  Fertigstellung  nnd  dem  Drnck  meioei  SebriH  von 
dem  Enicbeinen  ungünstiger  Bp«precbungea  unterrichtet,  bescblns:^  icb, 
denselben  anter  bestem  Dank  bei  der  Herausgabe  de«  Quellennachweise! 
entsprechend«  Berticksicbtigang  sn  schenken  und  der  BemSngelung  «nf 
diese  Weise  nnr  in  dnrchans  nachlicher  Form  ku  begegnen. 

Hier  ertaabe  ich  mir  aber  zu  bemerken,  das«  heulzatage  Niemand 
ein  Recht  hat,  fiir  da«  Holtzmaou'ache  Buch,  soweit  es  die  Prin* 
cipien  der  Mechanik,  welche  Tom  ersten  Viertel  dieses  Jabrhnndfrt« 
ab  fest  begründet  sind,  be^bandelt,  Anspruch  aaf  geistiges  Eigcntboa 
an  erheben;  anch  Herr  Professor  Zech  wird  vielmehr  zugestehen  mQssen, 
daaa  «ich  die  dem  AnfHuger  wenig,  dem  in  die  Wissenschaft  B^iDgeßbr* 
ten  recht  gut  dienende  IIiiltzmaD  n'scbe  analytische  Mechanik  bezdglicb 
der  Principien  ebenfalls  au  die  Werke  früherer  Schriftsteller  anlehnt. 

Freiberg,  1S82.  H.  DHoeoTscn. 
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Einleitung. 


ie  1angt>  Zeit  fast  vnIlstSiKli>{  aiisüer  Acht  gelassene  Fnif^,  mit  welcban 
HtUrsmitleln  die  MAthemadber  des  Altt^rtlutras  din  maiiclierl<>i  exakten  und 
angeuKlierten  Wertbe  von  Qiiadratwurteln  aufgefunden  habtin  mtigcii,  welobe 
sich  in  Ihren  Schriften  du  and  dort  nachweisen  lassen,  Ist  tn  jttngster  Zeit 
in  ein  gsna  neues  Stadinm  getreten  nnd,  wie  man  wolil  sa^An  darf,  eine 
W'ennendo  gewonlvn.  In  rasolier  Folge  ersohienen  und  r.rt>t!h<.>incn  noch 
Schriflen  und  Abhandlungen  Tn  den  Tersohiedenitten  Sprachen,  welche  die 
LÜBimg  dJPiMir  Streitfrage  anstreben,  und  Uhftr  welche  sich  zu  orientiren 
ebenso  ein  unabweisbare»  JlcdUrTniss  des  Forschers  ist,  nis  es  auf  der  an- 
deren Seite  dnrch  die  io  der  Natur  der  Sache  liegenden  Schwierigkeiten 
erschwert  wird.  Dieser  Aufgabe  min  seit  die  nachfolgende  Arbait  gerecht 
XU  werden  siicbna;  sie  vrill  das  goa&mmte,  betrilchtliche  Material  dem  Leser 
TorfQhren  und  durch  einu  sorgt^tUge,  kiiüeche  Uusterting  den  Leser  in  den 
}tand  setzen,  sich  selbst  darüber  ein  Urtheil  su  bilden,  welche  Art  und 
Weise  der  Aumiebnng  von  Quadratwurzeln  als  die  fUr  das  ÄH-erthum  nalBr- 
liehste  und  daniit  wnliracheinlicheto  betrachtet  werden  k^nne.  Ks  gewinnt 
so  diese  Untersuchung  mehrfache  BerUhrangsiutnkte  mit  einer  anderen  ähn- 
lichen, welche  vom  Verl'.  iMircIta  vor  einigen  Jahren  Teröffentlicbt  worden 
,ist  I),  allein  Tendenz  und  Inhalt  weisen  nichtsdestoweniger  auch  sehr  erheb- 
Uche  Verschiedenheiten  auf.  Damals  snllle  in  keiner  Weise  divinatorisch  xu 
Werke  gO(^gen  werden,  Tielmehr  ward  mit  den  eben  zur  VerfDgii&g 
eti'henden  Mitteln  nach  Unglichknii  btes  das  Problem  zu  If^scn  versucht  2): 
„Ks  soll  nachgewiesen  werden ,  dass  und  vn}  sfimmtliche  approximative 
Wertlie,  welche  ira  Altertbum  an  den  verschiedensten  Stellen  ohne  irgend- 
welche nithere  Bezeichnung  ihrer  Entütehungs weise  sich  vorfinden,  lediglich 
mit  Hülfe  der  in  der  Mathematik  der  Jetztzeit  heimisch  gewordenen  Ketten- 
bnich-Algorithmen  einfach  und  sicher  berechnet  werden  knnnen.**  Nim 
werden  selbstverstjlndlich  im  Folgenden  auch  die  mit  den  Kettcnbrltcbea 
in  Verbindung  stehenden  Metboden  keineswegs  vernnchlSssigt  werden,  wie 
ftiess  schon  aus  der  Kapitel- Kiutheilung  hervorgeht,  allein  die  BerOcksioh- 
tlgung  wird  keine  exklusive  sein  dOrfen,  und  im  (Jegentheile  sollen  nun- 


ui*  diu  fiillier  aiiadrUi^klicIi  vod  Aev  nt^trai'htnng  ft£ 
reibtiu  (auft^U^igendun  Ki-ltonhrtlchü)  diessmiii  %m  ihrem  vdU^^H^Bt*^  j{6- 
lugon.  Wenn  aber  «tonacb  die  gogenwttriigc  Tondons  in  der  einen  ICiclitong 
Pinp  iiDgleich  all^emeinei'e  ist,  als  diväg  ohedcm  der  Fall  war,  so  tritt  auf 
der  anderen  Seito  eine  sobr  wcsontliche  InbalU-Bescbrünlcniig  doch  wieder 
dadurcb  ein,  dase  in  jener  Siteren  Schrift  sSuuutUclie  NSbeningsiueÜioden 
zur  Sprache  gelangten',  sowohl  diejenigen,  welche  eich  auf  die  mägUchst 
genaa?  Wiedergabe  eines  rationalen  XahlenrerbriUniBKcä  in  kleineren  Zahlen 
bexiüheii,  ul»  auch  di«jimi!,{Hn,  dtiren  mau  sich  zur  angunUhtirtiiii  Hi-ruchnnng 
von  Quadrat-  und  Kubikwunteln  liediente,  wahrend  jetzt  eben  nur  von  den 
qnadmtiBclien  Irrutionalititi«n  die  Kode  sein  eolL  Was  den  Zeitraum  nn- 
belangt,  innorhiüb  dessen  unsere  Untersiiobxtng  sich  zn  Itewegen  hat,  so 
darf  wohl  das  Wort  ,^terthum*^  nicht  in  einem  zu  engen  Sinne  gemeint 
seiiti  dasB  Alles,  was  etwa  von  byiantiniecber  Mathematik  Rlr  unsere  Zwecke 
Interesse  bieten  künnti),  horbeigezogco  werden  must;,  versteht  sich  ganz 
von  selbst,  allein  auch  andere  Kulturvölker  des  Mittelalter  werden  wir  in 
Betracht  nehmen  mU««eD,  wenn  wir  lu  wiiklioh  abscliliessenden  Ergeb- 
nissen zu  gelangen  hoffen.  Wir  wissen,  dass  Inder  und  Araber  ihre  Bil- 
dung grossentheils  aus  griechischen,  die  chrisUichen  AbendljLn<ler  die  ihrige 
fast  einzig  und  allein  aus  römischen  Quellen  schOptlen,  und  wenn  sie  die 
flberkommonen  Wissenseieniente  auch  durchweg  mit  Zufhaten  von  eigener 
Eilindung  zu  versetzen  p8egtL«n,  so  tritt  in  der  Mehrzahl  der  Kille  doch 
der  wahre  Ursiirung  —  wenn  auch  erst  bei  genauerem  Zusehen  —  zn 
Tage,  und  jedenfalls  muss,  wer  vun  niatheumtischen  Diagen  bei  Orieclien 
und  lUtmern  handelt,  auch  auf  deren  wissonscbai'thche  Kpigonen  BQcksicht 
nehmen.  Die  unter«  Grenze  ist  f(lr  den  Oocident  wenigstens  von  still>8t 
mit  Leonardo  Pisano  gegeben,  der  nicht  blos  in  dieser  Angelegenheit  die 
Keuzeit  einleitet  und  seinen  sämmtlichen  Leistungen  auf  arithmetischem  Ge- 
biete einen  wahrhaft  modernen  Ueist  etnzufiusiien  verstanden  hat.  —  Un- 
serem Programme  gem&fis  wird  nneere  Darlegung  sich  nach  drei  grossen 
Unterabtheihingen  zu  gliedern  haben.  Die  erst«  derselben  l>egreift  in  sich 
alles  wirklich  vorhandene  iMtiti.irial,  alle  Angabou,  dio  t;icb  ans  den  zeit- 
gcnCssisohon  'Schriftstellern  Über  angenafierte  Wertbe  quadratischer  Irrational- 
zahlen und  deren  Entwickclungsmethodon  entnohmen  lassen.  Auf  dieser  so- 
zusagen empirischen  Grundlage  fosst  xnnSchst  der  zweite  Abschnitt,  in 
welchem  sämmtliche  ältere  und  neuere  Versuche  Plat«  hnden  sollen,  die 
uns  verborgettfin  Nüberungsmethoden  der  Alton  irgendwie  mit  den  uns  be- 
kannten Darfetellungen  einer  Quadratwurzel  durch  einen  absteigenden  ICetten- 
brucb  in  Beciehuog  zu  setzen.  Dio  dritte  und  letate  Abthetlung  endlich 
soll  jener  Klasse  von  DiTinationsversuclien  gewidmet  sein,   welche  daraof 


I 


* 


abnflieii,  das  Veriunn  der  Alten  als  «in  nicli^Be^r«s«nnt(m  von  dem 
beutzkitago  noch  in  uneoren  Selmlt^n  };elelii'(jin  Bürochniingemixlus  vorscliie* 
deiws  hiiunetellen.  pio  Gesammtliteratur,  welche  AUmSliÜcli  Über  diesen 
Gegenstand  luigcwachsen  ist,  soll  in  diesen  letzten  beiden  Abscliiiittcn  znr 
Beeprecliiiug  gelangen,  und  wenn  a  auch  venneseon  wUre,  ztt  sagen,  doss 
nicht«  Hiei-hergehÖrigee  vergeBsan  worden  sei,  so  darf  vielleicht  docb  der 
Vermntbung  Ausdruck  gegeben  werden,  ob  treffe  die«  anbeabaicbtigte  Ver- 

kucblttssigimg  wonigsteiis  keine  Hterariftohe  Grscbemung  von  gio^eeni  llelang. 

'Baea  in  dem  »weiten  und  dritten  Thoile  aucb  niantihe  gescliiclitlitib  glciub- 
glUtigQ,  wohl  aber  fUr  Zahlentlie(>ne  ond  algebraische  Analysis  wichtige 
Nebenfmgen  eine  RWirterung  Briden,  wird  wohl  boiner  besonderen  Reciit- 
fcrtigujig  bedürfen. 


Kapit«!  I. 

Unmittelbare  ZeugtiiBse  des  Alt^rthnms. 

g.   1.     Das  Irrationale  bei  den  Griechen.     Dta»   Bchon  in  den  Ultesten 
Zeiten   ein   gewi»äes  BodOrfnisü   sich  geltend   machte,  die  Zahl  kennen   zu 
lernen,  wekho  mit  sich  selbst  multipticiit  eine  andere  gegebene  Zahl  er- 
giebl,  diess  mflchtü  wohl  aus  der  Thateacho   hervorgehen,   da«ä  Rawtinson 
fcuf  einer  oesyrischen  Thonplatto  eine  zum  Theü  im   deoimalen,  zum  Theit 
Um  sexagOBimalen  System  gehaltene  Tafel  der  sechzig  ersten  <JuadratzaUen 
[entdeckte  3).    Derartige  Tabellen  mochten  wvhl  auch  noch  fQr  die  Griechen 
'dea  Torpythagorfiiscbeu  Zeitalters  dem  Dedtlrfnisse   vollkommen  genflgen; 
man  war  zufrieden,   »u  wissen,  daes,   wenn  wj  zvp-iiwben  a*  und  (a -f-  l)' 
lüg,   nun   auch  y'm  zwischen  a  und  (<i  -{-  1)  enthalten  sein  mUsae,  und 
hatte  ztmBchst  lieine  Veranlassung,   eine  Kinschlietssung   iiwischen  nüher  an 
einander    Hegenden  Grenzen    uiuuslreben.      Die  Entdeckung  —   dioNer  Aus- 
druck  dOrfto  in   einer  Angelegenhoil   von  so   hervorragendor  Wichtigkeit 
wohl  am  [Matze  sein  —  des  Irrationalen  denkt  sich  Cantor  4)  in  der  Weise, 
dUB   man*)  die  Erfahrungswahrheit,  wonach  die  droi  Seiten  3,  4,  5  ein 
'teofatwinkUges  Dreieck   liefern,  zu   vorallgemeinem  suchte:   man   hatte  er- 
kannt,   dass    fUr   die   Selten    dieeos    rechtwinkligen    Dreieoks    die    Delation 
S*  4"  ^*  ""  5'  bestehe,  und  verfiel  nun  darauf,  zu   nnten-uchen,   ob   etwatj 
'Aehnliches  auch  bei  anderen  rechtwinkligen  Dreiecken  statthabe.    Zunächst 
nahm  man  wohl  das  rechtwinklig-gleicbscbeuklige  Dreieck  vor,   prüfte  mit 
dem  Maassatab  dessen  Seitenlangen  und  Überzeugte  sich  so,  dasa  ein  ge- 


*)  In  ähnlicher  Weise  ward  schon  frühor  vom  Verf.  4)  die  Auffindung  des 
pytbagorfti»cben  U-hnatu-a  auf  vin  ExperimentirrD  mit  rechtwinkligen  Droiocken 
ron  beattmmter  Kanu  luruckgefilhrt. 


meinflebAniiehM  Hkasr  nir  Hjrp(it«nuäc  nnJ  Kalhßtm  wemgiit«>m  niclit  ohne 
Weiteres  zu  Hnden  sei.  „Man  erbicli",  go  spiicbt  fiicb  C'-antor  (a.  a.  O.) 
aiu,  „wahrscheinlich  Zablea,  die  dem  gesuchten  M^asse  der  Ilypotennse 
nahe  kamen«  Nshcmngsw«rtha  von  yT  irUrden  vir  heute  sagen,  aber  ee 
war  noch  ein  Biosenschritt,  von  der  FmchUoBiglteit  der  angeAtellten  Ver- 
SQchB  auf  diu  aller  Vcräucbe  Uburhaupt  zu  «chliossen,  und  üiotten  Schritt 
vollzog  Pytbsgoras.  Er  fand,  dasa  die  Hypütenti&e  des  gleichRcbenkligen 
rechtwinkli^'on  Dreiockg  mit  mcKsbaren  KaUioten  seUtst  unmefislmr  sei,  daps 
sie  durch  keine  Zahl  benennbar,  durch  keine  aussprechbar  sei;  er  entdeckte 
das  Irrationale,  woiunf  das  alte  Matbematikerrencichnigs*)  ein  ro  eefar  be- 
reebtigieB  Gewicht  legt''  y-i  ward  dongeni&se  als  die  irration&l(>  Zahl 
erkannt,  und  zwar  offenbar  von  dem  Meister  eclbsL,  denn  im  Qegcnsatx 
hierau  wird  m  Platon's  „Tboactet"  dem  Pjthagortter  Thcodoros  von  Cyreno 
naohgerabmt,    er   habe   ancb   die   Irrationalität   von  Yz,  V^  Y^,  YY, 

y^.VlO,  yiT,]/i2,V^,V^H,.Vl6  «lid  /l'  naflhgewieaen  6).  Indea« 
^ngen  die  grieühiKchf^n  Tendenzen  si'-hon  damals  riel  weniger  dahin,  diesen 
Irntlionalitilten  eine  recbneriijch  braui^bban:  Seite  abzugewinnen  —  das 
Irrationale  war  ja  noeh  nicht  dem  eigentlichen  ZablbegrÜTe '  untergeordnet 
— ,  als  vielmehr  dahin,  solche  (ir^esen  nach  Mügtichkeit  bei  der  Kechnnng 
zu  vermeiden.  Aus  diesem  Streben  gingen  die  pytbagoräificbe  und  die  pla- 
tonische Methode  der  gamuiaUigen  Auflösung  der  Qleichang  jr*  -(-  y'  ^  f*  her- 
TOr  In  wieweit  die  unmittelbaren  Xachfolgor  des  Pythagoras,  mochten  nie 
mm  au  seiner  ßohule  gehören  oder  nicht,  die  Theorie  des  Irrationalen  fBr- 
derlon,  wissen  wir  nicht.  Von  dem  bekannten  Philosophen  Demokrit  wird 
eine  Schrift  „nt^l  aXöyan'  yifttmiüv  xo!  vaoxüv**  m  zwei  BUchcm  angefahrt  7)| 
von  doran  Inhalt  der  alle  Borichteretatter  wohl  selbst  nicht  nUber  uotcrricbtet 
war;  ein  neuerer,  sehr  gründlicher  Kenner  der  griechischen  Geometrie, 
Allman,  glaubt  bei  Demokrit  bereits  ganx  zutreffende  Anschauungen  über 
das  Mathematisch -Unendliche  vorzufinden  8),  und  ev  würde  dann  die  An- 
nahme naheliegen,  Aass  in  der  genannten  Schrift  zuerst  eino  tllrar  d'w.  Er- 
fahr ungsthatoachen  hinausgehende,  mehr  wissenscbarUicbe  Behandlung  des 
Irrationalen  enthalten  gewesen  8». 

VüUig  klar  über  den  tiefgreifenden  Gegensatz  zwischen  Rational  und 
Imtional,  der  nur  in  der  Zahlcnlebre,  ganz  and  gar  nicht  aber  in  der 
Raumlehre  hervortritt,   war  atcfa  jedeofalla  Piaton,  der  ja  Oberhaupt  mit 

*]  6o  nennen  wir  mit  Cantor  &)  jene  leider  nur  bmchstdckwelee  anf  imi  ge- 
kommene lüfttt  altgriechidcfaer  Mathematiker,  dir  nrsprüngUch  dem  Werkn  det 
RudümoB  Sber  die  Getchii-hte  d«r  QeoQietrie  eDtotamnit.  m»  aber  lediglich  durch 
die  von  dem  Neuplatoniker  Prokloi  in  seinen  Eaklid  Commentar  atügeDommenen 
Seataadtbeiie  bekannt  ist. 


Torliebo  die  philosophiBchc  Basis  der  Matbematik  mm  Gogenatando  scinca 
StadiuniH  macbU!.  Wir  erwübuen  ala  für  ims  bcmerkenswertU  nur  der  Stellen  im 
„Tbeaelel"  (b.  o.)  und  in  der  „Epinomis'*,  welclio  RotUauf  aoggr  zu  d«r 
UetcTKcugiing  liradite  !)),  daäs  PlaUin  aucli  vom  Kuliiecli'lrratianalen  Kennt- 
nJBB  gehabt  habt.-,  und  sodonu  der  merkwürdigen  Dolraohtiing  Im  j^Tiuiaoos", 
durcb  welche  die  Wunel  eines  Produktes  aus  ädehs  Faktoren  als  irrational 
dargethan  wii'd,  nüfevn  nicht  etwa  je  zwei  dieser  Faktoren  einandor  gleich 
irerdeo  10).  Allein  Flaton  ging  anscheinend  noch  einen  gevissen  Schritt 
weiter,  indem  er  sich  nicht  aiit  dieser  allgemeinen  KrkenntnisB  begnOgte, 
sondern  in  einem  Spezialfall  wenigstens  die  Mt>glicbkeit  einer  approxitna* 
tiven  Ersettnng  irrationaler  durch  rationale  Zahlen  in'e  Auge  fasste.  Im 
achten  Huche  seiner  berühmten  poHtiäclien  Abhandlung  „vom  Staate''  er- 
jjrtert  er  die  Bejchuffenheit  einer  gewissen  gönnen  Zahl,  der  er  eine  Übor- 
fltnnliche  Einwirkung  aul'  das  Staats  bürgerliche  I^beu  zuschreibt,  und  die 
unter  dem  Namen  „platonisiihe  lleirathszabr'  eine  Menge  der  verschieden- 
artigsten Deutungen  hervorgerufen  hat*).  Der  bezügliche  Text  ist  eben  ein 
verderbter  und  schwer  lesbarer,  doch  «ind  all«  Ausleger  über  einen  be- 
Btinimten  Passus  dusHetben  einig,  und  dieser  Passus  ist  es  allein,  mit  wel- 
chem wir  hier  uns  xu  bcsch!lftigen  haben.  Wird  in  einem  Quadrate  von 
der  Seite  5  die  Diagonale  gezogen,  »o  ist  dieselbe  ^  K^  al»»  irrational; 
wird  von  dieser  Zahl  SO  eine  Einheit  abgezogen,  so  erfaslt  man  die  Rational- 
Eahl  y49  '=  7,  werden  dagi^gen  /.wei  Einheiten  in  Abging  gebracht,  so  er- 
giebt  sich  wiederam  eine  Irrationalicahl,  nKmlich  )/48.  Dims  uogcßlbr  btl 
der  Sinn  der  platonischen  St«llo,  an  welche  dann  l'antor  13)  noch  die  fol- 
genden Ausführungen  knilpft:  „Flaton  hat,  wie  wir  sehen,    unzweifelhaft 

[gewusst,  dafis  V'öO  oder  5]/2  nor  wenig  von  7  sich  miterscheidet.  Ist 
er  so  woit  g^jangen,  in  der  Praxiti  des  Rechaeng  j/s  annKbernd  gleich  ^ 
SU  »etüenV  Dartlbor  fehlt  uns  die  Sicherheit,  aber  da«»  steht  fest,  dass  jenes 
Bewusstsein  bei  PüitonikerD  und  deren  Schülern  sich  fortwährend  erhalten 

,  liat**  Ein  Ausspruch  des  Proklos,  auf  welchen  wir  eben  von  Cantor  hin- 
gewiesen wurden,  scheint  zu  Gunsten  dieeer  Annabtue  zu  äjirochen:  dieser 
gelehrte  ScboUaiit  sagt  nttnilioh,  o&  gKbu  käino  dorn  Doppelten  irgend  einer 
Quadratuihl   genau   gleiche   Quadrabnlil,    wohl    aber  sei  2 .  6*  nur  nm    1 

*)  Uan  kann  hierxu  die  ent  vor  Kiirxcm  crHcbienBnu  Hotwgraphio  von  Do- 
pni«  11)  oder  auch  «.'inen  Aufwttz  IS)  des  Schniibera  dieser  /.i'ili5n  TerglRicbeo. 
Dupuin  ^iiiht  au«t»er  viiier  ueut^o,  lehr  geistieichen  BfpoLbEno  Ober  den  wahren 
Werth  der  myKtischou  ^abl  auch  eine  amfaatendo  Uebenicht  über  dio  itahlreiohou 
Ifrüberen  Cfkläruagsverauche,  und  diene  Uebenicht  ist  in  dei  Bveitgeoannteo  Ar- 
[beit  bi*  Rof  die  neuOBtc  Zeit  ausgedehnt  ond  xugleicb  mit  eiaer  Aiifs&hlutig  der 
Ittrcb  Unpuis'  Intcrpreuüou  veraolsiiaten  Kritiken  veibiuiden  woidon. 


von  7  vei^ichieden  14).  Da  nnn  Proklne,  der  mit  l  aU  mit  oioem  Nfibv- 
riingswertbc  vno  Y^  ta  reebnen  gewohnt  i&t,  gleichwohl  einer  ganz  an  «lic- 
jonige  Pltttont^  ankliugendeD  Autulriicks weise  eich  hedieot,  so  mag  man  wohl 
verinuthen,  der  letztere  eei  sich  ebenfalls  völlig  des  Sachrerhaltes  bewnwt 
gewesen. 

JedenfalU  aber  ist  fUr  den  nfichoten  Zeitraum  von  irgendwelchen  Be- 
mOhnnpen,  Irmlionalzalilen  wirklieh  nach  Thimlichkeit  angznvechnen,  nicht« 
zu    verzeichnen.      Wohl   aber   machte    die  Theorie    and    begi-iäliche   Durch- 
bildimg anerkennenewerUie  Fortacbritte ,  Aristoteles  gab   einen   sinnreichen 
Beweis  fUr  die  Thattache,  dass  o^  nioht  gleich  2^'   sein  kann  16).  dabei 
vielleicht  luif  einen   bttreit«   vorgefandenen  Gedankengang  Bezog  nehmend. 
EndoxoH,  der  uni^'emollste  Denker  unter  den  Klieren  hellenischen  Oeometeni, 
begründet«  die  Proportioaenlebre  m  systemitischer  Form«  und  zwar  wird 
ona  in  dem  sogenannten  „SchoHon  des  AdeloR"  auftdrUcklich  Wncbtet,  dass 
er   darauf  gesehen  habe,   t^einen    Beweisen   für   rationale    und   irrationale 
GrlNusen  gleiclto  Soh&rfe  tu  verleihen  16).    Auf  den  Schultern  dieser  seiner 
Kliouitlichcn  Vorgänger  stehend,  errichteto  endlich  Kuklides  sein  bertthmtes 
Lehrgebtiude ,   in   welchem   auch   die   Lehre   von   den   irrationalen  Strecken 
nsp.  Zahlen  eine  Tollbommen  entaprechendo  ünterkiinrt  fand.     Das  zehnte 
Buch  der  „Elemente",  obwohl  gewiss  das  wenigst  gelesene  von  allen,  irflgt 
trotzdem  vielleicht  am  Blelsten  den  Stempel  euklidischer  Üriginalit4tt.  Was  wir 
„irrational*'  nennen,  filhi-tbei  Euklid  allerdings  den  Kamen  „incommensurabel^, 
und  sein  äloyos  hat  einen  etwas  anderen  Sinn,  als  liei  den  späteren  Arith- 
melikom  des   Alterthums,    indes«  dUrfen  wir  doch  das  bezügliche  Duob  ali« 
da^t   Organen   der   antiken    Lelire    vom   Irrationalen   mit   Recht  Weiclmen. 
Nessclmann,  auf  dessen  ti-effUche  Inhalts -AnaJ/He  17)  wir  hier  verweisen 
mßsaen,  bemerkt  am  Schbiasc  derselben  18):  „Diese  Formcbi,   welche  wir 
meistens  aus  sehr  complicirten  und  in  einander  geschobenen  Quadratwurzeln 
gebildet  in  uniterer  Darstellung  Tor  Augen  gestellt  haben,  behandelt  Euklid, 
ohne  auch  nur  einer  Quadratwurzel  ^u  erwähnen."    Darin  jedoch  bat  Nessel- 
mann (iL  a.  0.)  Unrecht,  doss  er  aimiinml,  die  abstrakte  Beliandlang  des 
Irratinnalen  habe  nach  Euklid  rollst&ndig  brach  gelegen  und  im  Alterthum 
selbst  gar  keine  Forderung  mehr  erfahren.    Im  Jahre  1853,  also  elf  Jahre 
iMob  VerBffentlichung  des  Nesscimann' sehen  Buches,  machte  Woepcke,  wie 
aus  dem   Berichte    der  xnr   Prüfung    der  Einsendung   niedergesetElen  Mit- 
glieder Larni'  und  Ohafiles  hervorgeht  19),  der  Pariser  Akademie  die  Mit- 
theilung, dass  er  in  der  arabischen  üebersettnng  eines  gewissen  Abfi  Otfa- 
mkn    von   Damaakus   einen   Commenlar  zum    zehnten   Buche    des   Guklides 
aufgefunden  liabe,  der  von  einem  gewissen  Valens  (gricchificli    Bel7is%  ver- 
mathücb  dem  bekannten  Astronomen  Vetlius  Valens  im  11  nachcbnstUofao* 


Jahrlminlorf,  herrtlhre.  Uarin  sei  aucb  von  einer  Ms  dahin  tmbekannten 
Arbeit  de»  Apollonitis  Pergueiic  Über  inalionfüe  QrJl«£eii  die  Bede,  und 
ivtar  Gtello  ders&lbo  den  Sloyot  lies  Buklidce  aU  etwas  Noaes  8(>inc  aloyot 
äftnaat  gegenüber.  Es  scheine  die  betreflcode  Yerallgemeinontng  eine  zwio- 
Tache  zu  eoin,  indem  Apollouius  aicht  mebr  blos,  wie  sein  Vorgänger,  Bi- 
nome von  der  Form  (j/fl  +  Yli),  sondera  aoch  Binome  \\^a  -\-  Yh)  iind 
ireiterhin  willkUrliclie  Pol^mome  aus  Wur^clgrJtssen  der  Betrachtung  unter- 
zogen halte.  Unter  dem  Titel  „KstiaL  d'nne  restitntion  des  tmTaux  perdos 
d'A|>oll(miuM  rtur  Ip»  i]uantitr«  irrationelleB,  d'aprtV  dee  indicalions  tifL-es 
d'iin  inanuF<;rit  arabe"  rcicbte  dünn  Woepnke  Heine  tief  durohdncbte  I>tvi- 
nafcioR  der  Akademie  ein,  die  beiden  IVQheren  AusschaBsnut^tieder  statteten 
ibron  Auftraggebern  einen  Btisserst  gUnatig  lautenden  Bericht  darttber 
ab  20)  und  veranlaaeten  den  Abdruck  im  „Recnell  des  aavant«  t'trangers.'* 
Cantor  meint  21),  aller  Scbarfainn  des  Bearbeiters  haba  der  ur»i)rUnglichett 
tind  liScfagt  mangelhaften  Darlegung  des  Valens  nicht  zu  dem  wflnscheiUT- 
werthen  Grade  der  Hicborbeit  verhelfen  kSnnen,  und  das  iet  gewisb  wahr, 
indessen  hat  der  Fund  Woepck&B  doch  soviel  unter  alleD  Umetlnden  bo- 
wiefiMi,  dass  Nesselmann'a  Ansieht  (a,  o.),  zwischen  Euklides  und  Pacioli 
habe  »ich  Kiumand  mehr  unter  principiellen  Gesichtsponkten  mit  der  Lohra 
TOm  Irnttionatcn  beschäftigt,  nicht  baltbar  ist.  — 

Immerhin  ist  soviel  wahr,  dass  die  wehste  HecbnungsoperaUon,  die 
inverse  des  Potenzirens,  von  den  griechiftcban  Mathematikom  der  grossen 
Mehrzahl  uach  wcKvutlich  ondeni  aufgefasat  ward,  als  von  den  zwei  ab- 
straktesten Denkern  Euklide«  und  Apolluniue.  Zwei  verschiedene  Richtungen 
sind  liier  doutlioh  zti  onterscbeiden.  Da  mit  den  Wurzelgrt^ssen  auch  im 
besten  Falle  nur  schwer  und  iinbe<iuem  zn  rechnen  war,  so  Buchten  die 
mehr  theoretisch  angelegt«n  Geister  nach  Rechnunjjsmothoden,  durch  welche 
ein  für  allemal  und  grundsüt/lich  das  Irrational«  fiberbaiiitt  ausgeschlossen 
werden  sollte,  und  diesen  Bestrebungen,  als  deren  Anfltnge  des  Pythagoraa 
lind  PUton  Vorschläge  nur  Bildung  rationaler  Drei&cke  anzusehen  ändf 
dankte  eine  neu«,  schöne  Disciplin,  die  unbestimmte  Analytik,  ihre  Knt- 
stehung   und    Ausbildung.*)      Andere    Gelehrte    wieder,   die    nicht    sowohl 

*)  Xjrlander,  der  Im  Jahre  1&7&  zuerst  in  Deutschland  eine  Dioiihaot- Detier- 
aelzuDg  herausgab,  ecbüilärt  in  sehr  bezcicbni'odcr  Wcüie  aviats  VerwundiTung 
Ober  die  eigenartigen  Betrachlnngeo  des  Antbmctiktrd.  Kr  habe,  naobdcm  er, 
das  tebnt«  euklidische  Buch  und  alle  neueren  Arbeiten  über  „aurttidcbe"  Zahlen 
■orgfftUi^  itudirt  hatte,  »ich  nunmehr  im  Detitze  aller  Kenntnisse  geglanbt,  deren 
man  xam  Le«eQ  der  alten  mathomatiflchen  Klassiker  beddrfo,  nnd  nun  müsse  er 
i<icb  {übeneogen,  das«  ihm  da«  Alles  beim  Üiopbaut  gar  uicbt»  helfe,  da  ders^lt>e 
oUe  Icrakionalen  Zahl'.n  ^n  vermeiden  lehre.  l>iefe  seine  Wahrncbmung  habe  ihn 
nuB|bnehu  enttAutcbt  ii). 


—     10     — 

Arithmetik  als  vielmehr  Logistik  (Rechenkunst)  treiben  und  arithmetische 
Anwendungen  auf  Geometrie,  Geodäsie,  Astronomie  oder  Mechanik  machen 
wollten,  mussten  darauf  ausgehen,  das  Irrationale  nicht  sowohl  zu  eliminiren, 
weil  diesB  in  der  Praxis  doch  nur  ganz  ausnahmsweise  anging,  als  vielmehr 
es  durch  rationale  Näherungswerthe  mit  möglichst  geringem  Fehler  zu  er- 
setzen. Alles  das  nun,  was  auf  diesem  Gebiete  einer  annähernden  that- 
sSchlichen  Berechnung  quadratischer  Irrationalitäten  während  des  ganzen 
Alterthums  geleistet  worden  ist,  suchen  wir  in  den  folgenden  Paragraphen 
zusammenzustellen. 

§.  2.  Die  Quadratu'urzdn  des  Ardiimedes.  Der  erste  griechische  Mathe- 
matiker, der,  was  keiner  vor  ihm  gethan,  mit  irrationalen  Grössen  rechnen 
musste  und  sich  nicht  damit  begnügen  konnte,  über  dieselben  zu  spekuliren, 
war  Archimedes.  Wie  man  weiss,  bat  sich  derselbe  in  seiner  xvxAov  fUtQi)ais 
die  Aufgabe  gestellt,  die  Seiten  gewisser  um  und  in  einen  Kreis  beschriebener 
regelmässiger  Vielecke  in  Theilen  des  Kreishalbmessers  auszudrücken.  Be- 
kanntlich ist,  wenn  AC  (Fig.  l)   diesen  Radius   r,  BC  die   halbe  Seite    - 

2 

des  umbeschriebenen  regelmSssigen  Sechseckes  bedeutet, 

Archimedes  kann  hier  also  nicht  umhin,  die  Quadratwurzel  durch  eine 
rechnerischer  Behandlung  zugänglichere  Zahl  zu  ersetzen  24),  und  da  er 
durch  einen  für  uns  vorläufig  noch  ganz  verborgenen  Gedankengang  ge- 
funden hat,   dass  r:  ^^    ein  wenig  grosser  als  265  :  153  ist,   so  substituirt 

er  obiger  Proportion  die  mit  einer  Gleichung  sehr  nalie  zusammentreffende 
Ungleichung 

I.  r  :  I  >  265  :  153. 

Da  ferner  a  :       —  306  :  153,    so  findet  er  durch  die  den  Griechen  sehr 

gelautige  Zusammensetzung  der  Verhültnisse 

(r  +  o):  |>571  :  153. 

Wird  dann  D  auf  HC  so  gewühlt,  dass  -^  HAI)  =  <  DAC  wird, 
60  iot  nach  einem  bekannten  Elementarsatze 

II.  r  :  CD  =  {r  -{-  a):  ^  >  57i  :  i  53. 

Um  den  niinilichpn  Satz  ein  zweitusmal  anwenden  zu  k<lnnen,  nachdem 
<}    CA!)  durch  die  Ucnule  AK  halbirt  ist,  berechnet  Archimcdt-s  zuniichst 

r^:  CD^>  571*:  153", 

(;■=  +  cd'')  :  elf  >  (571-  -f  153')  :  153^ 
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und,  mit  Zuziehung  des  pythagor&iBchen  Lehrsatzes, 

AB   :  'cd'  >  349450  :  lö3l 
Jetzt  mtlBste  sonach  y3494&0  ermittelt  werden;  Archimed  weiss,  dass 
diese  Irrationalzahl  nur  wenig  grösser  als  (591  +    -1  ist,  und  bat  mithin 
AD:CD>  591  j  :  153 

erhalten.     Durch  seine  Proportionen  erhält  er  aber  auch 

(r-\-AD):CD  =  r:CE 
und  durch  erneute  Zusammensetzung,  mit  Rücksicht  auf  IL, 

m.r:CE=  1162  4^:  153. 

Mit  Hülfe  dieser  3  Proportionen  I,  II,  III ..  .  lassen  sich  die  Seiten 
des  umbeschriebenen  regulären  Sechseckes,  Zwölfeckes,  Vierundzwanzig- 
eckes  u.  s.  w.  lediglich  durch  den  Radius  r  ausdrücken,  und  identificirt 
man  etwa  den  Umfang  des  3  .  a^-Eckes  mit  der  Kreisperipherie  selbst,  so 
findet  man  —  modern  gesprochen  —  durch  Division  mit  2r  die  Zahl  n 
selbst,   resp.   eine   obere  Grenze   derselben.     Der  grosse   Syrakusaner   ging 

bis  zum  Sechsundneunzigeck  und  erhielt   so  ^  <r  3  -— ;  dabei  hatte  er  noch 

mehrere  Quadratwurzeln  auszuziehen.  Nachdem  die  obere  Grenze  gewonnen 
war,   fand  Archimedcs   durch   eine   Reihe  analoger   Schlüsse    und   analoger 

WurzelauBziehnngen  24)  auch  die  untere  Grenze,  indem  er  tc  >  3  —  setzte; 

im  Ganzen  musste  er  auf  diese  Weise  acht  Quadratwurzeln  durch  approxi- 
mirte  Werthe  ersetzen,  und  zwar  fand  er  —  das  Zeichen  "^  soll  nach 
Cantor'»  Vorgang  25)  für  „annähernd  gleich"  gebraucht  werden  —  nach- 
stehende Werthe: 

]/3~~;  ]/349450  ^  591  |;  ]/l373943  ^.?  ~  1172  {; 


V5472132  }-  ^2339|,  y  9082321  o^  3013  4,  y3380929  r^  1838:^; 

1/TÖ184Ö5  ~  1009  ~,  1/4069284  1  ~  2017  -■ 
6  36  * 

Ausserdem  giebt  er  auch  für  ^3  noch  einen  zweiten  Nttherungswerth, 
indem  er 

1361  y-         266 

790^  y^  ^  153 

setzt.     Was  die   Genauigkeit  dieser  verBchiedenen   Zahlen   anlangt,   so   ist 
dieselbe  eine  sehr  verschiedene  26"^  R  2839  -x  ein  sehr  guter 


Wcrih,  dsgegßa  wttr«  51)  1       weit  oxuliter  als  5!)1  ^  und  doch  ancb,  wie  ge- 


fordert  wird,  <  V'3494&0.  Wir  onthalteo  uns,  u  dieser  Stelle  schon  oSbcr 
Auf  diesen  Punkt  einzufirehen,  da  wir  sonst  kaom  vermeiden  konnten,  auch 
die  erel  spfiter  zu  diskutireiide  Frage,  wie  denn  wolil  Arcliimedes  zu  seinen 
Zoblwertben  gelang  sei,  vorgreifend  uiit  zu  bebandetn.  Nur  desfien  eei  noch 
gedacht,  dnes  aus  antiken  Quellen  gerade  über  jene  Frage  nicht  der  aller- 
mindeste  Aufschlnss  zu  erholen  ist.  Der  Commenlat^ir  Eutokio»  liegnilgt 
sich  aUmlicIi,  die  ungt^Olbre  Itirhtigkeit  dieser  N&heningäwertliä  dadurrb  in 
sehr  hauabuckeaer  Weise  oacbzuweisen  27),  datis  er  dieselben  sSmmtlicb 
direkt  in's  Quadrat  erhebt  und  so  seinen  Lesern  zwar  die  aothwendi^te 
Beruhigung,  gewi.tfi  aber  nicht  wissenitcliartliche  Befriedigung  verschafft.  Zn- 
seiner  Ret:htrertigiing  dient  Ihm  eine  kurze  Erklilrong,  welche  wir  nach 
Keseelnionu  28)  hier  wiedergeben  wollen:  „Wie  man  aber  eine  Wuncl  findet, 
deren  Quadrat  einer  gogelxinen  ZabI  sehr  nabo  gleich  komm  i,  ist  von  Heron 
in  den  /itr^ixor^  und  von  Piippos,  Theon  und  Anderen,  welclie  die  fuyültj 
avvrait^  von  Claudius  Ptolenmeuii  commentirt  haben,  gelehrt  worden.  Daher 
haben  wir  nicht  nCthig,  Untersuchungen  hierdber  anzustellen,  die  FreuDC 
der  Wiseenschaft  bei  Jenen  nachsehen  können."  Leider  ist  dieser  Trost 
uns  nut^os,  denn  die  beztlglicben  Arbeiten  von  Herctn  und  PapjKM  —  wenn 
sie  lindere  wbklich  in  dem  vod  Eutokios  angegebenen  Sinne  vorhanden  waren 
—  und  uns  vt-rloreji  gegangen,  und  wie  wonig  des  Theon  aUerdinge  auf 
□06  gekommene  Schnft  gerade  die  vorwtlrfige  Frage  zu  fÜrdern  vermag, 
wird  uns  spllter  klar  werden.  Auch  eine  andere  Nntii  des  Commentators 
kann  bOcbstono  nnaer  Bedauern  arregen,  w  wichtige  Dinge  wahrscheinlich 
flu-  immer  verloren  geben  zu  mdsseD.  Kr  lagt  nümlich  vpSter  noch  29),., 
oin  gowiBsor  Porös  von  Nicaea  habe  dem  Archimedee  dessen  mangol 
Beetiinmung  der  Zahl  a  zum  Vorwurfe  gemacht  und  dem  gegenttbei  seinen 
Lethrer  Pbiloa  Godarumiis  gerühmt,  welcher  in  seinem  Buche  xijfia  ver« 
feincrte  Rechnungsmetboden  auf  diaes  Problem  ati/.uwendon  gelehrt  habe. 
Von  all'  dem  wissen  wir  leider  gar  nichts  Genauerea,  und  nicht  Itoeeer  steht 
es  mit  unserer  Kenntniss  von  den  Leistungen  eines  gowiesen  Magnus,  der 
ebenfalls  auf  diesem  Fclda  thStig  gewesen  sein  soll  30). 

§.  3.  Aristareh  von  Samoe.  Ein  Zeitgenosse  des  Archimedes  war  der 
bekannte  Astronom  Aristaroh,  dessen  BiQtliexoit  jedenfiUls  in  die  erste  llrilfte 
de«  dritten  vnruh ristlichen  Jahrhundei-ts  filHt.  Von  seinen  beiden  Schriften 
ist  die  eine,  in  welcher  er  die  üblich«  geomelrisc-iie  PlanetentJieoriu  angrinf, 
nicht  auf  uns  gekommen,  denn  was  Koberval  unter  dem  Namen  „Arisiarut 
Samii  de  munrlj  »ystemate  libcUus^'  als  ein  griechiächos  C'riginalwerk  heraus* 
gab,  ist  SU  venchiedenen  Zeiten  von  TorricelU,  W'ctdler  und  Henri  UartE 


a1«  eine  untergeHclioKene  Arhnit  erkannt  worden  3t).  Dagegen  hesitzea 
wir  das  iinzweifEilliHrt  Hebte  WHrk  ntfii  fuyt9täv  nal  anoattmärmv  rfXlov  nal 
attjivti^  ile»  Amturclioä,  wnlcbes  im  AlU-rlhuin  ein  UauijtstUck  in  dtri-  unter 
dem  Nuncn  o  fux^^  aOT^ovoi*ov(Uvo^  bekannten  Lehrbildiersammhing  aus- 
luacbte,  und  zwar  ward  dLescs  Üucb  zuerst  von  Wallto  in  der  Ürspracbe 
berauBgegeben*).  Die  siebente  IVopoeition  33)  ist  es,  mit  welcber  wir 
bier  es  zu  tbim  baWii.  Ärietatx;b  erlirtert  alldoi't  sein  bekanntes  scb<!mes 
Verfabren,  die  Entternung  der  Erde  von  der  Sonne  gerade  in  dem  Momente 
XU  biHitimnien,  WBnn  der  Mond  halb  erlenrhtet  und  das  Dreieck  Erde-Münd' 
SonnB  itn  Mund  rochtwlnklig  it<t.  Durch  direkte  Heubaubtung  glaubt  AritiUrcb 
den  Dreieckswiokel  an  der  Krde  gleich  87^  —  freilich  sehr  viel  zn  klein 
—  gefunden  zu  haben  und  berechnet  dann  weiter  den  gesuchten  Abstand 
der  Krde  ?c)n  der  Sonne 

a  =  b  sec  87"  ^  6  cosec  3", 

wenn  a  die   IMKlimz  ^  ■>,   6  die   DiHtanz  ;^^   bedenteL,**)     Fig.  "2  stellt  uns 

(ke  iK-zll/^'Iiclie  Vorfahren  vor  Angen,  welches  eben  auch   fflr  die  Oeurbiefale 

dee  Irrationuk'n  eine  hohe  Bedeutung  besitzt;  A  bedeutet  die    -i,  C*  die    Ä 

B  den  <l.     Ober  ÄC  wird  das  Quadrat  ADEC  beäcbriehen  und  ausser  dei 

Diagonale    CD  noch  die  Hatbirungelinie  CF  dca  -^  DCE  =  45"  gezogen. 

Die  verlängerte  CB  schneidet  die  (Juadratüeile  VE  in  O,  ■^:  GCE  ist  der 

Voraui*Ket7.uag  geniSss    =  3".      Die   Kbnlichen   Dreiecke  ABC   und   CGE 

ergeben 

„_o        AC        IOC  ^  HC\ 

indem  unter  H  der  Durcbschnittsponkt  von  CG  mit  einem  dem  Quadrat« 
t<in beschriebenen  Quadranten  verstanden  wird.     Des  Femeren  ist 


Nunmehr  kommt  die  Bestinmiung  dieser  letzten  beiden  VerbttltuUM 
die  Reibe.  Beatiglich  des  zweiten  Verhllltnissca  wendet  Ariätarch  —  natür- 
lich in  geouietiificher  Einkleidung  —  den  Satz  an,  dasa  fllr  kleine  Winkel 
die  trigonometrischen  Tangenten  sich  wie  die  Bögen  verbalten;  denigemiles  ist 


*)  Nach  ß.  Wolf,  desaen  Daratellnng  wir  bei  dieser  i^ftuhe  tlberbaupt  in  erster 
Linie  folguu,  ist  neuerdioga  auch  eine  fnnzOdscbe  Ausgabe  des  arinlarcbischen 
Traktates  von  Fortia  d'Drbaa  und  eine  deoticbe  Ausgabe  von  Nokk  besorgt 
worden  SS). 

**)  Vgl.  hierzu  einen  daa  BriBtarcbiaobo  Problem  mit  den  Mitteln  der  oeneren 
Analjrsia  bebaadulodeo  AufsatB  von  Gnmett  31). 


Ln  Htalle  des  Zeictieas  ~  wöro  i%'enUich  >  z^etten,  wie  ee  ja  aurt 
sein  mu8s,  weil  es  »imSchst  auf  die  An^dlte  einer  oberen  Grenze  fflr  aec  87" 
ankommt.  Znx  Bestimmnii^  von  DK:  FE  dient  dagegen^  ganz  wie  bei 
Arobimedes  (§.  *i)  das  Theorem,  das»,  wenn  in  einem  Dreieck  ein  Winkel 
baJbirt  wird,  die  aaf  der  Gegeneeite  entstebenden  Ab^cbnilte  neb  wie  die 
anstoigendeu  Seiten  verbalteD.     Kau  hat  nllailicb 

DE 

FE 


*•£+  /)F  I}F 


*       I       /'Kl 


VE 


oder,  da  Ci5  =  2  •  CE    ist, 

FE        ^^  '  "■ 
Der   praktiiiche  Astronom   Riebt  neb    oim  in  d<e  Notbwendif^keit  ver- 
seUt,  mit  dieher   IrratiuDaluibl  zn  reebnen,  und   notü.  demzufalgu 

Dnrcb  ^usammettgeUen  der  beiden  Verhältnisse  ergiebt  sich 
HC      (U    »ö_B6  V 

und  »ec  B7°  >  18.  l>a  Ari^tarcb  femer  durch  ein  noch  ungleich  einfacber 
Terfabran  seo  A7"  <  20  ermittelt  bat,  lo  kann  er  mit  völlig  geuOgbuder 
Genauigkeit  soe  87°  =  19  und  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sot 
gleich  dem  Neiinzehnfafben  der  Entfernung  der  Erde  \om  Monde  annehmon. 
Wir   haben  in   g.    1  gesehen,   tlass   müglicberweiäe   echon    Flalon   eine 

Ahnung  davon   beeass,   der   nneoble  Brach  -r  lasse   sich   nline   erheblichen 

Fehler  der  Irrationalzahl  Y^  aubsütuireiL  Nunmehr  erhalten  wir  die  roll« 
Qowiashcit,  daw  2ie7iilicb  zu  derfiellien  Zeit,  in  welcher  Arcbimede«  j/ 3  in 
rationale  Grenzen  einzuechliesBen  lehrte,  oin  anderer  griechischer  hiatbemntiker 

einen  Umlicfaen  Fortäcbrilt  betreffs  )'^2  vollzog  und  auf  üeine  Wahrnehmung 
eine  äusserst  elegante  Couatruktion  begründete,  an  welcher  nur  lebhaft  zu 
bedauern  ist,  daas  sie,  auf  imrichtiger  thatdtchlicber  nasis  beruhend,  der 
aatronomisoben  Wissenschaft  selbst  keinen  eigentlichen  Vorthoil  bringen  konnte. 
§.  4.  fftrort  AlfMOulrirms.  Ganz  ehcnwo  wio  Arcbiined  ftlr  eine  geo- 
melrisohe,  Arintarch  für  eine  astronomische  Frage  bedurfte  Heron  als  QeodSt 
liei  dvn  verümbicdenat^n  Gelegenheiten  (juadratischer  IrtatiimnlitSten;  wir 
wollen  dabei  tflcicb  crkÜtren,  daäs  wir  im  Anschlnss  an  die  fQr  diesen  Aatdr 
maaesgebitudea  Forschungen  Cantor'ä  alle  die  vervcbiedenen  Mathematiker, 
deren  unter  diMom  Namen  KrwUbnung  gvechiebt,  in  der  Peraon  des  Alteren 
Ucron  (um  1Ü0  v.  Chr.)  vereiutgt  annuhmen  :16).  Obwohl  auch  er  dem 
geometrischen  Geiste  seines  Volkes,  welubus  bei  der  LSsung  einer  Aufgabe 
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daa  plastische  Bild  des  Gesuchten  in  Form  einer  constmirten  Linie  oder 
Flfiche  mehr  befriedigte,  als  eine  herausgerechnetei  Zahl,  nach 'Möglichkeit 

3/— 

Rechnung  trug,  so  z.  B.  bei  seiner  geometrischen  Darstellung  von  y  2  im 
deÜBchen  Problem  3G),  so  nahm  er  doch  auch  nicht  den  mindesten  Anstand, 
mit  irrationalen  Zahlen  im  eigentlichsten  Wortsinne  zu  rechnen.  Heron's 
Arbeiten  führten  ihn  auf  Quadratwarzela  in  allen  möglichen  Gestalten,  sogar 
das  Imaginäre  liess  ihn  einmal  ein  fehlerhafter  Diorismus  streifen  37),  und 
schon  die  nach  ihm  benannte  Dreiecksformel  38) 

i  y(a  +  &  +  c)  (a  +  &  -  c)  (a  -  6  +  c)  (-  a  +  6  +  c) 
kann  beweisen,  dass  ihm  Ausdrücke  dieser  Art  durchaus  vertraut  waren, 
obgleich  er  allerdings  fUr  die  gewöhnlichen  Feldmesser  nicht  ungeme  auch 
Näberungsformein  ohne  Wurzeln  an  die  Hand  gab,  mochte  er  auch  persön- 
lich von  deren  unzureichender  Genauigkeit  toU  Überzeugt  sein  39).  Ja 
Faul  Tannery,  ein  Gelehrter,  der  neben  Cantor  und  Hultsch  neuerdin^ 
wohl  am  Meisten  zur  Vervollkommnung  unserer  Kenntnisse  vom  Wesen 
griechischer  Mathematik  beitrug,  hebt  sogar  hervor,  dass  Heron  so  wenig 
vor  den  Wurzeln  sich  scheute,  dass  er  sogar  Formeln,  die  sich  ohne  grosse 
Schwierigkeit  rational  hätten  berstellen  lassen,  mit  irrationalen  Bestand- 
theilen  verbunden  lüsst.  Tannery  hat  dabei  den  Umstand  40)  im  Auge, 
dass  aus  der  von  Heron  für  die  Fläche  F  eines  Kreissegmentes  gegebenen 
Formel  {s  Sehne,  h  Sagitte) 

(8  +  A)  ft.  I     '     »J 
2  "■     14     4 

nicht  die  völlig  genügende  rationale  Nähenmgsformel 


6  =  s  +  A  + 


1  +  ^  -  "* 
^  ^   4       A» 


für  den  Kreisbogen  b  hergeleitet  wird;  vielmehr  setzt  Heron  entweder 

6  =  1  +  /5M^4"^ 
oder 

h  =  yii-fJY  -h  ~  (Ys*  +  4  ft^-  s). 

Wie  nun  freilich  der  alexandrinische  Geometer  im  einzelnen  Falle  seine 
Wurzeln  ausgerechnet  habe,  darüber  können  wir  aus  Quellenschriften  nichts 
mittheilen.  „Wenn  wir",  sagt  Cantor  41)  „über  die  Methode  der  Quadrat- 
wurzelausziehung, über  welche  Heron,  wie  wir  wissen,  schrieb,  nichts  be- 
richten, so  unterbleibt  es  nur  aus  bedauemswerther  Nothwendigkeit,  weil 
diese  zu  Entokios'  Zeiten   allgemein  zugänglichen  E^tel   au   ** 
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metrischen  Werke  des  Heron,  als  dessen  Bestandtheile  sie  von  Eutokios 
ausdrücklich  bezeichnet  werden,  heute  durchaus  verschwunden  sind.  Es  muss 
jedenfalls  eine  gute  Methode  gewesen  sein,  Über  welche  Heron  verfugte, 
da  die  bei  ihm  massenhaft  auftretenden  Quadrat  würze  lausziehungen  sehr 
nahe  richtig  sind."  Wir  hoffen,  im  dritten  Kapitel  doch  einigen  Ersatz  fflr 
den  fehlenden  Urtext  beibringen  zu  können,  doch  ist  es,  wenn  unsere  spätere 
Darlegung  eine  übersichtliche  werden  soll,  erforderlich,  gleich  hier  das  vor- 
handene Material  von  Thatsachen  zusammenzubringen.  Wir  schliessen  uns 
zu  dem  Ende  an  Tannery's  Abhandlung  an,  in  welcher  alle  bei  Heron  vor- 
kommenden Quadratwurzeln  in  zwei  Gruppen  eingetheilt  werden,  deren  erste 
wir  etwa  die  geometrische,  deren  zweite  42)  wir  die  goniometrische  nennen 
wollen.  Der  französische  Historiker  theilt  dann  wieder  aus  gewissen  sach- 
lichen Gründen  jede  dieser  Gruppen  in  gewisse  Unterabtheilungen,  und  wir 
wollen  ihm  auch  in  dieser  den  Überblick  wesentlich  erleichternden  Anord- 
nung folgen,  obwohl  die  Zweckmftssigkeit  der  Klassifikation  uns  erst  später 
einleuchten  wird.  Die  uns  interessirenden  Stellen  finden  sich  theils  in  der 
sogenannten  Geometrie,  theils  in  der  sogenannten  Stereometrie,  theils  end- 
lich im  Buche  vom  Landbau  (Über  geeponicus).  Alle  geometrischen  Schriften 
Heron's  sind  von  Hultsch  in  seiner  bekannten  trefflichen  Ausgabe  43)  ver- 
einigt worden,  auf  welche  im  Folgenden  stets  Bezug  genommen  wird. 
Geometrische  Gruppe.     AbtheÜung  I.     Es  ist  44) 

/63  -  8  -  -^ 


Es  ist  45) 

Es  ist  4G) 

Es  ist  47) 

Es  ist  48) 


16 


yn25  -  33  -f  !^  +  4 


|/l08{^32+^  +  ;+;+^ 


1/50  -  7  +  ,' 


14 


1  1 


Ahthcilnng  II.     Es  ist   lli) 


Es  ist  öO) 
Es  ist  51) 


V 
V 


^^^h  +  l  +  h-'  +  l 


y.MIJO  ~  58  +  '  • 
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Es  ist  52) 

Ahtheümig  III.     Es  ist  53) 

Viy5^ii  +  i  +  ^  +  ^. 

Ee  ist  54)  

Es  ist  55) 

V6300~79 +  1  +  1  +  4- 
Es  ist  56) 

1/1575-39  +  ^+^. 
Es  ist  57) 

/216~14  +  |  +  i. 

Abtheilung  IV.     Es  ist  58) 


]/366  +  l~18  +  |+i+i. 
Es  ist  59) 

VT56-l8  +  >-+J+i. 

Abtheüung   V.     Es  ist  60) 

VöÖOÖ- 70  +  1  +  1. 
Es  ist  61) 

/72Ö-26  +  A+i. 
Es  ist  62) 

]/2Ö8~14+^  +  ^- 

Es  ist  63) 

y43+i+>+>6+'+i. 

Abtheüung   VI.     Es  ist  64) 

■|/^"'^  +  .^^2  +  i  +  >. 
r        ^4^8'     10  ~3~4 

Es  ist  65)  _ 

|/886~i~29+i  +  i  +  l. 

Abtheilung   VII.     Es  ist  66) 

/1Ö8~10  +  |  +  ^. 

Abh.  SU  OMcb.  der  MAthem.    IV. 
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Eß  ißt  67) 


V 


2460  +  i5~49  +  i  +  i  +  l  +  l 


Es  ist  68) 


V' 


616  +  ij»~24  +  l  +  i  +  ij  +  Jj  +  i 


Goniometrische  Gruppe.     Heron   ist  der   ülteste  Geometer, .  weichet    in 

bewuaeter  Weise  trigonometrische  Aufgaben  in  der  Ebene  auflöste,  denn  was 

Hipparch,  über  welchen  der  nächste  Paragraph  zu  vergleichen  ist,  auf  diesem 

Gebiete   leistete,   gehört   ganz  der  Raumtrigonometrie   an.     Heron  dagegen 

ging  mit  IQarheit  \md  Entschiedenheit  darauf  aus,  den  Flächeninhalt  jedes 

regulären  Vielecks  —  bis  zu   einer  gewissen  Grenze   hin  —  als  Funktion 

der  Seite  darzustellen,  und  indem  er  also  den  Flächeninhalt  F^  =  a^^  ■  Const. 

setzte,   unter  a.  die  Seite  verstanden,   musste   er  diese  Constante  als  eine 

trigonometrische  Funktion  darstellen,  und  in  der  That  ist 

„       .          n         ^         180" 
Const.  =  —  •  cotang 

Da  wenigstens  einzelne  dieser  Formeln  in  allen  drei  als  echt  heroniscli 
anerkannten  Büchern  vorkommen,  so  glaubt  Cantor  69)  diese  zur  Zeit  be- 
kannten ältesten  trigonometrischen*)  Formeln  auch  wirklich  auf  den  alexan- 
drinischen  Geometer  zurückführen  zu  müssen.  Tannery  theilt  dieselben  in 
vier  Unter-Gruppen,  je  nachdem  das  obige  n  =  3 .  a"  oder  =2.2"*  oder 
=  5.2"*  oder  gleich  einer  anderen  Zahl  idt.  Folgendes  Schema  entepricht 
Tannery 's  Eintheilungsprincip,  und  zwar  stehen  zur  Linken  die  heronischen 
Niiherungewerthe,  zur  Rechten  dagegen  die  genauen  Werthe,  so  wie  sie  mit 
Hülfe  logarithmischer  Tafeln  berechnet  worden  sind. 


Abthcihtng 

I. 

t\  -  ^  «a"  '-'  0,433333  a,\ 

F^  =  0,1:^3013«/; 

F,  -  ^l  a,'  -  2,(i  a,\ 

i-;.  =  2,598170  «/; 

^\t  '^  4  °is^  ~  11,25  a,.,-, 

F,g  =  11,196152  rt,.-. 

Ahlheihmg 

IL 

J-\  =  <u\ 

F,  =  a:-; 

21 

K-^  ^.V-- 4,833333«/, 

n  =  4,828427  fl«^ 

AHheiliitig 

III. 

5 
J-j  '^      a^'  -^  1,666660  a^^ 

Fr,  =  1,720477  v; 

■f'io  -^  2  ''lo'^  ^  "^'^  '^••*' 

J^'io  =  7,694208  <7,„^ 

*)  Man  müsi-te  denn  als  noch  Tiltere  Spur  trigonometriacher  Rcclinnng  jenes 


IT. 


A3 


n  ~  T  «» 


-P*, 


DO    ■ 


3,633910  o,»i 

6,181824  0,'; 

«  9,3)15502  iij,'. 


f\  '^-a,'^  3,583333  a^^        F, 
g  «,  -  6,375  rt,*, 

6,333333  fl,', 
9,421571  a„»,  F„ 

Auch  aber  di?«e  merkwOrdigen  NiÜiurun^fonueln  IcJlnnen  wir  liier  keine 
tliatiUtcfalicbtin  Aufkl&rungeii  beibnnj^n,  da  sie  im  AlUirthiim  «ine  gujiK 
isoliiio  Stellung  eingenoinnien  zu  haben  und  von  den  si^torun  gnecbiKcben 
Matbemalikem  nicbt  weiter  beachtet  worden  xii  soiu  schcineu, 

Von  diesen  NäherungsTrertben  dürfte  besonders  jener  l^r 

bebterkcnfiwerth  sein,  der  aus  (F-  =«  -  aJ  yH)  ""  =s  o«*  lierrorgeht  Mit 
ihm  werden  wir  uns  in  der  Folge  sehr  eingehend  ?.u  befassen  hnbon.  Für 
y2  Ündet  sich  ein  llaüonjiLwertfa  bei  Ueron  wenigstens  nicbt  unmittelbar, 
wohl  aber  bat  Cantor  71)  miltelet  einer  aelir  flubarfsitmigen  üeberlegung 
es  wenigätens  aehr  wabriKiheinlicb  gemacht,  da^s  Jener  die  ans  von  Platon 

und  ArisUrcb  her  bekannte  Relation  Y^  "^  —  gekannt  bat.     Es  irird  nKm- 

licb  ini  Über  geeponiciis  die  Hypoieno^e  ein^e  rechtwinkligen  Dreieckes  von 

den   Katfaelea  30  uud  •U)  da«   eineiDBl   richtig  72)  =  /30'  -|-  40*  —  50, 

das  amleremal  73)  =:  5  -  y  (30  -f-  40)  gesetzt,  was  natttrlicb  keinen  rechten 

Sinn  bat.  fe^inen  gewissen  Sinn  ergSbe,  so  meint  Cantor  (a.  s.  O.).  die 
Formel  nur  dann,  wenn  man  anneboie,  dass  eine  (Fläche  Verallgemeine ining 
einer  am  gleichsclienklig- rechtwinkligen  Dreieck  bemerkten  lüigenscbaft  vor- 
liege. Man  habe  äich  Überzeugt,  dass  wenn  zwei  Katheten  a  und  b  ein.- 
[aiider  gleich  sind,  die  Formel  ftlr  die  Hypotenuse 

tind  babd  daraus  den  blscbeo  Schluss  gezogen,  es  sei  fOi-  jedes  recht- 
rinklige  Dreieck 

Beron  hat  natürlich,  wenn  sich  diese  wirklich  so  verhKll,   den  Saofa- 

im  maiUeuiatiacben  llAudbuch  des  Aegyptera  Aobniefl  7<i]  vorkommeiidc  Vcib&ll 
,  nbi«  „8eql"  gelten  laweti  wollen^  wolcbes  allerdings  eine  Winkelfunktion  lepi^- 
Lientirt«. 

8* 
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verbalt  klar  durchschaut,  allein  wir  wissen  ja,  dass  er  auch  uurichtigen 
Sätzen  einen  Platz  in  seinem  ol^ziellen  Lehrbuche  der  Feldmesskonst  gönnte, 
sei  es,  weil  dieselben  bereits  allzu  eingebürgert  waren,  sei  es,  weil  er 
wirklich  den  Routiniers  das  Ausziehen  von  Wurzeln  möglichst  ersparen 
woUte.  Für  a'^  b  kann  ja  auch  der  Formel  ein  approximativer  Charakter 
nicht  abgesprochen  werden. 

Einen  zweiten  Anklang  an  ]/2  ~  —  glaubt  Cantor  74)  darin  erblicken 

zu  sollen,  dass  Heron  im  „Landbau'^  75)  die  Seite  Ug  des  regulären  Acht- 
eckes durch  den  Durchmesser  d  des   umbeschriebenen  Kreises  in  folgender 

Weise  ausdrückt: 

6    , 

Berechnet  man  nSmlich  streng  geometrisch  a^  aus  d  und  setzt  in  der 
resultirenden  Formel  ]/2  f^  — ,  so  ergiebt  sich 

und  hieraus  könnte  durch  ein  leicht  erklärliches  Abschreiber-Versehen  der 
angeblich  heronische  Wörth  entstanden  sein. 

Endlich  ist  noch  anzumerken,  dass  Heron  für  die  so  häufig  in  seinen 
Rechnungen  auftretende  Quadratwurzel  aus  3  mit  Vorliebe  den  Werth  (s.  o.) 

26 

T^   setzt,  wie  diess  aus  verschiedenen  Stellen  seiner  Werke  hervorgeht  76). 

Er  drückt  diess  entweder  dadurch  aus,  dass  er  sagt,  die  Höhe  in  einem 
gleichseitigen  Dreieck  sei  gleich 

10         30  3     '     5 

der  Seite,  oder  dadurch,  dass  er,  unter  a  diese  Seite  verstanden,  für  den 
Flächeninhalt  dieses  Dreieckes  den  Werth 


«"(i  +  i^) 


angiebt.  Namentlich  an  diese  letztere  Fonn  haben  sich  Jene  gehalten,  dio 
später  aus  Heron  schöpften. 

§.  5.  Die  Scxagesimalbruchrechnung  der  Astrmwmen.  Im  Anschlüsse 
an  die  bei  den  Mesiipotainiern  herrschend  gewordene  Sitte  7ö),  jede  Zabl 
durch  eine  Heihe  von  der  Form 

. . .  «  .  60="  +  &  .  60*  +  c  .  60  +  rf  +  c  .  60    +  /" .  60  -\-  g  .  6o'  -| 

darzustellen,  bildeten  sich  die  griechischen  Astronomen,  ganz  unabhängig 
von  den  am  Ueeimalsystem  festhaltenden  Vertretern  der  Übrigen  mathe- 
matischen  Wissenschaften,  einen  selbststündigen  Calcul  der  sechzigtheiligen 


Brüche  ans.  Em  sehr  bobes  Alter  kommt  demselben  genulc  nicht  zu;  von 
Aatoljkos,  der  nicht  sehr  lange  vor  Eaklid  Über  die  Auf-  und  Untcrgltngo 
der  Sterne  schrieb,  wissen  wir  aufs  Beatimniteste,  dass  ihm  die  Liotheüau^ 
des  Kreises  in  360  Grade  gaiu  ebenso  unbekannt  war,  wie  jede  Art  trigo- 
nometrischer Rechnung,  und  auch  der  )^elehrte  Polylii8tor  Erattiflthenes  be- 
fand sich,  wie  der  genaueste  Kenner  seiner  Werke,  H.  Bergor,  eehr  wahr- 
Hchetnlich  xn  machen  gewnset  hat,  ganz  im  gleichen  Falle  77).  Ilipparcb 
itiufts  »onach  ahi  der  eigentliche  £rtindor  beider  Neuerungen,  der  Trigono- 
metrie und  der  astronomischen  Logistik,  betracbtot  worden  78);  nur  be- 
jtUglicb  der  letzteren  kt*>nnie  ihm  mCgUcherweise  der  ungef^ir  znr  gleichen 
Zeit  lebende  Il^psikle»  den  Vorrang  streitig  machen.  Erstere  erfordert 
nun  freilich  aucli  Quadratwuntelatisziobnnf^'en,  allein  die  Auflt^fiung  rcebt- 
winkligor  Kugeldrei »cke,  tWmv  vrelchv  Hijiparch  uicbl  hinausging,  l&ssb  sich 
auch  ohne  jene  bewerkstelligen,  und  mit  ebener  Trigonometrie  hat  er  »ich 
hftchstens  ganz  ausnnhmaweise  beschäftigt.*)  Jedenfalls  aher  berechnete  er 
xiierst  eine  Tafel,  welche  aus  einer  gegebenen  f^fane  auf  den  zugehl^rigen 
Centriwinkel  und  umgekehrt  aus  dem  Centriwiokel  auf  die  Sehne  zu  schlicssen 
gestattete,  und  dabei  konnten  Quadratwurzeln  flLglich  nicht  umgangen  werden. 
Aral>tgche  Quellen,  die  Woepcke  81)  namhaft  macht,  wiesen  auch,  tlao« 
Hipparch  eine  Abhandlung  Aber  Theilung  der  Zahlen  und  eine  zweite  Ülwr 
Algebra  (quadratische  Oleichnngcn)  verfassi  habe.  Derselbe  muss  also 
quadratische  IrrutionalitUten  nftheruogsweise  berechnet  habun,  und  ee  ist 
nur  auTB  Tiefste  zu  bedaneni,  dass  uns  jede  Kunde  Obi^r  da«  Wie  fehlt. 
Mollweide  freilich  ist  der  Meinung  82),  die  von  Ptolemaeaii  gelehrt«  Methode 
zur  C<?nstrukt.ion  einer  Sohnentafel  sei  vfiUig  auch  die  des  Hipparch  geweaen, 
lind  ganz  besonders  dUrfe  der  gleich  nachher  xu  hesprecbeode  wichtige 
Näherungäwerih  für  y  3  unbedenklich  als  bipparchisuh  angesehen  werden. 
Treten  wir  jet^t  den  bei  Piolomaeuti  vorkommenden  Quadratwuri^ln 
etwas  nSher.  Behr  gnws  ist  die  Ausbeute  nicht,  die  wir  bei  ihm  machen, 
da  auch  fllr  ihn  die  eb«ne  Trigonometrie  nur  ganz  im  Vorbeigeben  Uegen- 
atiuid  dea  Interesse«  war,  doch  findet  sich  Immerhin  Manches  vor.  8o  ist 
er,  am  die  Orösse  der  rerfinsterten  Sonnensdieibe  zu  bestimmen  83^  ge- 


")  Berger  freilich,  der  mit  iUMemter  Sorgfalt  alle  Maohricht«n  Aber  den 
Antronomen  Ton  Nicuea  gesammelt  hat  79),  *^rwlbnt  80)  bei  den  venchtedenslen 
Qel^^h«iteo  auch  eiiier  in  diu  tetttere  Uebiet  eioiohlagendcn  Arbeit  deaselbeo, 
von  welcher  wir  nur  leider  gar  keine  Einzelheiten  kennen.  Eratostbenea  n&mlicb 
zerlegt«?  der  Obernicht  halber  die  Länder  der  y^  ot%Qv(iiinj  in  geometriiMshe  t^tgurea, 
die  Ctp^ayidti,  imJ  Hipparch  «oll  üben  durch  tri;;o[iüiiii::lriHühe  Anal^ac  dus  Um- 
TangeH  und  Inhaltes  liiem'r  Finurtiij  cjyu  Nachweis  yL-filbrl  haben,  duss  die  Ein- 
theiluogiweiMi  dvi  AlexaulricurB  eine  willkUrliehü  und  unbLTochtigte  sei. 


*  +  öö- 


«wimgen,  in  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  3),  worin  j4fi  •=  6,  BC 
^ACB"^  90"  ist,  die  Seit«  AC  in  berechnen  und  findet  demgpmJtss 

K^V  -  SC 


AC 


l/se-Ci-i-rJ- 


Hierliei  hilft  er  siub  nun  frailich  uhne  groeno  Bedenltliclikeit,  indem  er 

—  «^  —  and  somit 

A  C^  (V36  —  16  —  4  =  \) 

setxt,  den  Brucli       obendrein  TtirniicIiläSBigend.    FUr  dc-n  nnge&treliten  ^w«ck 

w&r  dieser  Genauigkeitsgrad  Freilicb  wohl  hinreichend. 

In  die  Ikrechniing  «einer  trigonometrischen  Tafel  hat  nns  Ptoleuiaeus 
einen  klaren  F.inbliek  vanitattet;  It}eter  hat  84)  diesen  Calmil  in  einer 
neneren  Lesern  trefflich  entejirechenden  Foroi  dargestollL  Da  der  Gntnd- 
gedanke  der  ist,  aus  den  sn  den  Cenlriwiokeln  tt  und  |9  gehörigen  Sehnen 
chord  a  und  chord  ^  die  Sehne  cbord  /  der  Differenz  tt  —  ß  =•  Y  nüttelst 
des  DQch  Ft«ileniaeiis  benannten  Satzes  vom  Kreisviereck  zu  finden,  so  mnsste 
anhaltend  (d  Kreigdurchmeseer)  nach  dei-  Formel 

rf  .  chonl  y  =  chord  a  Yti*  —  (ehord  ß)^  —  chord  ß  Yd*  —  (chorf  y)* 

gerechnet  werden;  Quadratwunelausziebungen  standen  aUo  reobi  eig<entlicb 
anC  der  Tageeordntmg.  Ausserdem  kam  auch  gleich  im  Anfange  vor« 
chnrd  120"  ans  chord  60"  ^  r  zn  finden;  diess  geschieht  bekanntlich  mittelst 
der  Relation 

cbord  liOf' =ryS. 
Bai  PtoleniMUB  wird  nun 


chord  t20<* 


V5~(,08  +  ^  +  A>,)  = 


60 


«0    *    60" 

^gasetxL     Dieeer  Werth  mach(  anfs  ErsU  einen  guu  fremdartigen  Eindruck; 

erwfigl  man  aber,   daia  die  Summe  der  beiden  in  der  Klammer  stehenden 

BrtVohe   von   1   mir    um    einen   kanm  nenncaswiirthen    ßeirag  abweicht,  so 

erhttit  nsan,  worauf  zuerst  von  Mollweide  85)  aufmerksam  gemacht  n-orden 

zn  sein  scheint, 

/3^  (!?*  =  ??). 
'  \  60  16/ 

Gerade  diener  N&herungswortb,  der  uns  an  dieser  Stelle  zum  iweitan- 
male  Iwgegnet  (s.  o.  ^  4),  muss  aber  besondere  Beachtung  finden. 

Ungleioli  weniger  geeignet,  diees  zu  thun,  i^ind  die  Qbrigen  bei  Ftole- 
BtMUB  TnrVnnimendi>n  Nfilicrungswertlio,  und  swar  nun  dem  fQi'  den  Autor 
aa   sich   eehr  rühmlichen  Umsbuido,  daas  üie   »treng  roclhudii<ch  beredinet 


ind  mese  Methode  keanen  wir  gana  anaBerg«n9bnUcb  ffen&u 
spüterea  gricchiMben  Schrift.  £in  im  vierten  Jahrbutidert  n.  Chr. 
lebeQiier  Atitrunum,  Namens  Theon,  hat  io  seiaoia  Commentar  zaoi  AUnagesl 
da»  Yerfahrea,  dessen  man  sich  beim  »echzi^b eiligen  Calcul  zur  Ausuebung 
von  Quadratwurzeln  xa  bedienen  pflegte,  weitlliußg  aiiöeinandergcsetxt^  und 
jjrllH  man  di«  jitoleiuaeiscben  Zahlen  auf  dieses  Verfahreu,  so  stimmt  das 
Krgebniäs  der  Art,   dase  es  ktiiaeia  Zweifel  unterließen  kann,   Ptolemaeus 

'habe  wtrktio.h  in  diuser  Art  und  Weisu  seine  Dcrecbnitngnn  angest«lU.  Ehe 
wir  jeiJoch  xii  diosom  Commimtator  Thoou  uns  wenden  kunncn,  haben  wir 
xuTor  noch  emes  anderen  gleichnamigen  Mathematikers  xu  gedenkeu,  der 
uns  Über  die  Quadratwnneln  bei  den  Alten  ebenfalls  ErJJShungen  macht, 
nnd  zwar  solche,  die  kaum  minder  wichtig  für  den  Qcacbicbtscbreiber  der 

^exakten  Wissenschaften  sind,  als  Jene  seine«  KamiiQSTetters. 

g.  6.  Theon  von  Smffrna.  Dm  130  n.  Chr.  lebend  —  die  Zeit  iKsst 
sich  dntch  von  ihm  angestellte  HimmßlRlieobaahtiingen  ueralich  genau  fest- 
legen — ,  hat  Tbetm  Sinvmaoua  sich  die  Aufgabe  gostwUt,  in  einem  be- 
sonderen   Werke   alle   matburaatiMhoD    VuHionntnisse   zu   veroiiiigcn,    deren 

Lman  zur  Lektüre  der  iilatoniscben  Schriften  bodaH'.     Dieses  Werk,  von  dem 

tfrühei:  nur  die  einzelnen  Theile  besonders  herausgegeben  worden  waren, 
hat  neuerdings  eine  Gesammtausgabe  erfahren  86).  Es  besteht  ans  einer 
Arithmetik  mit  musikalischem  Anhang  und  aus  einer  Astronomie.  Im  erst- 
genanutea  Tbeile  öndet  »ich  87)  die  Stelle,  an  welche  wir  aozuknftpfen 
haben;  ihre  Bedeutung  «pwitjH  (üt  die  Lehre  vom  frratianalen  scheint  za- 
erst  von  Dnger  88)  erkannt  worden  zu  soiii,  allein  diese  gelegenüißhe 
Wahrnehmung  war  wieder  ganz  verschollen,  und  Cantor  gebOlirt  das  Ver- 
dienst, von  Neuem  an  die  Bedeutung  der  Stelle  erinnert  zu  Labon  89). 
Theon  constnitri  am  angeführten  Orte  gewisse  Zahlen,  welche  er  noch 
riechischer  Sitte  als  „8eiten7jLh!en"  (jtltv^ai)  und  „Diametralxablen"  (Jw- 

ffotfot)  kennzeichnet     Kr  geht  aus  von  zwei  Einheiten  und  bildet  resp. 

1.1  +  1  =  2,        2.1  +  l.=  3 
als  oreto  Seiten-  uod  Diamotralzahl.     Damit  ist  das  Bildungitgeseta  dieser 
Zahlen  angedeutet;  versteht  man  unter  «,  und  d.  bezflgliah  die  nte  Soitcn- 
and  Diametralzahl,  so  Ist 

a.  +  i  =  fln  +  J^,     <fti  +  i  =  2«.  +  Ai, 
so  dass  mithin  (i|  mi  1,  d^  ^  1^  0,  ^  2,  (^  s»  3,  o^^ö,  i^  >■  7^  <i^  ■»  12, 
17f  0}  ^  '29,  il^  ^41  u.  s.  w.  wild.     Alsdann  gilt  der  Lebraatt 
d,*  =  2n,'-4-l, 

den  Therm  au«dr<toklich  aufstellt,  allerdingi>  ohne  ihn  mit  einem  Beweise 
XU  reneben.    ludeüs  ist  dieser  letztere  eo  ungemein  einfacb,  dass  man  wohl 


1er  griechiBohc  Msthetuatiker  habe  ilii^vKara^tn^na^vTnw 
ndlidikeit   vegen   nicht   mitgetheilt.      Oi«$i>  geht  ans   dem  ]-'<>t- 
geDden  unmittelbar  hervor.     Man  hat  nftnüicb 

und  da  ff,  —  2a,  ^  ~  1  ist,  »o  ist  auah  die  nnpraiiKliche  Gleichunf;  er« 
littrtet.  Dies«  alles  n'iist<te  man  schon  frOher.  »Hein  L'aniür  hat  'lärauH  den 
HCfawRr  anfpcbtbaren  SchliiBK  f^xogen,  dsss  Der,  dem  obiger  Lehrsatz  ^' 
ISnfig  war,  doch  auch  wissen  miiBst«,  der  Quotient  d^:a\  uot«r«cheid() 
sieb  nur  wenig  too  2,  der  Quotient  d,  :  a„  alM  um  noch  weniger  Ton 
]/2.     War  dem  aber  so,  dann  wu^sto  man  aocli,  dass  die  anScbt«n  Brach« 

1    A    1    *'    ••^ 
l»   »'    5'  ia'  «  '" 

«ine  dem  wahren  Werthe  von  ^2  sich  mehr  und  mehr  nShernde  Reihe 
bilden,  nnd   Qnter  diesen  befindet  eich,  als  dritter,  jener   bequeme  Bruch 

-^,  welchem  wir  bereits  rlreini&l  bei  Plat4in,  bei  Aristarch,  bei  Heron 
o 

Alcxandrinus  begegnet  sind.  Erst  im  ndcbäten  Kapitel  «wird  uns  die  hohe 
Wichtigkeit  dieser  eigenartigen  und  den  griechischen  Arithmetikcm  im 
üebrigen  fremden  Gedankenreibe  zum  vollen  Bewuset^ein  kommen.  Nessel- 
mann, dem  diei«e  Seite  der  Sache  oltenbar  nicht  aufgefallvu  ist,  und  der 
auf  die  Stoltc  dct?halb  Mich  koin  so  hohas  Gewicht  legt,  in  ihr  Rogar  nr- 
sprllnglicb  nur  einen  gelegentlichen  Kmfall  Theons  erblickt,  kann  trottdeni 
nicht  umhin,  ziizugustebtoi  DO):  „Diese  Spielerei  mit  (goomelrifichen)  Ana- 
logieen  wird  wichtiger,  wenn  wir  sie  von  ihrer  wissonächattlicben  Seile 
in's  Auge  fassen,  and  nie  wird  dann  eine  Methode,  alle  Aunn^ungen  in 
ganzen  rationalen  Zahlen  zu  finden,  deren  die  beiden  Gleichungen 

2r"+  I  =N»  imd  21*—  1  =y* 
flüiig   sind."     unter   allen   UmftLOndou    also    hat  diu  Geschichte  der   unba- 
stimmien  Analytik  von  Thcon's  Betrachtung  Noliz  zu  nehmen. 

Freilich  macht  uns  dieser  Mann  so  wenig  den  Eindruck  eines  eolbet- 
denlcenden  Geistes,  dass  man  halb  und  halb  gen'^thigt  int,  ihm  die  eigent- 
liche Autortchaft  abztisp  rechen.  Dai-auf  deutet  auch  Cautor  (n.  a.  0)  sehr 
bestimmt  hin ,  ohne  eine  weitere  Vermuthung  aoszasprechen;  was  «r 
unlerliesB,  hat  Paul  Tanner>-  gethan,  dar  den  Keim  die^Ar  (Tnt4»n(iirhung 
eben  in  jenen  platonischen  Schriften  zu  finden  glaubt,  denm  ErlUutoning 
Theon  seine  Schrift  gewidmet  halte.     In  seiner  eingehenden   Schilderung 


der  platonischen  ü&terriebtsroetliodeQ  bebt  der  framOföscbe  Forsober  91) 
die  hohe  Wahrschmalichkeit  der  Annahme  faei-vör,  ttah  man  bereits  zq  lieb- 
zetten  des  Meintora  innerhalb  der  Akademie  nüt  duiu  Studium  der  iinbe- 
atimniten  Gleichimg 

liegoDnen  habe  und  wohl  auch  zu  einzelnen  LSsiingen  gelangt  (i«i,  wenn 
auch  vielleicht  die  Aui'findung  der  „voUstJindigen"  [jööung  dorn  Thoon  vor- 
l>ebalt«n  bleilien  mflssc.  „Cett«  Solution,  i|ui  donne  une  s^rie  de  valcurs 
rationeUes  et  de  plus  ea  plue  approcbv>es  ponr  rincomnieiiEui'ablc  yi,  ^tail 
au  reste  tr^ü  fat:ile  ä  übteuir  potir  les  anciens,  en  pi.>ursuJTaut,  d'apr^s  tear 
pioc«de,  lertractiön  de  cette  racine." 

§.  7.  Spätre  Hintp^im  auf  die  Tkeonncfuf  MdJtodfi.  Auch  der  Xeu- 
platonikor  Jamblichgn  kennt  die  Heiten-  tmd  Dlainctralzablcii  und  deren 
Borecbnuog  Ol)^  mdem  gebt  das,  wa&  er  darüber  mittheilt^  in  keiner  Weise 
Eiber  die  Angaben  des  Tbeon  hinana.  Ebenso  scheint  Proklas,  fUr  den  als 
einen  Anbänger  der  gleichen  pbUoaopbiscben  HTcbtung  diese  altplatonische 
Theorie  beeonderee  Interesse  gehabt  haben  mlls.'tte,  wenigKlens  eibige  Kenat- 
niös  von  der  Sache  beseeaen  xii  haben.  Wir  i'vproduciren  die  Stelle,  trelche 
wir  im  Auge  haben  9.^),  wrtrtlinb  nach  der  NeßselmaTm'ficlien  (Teburtragung: 
„Ea  giebt  zwei  Ai"l«n  n-chtwinkÜgt-r  Dreiecke,  gleichsehenklige  und  un- 
gleichseitige; in  dein  gleichäcbeukligen  iat  es  nicht  uif^glich,  Zahlen  zu 
Hnden,  welobe  den  Seiten  ent^tprechen;  denn  es  giebt  keine  Quadrnlzahl, 
irelche  das  Dop]>elte  einer  Quadratzahl  w&rc,  es  sei  denn,  das»  Jemand  um 
1  rersohiedene  Zahlen  meinte;  so  iat  x.  B.  das  Quadrat  von  7  das  Doppelte 
des  Quadrats  von  5  weniger  1."  Ka  bedarf  wohl  kaum  aiisdi- Ucklicher 
Hinneigung  auf  den  umstand,  da»«  diese  eben  jene  Stelle  des  l'rnklo«  istf 
auf  welche  in  §.  1  Bexug  genommen  ward,  und  die  elien  auch  mit  Rrfolg 
l'ür  diu  Theorie  Tanner^y's  vom  platonischen  Ureprung  der  Heilen-  nnd 
Diuuietraltahlen  verwerthet  werden  klJnnto. 

Ks  lAge  gewiss  nahe,  zu  erwarten,  dass  in  dorn  iinifiaBsendon  Werke 
fies  Diophant,  das  doch  eine  wahrhaft  erdrückende  Masse  von  Aufgaben 
aus  dar  unbeatimuiten  Analytik  enthalt,  auch  der  obige  Spezialfall  der  jetzt 
—  trrthOmlioh  —  so  genannten  Pell'sohen  Qleichnug  zur  Behandlung  ge- 
langte. Dem  ist  jedoeh  niobt  eo*);  die^e  originelle  tmd  elegante  Lehre 
tritt  Im  gricchischon  Altertbum  nur  gonit  vereinzelt  auf. 


*)  BeiUnSg  wollco  wir  bemerken,  da»,  wie  scbou  au  den  Au^füfatuegen  in 
i.  1  m  Mhlicsfieo,  die  ä^i^ftritixü  des  Diophant  fiir  ua«  gar  keine  Autibeute  ge* 
wühreii      Nii-hr,  ab  ob  derselbe  den  QnaOratwunelu  als  solchen   au«  dem  Wege 
len   wäre,  im   Gegentbeil«.    In   seiner  Schrift  Aber   die   roIygonalKahlen 


8.  Tfieon  Aifixondrinus.  Die  clirou »logische  Entwick^hrnj*  ftthrt  uiu 
nuDmehr  wieder  zu  Jenem  anJeren  Tbeon  ziirllck,  von  wetcbem  bereits  in 
$.  5  in  Verbindung  mit  den  bei  PtolemaeQS  vorkum inenden  Quadratwuneln 
die  Itede  war.  Ak  bekannt  darfeu  wir  alsc  vorauä^etzen,  daea  Tbeon  die 
den  grie>ühiEcben  Aetronomen  eigentliümliche  Methode  scbilderte-,  die  zweite 
Wiincel  aoKi  solcben  Zahlen  atuztixitfben,  welcbe  durch  eine  nach  absteigenden 
Potenzen  Tun  60  geordnete  Ruibe  darge^tteUt  sind.  Ob  freilich  nicht  be- 
reit« ror  ihm,  der  unter  Tb<!i>di>ßiiii;  I.  lebte,  uiitfiprechende  ErliluU<nui)jva 
zum  Almagcst  uiiiduj-gesfbricbcn  wurden,  ist  rmgUch,  denn  wie  wir  hhb 
ans  §.  2  entsinnen,  »olt  ja  PappoE,  aus  dessen  bocliwichtijjor  „niathonia- 
tiücher  Sammlung'*  die  iritbrnetiüclien  Bestandtheile  fast.  gSnzlich  ausge- 
fallen sind,  Über  die  Ausüebting-  von  Quadiatwimeln  gebandelt  haben, 
wahrscheinlich  also  auch  Ubei*  die  des  Almageetes  98).  Man  glaubte  sogar 
in  einem  von  dem  Pariset  Bibliothekar  C.  lleor^  berauegegebenen  Bruch- 
RtUok  'J9)  den  (.'nntmentar  zum  I.  llucho  der  luyäit]  ovtta^^  xu  erkennen, 
doch  «lelbst,  wenn  aich  dienn  bestfitigeu  sollte,  vennügen  wir  an  dieg^r  Stelle 
keinen  Nutzen  daraus  xu  ziehen,  denn  das  Fraffment  geht  nicht  Ober  die 
Division  hinaus.  PRr  un^t  Itleiht  somit  Theon  nicht  allein  die  Haii|iU(iielle, 
sondern  —  von  noch  weit  späteren  .Schriften  al^eeehen  —  sogar  die  ein-^ 
zige  Quelle. 

Theon  geht,  ganz  wie  wir,  von  der  euklidischen  Formel 


ans.  tTtn  |/4500"  zu  erlialten,  denkt  er  sich  —  wir  halten  nnn  hier  an 
die  Ton  Net^elmann  re«;'flnfitniirte  Figur  (Fig.  4),  wie  anoh  an  desaen  Teit 
100)  —  ein  Quadrat  ABC-D  vntn  Inhalt  4600  geseichnot,  sucht  dann  die 
zunUchät  an   4500   gelegene   Quadratzahl   4189  ^  67 \    maofat  .i£«C7 


kommen   labr  complicirtc  Wurzelaoodrilcke  tot  94);  er  Tnuste   icbc   wobl   die 
Ulcicbiisg  ax*  -\-  c  =■  bx  mitteUt  der  Kelation 


vr- 


aufsalOscn  95),  and  Itodf^t  but  auch  96)  di«  fraher  Ton  di;ii  Mctstso  acceptirie 
Tbateacbe  angefochUm,  da&3  miux  aus  Diophant'a  «ufölliger  Xichterwahnung  der 
Zweideatigkeit  einer  Quadrat wur7A>l  »iforl  darauf  ecblieiu^u  kOnae,  dii^KO  Tbit- 
•acbe  «ei  ihm  iiad  den  tiriecben  Qberhaapt  unWk&not  gewvdni.  Allein  i-r  wussta 
e«  dnrch  EurnftgrifTe  aller  Art  ao  einfloricbten,  dau  die  Quadratwurzel  unter  allen 
Utastäoden  rational  ButSvl,  »ei  et  nun,  daus  er  unbeatimmte  od^^r  beaümmte  Auf- 
gaben TOr  aich  hatte.  Für  ihn,  der  »nit  «o  unbefangen  war.  Fl&cben  and  Strecken 
all  seine  ilahlgrüaacn  wi  «ddireu  »od  »i  •ubtrahiren,  hatte,  wiv  Cantor  betont 
Vtit  das  Imtionalu  nodi  nicht  den  Charakter  einer  Zahl. 


und  Torroüstlltifligt  das  Qnnclrat  AEFO  =  4489.    Denkt  mtu  rieb  also 
4500  =  (67  4-  ^y  gesoUt,  so  bat  mau  jetat 

Gnomon  EFGTiCB  —  134  :c -|- x'' =  II. 
Diese  11  Grade  sind  gleich  660  Minuten.     Induin  j;'  als  eine  kleine 

Clriisee  vorerst  verDacblilssif^  wird,  setzt  man 

134  ^~  660,*'^  4. 
Jettt  trÜKt  Tbeon  von  E  und  G-  ans  die  Btrecken  Ell  ^  6K  ^  i 
ab  lind  ergSnxt  da«  so  angedeutete  Quadrat  AHI.K.  Der  Inhalt  desselben 
besteht  aus  dem  Quadrat  4489,  den  beiden  Parallclngramnien  flE  und 
af\  deren  jedes  di;n  Inhalt  üT  .  4  =^  26$  Minuten  hnt*),  und  endlich  dem 
Quadrat  EI,  =  4^  =-  16  Bekunden.  Da  2  -  a68  =  ö36  Minuten  den  Werth 
8*^  56'  ergeb«n,  so  ist 

Quadrat  yl// Air—  4497*66'  1«". 
Zieht  man  dieses  vom  ganzen  Quadrat  AIU'J)  ab,  so  bleibt. 

Gnomon   // /.A' X>Cif  =  2"  3' 44".       " 
Die»  Zahl  iat  gleicbwerthig  mit    7424  Sekunden.     Abermals   werde, 
wie  oben, 

Gnomon  HLKDCB  —  7434"  —  [2  •  (67"  +  40]  y  +  3/' 
gesetzt;  mit  Beiseitelasstmg  von  j/'  t'nlfft  bieraas 

(134"+  8*)* —  7424,^^66. 
Gs  ist  einleitclitend ,  wie  jetüt  fortzufahren  wlLre:  von  H  und  K  ans 
wSren  auf  den  botretl'onden  Qaadrateeiten  xwei  Strecken  c=  55  abzutragen, 
das  neue  Quulrst  it>t  zu  ergänzen,  der  restirende  Gn4>mon  in  Teitiea  zi 
verwandeln,  in  den  Inhalt  mit  2  (67"  +  4'  +  65")  -im  dividiren,  u.  s.  f/ 
Theon  bslt  on  nicht  Rlr  nSthig,  imter  Sekunden  herabzugehen,  und  setzt 
demnach  mit  genügender  Annäherung 

4500*  ~  67"  4' 55", 
wie  dies»  anch  Ptolemaeue  gethan  hatte.  Nicht  im  Mindesten  anders  ge- 
staltet sich  die  Frocedur,  wenn  etwa  l^a^fc"  ku  suchen  wäre,  wie  diesa 
Theon  selber  an  dem  ßeiepiele  von  }^2*'38'  nachweist  102). 

Man  nberzcugt   sich    sofort,   dass   es   sehr  leicht  ist,   die»«    Kinitolvor- 
sohriften  xu  einer  allgemeinen  llegel    iasammenzn  fassen.     Auch   kann   man 


■1  Vorher  acbon  hat  Theon  10t)  g*wipl,  wie  aich  zwei  OröMen  Ter«ebiedener 
ICangordnuogen  durch  MultipHkalioi]  odur  Diviiion  mit  emitilder  vorbinden;  wir 
kAnneD  «eine  tehr  wortreiche  ttegel  bequem  mitteilt  der  UeliiUoB 

abgekOnd  dara  teilen. 


^erfiihr«^  nnwhwpr  dtircli  eine  indepuntJente  Tormcl  «^srstpUpn .  wie 
diess  vom  Verf.  die&ee  bei  einer  Trüberen  Gelegenheit  geschebeu  iat  1Ü3). 
Von  unserem  modernen  Veri'abien  weicht  dias  tbeoniscbe  ofTenbar  nur  in- 
kofeme  ab,  als  in  der  Eotwlokelnng 

d 


VA^,  +  ^+^  + 


m 


i  + 


die  bei  uns  gebriiucbUcbe  Zih\  m  ==  10  durcb  m  =  60  enieUt  ist.  Ma 
mflcbt«  also  aiirh  vermuthea,  dass  dlejoniK^n  Kriechiscben  Mathematiker,'^ 
welche  wnntger  unter  dura  Banne  de«  afilnrnomiitcben  Braacben  standen,  ein 
Kbnlirhe8  Verfahren  auf  Decimalzablen  anwandten,  Ncsnelmann  freilit^h  will 
hierron  nichts  wissen;  „dass  diese  Methode",  iwhretbt  er  104),  „von  den 
Griechen  bei  i>ecimal2ablen  nicht  ^braucht  worden  Ist,  beweist  Entoldos, 
der  die  Aosziebong^  tud  Quadrat  wurzeln  (^efUigentlicb  vermeidet."  Vielleicht 
gelingt  es,  im  dritten  Kapitel  diesem  doch  keinoBwega  zwingenden  Gründe 
klüftigere  Argumente  rtir  rjle  «ueret  genannte  Aneicbt  wir  Seite  zu  'bI^Uiu. 
§.  9.  -Die  B^santmer.  Aach  wenn  wir  des  Theon  Anmerkungen  zum 
AlmugeKt  nicht  niL'hr  beallesen,  so  wRre  uns  trotzdem  Gelegenheit  geboten, 
die  griecbiscbo  Methode  der  (JitadralwnrzelauHziebung  aus  KciageKimalbrllchen 
kennen  zu  lernen,  nitmlicb  diirvh  Vennittelung  der  0ätri$roi6cbcn  Mathema- 
tiker. Eigenen  ErBndungsgeiateg  fast  völlig  baar  nnd  deshalb  auch  ftU* 
den  Fortschritt  der  WisBensehaflen  ohne  jede  Bfrdeiitnng.  haben  die  Byzan- 
tiner iituiierhin  durrb  ihre  Aofbewahrung  altgrieohi^cher  Leistungen  eicb 
ein  gewiaeee  Verdienst  erworben;  «o  kennt  i.  B.  Pediaaimus  oeben  vielem 
anderen  Heroniscben  auch  den  Werth  rv  fOr  y  3  105).  FDr  die  griechioche  Lo- 
gistik kommen  zwei  MUnner  besonders  in  Frage,  beide  MSnche,  beide  voll- 
titüttdig  mit  den  Kachtheilen  damaliger  gelehrter  Thitigkeit  behaftet,  im 
Üelirigen  Zeitgenoitson.  Der  eine  derselben  iat  Barlaaui,  freilieb  aua  ünt«r- 
Italien  gebürtig,  das  damals  .ji^bicli  nocb  sehr  viele  griechische  Klem^nte  um- 
sohlose,  Biijiter  aber  in  Theesalien  wohnhaft.  PElr  die  Lebenszeit  dieses' 
•  Mannes  hat  mit  ziemlicher  Sicherheit  als  untere  Grenze  das  Jabr  1348 
fedtgeet^llt  werden  k*innen;  seine  Blütheiceit  dQrfte  etwa  in's  Jahr  1330 
fallen  1U6I.  Bäin  Lehrbuch  der  astronomischen  Recbnungsweiüen  ist  trol 
mehrfacher  Bearbeitungen  sehr  selten  und  m  auch  dem  Verf.  niemals  il 
Qeaioht  gekommen;  derselbe  mau  sich  also  mit  Dem  begnflgen,  was  C.  v. 
Wi>lf  in  seiner  Anleitimg  zur  malbema tischen  Brich erkenntniss  tlber  daasell 
sagt  lUTj:  „Kuie  grllndticbe  Thourie,  welche  zureichet,  alle  Regeln  der  aoB^ 
llbenden  Rocbcnkumit,  sowohl  in  ganzen  Zahlen,  als  in  gemeinen  nnd 
tbeiligen  Brüchen  zu  crwetseo.  bat  Barlaam  der  Manch  in  seiner  Logistic 
g^eben.  welche  ein  J^ngeUSnder  Joannes  Chamberus  aus  dem  GriechiMbc 
in  das  Lateinische  Ubetüetzet  und  mit  Anmerkungen  xa  Paria  A.  1600.  ia 


Ita^M^ 
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4,  (l.  AJpb.  !).  Bogen)  drucken  lassen.    Da«  Buch  ist  fUr  Anfänger  zu  Koch 
gegohrieben:  wcloheu  iJluhei-lich  vorltummet,  wa«  gar  xu  grÜDilUvii  uu&gufUbrofcj 
wild."     Aus  dieser  Schlussbeiuorkung  scheint  bonroi-Kugehen,  das  Barlaam'e 
Schrift*)   in  der   den    Verfall    wahrer  Wissenschaft  charabterisireaden   Pe- 
danterie Grosses  leistet. 

Der  College  des  calabri^hen  Theologen  uod  Mathematikers  scheint  io 
jeder  Hinsicht  Manmiis  Planudes  gewesen  za  sein,  der  den  Ersteren  um 
mehrere  Jahre  Bberlebte.  Er  verfa^ste  unter  dem  Titel  ifnjtfiOfpa^Ut  tun* 
'Ivdovg  eine  Aaleitung  nutn  Rechnen,  die  jedoch,  wenn  wir  von  der  Er* 
wUhnuug  der  allerdings  aui;  [ndi«n  stainiuendeu  Null  absehen,  sehr  wenig 
Neuae  bietet,  violmebr  einzig  und  allein  die  elementaren  Rochnungsopora- 
tionen  mit  ganzen  und  mit  Scxogesimal- Zahlen  noch  Slt«ron  Vorbildern  ab- 
handelt. ÜerharJt  hat  diese  Schrifl  erstmalig  in  dar  Ursprache  heraus- 
gegeben 109),  Uebersichten  ihres  Inhaltes  haben  Friediein  1 10)  und  neuer- 
dings Cautor  lll)  gegeben,  und  ausserdem  giebt  es  ron  derselben  eine 
sehr  brauchbare  Üebersetzung  von  WKschke  ll'i).,  anf  welche  wir  nns  im. 
Folgenden  m(>hrfach  beziehen  werden.  Es  wird  sich  huransKtellen,  da&al 
nns  Planudes,  grosserer  Weitttuhweifigkeit  uneroehtet,  (Ibitr  die  Radtcirungs- 
methode  der  griechischen  Astrunomen  keine  hossem  AufschlUsc«  giebt,  als 
wir  sie  bereits  dem  Thoon  Alexandrinua  »n  enlnelimon  in  der  Lage  waren. 

Maximus  PUnudes  beginnt  den  betT4>fl'enden  Abschnitt  seiner  Schrift 
mit  einer  allgi^meinen  Regel  xur  nHhemngsweiseu  Ausziehung  der  Wurzel 
ans  irgend  einer  Zahl;  allgemein  ausgedruckt,  sucht  er  die  <Juadratzilü  o, 
welche  zunächst  kleiner  ist  als  die  gegebene  Zahl  Ä,  bestimmt  dann 
A  —  a'  ^  b  und  setit  endlich   113) 

So  wfire  z.  B. 

Zuin  Beweise  solle  man  die  herausgekomniena  Zahl  mit  aioh  selbst 
multipliciren,  wobei  sich  dann  freilich  hier  der  Ueberschuss  ~  —  allgemein 
T— i  —  einstello.  Die«ea  rohe  NShcrungs vorfahren,  welches  einfach  darauf 
hiuauütlluft,  in  dur  Gleichung 

a»  -f-  6  =  (a  +  «)»  =  a»  +  2ai  +  x* 
das  letzte   Glied  grundsStzlich  zu  Temachlässigen,  scheint  nun  —  darauf 

*)  Io  der  bekannten  anonymen  Geschichte  der  Astronomie  wird  auch  eine  Ton 
Dasjpodiuk  Anno  1&72  besorgte  Ausgabe  <iei  Borlaam'Bcben  Wurkes  tmter  dem 
Tit«l  „Aitiooomia  logiatica"  namhaft  gomacbt  lOd). 


ittt  Cantor  (a.  a.  0.)  aufmerksam  gemacht  —  der  byzantmuche  Bchrift* 
at«Uer  fUr  uidisch  zu  lia1t«n.  Allein  man  überzeugt  aiob  uhnc  Weiteres, 
äaaa  ea  nicbte  weiter  ut>  als  üae  bereits  beim  erBtea  AnnKlterungsgradfl 
unterbrorhene  Verfahren  Tbeon's,  von  welchem  (IbenÜeBs,  wie  wir  sptlter 
XU  üeigp-D  hoffen,  t>o  xiemücb  alle  antiken  und  neueren  Mathematiker  Kennt- 
niss  hatten,  die  üch  Überhaupt  mit  Quadrat wu nein  beäcbKftigten.  Jeden- 
falls hat  kein  Zweiter  so  abergrOndlicb  dasselbe  abgehandelt,  wie  die» 
nnaer  Planudes  thut;  besondere  Muhe  wendot  er  daran,  die  ünjicleicbung 
a*-<  j1  <  (n  -f-  l)*  festauslellsn.  Wer  sich  fiir  diese  für  den  Oeschicht- 
8chreiber  der  Rechenkunst  imuerhln  nicht  ganz  belauglosen  t'atersucbungcn 
interessirt,  mnse  besondere  das  letzte  Beispiel  sieb  ansehen,  beetehend  io 
dem  Nachweise,  dass 


3iS 


)/l69üi96789  '^41112  +  ^^ 

setoen  uei  114). 
Nachdem  die,  wie  der  Autor  glaubt,  indisoho  Methode  mehr  aU  ge- 
nQgsnd  broitg«treten  ist,  wendet  er  sich  endlich  zu  Jener,  welche  er  nicht 
ohne  Stillietgeiiilligkeit  als  seine  eigene  beMichuel  —  mit  welchem  Hechte, 
werden  wir  nachher  sehen.  Wie  breitapurig  er  dabei  zu  Werke  ^eht,  mag 
wohl  die  eine  Tfaateache  beweisen,  dass  die  Berechnung  der  Quadratwnncel 
atut  6  in  der  Form 

V''-"'  +  ^  +  sr-  +  ^' 

in  der  Witschke  sehen  Uebersettnng  nicht  weniger  als  sieben  enggedruckle 
Seiten  eumimmt,  den  Bewein  ii  poüteriori  allerdings  mit  einbegriffen  116). 
Planudee  verwandelt  die  Zahl  6,  die  er  als  astronomischer  Logütiker  nor 
all!  Grad-Anzahl  Aii(tit68ön  kann,  durch  Multiplikation  mit  110'  in  filTilX) 
Sekandüu,  bereubaut  I4r>' <  2ltjOO  <  147 '  und  bat  domit  als  erste  An- 
nUhoruDg  Hü'  =  '2"  iß'.  THwx  leiobnet  er  Dber  der  Strecke  2  ein  Qtu- 
drai  (Fig.  &)^  legt  an  zwei  zufiamnienstossenden  Seiten  je  ein  Itot^kteck 
vom  Inhalt  &2'  an  imd  orgSnxt  daä  ho  entstandene  Sechseck  durcli  Za- 
setxung  de»  Qiiaclratee  26"  ^  676"  sn  einem  neuen  grosseren  iJuadnU. 
Der  Inhalt  des  letzterun  betilgt 

146'  —  2I3I6  =  (21600  —  2M)  Sekunden; 
der  llbrjg  bleibende  Onomnn  204  wird  in  204-60—  I704Ü  Tertien  um- 
gewandelt und  in  dieses  dor  Regel  gemSss  mit  2  (2  ■  60  -|-  26)  =  292 
Minuten  dividirt;  die  grCeste  dabei  herauskommende  '^ahl  ist  68  Sekunden. 
Ueber  der  Strecke  (2" -f-  26'  -f*  '"'P  )  "^ür^  j^^t^t  ^üi  neues  Quadrat  con- 
stmirt,  dessen  Inhalt  sich  au»  dem  Quadrat  4",  dem  Quadrat  676",  dem 
Quadrat  58*  =  3364  Quarten,  den  beiden  oongruenteu  Ue«htecken  63',  den 


beiden  conf^nieDten  Il«chteoken  116"  und  den  leiden  congnientän  Recht- 
eolceu  30  •  68  =  1568  Tertien  zuKamuienstitet  Eine  neue  Divbiou  in  der 
vorbezeicUneUn  Weie«  liefert  noch  ein  ZusattgUed  von  9'",  nnd  dabei  iBast 
iiii»er  Guwä)in<nianti  ot)  bowenden.  Wie  Fig.  6  enttdicn  iH&Kt,  hl  jeUt  in 
unser  ur8prünh'li«:liea  Quadrat  von  21600"  =  2799860ÜOOOO*''  ein  nonoa 
Quadrat  gezeichnet,  dessen  Inbalt  Maximus  Planodes  in  seiner  Weise  zu 
berechnen  lehrt.  Wir  kUrxen  »eine  Methode  dun<h  foijcendes  Schema  wesent* 
lieb  ab,  indem  vnx  von  vornherein  jedes  einzelne  Quadrat  und  Bechteclc, 
durch  deren  Zusammensetzung  das  Quadrat  von  der  Seite  (2**  2G' 58"  O'") 
entstand,  in  Sexten  ausdrucken.     Su  erhalten  wir:  , 

=   186624000000  Sexten, 

-=     «OSiO'IOOOOO 


Quadrat  A'^ 
2.  Bccbteck  52' 

Quadrat  676" 
9.  ftochlcck    116" 
2.  Kechtock  1508"' 
2.  aechteck   18'" 

Qnadrat  3364'^ 
2.  Uecbleck  234  "^ 
2.  Ilochteck  522'' 

Quadrat  81  v' 


8760960000 

3006720000 

651456000 

7776000 

12110400 

1684800 

'  G2640 

81 


Durch  Addition  orliatten  wir  379935169921  Boxten,  und  dieoer  Werth 
Ut  um  (279936000000  —  279935169921  =  H30079)  Seiton  la  klein. 
Dieser   Wertti   kann  mit  VernachlKaeigun};   von   BrOchon    gleich    13835^' 


230' 


Ä  1 

4  -^     =>  .^  gtjsettt  werden,  die  Ann&Iioning  iat  also  wirklich 


eine  sehr  f^rosse. 

Allein  darüber  wird  Jedem,  der  de«  Planudea '„neues"  VeHabren  mit  dem 
Theon'schcn,  Fig.  5  mit  Fig.  4  ver:gleicht,  auch  kein  Zweifel  niebr  ob- 
waltäu  können,  das»  von  irgend  welober  Originalität  gar  nichts  zu  ver- 
e|)(lren  ist.  Freilich,  wenn  der  „Krfinder"  seinem  ursprünglichen  Gedanken 
tren  geblieben  und  lücht  gleich  nach  dem  ersten  Anlauf  wieder  in  die  aus- 
getretenen 'Sjiuren  deincti  Vorlftuiers  zurückgefallen  wUre,  so  hUite  er  immer- 
hin tttwas  Selbetst&ndiges  geschaffen,  wenn  es  anch  vor  dem  bereite  Be- 
kannten keinen  eonderlichen  Vnrzug  hatte.  £r  muäste  nlfmUch  von  vom 
herein  (s.  o.)  6**  •»  279936000000  setzen  und  nun  die  nacbet  kleinere 
ganze  Quadrat^abl  aufsuchen;  entweder  eine  Tabelle  dieser  Zahlen,  oder, 
falla  eine  soweit  reichende  nicht  in  seinem  Besitze  war,  sein  eigenes,  in 
Vergleich  ung  der  Stellenanzaht  bestebendee  Verfohreu  musste  ihn  eo  zu  den 
_Uajflt>ic  Illingen 

629080'  <  27993C000000  <  529081» 


^=y^  rf"  ^^'  — 1  *o  w«i86  er  seino  Werth«  doch  so  m.  wShlen,  dass  b«ide- 
ntale  die  "Vt  «."the  rational  ausfallen.*)  Gleicher  weise  nur  fUr  Rationakabl«n 
ist  ein  Wunelaasdmck  ningericlitet,  der  in  den  Unters ucliungön  des  Cpa- 
phroditus  Über  figurirto  Zahlen  nuftritt  122).  Aus  Doelhius,  dassen  Oeome- 
trie  wir  trotz  nuuicber  nicht  Tcrüchtlicher  G teerst! Uaft  fllr  itcbt  halten, 
darf  wohl  die  Berechnung  des  Inbulied  dea  {fbich  zeitigen  Dreieckes  axige- 
fUhrt  werden,  welches,  wie  bei  Heron,  über  der  Seite  30  bescbrieben  ist. 
l>ie  nicht  weiter  ertütiterte  Regel  ist  diese  1S3):  „Summa  unins  lateris  per 
se  oitULipUcata  DUCC'C  uumerum  coniplet  Cui  ai  quingenta  et  X  subtra- 
hantni',  relinquuntur  CCCXC.  Tot  pedeä  bt^as  trigoni  ieopleuri  ombadum 
coUigit*'     Hiernach  wiiro  also  die  Flltcbe 

jr=iiOO  —  ftlO  — 30-30  — 30-  17  =J^0' (l  —  g^)  =  30*  '  §5. 
und  da  nach  der  wahren  Formel 


F 


80» -/3 


ist,  so  hatte  Boetbius 


|V3 
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gesettt,  wie  ihm  diess  durch  nfin  beronierhe«  Muster  Torgeschiieben  war. 
Denselben  Werth  ItRimt  auch  der  sogenannte  Anonymus  von  Chartres,  doch 
schreibt  er  12-1),  anderen  und  zwar  häutig  wiederkehrenden  Formulinmgett 
Heron's  (§.  4)  Folge  gebend,  F  in  der  Gestalt 


a  die  Dreieokseeit«  bedeutet. 
Ganz  auf  demselben  Boden  steht  jener  andere  römische  Qeometer  nn- 
bekannlen  Namen«,  von  dem  «ine  Schrift  „Cebcr  die  Ausmessung  der 
Juchorto'*  auf  un«  gekommen  ist  Derselbe  begebt  viele  tmd  zum  Th«U 
eebr  abenteuerliche  Fehler,  nur  die  Berechnung  der  Fl&cbe  eine»  rogullren 
Sechseckes  von   der  traditionellen   ßcitenzahl   30  leistet  er  mit  Ifiugnindo- 

legnng  des  heronisnhen  Werüieti   —   fllr  yS    ganz    saohgemSss,    indein    «r 


*)  So  wenig  fOr  die  Logiatik,  lo  B«far  erscheint  nns  diese  Stelle  bei  Nipsos 
bemerkensworth  für  die  Zableotheorie.  Wir  erkennen  in  ihr  den  Keim  nt  jener 
seh&nen  Unterabtheilung  in  der  unbertimmtpn  Analytik,  welch«  Woepcke  nli  die 
Lehre  tud  di>n  „congruenten"  Zalilen  bezeichnet  bat.  K«  handelt  sich  hier  am 
die  gonucablig«  AonOcong  der  beiden  «imaltancn  Oieicbungea 

x*  +  M  —  y',  jr'  —  a  =  1'; 
dsai  üiptai  eine  KiaseUO«uag  derselben  kannte,  haben  wir  oben  gesehen. 


Zvrecke.  Die  GeschifterechnTm^en  des  Uglichen  VärkeliTs  uncl  allenfalla 
ein  weni^  MatliesU  foreusü,  raldinöttiiuriiicliti  Vorricbluogen  uud  elemeDtare 
Btßniliimde  wareu  für  den  ItÜmer  wichtig,  allein,  um  solcbe  Dtngß  za  be- 
treiben, bedurfte  es  keiiier  tiefer  gehendän  Üntersuchutig,  sunduro  ledtgUcb 

^er  fertigen  R««Rltate.  Ans  keiueio  anderen  Werke  aber  waren  durgluicbun 
bequem  und  leicht  zo  bezieben,  als  aus  dem  geometriäcben  Compendiiuu 
des   HeroD,    und    so   erklSrt  sieb   auFs  Einfacbste  der  gewaltige   Einfluas. 

.Velcben  dieser  Codex  der  angewandten  tieometiie  auf  das  ROmertbuni  und 
desBen  AuslSufer,  bis  tief  Ina  a]fSt«re  Mittelalter  hinein,  ausgeDbt  bat.  (janx 
besüuders  deutlich  tritt  diese  Kinwirkung  dann  hervor,  wenn  einmal  ein 
Römer  mit  irraünnalen  Zahlen  zn  than  hatte. 

An  erster  Stelle  iül  biwr  der  agronomiache  8chrift*tellcr  Liicina  Juniiis 
ModeratuB  Coluinelta  zu  nennen,  desien  mathematischen  AuüfUbrungen  im 
zweiten  Kapitel  seines  fOnften  Buches  „Tom  Londbau^  bereitn  Mollweide 
211  der  den  uiatbematigch  -  pbUokgiachen  ßtudien  einverleibten  Monographie 
IIB)  „Do  fomiuUs  ad  absolveudaw  dimensionein  triau^'iiti  aeijoUateri  et 
fiegmenü  cironlaris  a  Colnmella  tib.  V.  ca{i.  2  praescriptis"  angeregt  bat. 
Caotor  hat  durch  unmittelbare  Kebeneinanderstellang  von  nicht  weniger 
als  uciin  Stellen  erwiet>en  119),  dass  Heron'»  „ti4>oinetriii"  der  Raihgeher 
uar,  an  den  sieb  Columella  eigenem  CingestiLndnie»  zufolge  in  geometriechen 

langen  gehalten  hat.     ^3  sebt  er  mit  Jieron  =-_-  "f"  |o  *"  «ö  *^  tfi*  **' 

entnimmt  deinem  Meister  alao  gei'ade  jenen  NUherungswerth,  welcher  für 
noB  aiu  mannigfachen  QrOnden  ein  beaünderes  Intererae  besitzt.  Nicht 
minder  fiuden  sich  bei  dem  Körner  die  uns  aus  §.  4  wob) bekannten  Vor- 
BcbhRou  zur  Bereclmung  eines  regelmStiBigen  Ptlufeckes  und  Secbseekes  aus 
der  Seite  vor.  Da  derselbe  jedoch  darchgltngig  mit  anderen  Zablenbeispielen 
rechnet,  als  dies«  seine  (juellf*  tbiit,  und  da  man  ihm  kaum  soviel  Initiative 
zutrauen  darf,  den  vorgefundenen  £zcmpe)n  aus  eigenem  Antriebe  neue 
unterlegt  zu  haben,  so  muss  man  wohl  zu  der  Ansiebt  kommen,  daas  sich 
die  BAmer  einer  besonderen  uud  mit  der  uns  bekannten  nicht  immer  Kber- 
einslimiu enden  Redaktion  des  hernni^ahen  Textes  bedient  haben  m&obten  120). 
lu  Cnntor'ü  „Agrimcnsoren"  ist  durch  die  Mctliadv  der  Paratlelstellen  exakt 
dargethau,  dass  alle  rfimisoben  Gromatiker,  Prontinus,  Ujginua,  Salbu», 
Nipsus,  ßpapbroditug  und  wie  sie  alle  biessen,  auf  Heron  zurtickg^angen 
fiind.  Für  die  Geäehicbte  dea  Irrationalen  allerdinge  enthalten  die  dürftigen 
Schriften  dieser  Feldmesser  keine  weiteren  Kacbweisa,  denn  wenn  auch 
Nipsua  eine  reine  quadratische  Uleichung  ganz  elegant  auHOst  —  er  be- 
rechnet aus  der  Flfiche  F  und  der  Ily)>otenuee  c  eines  recbtwink- 
lligen  Dreieckes   die  Katheien  a  imd  b   mittelst  der  Gleicbimgen   a  ^  b 

abk.  tm  GMtk.  it«r  1I*U«m.    l\  8 
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as  üeo  bereit«  dia  Tiara  iragfoden  Lolirer  die  Frage  gericbt«i,  wie  denn 
eigentlich^  der  Inhalt  uincs  gloiclueitigen  Dreiecks  zu  beredaen  sei ,  und 
dieser  erüieilte  gerne  den  geirfinscbten  Aufscbluss  in  einem  ausfnhrlicben 
Brief«,  in  welcboio,  wie  Cantor  sagt,  eine  HeiaangfiÜDderung  des  Bdireiben 
ganz  deutlich   hervortritt.     „Wdhrend   er",   so  tShti  Canlor  fort  136),    „in 

dem  aug  Kpapbroditos  encnonunencn  Kapitel  der  Geometrie  noch  Yz 

recbnate,  sagt  er  jeUt  im  Verlaufe  de«  BrieTee,  die  Udbß  des  gleichseitij 

Dreiecke«  sei  immer  xaa  ^  kleiner  als  dessen  Seite,  and  darin  steckt  dei 

Käbeningswerth  Y'i  ^=  ^t  dessen  Vorkommen  bei   irgend   einem   frUbervn 

8ch rii'tfiteller  wir  aic!  ^  i;,'en  Im  ßtande  sind,    and    welolier,    wenn| 

auch    bequemerer   Ki.L  --:.-..v    •^-    Jer  beroni^cbe   NüberungKwerth ,    wenigerJ 
genau  als  jener  ist."     Dia  Botrocbtungen  unseres   zweiten  Kapitels  werdi 
einige«  Liebt  auf  die  Art  der  Entstehung  dieser  neu  aollrotenden  ApproxiniatiT-| 
xahl  werfen. 

Von  den  Al^acisten,  welche  za  Gerbert's  Zeiten  tonangebend  in  der 
Qetchicbte  unserer  Wissvnscfaafl  sind,  liat  keiner  weiter  bis  zum  Irrationalen 
nob  versUegeu.    Man  mUsMlü  denn  zu  demselben  jene  eigen thümlicho  falscka^ 
Begel   für    die    Inhal t^boetimmung   rcgulHrer    Vielecke   rechnen    wollen,    besS 
deren  Anwendtmg  nach  Chaales'  Ansicht  139)  die  Auflösung   von  quadra- 
tischen  Olntchungen   nicht    umgangen    werden   kunnte.     Die   AlgoriLhmiker^ 
aber  und  vor  Allem  deren  grosser  VorkSmpfer  Leonardo  Ptsano  stehen  Jen-' 
Boita  der  (ürenzo,  welche  wir  ans  selbst  fUr  diese  Untersuchung  gesteckt    . 
haben.  fl 

§.    12.     Dir  Quadrattnirtrl  «iw  2  bei  rfei»  ßabbinm.     Die   alten  nnd    . 
mitLelolterUcheu  Juden  Blanden  der  Mathematik  ziemlich  ebenso  gegonDber 
wie    die   RJimer    und    deren   Nachfolger:    sie   betrieben   diese   Wissenschaft 
durchaus  nicht  nra  ihrer  selbst  willen,  allein    sie  bedurften  derselben 
zu  dringend,   um   nicht  das  Ndtb wendigste   aus  derselben   sieb   anzneigneii.1 
Jene  ItSmer,  in  deren  Schriften  wir  mathematischen  Dingen  begegnen,  waren 
Landwirthe.  Itechtsgelebrte,   Feldmesser,   Techniker;   die  Uobrtter  dagegen 
mussten   hauptsScblich    bei   ihren   strengen  Beligionsrerrichtungen  arithme- 
tische imd  geumetrische  Sütta  rervrendQD,  und  mi  waren    folgerichtig   denn 
auch   ihie  Priester,    die   Rabbinen,    Trfiger    and  Bewahrer  eines  gewissen 
SobnJaockea   in    matbematiBchcir    Hinsicht.      Hehr    umfangreich    war    dieser 
letztere  allerdings  gerade  nicht,   wie   wir   am  Besten  aus  der  trefflichea 
Monographie  Zuckermann 's  130)  ersehen  kUnnen,  allein  am  Wenigsten  dürfte 
der,  welcher  eich   mit  dem  Irrationalen   im  Alterthnm    heschfiftigc,   achtlos 
an  diesem  interessanten  Autfliufer  antikur  Wiüsuniichaft  vorühergebon.    Denn, 


[tum." 


dass  gewisfio  Beziehungen  swiscfaen  den  Talmadüslon  und  den  griecbiBchen 
Mftthematikera  bestanden,  batCantor  131)  unmittelbar  nach  dorn  Erscheinen 
der  Zuckermann 'sehen  Svhrift  sehr  wahrecheinlicb  gemacht.  Der  yorliegende 
Paragraph  ist  also  schon  durch  den  Gesammtplan  dieser  Arbeit  alt«  nolh- 
wendig  Wdingt,  indessen  kann  auch  für  den  Matlieuiiitiker  als  solchcsu  eine 
Gruppe  gelehrter  Usonor  nicht  gleichgültig  aeio,  welcher  ein  Maimonides 
augebtirt,  also  ein  uoiTerseller  Dcrnkur,  dessen  Niunen  die  Geschichte  der 
EoBmographio  mit  hoher  Achtung  nennt  132),  der  ein  Maximnm  -  Problem 
in  ganz  zutrcfTender  Weise  auflöst  133),  der  endlich  auch  gcmde  mit  irra- 
tionalen Wnrxeln  sehr  gut  umzugehen  weiss.  Eben  dieaer  letztere  Punkt 
ist  Treilich  noch  kaum  herrorgehoben  worden,  und  wir  hoffen  duähalb  auch 
nach  dieser  Seile  hm  einiges  Neue  beibringen  zu  künuen. 

Der  pftbagoritisclie  Lehrsatz  suheint  sämmtUchen  Commentatoren  deä 
jQdischen  Religionäbuches  bekannt  geweaeu  zu  sein;  ja  sogar  quadratische 
Gleichungen  dUrTlen  nicht  ganz  jenseits  d^  VersUtndnisseä  jener  Leute  ge- 
legen haben,  wie  denn  solche  bei  der  Berechnong  der  um  jede  LoTitenstadt 
sich  bcrumziehendon  Weideplätze  („Migrasch")  nicht  rermieden  werden 
konnten  13-1).  Bei  der  Anlegung  der  BegräbnisfftilStze  war  eine  kreuz- 
förmige Erdattshebung  vorgeschrieben,  iu  deren  Gänge  die  verschiedenen 
Nischen  der  SKrge  einzumOuden  hatten.  Betreffs  dieser  Nischen,  diä  man 
ja  auob  aas  den  chmtlicbeo  Kat&kombeii  kemit,  oulätanden  nun  Meinungs- 
verschiedenheiten zwischen  den  Gelehrten;  nm  zu  verhlUen,  duss  die  Höh- 
lungen in  einander  tibergriffen ,  mosato  eine  gewisse  Lftnge  l  kleiner  als 
die  Hypotenuse  eine«  gleichecbenklig-rcchtwinkligen  Dreieckes  von  der  Balte 

-p  angenommen  wei-don,  also  war 


l< 


(|/a)'+a)'=i/;=,-^) 


zu  wBhIen  136).  Da  auch  der  Ackerbau  durch  gewisse  Kultusvoreclirlften 
geregelt  war,  so  worden  in  der  Mischna  Betracbtungen  Über  die  durch 
Fig.  6  gekonnzeichnete  BepQanzungsart  des  Bodens  angestellt.  Die  vier 
scbraflirten  Khomben  soUton  bebaut  sein,  und  zwischen  ihnen  sollte  ein 
Bhombua  ABCD  derart  &<oi  bleiben,  dass  die  parallelen  Seiten  AB  und 
CD  zweier  AckerstQcka  mindeeteos  einen  Abstand  von  l'/j  Haanwinheiten 
besOMen.  Maimonides  glaubte  nun  zeigen  zu  kSonen,  dass  diess  eintreffe, 
wenn  die  längere  Diagonale  AC  des  inneren  Bbombos  =■  3,  die  kOnare 
BD  «=  2  genommen  wUrde,  denn  dann  wBre,  unter  1ä  den  Diagonalsohnitl- 
punkt  verstanden, 


ÄB=vw+jF-YW+^'-V"-kv^^- 


Maimoniilos  setxt  136)  AB 


1~  ';  er  mues  also 
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geBeUt  haben,  und  gerade  dieser  Nahenmgswerth  madil  uns,  worüber  ün 
11.  Ka|iitel  NShero»,  geradezu  einen  Qberraschenden  Eindruck. 

Abgesehen   von  diesoni    Kinen  merkwürdigen   Fallo  kommt  im  Talmnd 

and  in  desaen  Aoslogungon  lediglich  Y^  vor.  In  der  OlUsten  Zeit  scheint 
nun  dieser  Zahlgrutiae  etwas  rathlos  gegentlbergeHtanden  xa  sein,  wenigstens 
heisst  es  in  der  Miscbna,  die  Seite  einee  Quadrates  von  5000  Quadrat« 
eilen    FlBcheniubalt     sei     gleich     70    „und    etwas    darüber"     137).       Zu- 


Blchst  ideutiücii'te  man  dieses 


„Etwas"  mit  -,  und  im  jensalemitaniscben 


Talmud  heisst  es  (a.  a,  0.),  dieser  Zusatz  sei  freilich  etwas  zu  klein,  allein 
die  Weisen  wttssten  ibn  nicht  genauer  anzugeben;  im  babylonischen  Talmud 
dagegen  heisst  es  blos,  der  Znsatx  sei  noch  nicht  näher  bestimmt  worden. 
Zuckemiann  ist  geneigt  138),  in  der  eriiteren  Angabe  einen  gewissen  Fort- 
schritt der  letzteren  gegenüber  zu  erkennen,  indem  er  annimmt,  dass  durch 
jene  die  Erkenntniss  der  Irrationalität  von  Y^  ausgesprochen  sein  sollte. 
Wenn  man  nicht  dafür  eintreten  will,  dosa  ^^000  auch  auf  eine  andere 
Weise  gefunden  Kein  konnte,  vtzn  immerhin  möglich  ist,  80  berechnet  sich 
im  vorliegeuden  Falle 

Von  diesem  N&borungBwerthe  ist  aber  nur  ein  Schritt  xu  einem  an- 
deren, der  fdr  uns  eine  weit  grossere  Bedmituog  besitzt.  Man  konnte 
nümlich,  mit  Vemacblflssigung  eines  einzigen  Fllnfundsiebxigstete, 


yä 


4=4=1.4142...) 


setzen,  und  mit  diesem  Werthe  haben  nns  Piaton,  Aristarch,  Heron  bei 
genug  gemacht.     Diesen  kleinen   und  doch  wichtigen  Schritt  haben  denn 
nun  auch   die  Rabbinen  gemacht,    denn  im  Traktat   „Erubin"   ('ATa)   de» 


*)  MaJiDOBtde«'  Methode  lat  freilich  nicht  gans  richtig,  denn  nicht  die  Seite, 
BOndem  die  Höhe  des  Rbotnbiu  wfirde  die  wahre  Katfurnung  der  parallelen  Seiten 
angeben,  ladew  hat  Zackermann  (a.  a.  O.)  geseigt,  da»  auch,  wenn  man  ffir 
AB  den  wahren  Wertfa 

AB  .^n-Sfi  DAB  ^AB.^n  «7"  2S'  48" 

aod  fQr  AB  die  obige  Zahl  ~  ^la   aetxt,  auch  dann  noch  die  Entfernung  <  1-^ 
bleibt,  wie  ei  der  Bedingung  gemäei  tein  sollte. 


TaJmnd  lautet  eine  Stelle  nach  Zudcerinann'fi  Yerdentschunji;  in  der  Tliat 
folgendermassen  139^:  .«Jedes  Quadrat,  dessen  S«ite  oine  Elle  tanj;  ist,  hat 
eine  Diagonale  von  !'/&  Ellen  LSnge."  An  dieser  Deberlieforung  haben  die 
mittelalterlichen  Jndt^n  offenbar  eebr  zähe  festgehalten,  denn,  wie  wir  in 
Ergänzung  der  Zuckermonn'schen  Nachweise  noch  berichten  künnen,  wird 
noch  im  spftteren  Mittelalter,  wie  Zunz  meldet  140),  der  Wissensstand  eines 
\tathematikerB  an   diesem  Satze  gemessen:    „lUhbi    Simon   in  Sens   war 

nicht  weiter  gekommen,  als  zu  wissen,  daßs  die  Diagonale  grOssor  als  ^ 
der  Seite  sein  mOsBo."   Giu  dritter  KSheruugswarih  fdr  1/2  ist  ^-;  er  kommt 

o 

in  dem  sehr  alten  „Seder  ToUorot"  vor  und  verdankt  seine  Entstehung 
vteUeicIit  blos  rober  Empirie,  nicht  mathematischer  Ueborlegimg,  bo  dass 
wir  ihn  auch  Uob  zur  Vollständigkeit  als  geachichtUchea  Curiosum  auf- 
nihren.  Alles,  was  die  Jtabbinen  von  }/2  wussten,  fasst  Znckermann  in 
einem  Schlusssatz  zusammen,  der  auch  diesen  Paragraph  beendigen  soll.  Er 
sagt  J4l):  „Der  Slteste  in  der  Mischna  vorkommende  Wcrth  der  Quadrat- 
warae!  ans  Zwei  ist  der  aus  Mischna  Obolot  bcr^oloitete  •^  1,33  . . .  Der 
spüteven  Mischna  Enibin  war  der  genauere  Wertb  ^  1^4133 . . .  bekannt. 
Schon  die  Mischna  kfinnte  die  Irrationalität  einer  gewissen  Quadratwurzel. 
Dem  noch  «pSteren  Talmnd  gentlgte  für  die  Praiis  dwr  Werth  1,4,  Von 
dem  genaueren  Wcrtbe  der  y'2  =•  1,41421 .  .  weichen  die  drei  genannten 
Werthc  resp.  nm  0,08088  ....  0,00088  . . . ,  0,01431  . . .  ab." 

§.  13.  Die  q\ta^raiischcn  ItrdtionalUültfi  bei  den  Indem.  Dem  Uindu- 
Mathematiker  lagen  die  Skrupel  ferne,  welche  dem  Griechen  so  Unge  Zeit 
hindurch  den  betjtieroen  Ziignng  zum  Irrationalen  versperrten;  für  ihn  war 
Alles,  was  existirte,  von  Haus  aus  mit  dem  ZabU«grtffe  behaftet,  tmd  diesem 
wurden  donn  auch  ohne  Weiteres  die  neuen  Formen  untergeordnet,  auf 
welche  man  sich  bei  der  Omkehrung  der  Operation  des  Potennrens  gefQbrt 
sah.  Wie  frtlb  man  sich  mit  den  Wurzeln  vertraut  machte,  geht  o.  a. 
schon  ans  der  Thatsache  hervor,  dass  man  bereits  vor  jVryabhatta,  der 
davon  wie  von  einer  altWkajinten  Sache  spricht,  das  Verbältniss  der  Krois- 
peripherie  zum  Durchmesser  mit  ylO  Identificirte  —  eine  Z^l,  deren  Ent- 
stehung Oikntor  142)  noch  fUr  rKthnelbaft.  erkiBrt,  fUr  welche  jedoch  un- 
seres Eraohtena  Rodet  143)  eine  ganz  annehmbare  Erklärung  gegeben  bat 
(vgl.   Kap.  II).      Die  indische  Trigonometrie,   die   ersicbttich   auch   auf  ein 

E  hohes  Alter  Anspruch  machen  kann,  bediente  sich  bauptsScblich  der 
144) 


I 


sin  -^  =  yi7l9  (3438—008  a), 


wetclie  im  Äitjfftmeinan  nur  irtationale  Werthe  ergwbt.  IKa  q>Bieren  Uatltfr- 
malHier,  dorea  SchriTien  auf  uns  gekommen  »ind,  b&hon  aach  die  £igen- 
tbflmlichkeil  dos  IrratiotialeD  richtig  erkannt  und  für  die  irrationale  Qnndrat- 
wuraei  in  dem  Worte  karaoa  Bogar  eine  eigvae  Bezeicbnnng  ^j^escboffen  145  k 
Schon  jVryabhaita  muss  lUe  ka&Üsang  einer  anreinea  qaadntischen  Gleichang 
gekumt  haben;  Brafamogapta,  l^ndhara  ond  Bfatahara  Acharya  tra^aa  diewi 
AuflSeung  mit  Variationen  vor,  und  der  letztere  kennt  sogar  I-IG)  die 
DoppeldeiitigkeÜ  und  allfaUsige  Irrealität  der  Qaadratvüid,  Boirie  die  ia 
der  Formel  

■iVgeRprocbene  sogenannt«  Tranäformalioa  dea  surdischec  Binome«.  Kur 
nebenher  sei  erwUhnt,  dass  die  Inder  aach  zar  Anflösnng  der  luu  ans  §.  6 
erinnerlidien  unbestimmten  Gleichung  ax'  -|-  1  =  6'  in  ihrer  „^rstSubnng«' 
reget"  eine  Metbode  besassen,  welche  «ich  nach  Hanker«  Untereuchuagen 
fHUig  mit  jener  deckt,  die  später  Lagrange  auf  seine  berühmte  Ketlenbruch- 
entirickelnng  Ton  Ya  begründete  147).*)  Die  theoretiBche  Wuraellehre 
wir  »onach  bei  den  Mathematikern  Hindostans  T^Uig  entwickelt,  allein, 
was  gerade  uns  hier  am  Meisten  interessiren  wtlrde,  die  praktische  NBhe- 
nmgsberechnang  der  karaaa's  tritt  in  den  Lehrbüchern  weniger  deutUoh 
hervor,  Zorn  Oltloke  hat  ans  ein  gtltige«  (reschick  neuerdings  auch  mit 
diesem  Theile  indischer  Mathematik  Bekanntschaft  Kohliessen  lassen. 

§.  14.  Die  JSäherungsfarmeln  der  QtävasAtrtfs.  Ein  in  Indien  leben- 
der deutscher  Gelehrter,  Tliibaut  tn  Benares,  hat  die  sogenannten  9^1*1^' 
sütra's  berausgogeben  148),  welche  sich  mit  der  Anwendung  der  Geometrie 
auf  die  rituellen  Verriebtangen  des  Gottesdienstes  beschftftigen,  nnd  Cantoz 
hat  suerst  149)  auf  die  hohe  geschichtliche  Wichtigkeit  dieser  Publikation 
hingewiesen.**)  In  diesen  Schriften  kehrt  nun  hitufig  die  an  das  delische 
ProMeni  erinnernde,  beim  Ältarbau  unentbehrliche,  Aufgabe  wieder,  «in 
Quadrat  mit  einer  gamen  Zahl  n  so  zu  multipliciren,  dass  die  entstehende 
Figur  abermals  ein  Quadrat  n-erde.  Arithmetisch  aufgefasst,  muss  dieas 
sur  Barocfanung  von  y«  Alhreo,  und  bi  der  That  treten  uns  denn  auob 


*)  Eine  Kettenbrnohnethode  im  eigeotlicbr-n  Sinne  iit  jedoch  dieses  „cyktlache" 
Yerfafarea  seboa  deshalb  uiüht,  weil  auch  I^igrange  dasselbe  etvt  in  teiaer  zweiten 
dem  Gegenstände  gewidmeten  Abhandlung  mit  einem  Eotteubruch-Algertthmtu 
in  Bexiebung  setzte. 

**)  Eine  Cebersioht  über  das  Ton  Tfaibaut  neu  erschtosseae  Material  und  di« 
TOD  Caotor  daraus  gezogeoea  Folgemagen  ist,  verbunden  mit  einigen  anderen 
Betnchtnagen  vergleichender  Natur,  auch  in  einem  Aufsatxe  160]  des  Verf.  so 
finden. 


NShernngswerthe  ftlr  Y^  i  V^^  t  V^  ■  ■  - 1  *^o  sre"^*?  ^^  ^^  ^m  Kinn«iet 
am  Hinten  liegenden  Irratiouakahlen  eatgegeu.  D&ä  BaoAkrit  hat  sogar 
eigene  Kunetwfjrter  für  jedo  einzclao  diesoir  Wurzaln  gebtldot 

Die  9"'vatißtxa-Aut<ireQ,  deren  hervorragendster  Baudhäyana  heisst, 
kennen  zwei  Werthe  flir  yÜ,  Der  eine  denselben  wird  direkt  angflgeben; 
es  soll  sein  151) 

V^-i  +  T  +  ä^-rrnüi 

die  Q«ne8i8  dieses  Werthes  wird  sicti  im  IT.  Kapitel  unschwer  klarstellen 
lassen.  Kinen  zweiten  Werth  mass  man  ans  einer  geometrischen  Con- 
Kti'ulrtion  erst  mit  einiger  Mulie  heraualeßen.  Um  ein  Quadrat  ABC 7) 
(Fig.  7)  in  einen  Hilcbengleichon  Ki'eis  zu  verwandeln,  suchen  die  Inder  den 
Diirchsobnitteponkt  £  der  Diagonalen  auf  und  flUlen  von  ihm  anf  AB  dae 
Luth  £«/,  welches  von  einem  um  E  als  Hittelpnnkt  mit  EA  ab  Halb- 
mei»«er    betjchriebencn    Kreise    in    F  getroffen   wird.      Nimmt    man    nun 

J  U  ^  —  JF,  und  beschreibt  um  E  mit  EH  als  neuem  Radius  einen  zweiten 

Kreis,  so  ist  dieser  annltbernd  gleicb  dem  Quadrate  ABVD.  Uieraus  sind 
nun  offenbar  zwei  unbekannte  Wertbe  xn  entnehmen,  nnd  da  nur  eine  einzige 
Gleichung  zur  Verfügung  steht^  so  muss  bezaglieh  der  einen  die  Hypothese 
auslieiren.  Diese  besteht  nun  bei  Cantor  darin,  F/*)  glei»^  ft  anzunehmen. 
Unter  dioeei:  Voraussetzung  ist 

EA^EF'=EJ-\-JF='EJ-\'Z 
EJ.y^  =  EJ  -\-Z. 
Wird  beiderseits  quadrirt,  sn  erhSlt  man  die  quadratiKche  GieicbuBg 

'eJ   —  6.B/— 9, 

Wenn  nun  auch  EJ  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  so  mttsste  3  Yli  '^  ^ 
und  EJ  '^  7 ,  sodann  aber  wieder 

gesetzt  werden,  „ein  in  der  That  gar  nicht  übler  Werth,  wenn  es  auch  noch 
nicht  gelungen  ist,  ihn  bei  irgend  einer  anderen  (Jelegenheit,  sei  es  hei 
Indem,  sei  es  bei  Griechen,  nachweisen  oder  auch  nur  mutbrnaäsen  zu 
kennen*'  (a.  a.  0.).  Wir  hBl>«n  gegen  die^e  Rohtueskette,  eo  sehr  sie  auch 
die  Bezeichnung  einer  scharfsinnigen  verdient,  hauptsSchlich  das  einzuwenden, 


•>  Tm  Cantor'tchen  Werke   iteht  ISS)   (9.  10  und    11   t.  u.)  «weinial  durch 
Prackfehler  EJ  aUtt  FJ. 


dafls  dem  indischen  Geometer  dia  WiilkQrltcbkeit  zugemnUiöt  wird.  Y^  zueTsi 

uinKhomd  gleich        und  dann  annäbemd  gleich        zu  setzen.     Wir  behalten 

WOB  voTy  in  Kap.  II  eine,  wemi  miser  Vermuthen  richtig  ist,  eiafadiere 
Deutung  dieser  „Cirktilatnr  des  Quadrates"  imsereD  Lesei-q  vorziüi^n.  Wir 
darfen  aber  nicht  rerhehlen,  dass  der  mÜ  HQlfe  der  Cantor'schen  AnDahme 
errerbnete  Werth  fllr  s  uucfa  aiidern-eit  sich  heutätigt,  und  dass  somit  go- 
wiss  Gründe  fOr  jene  sprechen.  Es  ergiebt  sich  nHmlicb,  wenn  die  merst 
erCrterte  Muthmaasiing  das  Kicbtige  trifft,  der  Satz,  daas  den  Indem  die 

Sdte  eines  dem  Kreiso   vom  Durchmesser  d  gleichen  Quadrates  gleich  -^ 

galt,  und  m  der  That  behauptet  BaudhAyana  153],  man  müH«,  am  die 
8«ite  des  dem  Kreise  gleichS&chigen  Quadrate»  xn  erhalten,  den  Dnrofa- 
muMr  mit 

I 


I  +  _l «__1_ 
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multipticiren,   ein  Faktor,  dessen  ErklSi-nng  mit  Zufattlfoaahme  des  stieret 

für  y2  angegebenen  Werthea  ohne  Schwierigkeit  gelingt.  Wir  erkennen 
dieicn  Vonng  der  Cantor'schen  Hypothese  bereitwillig  an,  können  jedoch 
auch  die  bereits  geschilderten  Bedenken  nicht  ^nz  unterdrücken  und  Qber- 
Ussen  gerne  compeienten  Beurtheilem  die  Knitichpidiing.  Wir  maohen  je<loch 
gleich  jetzt  darauf  aufmerksam,  da&e  das  unmittelbar  Folgende  einiges  Ge- 
wicht fllr  Husere  Mtnnung  in  die  Wagsobaale  legt. 

Die  Quadratwurzel  au8  3  kommt,  wie  erwühnt,  ebenfalls  in  dem  indischen 
Bitaal  vor.  Drei  Bearbeiter  desselbeD,  darunter  auch  der  uns  beroits  be- 
kannte Bandb&yana,  geben  fQr  die  Kretsqnadratnr  folgende  Regel  154),  es  aei 

Uicr  ist  ein  Zweifel  nicht  müglioh,  ee  ist  ii  ^  3  gesetzt^  wie  bei  allen 
alten  orientalischen  Völkern  165),  und  wir  haben  die  neuen  Relationen 

ganz   ebenso   wie  hei  Heron    und   den  rfimischon   Agrimensoren.     Andcrer- 

seitB  Creilieh  kennt  Baudha^ana  auch  den  weit  genaueren  Werth 

l 

8  . 6  .  62  ' 


V~s 


1  +  -  +  — - 


Ober  welchen  in  Kap.  11,  §.  4  weitere  Aiifschltlsse  zu  finden  sind. 

Itodot  huldigt  der  Ansiebt,  die  Sltesten  i^Mvasütraregebii  entstammten 
ungefBbr  dem  tV.  Torohristlicheu  Jahrhundert  155).  Cantor  dagegen  legt 
mit  Recht  den  mannigfachen  Beziehungen  grosses  Gewicht  bei,  welche  ihm 


len  nOrIlIco- indischen  Stadien^  KwtäChäa  aldiatt^ 


nnd  indischer 


letriä  zu  «riitiltelu  ^elimgeu  ist;  er  denkt  »n  eine  bereiU  in  die  Christ- 
liehe  Zeit  fallondo  Dchcrtragung  rom  Westen  ia  den  Osten.  Gewiss  ist 
c-a  HuffaUencI,  dass  die  Blteren  Inder  herotts  mit  circi  80  genauen  Nttherungs- 


werthon,  wie 


"  13'   '  1& 


belcannt  ainrl,  die  wir  bei  Theoii  aod  Heron  angetrofTen  haben.    Eine  Bponhino 
^Pnp[iel- Entdeckung  ist  freilich  nicht  atiageschloiMien,  Beth&tigung  ^echischer 
GinQUss«  aber  yiel  walirscheinlioher. 

%.  15.  Die  Arabtr.  Das  mathematische  Wissen  der  umhämuiedanischen 
lErobercr,  welche  in  verhültuissm&sstg  so  kurzer  Zi>it  ihr  Reich  von  Kurati^an 
fliis  an  die  Qrenxe  Fraaltreicbs  ausdehnten,  ist  zu  ziLMulich  Kl*)>chen  Thoilen 
1118  griechischen  und  indischen  Quellen  zusammengedossen;  man  kann  in 
vielen  Füllen  mit  Bestini mtheit  angeben,  ob  ein  bestimmler  Gelehrter  mehr 
ller  indittuhcn  oder  mehr  der  griecLischen  Schule  angehört«  156).  Schon 
Mohammed  ben  Mttsä,  der  mehr  der  eretcren  imuzählen  sein  dtlrfte,  kennt 
die  AufiSsung  der  quadratischen  Gleichungen  und  deren  Doppel wurxel  157) 
und  die  A.nnllhening  n'^yK)  158),  Allcarkhl,  der  im  Bu^'iunc  des 
XI.  SSliulume  lebte,  steht  dagegen  mehr  auf  griechischem  Boden;  er  hat 
seinen  Bezngsqnollen  z.  B.  die  hellemschen  genenniuitgen  fDr  rational  und 
irrational  entlehnt  und  zieht  die  Qiiadratwitnteln  aus  SexagesinialbrTIcheo 
genau  ebenso  aus,  n-Ie  Theon  tod  Alexandrien  (§.  8)  159).  Wie  kiUt- 
blütig  er  mit  Wurzelgr^Jssen  operirt,  gebt  u.  a.  ans  seiner  völlig  richtigen 
.Anweisung  zur  Berechnung  eines  Pyramidenatumpfea  hervor  160):  „Da 
missest  die  Grundfläche  und  das  Dach,  muItipHciret  den  Inhalt  der  Grund- 
flache  in  den  des  Daches  und  ziehst  aus  dem  Produkt«  die  Wurzel  aus. 
Diese  Wurzel  addirst  da  la  der  Summe  der  Inhalte  der  Orundflilcho  und 
des  Daches  und  mnlüiiliciret  ein  Drittel  des  Resultates  in  die  Höhe  des 
Kürpers.**  Man  urkennt,  dass,  wenn  h  diese  Hohe,  G  die  Grundfijlobe,  g 
das  Dach  bedeutet,  (Ue  ans  obiger  Worteinkteidnng  entspringende  Formel 

■Axuu  Inventar  unserer  elementaren  Stereometrie  gehört  Tn  Alkarkhl's  alge* 
braisohen  Versuchen,  die  zum  Theil  (Iber  die  gewobuten  Gremien  hinaus* 
geben,  kommen  allerdings  nur  rationale  Qnadrat-  and  vierte  Wurzeln  vor. 
Dagegen  erforderte  natQrlich  wieder  die  Trigonometrie  Kenntniss  und  Be- 
handlnng  des  Irrationalen,  denn  wenn  pb  auch  Abnl  WafA  gelungen  war  16l), 
durch  sein  elegantes,  auf  die  Relation 


2  CM  («  4*  f )  "n  ö  ^  2  008  (o  —  I)  ■"* 

gebtiDtes,  Verfahren  iich  von  dem  etwas  schleppenden  Gange  der  Inder  zu 

befreien,  so  masste  er  doch  auch  sin  30**,   Ein  60*^  und  ';iele   andere   durch 

Quadratwitrzetaufiziebiin^  bestiuimeD.     Und  Albategnius  bedurfte  derselben 

niobt  minder,  um  mittelst  der  Formel 

la  « 
an  «  = S_^^^ 

Vi  +  tg'« 
vom  Sinus  zur  Tangente  übenogehen  1G2).  Kort,  es  musste  Metboden 
geben,  um  quadratieche  Irrationalitäten  mit  griteserer  oder  geringerer  Qih 
nanigkeit  au^zurechnoiL  Einer  derselben,  die  sich  aber  nur  im  a&tronomi- 
flcben  Briicbcalcul  rerworthon  liess,  ist  oben  bereite  gedacht  worden;  was 
sich  sonet  noch  darObcr  in  Erfahrung  bringen  Ues8,  ist  im  Polgunden  mi' 
B&mmengesteUt. 

Im  Allgemeinen  scheint  die  bereite  den  Alten  bekannte  und  von  Maiimn« 
I'lanudee  so  eingebend  behandelte  Formel 


maasflgehend  gewesen  zu  sein.  Da  mau  sich  jedoch  Qbeneugt  hatte,  daes 
dieser  Nsherungswertb  zu  gross  sei,  so  verßul  man  etw&s  in  da«  ontgegen- 
gesetxte  Extrem  und  nahm 


V«' 


So  Terfubr  Alkharkhl  bei  Decimalzablen  163),  so  Al-Moruzi  aus  dem 
Sstlichen  Herw,  auf  dessen  um  1216  erschienene  Schrift  unlängst  von  Rodet 
aufmerksam  gemacht  ward  164),  so  auch  der  SpSUing  Beha-Eddxn  165), 
der  bereits  dem  XVI.  Jahrhundert  angehJIrt.*)    Al-Honui  setzt  beisi)ielswotiie 


^12^. 


Geoaner  geht  der  Blarokkaner  Ihn  AlbennA  in  seinem  „Talkhys** 
rerke  168).     Gr  unterächeidet  die  beiden  FSUe 

b^a,     b>  a. 


*)  K&aUiL'r  166)  und  Peacook  167)  haben  die  nicht  uniutereBsanto  Wahr- 
nebmuuf;  gemacht,  daas  diese  dt-n  Werth  der  Wurxcl  kq  klem  ergebende  Nähe- 
mugsformel  in  dem  1^37  erachieneaeii  „tratado  sobtiliaiima  de  Arismetiea  y  de 
Geometria"  de«  Jiun  de  Ort«ga  vorkommt.    Bei  ihm  i»t  a  B. 


~S3e 
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VoD    diesem   Einen    Falle   abgncfaeo ,   scheint  das  ar^'sehe  Verfahren 
Abeodlande  keine  Prox>agiuida  gemacht  tu  haben. 


Je  Dadidem  der  erste  oder  xweite  vorliegt,  setzt  er 

Für  gewShnliob  wird  freilich  nur  der  erste  Fall  eintreten.  Am  weitesten 
in  der  Vervollkominnaiifif  der  durch  Obigen  gekennzeichneten  Meüiode  ist 
jiidoch  der  Si»anier  Alkalsrtdi  (XV.  Jalirhundert)  gegangen,  ein  tUehtdger 
Artthmetiker,  der  anch  die  Ratiimulmaiihung  der  Bruclinenuer  mittelst  der 
Formel 

m       ^mip  —  Vq) 
P  +  Vi  P'-9 

kennt  und  uch  sc^ar  za  einem  eigenen  Worzelzeichen  —  das  erste  Vor- 
kommniäx  dieser  Art  in  der  Getichicbte  —  aufgeschwungen  bat  ]t>9). 
Wae[>ke  bat  uns  über  die  Bemllliungen  dieses  Arabere,  die  Behandlung  der 
ijuiul rauschen  Irrationalznfalen  zu  verbessern,  einen  nebr  klHren  Bericht  ge- 
gubeA  170).  Aehnhch  wie  Ibn  AlbannA,  unterscheidet  auch  AlkalsAdl,  ob 
b  ^  a  sei  —  dann  hat  die  Relation 

Bkatt  —  oder  ob  &  >  a  sei.  Im  letzteren  Falle  aber  ersetzt  er  die  wenig 
genaue  Formel  der  andereu  Araber  durch  die  folgende: 

indem  er  der  alkagrossen  Vermahrung  lief  Nenners  durch  eine  entsprechende 
Vermehrung  des  /iühlers  ei:i  (iegengewicht  zu  bieten  beabsichtigt.  Allein 
damit  nicht  zufrieden  giobt  er  auch  noch  die  ungleich  genauere  Näherung«* 
formel 

Ausgerechnet  nimmt  diese  Nnherui^gsgleißbung  die  nachstehende  Form  an : 

Wir  werden  im  Beginne  des  n&cbaten  Kapitels  auf  die  naheliegende 
ScbluBsfolgening  wieder  znrQckznkominen  haben,  welche  Woepoke  an  diese 
letzte  Formel  knüpft. 

Den  arabiechen  Mathematikern  muM  fflgUob  noch  ein  Mann  antreibt 
werden,  der  durcbans  zu  ihnen  gehOrt^  wenn  auch  nicht  in  seiner  KationalitAt, 
Bo  doch  seinen  sonstigen  Existenzbedingungen  nach.  Diess  ist  Johannes 
sis  (um  1160  n.  Thr. ),  ein  jQdischer  Gelehrter,  der  sich  mit  arabischer 


nod  inäiseber  WisseiudiBft  gi-fimllivb  vertraut  ßcniaclit  Inttv.  In  msndioB 
BexielntQ^;«!!  gebt  derselbe  allerdiogs  Ober  seine  Vorlagen  nicht  hiaauä,  so 
giebt  er  fOr  die  ersten  AnnäheraDj^o  nar  die  armbtBche  Formel,  %.  B. 


yiö 


(/gmä-^soa^. 


und  aacfa  die  Quadratwimelatuneliaog  wi»  secbzi^eUigea  Zahlen  tmter- 
i^beidet  üicb  bei  Jobannes  dem  Planad««  gej^naber  nur  Insofeme,  uU 
l^rsterer  priocipiell  den  Radikanden  aur  die  kloinste  Bonenauu};  bringL  Dft- 
gegea  finden  sieb  bei  dem  äeriltaner  zwei  einschneidende  Neuernngen  17l); 
Derselbe  ftndert  erstlich  gemischte  Zahlen  unter  der  Wurzel  so  iitn,  dua 
aus  dem  Nenner  dieselbe  auBgezogen  werden  kann,  wie  das  Beiaijiiel 


lehren  mag,  nnd  zweitens  bat  er  die  TermiiÜiliüh  auä  Indien  172)  stanunende 
Methode  eich  angeeignet,  an  den  Radikanden  Nullen  anznhnagen  und  &o 
bis  zu  lieliebi^m  Genauigkeitsgrade  fortKuedi reiten.  Wir  gehen  jedoch  auf 
den  hicrdurcU  angehahntun  Fortt^rhrilt  hier  nib-bt  nJiber  «in,  da  wir  um 
Buntst  ans  dem  Rabmen  uotik-mittclalterlicber  Matheioatik  loamacben  und  tn 
die  Besprechung  der  Neuzeit  eintreten  mUssten,  Dem  steht  aber  unser 
ausdrücklich  formulirtes  Programm  antreffen. 

§.  16.  Uttffesdtriebfw:  Zeugnisse  tks  AUrrtfmtns.  Boweit  wir  bis  jetzt 
in  unserem  Studium  der  dem  Allertboni  eigenthllmliche»  Näherung wertbe 
gediehen  uind,  waren  wir  stete  im  Stande,  unu  auf  gesobriebene  rcsp.  ge- 
druckte Naehweisnogen  zu  t>e£ieben.  Dem  feinen  Spttrsion  eines  herror.- 
ragenden  ArchSologoti  der  Neuzeit  verdunkun  wir  alter  die  Möglichkeit,  uns 
auch  auf  ungeschriebene  Zeugnisse  des  Altertbumtt  berufen  su  könnea  Es 
iet  Hnltsch  gewesen,  der  die  von  Anderen  wohl  gelegentlich  gemacfatc, 
nicht  aber  fest  b^rUndele  Bemerkung,  dass  in  den  antiken  Bauten  gewine 
Zahlen^eseLie  zum  Ausdruck  ^'olsagten.  ihres  hy(iothetiscben  Charakters  so 
entkleiden  und  darauf  ein  wiseen&cbaftliches  System  zn  begrllnden  woftste, 
mit  welchem  die  Wissenschaft  ron  nun  an  zu  rechnen  hat.  Mit  kuraeo 
Worten  Ifiäsl  uch  der  Inhalt  dieses  Systemes  dahin  bezeichnen,  dass  dia 
giieohischea  Arcbitekieu  die  VerbsltDisKe  gewistier  HauptahmetMungenpnncipitiU 
gleich  gewissen  rationalen  BrUchen  setzten.  Wie  gesagt,  waren  auf  die«e 
That«a«bo  schon  fHlber  Bautechniker  und  Aesthetiker  aufmerksam  geworden, 
allein  was  eie  darUl>er  mittfaeilten,  beruhte  einerseiis  auf  nicht  hinlänglich 
genauen  Messungen,  andererseits  zogen  sie  aus  ihren  Beobaohtongen  eo 
waittragende  und  gewagte  ticblüsäe,  dau  sie  dadurch  gegen  sieh  und  g«g<eB 


gesntiden  Kern  ihrer  Lfthre  bei-eclitigle«  MisftifftBMi  lierrorriefen.  Wir 
iben  damit  ToraUglich  diö  Arbeiten  von  U^wbor  173)  und  Zeising*)  im 
Aog«.  Das»  Uoltficb  sieb  von  jeder  Ausecbweifun^  lerne  gehalten,  brauchen 
wir  nohl  nicht  erst  zu  sagen;  alierdiees  ist  das  Erfahrungf^material,  von 
welchem  er  au8{,reUi,  ein  ganz  anverb^tnissm&ssig  umfaasendereä,  a\s  jenes, 
welches  seinen  VorgSngern  zu  Gebote  älond.  Au  und  fUr  sieb  wQnleii  uns 
nun  (reilioh  diese  Studien  an  diesem  Orte  nicht  nUher  Wrilbren,  wenn  nicht 
HiiltiSch  ziigltudi  diu  Rnld»ckung  getniu^lit  hnilf,  ilas^j  gf nule  die  nm  hSiifigsten 
vorkommenden   rationulun   BrUuiie  nicht»  finth-rL'!!   sinil,  aIh  Nühoningswcrthe 

nir  gewisse  einfache  Irrationahahlen,  Rlr  Yi^  fUr  V's,  fUr  |/6.  Wir  fllbren 
nachstehend,  ohne  es  irgendwie  a^of  VolUt&ndigkeit  abzuseilen,  uinige 
der  wichtigsten  Ergebnisse  aus  dem  Ueaauuntbereiche  der  Huttscb'scbun 
Arbeiten  vur. 

Beim  porikleischen  P&rthenon  verhftlt  eich  ganz  ühnlioh  wie  auch  beim 
Ulteren  —  durch  die  Perser  zerölürten  —  Parthenon  der  Stylobat  zur 
LKnge  180)  wie  4  :  Ü,  beim  Uoraion  zu  ßamos  imt  das  Verliültniss  zwischen 
Breite  und  Länge  glekh  29  :  60.  Beim  Parthenon  haben  wir  u.  a.  folgende 
VerhSltnisiizablen  181):  Durcbmettaer  einer  gewissen  (iinippe  von  Sfiulen- 
trommeln  «um  DnrohmeeEor  der  anderen  Gruppe  «^^  10  :  9,  Stylobatbrpite 
;tur  OesammtbiihB  des  Tempels  =^  12:7,  ebenso  Gesa lunith übe  zur  Säulen- 
hChe,  Styliibnlbreit«  sonach  zur  attulenböbe  =  12*  :  7*  "- 8  :  1.  Ausge- 
zeichnet durch  seine  bestimmton  Abmeesungen  ist  besoadera  auch  der 
Uera-Tempol  auf  der  Insel  Suuos.  Bezeichnet  mnn  mit  A  die  LBnge 
einer  Unterstufe  in  der  Flanke,  mit  F  eine  der  beiden  kleineren,  mit  G 


^  Wir  Terweisen  behufit  einfi  gereohtAQ  Würdigung  der  Arbeiten  dienes 
geiktreichun  Fonscbeni  nuf  uuseres  früberua  Burichl  174),  in  welchem  bcRondur« 
auch  dci'  An«icbtea  desielben  dber  das  Zutagetreten  det  goldenen  SohntUos  bei 
arcbitektotiitch«»  VerbältuiMcn  gedacht  int.  £•  gilt  hier  freilich,  die  Sf^reu  vom 
Weizen  zu  sondern,  allein  so  h5chat  b«(|iiem  darf  man  es  «ich  oicht  tnacheo,  wie 
es  kürzlich  Sonnenburg  175)  getban,  d«r  alle  Angaben  Ober  die  Erscbviiiuag  jener 
merkwürdigen  QeAelsmUasigkeit  iu  Kamit  and  Natur  mit  dem  «infaohen  Satw  er- 
ledigt 176):  „Alle  Ueaanngen  anBildbllaleo  aod  Oruppco,  an  Tempeln  ood  PalAaten, 
an  Skeletten  and  Pi^poraleo  aind  wcrthloi,  weil  sie  mit  der  VoreingenommCDheit 
fQr  ein  Kolchei  naturwidriges  Geactx  enge  verbunden  sind."  Ks  gehört  viel  Muth 
dazu,  solche»  x»  «ichrfibcn,  nochilem  Krhwendcacr  —  vgl.  hiciiu  cinon  Aufsatz 
des  Verf.  177}  —  mit  RiichgemSiiscr  Corrt^kttir  der  von  A.  Üraun  guhcglen  Meinungen 
«eine  niochnniBcho  Theorie  des  Päimzenwucbtiee  geachafTcii,  Langer  1 78)  die  statiache 
Bedeutung  dea  Geaebtes  vom  goldenen  Schnitte  uufgeklKrt  nud  neuerdings  noch 
(I,  Haaok  179)  den  Nachweis  gefflhrt  bot,  dam  in  jenem  Qesetze  thatsäcblicb  der 
eigenartige  ftlr  geomt-triftrbe  STrainetrie  und  »chOne  Form  gleich  empfängliche 
Ctiarnkter  dca  Ulteren  GriechoDtbuma  sich  in  natürlichster  Welse  praktisch  bo- 
IbäUgt  habet 


grSsB&reu  Sttuli^aweiteD,   so   li&t   man   1R2)   fol^rmidA  Pio-j 
portionan: 

F:  ^  =  37  :  400  =  3"  :  2*  .  5»,     G  :  J  =  49  :  600  =  7*  :  2»  .  3  .  6". 

BodeuteD  weiter  J  und  K  die  IhirchniessBr  der  SBuleDboflea,  /.  und 
diajemgen  der  SlluIotuchSfte,  so  gilt  183) 

i.:i=9:500  =  2*:2".5',  lf:>l  =  2:125  =  9:fi*,X:J/  =  9:e  =  3':S",'! 

Endticb  ist  als  Beiäfjiel  eine«  sieh  m«derhuleaden  VL-rbnltnisisefi 
merkwürdige  Faktum  1B4I  za  erwUhoen,  dasa  boim  Hora-Tomi>el  der  tirticb 
17  :  iOOO  mit  dem  Vcrhaltniaa  des  Parcfaschnitteä  voo  (1,  -f-  Jlf)  :  ^,  *>ei 
dem  l^rtthmteo  Diana -Tom)  >el  von  Kpliesus  dagegen  mit  dem  Verfaul  tniagaM 
des  Säulondun-bmfittsers  zu  der  dortigen  Haitiitdimensian  Ä  eicb  deckt  E^ne 
ZufiammeusLulliiiig  der  KiuzHlfurscliuiigeD  tüidut  sit^h  in  der  iwliGnen  Mono  in 
graphie,  welche  HulLech  den  iwei  zaletxi  erwSbnien  Tempelbaiiten  ge-  ■ 
widmet  hat;  alldoit  wird  auch  als  era  bemerkenswerther  umstand  der  her-  ~ 
Turgehoben  185),  dass  allen  Anzeichen  nach  der  Üaa  des  Artemisiooi  oni 
Bgypti&chen  und  vorderasiatischen  Wuneln  herausgewachsen  sei. 

Die  Verbältnisee  7  :&  und  12  :  7  spielen  unter  der  Uenge  ihrer  Oe- 
nowen  gewisser massen  eine  borvorragendi]  Bolle.  Iliiltsob  ist  der  Meinung, 
dass  diese  daher  kommt,  weil,  wie  wir  im  Verlaufe  der  bisbengen  Bar- 
stetlong  uns  zur  üeDQge  tlheneugen  kunnteOf 

T«        -     18« 


3  (vgl.  §.11) 


lonunen  war.  Doreelbe  zeigt  auch,  wie  die  griecbiscben  Baumeister, 
die  wohl  nur  unbewusst  und  der  „ContinuiUtt  handwerksrnftssiger  Ueber- 
lieferung"  gemRss  nach  dieKi^n  Regeln  arbeiteten,  diese  NSheningvwerUie i 
bequem  ans  dorn  bekannten  p^tbagoräiechen  Dreieck  mit  den  Seiten  3,  4,  6 
ableiten  konnten.  Wir  rorwoisen  m  dem  Ende  auf  Fig.  8,  in  welcher 
AB  ^ü  3,  .^C*  >a  4  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  daratellenf 
dessen  Hypotenuse  J3C  =  b  ist.  Errichtet  man  in  C  auf  CD  ein  Lotli 
nnd  macht  auf  diesem  CH  ^  BC  =i  a,  so  wird 


Bl)-5/2'^(ö.|— t)- 


Endlich  mache  man  anf  der  verlängerten  BD  noch  BK=  2  .  BD 
construire  Über  BE  das  gleichseitige  Dreieck  BEF.     Zieht  man  die  Hohe 
DF  desselben,  so  winl 

1)F  =  V^U"  —  7«  —  V7"  .  4  —  7"  =  7  l/ä  ~  (7  ■  7  =  12 

Unltsch  knüpft  an  dieses  in  Wirklichkeit  elegante  Ver&faren  noch  ^i 


(7  !?  =  i9  =  8.a')- 
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folgende  Betrachtung  an  186):  „Wir  haben  alBO  in  einer  ganz  elementaren 
Construktion  vereinigt  die  theils  genauen,  theils  angenäherten  Verhältnisse 
der  Primzahlen  2,  3,  5,  7,  ferner  die  VerhSltnisse  der  Quadrate  derselben, 
endlich  die  angenäherte  Darstellung  der  Wurzeln  aas  den  beiden  ersten 
Primzahlen.  Dieselben  Elemente  sind  es  aber  auch,  auf  welchen  haupt- 
siiehlich  die  Verhältnisse  der  ältesten  griechischen  Tempelbauten  beruhen: 
eine  gewiss  nicht  zufällige  üebereinstimmung." 

Von  )/5  ward  bis  jetzt  nicht  gesprochen,  und  doch  hat,  wie  schon 
Eingangs  angedeutet  ward,  diese  Irrationalzahl  eine  entschiedene  Bedeutung 
für  die  Kunst,  obschon  uns  im  üebrigen  die  alten  Schriftsteller  keine  Ver- 
anlassung gegeben  haben,  uns  gerade  mit  ihr  zu  beschäftigen.  ^5  tritt 
beim  sogenannten  goldenen  Schnitte  auf,  der  wahrscheinlich  bereits  auf  die 
pythagorUische  Schule  sich  zurückfuhrt.  Soll  eine  Strecke  a  nach  dem 
iiueseren  und  mittleren  VerhäHnisse  geÜieilt  werden,  so  gelten  fUr  den 
„Major"  X  und  den  „Minor"  ^  die  beiden  Gleichungen 

ic-\-  y  =  a,     ay  ^a^t 
und  lüst  man  dieselben  auf,  so  ergiebt  sich 

=r=f(y5-l),y=|  (3-1/6). 

Die  Griechen  verwendeten  nun  für  den  Major  nach  Hultsch  (a.  a.  0.) ' 
den  Näheningswei'th 

(a   21      a  ras      .nx 

so  dass  sie  mithin 

gesetzt  haben  müssen.  Ab  und  zu  scheint  auch  die  durch  eine  leichte  Ab- 
änderung ans  der  vorigen  hervorgehende  Annäherung 


/       22  11\ 

X  »"^  itt  •  - —  ^  a  *  — ) 

\       34  17/ 


<^rel;raucht  worden  zu  sein.  Hultsch  stellt  eine  Zahlenreihe  her,  die  durch 
stetiges  Mnltipliciren  der  Glieder  mit  diesen  Näherungszahlen  entstanden 
int,  nämlich  die  folgende: 

90,  56,34,21,  13,8,5,3,  2,  f ,  |,  |. 

In  der  That  hat  man 

21  1890  21         688  21 

^ö  ■  34  =  ^r  -^  ^*''   ^^  ■  :ü  =  Ti  ~  ^^'  '^^  ■  34  =  2*' 

-mr  Oeieh.  d«r  Hathem.    IV.  4 
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Man  Bullt,  cbue  die  NBfaenmg  theilweiBe  eine  selir  grosse  ist,  an  einem 
Orte  sogu  «ne  absolute. 

Diese  Zahlen  34,  17,  11  . . .  erscheinen  nnn  aber  hSnfig  in  den  Pro- 
portionen der  Tempel,  ucht  minder,  wie  wir  bereits  erfahren,  die  ebenfalls 
der  Reihe  zu  entnehmenden  Frinuahlen  2,  3,  fi  imd  deren  Hnltipla.  Beim 
Artemision  i.  B.  war  die  Hanptdimenmon  »>  240,  daneben  tritt  aber  aneh 
die  Zahl  160  herror.  Beide  Zahlen  hingen  durch  den  goldenen  Schnitt 
mit  einander  sosanuneu;  es  ist 

Jene  Zahl  90  aber,  die  eben  ihrer  architektonischen  Bedentnng  halber 
som  Aasgangsponkt  der  obigen  BeUie  genommen  wurde,  ist  gleich  dem 
Minor  y  «>  240  —  160.  SBmmtliche  YerhXltnisse  des  Artemis- Tempels  be- 
mhen  auf  den  GnmdxahleD  2,  8,  6,  17.  Die  Zahl  29  erscheint  nar  ein- 
mal als  eine  bestimmte  Modifikation  von  60 :  30,  17  tritt  ein  eimdgesmal 
anf.  „Der  Tempel  des  Apollon  Epikorios  bei  Fhigalia  seigt  in  seinen  Hanpt- 
Terhflltniesen  die  Gmndxahlen  2  und  3,  nScbstdem  5  und  7.  Vereinzelt 
sind  13  and  29  nachgewieeen"  187). 

Durch  die  üntersachaugen  von  Hultsch,  dem  es  Übrigens  entgangen  zn 
sein  scheint,  dass  seine  Zahlenreihe  wesentlich  mit  der  berOhmten  Lame'echen 
Reihe  übereinstimmt,  dürfte  der  Znsammenhang  der  griechischen  Ärobitektiir 
mit  gewissen  Irrationalzahlen  und  mit  der  Theilung  einer  Gei*adett  nach 
stetiger  Proportion  ausser  Zweifel  gesetzt  sein.  Ihm  pflichtet  Cantor  bei 
mit  folgenden  Worten  188):  „Der  goldene  Schnitt  spielte  in  der  griechischen 
Bankunat  der  perikleiscben  Zeit  eine  nicht  zu  verkennende  RoUe.  Das 
Ssthetisch  wirksamste  VerhtÜtniss,  und  das  ist  das  stetige,  ist  in  den 
athenischen  Bauten  aus  den  Jahren  450 — 430  aufs  Schönste  verwerthet.'^ 
Wir  wollen  betreffs  der  strengen  Regelmassigkeit,  mit  welcher  —  vielleicht 
nur  instinktiv  —  von  den  alten  Architekten  bei  grossen  und  wichtigen 
Unternehmungen  zu  Werke  gegangen  wurde,  auch  auf  das  Zeugniss  eines 
hervorragenden  Sachkenners,  G.  Hauck's,  verweisen  189). 

Hiermit  ist  der  erste  Tbeil  unserer  Aufgabe  abgeschlossen.  Die  Kritik 
hat  bisher  geschwiegen,  ErklUmngsversuche  wurden  nicht  gemacht,  es  wurden 
lediglich  alle  Daten  gesammelt,  an  welchen  sich  spätere  Krklitrnngsversncbe 


erproben  k^octn.  E»  ist  somit  an  der  Z(?it.  der  geschichtlichen  Abthciliinff 
dieser  imsereL-  üntentachnn^  mmitichr  iUn  kiitisob-uiatb  eins  tischen  Tbeil 
nachfolgen  zm  lasaen. 

Kapital  n. 

Ableitung  der  antiken  Quadratwurzeln  durch  offene  oder  Tersteckte 
Kettenbruoh  -  Algorithmen. 

§.  1.  Getichih  lUe  Wut'edmtszir.huuff  blon  vcrSiichtiKeiw?  Eh  hiit  nteht 
an  Stimmen  gefohlt,  welche  eich  (tlr  diese  Au^assiing  orhoWn.  In  Keinci- 
Rnthlosipkeit,  Bich  UWr  dio  bei  Arcbimedea  vorkommenden  WutTcln  «in 
Urtlioil  -^u  bilden,  Säh  sich  zuerst  Neeselmann  zu  dem  pessimistischen  Ans- 
Spruche  ^cdrüngt  190):  „Es  bleibt  nur  die  Tenmithimg  übrig,  dasn  die 
kiten  ihre  Warzeln  durch  Versuche  and  KrrathoD  gefiindän  haben,  worauf 
namentlich  dio  Miilti[f1ikatinnsprol>eu  bei  Eiiti)kiiis  bindentfin.  Die  xunlLcbsl 
kleinere  Zahl,  welche  der  gesuchten  Wurzel  cntspraob,  konnten  sie  leicht 
aua  einer  Tabelle  dßr  Qnadraixafalen  entnehmen;  und  da»s  ähnliche  Tafeln, 
die  ihnen  ihre  niUhsamen  Rechnvmgen  erleichterten,  ihnen  nii^hl  fremd  waren, 
Wweist  die  Multiplikationstafel  des  Nikoniachus."  Friedlein  billigt  diese 
fUr  den  (jeschichtfiforacher  freilich  etwas  trostlose  Ansicht,  auadrQcklich 
dabei  betonend,  das«  die  Theon'sche  Methode  allem  Anscheine  nach  niemak 
auf  DetTimalitahlen ,  sondern  ausschliesslich  nnr  auf  Sexagesiniakahlen  an- 
gewandt wurden  «ei  191).  Kr  biltto  sich,  um  die  von  Nesselmann  bei- 
gebrachten OrUndo  noch  zu  verstärken,  auch  auf  den  sogenannten  Caloiilus 
Viclorii  V>erii)en  können,  der  recht  eigentlich  als  Rochenknecht  zur  beimemeren 
Ausführung  weitliiuHger  Mnltiplikntioncn  gedient  haben  muss  193).  Nicht 
viel  anders  verhalt  es  Bich.  wenn  man  den  Alten  eine  „diviuatorigche" 
Thatigkoit,  ein  nnerklürbares  Geschick  in  der  AnfKndung  der  richtigen 
Wiirzelwerlhe  beimessen  will.  Es  ist  wahr,  eine  Änt<>ritiit  wie  Itultsch 
bat  »ich  einuial  eine«  Kolchen  Ausdrucke»  bedient,  indem  er  von  einem  ge- 
wissen Phcidon,  der  die  allerdings  sehr  merkwürdige  Kliherung 


angab,  Folgendes  sagte  193):  „Diese  dritte  Wurzel  hat  er  nnn  schwerlich 
tYnsgerechnel,  wohl  aber  fast  divinaloriscb,  wie  so  viele  andere  MSnner  de« 

Altertbums  noch  viel  schwierigere  mathematiscbe  Probleme  gellest  hal>en, 
.{gefunden,  das«  naeb  dem  festf^Cftetzten  Verhältniss  zwi^hen  babylonischem 

und   fig}i)tischem  llahlmaacs,  alsn   Btia   dem   System   heraus,    itich   fDr  das 

babylonische  und  griechiedie  Klbmmaas«  der  Werlh  10 : 9   ergebe."     Wii* 


halten  uns  jedocli  Uberaeugt,  dass  gerade  Baitech  nicht  g^^^ein  wDrde. 
diese  gelegentliche  Bemerkung  in  dem  Sinne  zu  verallgemeinern^  wie  dien 
Noäselmann  nnd  Friedicin  LhuUin. 

Wir  mJk-'ht^n  nicht  den  Glaaben  ettrockßii,  alg  seien  wir  der  Am 
dass  von  tlün  Alten  nicmaltt  RechnongsresulUtp  durch  Prohiren  gefoDdes 
woi-den  seien.  Im  Oegentheil,  gar  manche  nns  bekannte  Kahl  ma^  diesem 
1iei|ii«men  Verfaliren  ihre  Entstehung  zu  danken  haben.  In  Fiiedlein's 
Werk  194)  ist  sogar  an  einem  recht  hübschen  Beispiele  gezeigt  worden« 
wie  man  wohl  bei  solchen  eiupinschen  WurzelauHÜehnngeu  verfahren  sein 
könnte.  Der  Hfdrntechniker  ProntinnK  Hab  sich  mehrfach  in  der  Lagei, 
ans  dem  bekannten,  il.  h.  durch  hindiirchgefloaticne  WasRerm^ngen  be- 
stimmten, Qncrschnitt«  einer  ki-etsrunden  Klihre  auf  deren  DarL-hmesser 
Bchtiessen  xu  mDseen;    nnter   anderen   gicht  er  an,    wenn  die   KreisflBcha 

1   Digitus   im  Quadrat  halte,   bo   betrage  der  Dturchmesser  (^  H~  a  ~f*  ,0) 

Digiti.  Mit  ßenüuung  Ae»  ai-chimedischen  VcrhllUnisües  hatte  man,  nntcr 
F  die  Flache,  unter  ä  den  Diirchmeä«er  verstanden. 


,.=  .^„  ,.^^ 
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Machte  man  im  Nenner  rational,  so  ergab  der  Drucb  154  :  11*  dodi 
noch  einen  ron  den  nilcbäton  Quadi-atxahlen  144  und  1G9  allzuweit  oli- 
liegnnden  Z&bler;  man  multipUcirte  albO  Zülilcr  und  Nenner  abenuals  uiil  4 
imd  konnte  jetzt 


fietxeiL 


14          IM.  4          SIC        6SÖ 
11            «*      ^«'  '^2S" 

r  11      28 

Des 

Ferneren  ist 

I 


sc 


92 


Si.6 


88 


Das  rOmische  Bruchsystem   hatte  fllr  —  keine  Bexoichming;   der   ihm 
nl&c'hete  Einheitebrach ,  fQr  den  es  ein  deichen  gab,   war  =^,  und  ao  wani 

denn  nShorungsweise  letzterer  eingesetzt.  Ob  Prontinus  es  wirklich  bo 
machte,  kann  niemals  cntacbieden  werden,  inde»  lässt  sich  kaum  etwas 
Basserea  gehen,  wenn  man  nicht  Überhaupt  ron  der  für  den  Verf.  maau- 
gebeiiden  Uebeneugung  auegeht,  das£  auch  hier  ein  methodisches  Vorfahrea 
vorließ.     Der  nKchste  Paragraph  mU  dieits  besUItigen. 

Allein  auch  wer  nicht  «o  weit  geht,  mu&s  doch  xiigostehen,  daas  hiö? 
von  einem  reinen  Henimtaeteu  keine  Kede  iat.     Eine  wenn  aiirh  noch  robe 
.^fetlllMlik  tritt  s<^r  in  den  von  Frietllein  dem  ri}mi«chen  Praktiker  unter- 
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legten  Taätversuchen  noüh  hervor.  Dagegen  geben  wir  bereitwillig  zu,  dass 
zur  Ermittelung  der  ganzen  in  eiuer  Irrationalität  Bteckenden  Zabl  haupt- 
äUchlicb  Tabellen  der  Quadratzahlen  verwandt  worden  sind,  wie  wir  deren 
(§.  1)  bereits  bei  den  Babyloniem  kennen  gelernt  haben,  Hiefür  spricht 
sich  auch  Rodet  aua  195):  „En  ce  qui  conceme  particnliäremenl  les  tables 
de  carrees  destinäes  ä  allSger  les  calculs  penibles,  Thypothöse  de  Nessel- 
•  mann'*)  a  re^u,  depuis  l'^poque,  eil  11  ecrivait  (1842),  une  confirmation 
L-clutante  par  1a  decouverte  de  semblables  tables  de  carres  et  de  cubes 
sur  les  briijues  de  la  bibliothöque  de  Sardanapale  IV  ä  Babylon.  8i  les 
Chaldcens  poesedaient  ces  tables,  a  fortiori  les  Grecs,  leurs  disciples  et  leurs 
hL-ritiers  en  plus  d'un  cas,  devaient-its  les  avoir  imit^es  et  6tendu6s." 
Sowie  jedoch  E  (yA)**)  ermittelt  war,  traten,  wie  auch  Kodet  (Kap.  HI) 
annimmt,  bestimmte  Methoden  in  Kraft,  und  deren  möglichster  Wiederher- 
stellung wollen  wir  uns  jetzt  widmen,  freilich  zunächst  nur  nach  einer  ganz 
bestimmten  Richtung  hin. 

§.  2.     Die  NäJiej-unffsfortncl  a  +  ö~'     ^^^^  °^ä*i  'o°  ^^^  Relation 


aus,  HO  orgiebt  sich 

4-6  =  4-  2aa;  +  «*, 

und  hieraus  die  wohlbekannte  Kettenbruchentwickelung 

Wird   dieser  Kettenbruch    nur  bis   zum  zweiten  Nüherungswerth    be- 
rechnet, so  erbUlt  man 


*)   Vgl.   hierzu  die  diesen  Paragraphen  einleitende  Stelle   aus  NeaecluiaDu'H 
Gescbiehtswerk. 

**)  Wir  glaubten  uns  berechtigt,  dieses  in  der  gosammten  zahlentheoretischea 

Literatur  gebräuchliche    Zeichen  auch  auf  unseren  Fall  zu  Qbertragea.     £!  (  — ) 

bedeutet  die  ganze  Zabl,  welche  die  piviBioQ  von  m  durch  n  als  erste  Aunäberang 
crgicbt,   und  ein  gleiches  soll  JÜ  (\/Ä)  thun,  wenn  an  die  Stelle  des  Dividirens 

das  Badiciren   tritt.     Wenn  also  yA  =  Va*  ±  &  ^^  <  \gt  —  (a  —  l)V    Besetzt 

wird,  ao  ist  beim   oberen  Vorzeichen  und  beim  unteren  resp.  E  (VÄ)  gleich  a 
und  gleich  (a  —  1)  zu  nehmen. 


elbi!Gverf!tätidltcb  tvraacht  nicht  Qbcrall,  wo  diese  KübcniB^gieiehiifig 
äullritt,  dariu  das.  Ergäbnisg  einer  mtvolUlünäcgen  KettcuLniobentwicJceliui^ 
erliiicUt  zu  werdon,  da  ja  ol>en  die  VprnachlÄösigting  der  kleinen  Grösse  x* 
auf  denselben  WeHh  der  Wuiael  geführt  haben  wtlrde.  fl 

Mit  dieser  Formel  waren   die  Alten   iweifeUos   vertraut      HerofL    vöa 
Alexandria  liat  naoh  ihr  alle  jene  Warthe  bereclmet,  W6lcbe  ia  Abtheüung  I 
ier  Ton   P.  Tannery  angenommenen  ersten  Grojipe  iKap.  1,  §.  4)  enthalten* 

sind.     Nur  hat  er,  seiner  Gewolmheit  g^ma^,  den  Brach   — ,  wenn  er  die^e 

Etgenschaft  nicht  schon  von  Hauä   atis  hatte,   aul'  ätjunmbrücbe   surfij^kge-, 
fuhrt.     Wir  lassen  aJle  5  Exeinpel  hier  folgen: 


1/63 


ö  — 


I 
16' 


ys*  —  1 


yrnb — yss* + ss 

yiQSi  —  V32»  +  67 

y5ö  =  y7Mri^7  +  ä. 

Beeonden  beaditenswerth  dflnkt  nna  der  Unutaad,  dass  Henm,  wi» 
ans  dem  ersten  Beispiele  wohl  mit  apodiktücher  Gewiasheii  berrorgeht, 
auch  das  negative  b  bertlcltsichtigte. 

Maiimus  Planudea  (Kap.  I,  §.  9)  ging,  wie  wir  sahen,  stets  von  der 
nämlichen  Formel  aus,  &  natürlich  nur  positiv  betrachtend.  Aber  auch 
Frontinus  (vgl.  den  vorigen  §.)  dürfte  dieselbe  aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  gekannt  haben. 

Denn  es  ist  ja 


wie  wir  oben  sahen. 

Endlich  glauben  wir  diese  Formel  auch  in  jener  Stelle  der  indischen 
(^ulvasütras  wiederzufinden,  fUr  welche  Cantor,  wie  wir  (Kap.  I,  §.  14) 
sahen,  eine  wesentlich  andere  Deutung  gegeben  hat.  Unseres  Erachtens 
verhält  »ich  die  Sache  viel  einfacher.  Wenn  wir  die  halbe  Seite  des  in 
einen  Kreis  zu  verwandelnden  Quadrates  mit  a  bezeichnen,  so  ist  nach  Fig.  7 

[aH-^a(]/2-l)}.«-4«' 


oder  veieiufacht 
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h  +  v^y      , 

(4  +  4^2  +  2)- jt~36, 
3  +  2  ]/2       '' 


1t 


Da  wir  nun  sahen,  daas  die  lader  in  ihrer  kirchÜehen  Geometrie  selbst 
sich  des  altorientaliechen  Wertbes  «  ^  3  in  einem  anderen  Falle  bedient 
haben,  so  liegt  es  gewiss  nahe,  auch  hier  jc  ^  3  und  aomit 

3 


V2 


2 


zu  setzen.  Diese  Zahl  geht  aber  auch  aus  unserer  Formel  für  a  =  b  ^=  1 
hervor. 

Wie  schon  in  Kap.  1,  §.  15  angedeutet,  ist  hierher  auch  Alkarkhi's 
und  Äl-Moruzi's  Näherungswerth 

y'.'  + 6 -«  +  ,,-+, 

au  rechnen,  der  nichta  weiter  als  eine  ganz  am  Wege  liegende,  nicht  eben 
durch  (Icnanigkcit  ausgezeichnete,  Correktion  des  ersteren  für  gewiase  Fälle 
darstellt.  Unsere  Aufmerksamkeit  verdient  er  besonders  deshalb,  weil  in 
ihm  einem  glücklichen  Gedanken  Kodet's  zufolge  die  einfache  Erklärung 
des  mystischen  |/lO  der  Inder  für  n  begründet  liegt  196).  Es  ist,  wenn 
wir  die  arabischü  Formel  als  ))ereits  den  Indem  bekannt  annehmen  dUrfcn, 

und  damit  haben  wir  das  archimedischt'  Verhältnisü  gewonnen.  Da&s  aber 
sogar  noch  viel  genauere  Werthe  für  dieses  Verhttltnies  den  alten  indischen 
Matli  cm  atikern  bekannt  waren,  st^eht  urkundlich  fest  197). 

g.  ;{.  JJcr  drifte  Näherungswerth  des  eingliedrig -periodischm  Kdien- 
bnic/iib:  Aus  der  Quadratwurzel  )/«^  +  b  folgt  als  erster  und  rohester 
^'äherungswerth  a  =  E  {ya^  -\-  h),  als  zweiter  der  uns  bereits  bekannte 

als  dritter  endlich  der  schon  v.eit  genauere  Werth 

,    _i^  ,        2a6  4  a»  +  ^ofc 

"  "f"  2«  +  .      —  "  -T  icT-fh  ^  ~ia'~+  h^ ' 
2o 

Gar  nicht  wenige  von  den  Zahlen,  mit  welchen  uns  das  erste  Kapitel 

vertiBut  gemacht  hat,    entsprechen    nun    diesem   Nftherungswerth   so    voll- 


-    86    - 

wir  woU  .oder  übel  mof  den  GodanWa 

^riffHiglifli  nadi  iIiiiiiiiiiIIimi  limehaBi  woffdoB.    ObwoU 

«Ol  wlefcw  ScfcfaHB  köia  nringaadea  ChanUer  IibImb  wflide,  da  —  y^ 

■«ft.  m  —  «fcr  Tefadosdene  HeÜiodn  Aotk  im  IHinlfallit  n  denaelbai 

fIknB  küDHB,  w  wird  «■  nck  dodh  «npfeUoi,  doD  Be- 

Bn>^fani^  wirUidi  UBBtntsiL 

Am  enUr  SMl«  begegwl  nu  da  der  bei  Plafait  wimliim  an  nr- 

Wi  AriaUrch  tmd  Heron,  sowie  bei  den  Judea  aber  £nkt  udi- 

HOunmgiwerth  -r  tOx  Y^i  dam  ea  iai  irfhnbar 

11^  glaaben  sogar,  im  Gegenaatae  zu  der  waa  Znetennann  aange- 
spradunen  Meinmig,  der  Anaieht  Baum  geben  m  mflaen,  daas  andi  y6000 
mit  USlIe  dieses  Nfthernngswerthes  amgeredmet  worden  iafc  (s.  o.  Bj^  I, 
§,  12).  VieUödit  Ubrnte  wohl  folgend«  -Gedankengang  maaaagebend  ge- 
wesm  sein.    Es  ist 

1/6ÖÖÖ  -  VtÖT+IÖÖ  ~  (70  +  ^  -  70  +  I)  ■ 

Wird  jetst  dieser  Bmdi  ak  unbetrBchilich  TemachUsogi,  «o  iat 

601^^70,  /ä-^l- 

Wir  verfielen  aaf  diese  Interpretation,  weil  ee  uns  nioht  recht  ein- 
leuchten wollte,  das»  die  des  Rechnens  wenig  kündigen  Babbinen  sich  eines 

31 
HO  unhandlicben  Nfibeningswerthes  wie  1  -r  sollten  bedient  haben. 

Tritt  man  mit  dieser  Methode  an  die  Ton  Heron  mitgetheilten  Quadrat- 
wurzeln heran,    so  erzielt   man  häufig  eine   sehr  grosse  Uebereinstimmung, 

7 

vlilÜKo  Identitfit  dagegen  nur  in  drei  Fällen,  das  obige  --  mit  eingeschlossen. 

Wir  wollen  /.iinUclist  ein  Beispiel  fUr  Ersteres  geben,   indem  wir  die  erste 
Wur/cl  der  VI.  Abtheilung  von  Gruppe  I  betrachten.     Es  ist*) 


*)  Mit  dieser   Wurzel   hatte    Bich    der  Verf.   dieacs  bereits    frOher    198)    be- 
Hch&ftigtt  die  AonäheruDg  damals  aber  nicht  weit  geoug  gotriebeo,  iudem  er  viel- 
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Rechnet  man  aus,  so  findet  sich  sehr  genau 


V 


«  +  l  +  i  +  /6~^  +  i  +  ,4. 


und  dieser  letzte  Biiich  kann  wiedei    mit  einem  nur  ganz  geringen  Fehler 

2 
durch  das  bei  Heron  wirklich  vorkommende  -^  ersetzt  werden. 

Jene  beiden  FttUe,  in  welchen  Heron  wirklich  nach  unserer  Formel 
gerechnet  zu  haben  scheint,  sind  wiederum  verschiedMi,  indem  der  eine  bereits 
der  im   vorigen    Paragraphen    abgehandelten   Methode    sich    fügt.     Um    so 

wichtiger  ist  es  dagegen,  dass  der  berühmte  Nilherungswerth  für  ]/3  durch 
unser  gegenwElrtiges  Verfahren  erhalten  wird.     Es  ist  nOmlich 

Nun  ist  allerdings  nicht  in  Abrede  zu  stellen,  dass  dieser  nämliche 
Werth,  wie  wir  gleich  nachher  sehen  werden,  auch  durch  die  Kettenbruch- 
entwickelung  von  yi*  -j-  2  gewonnen  werden  kann,  allein  während  er  bei 
der  obigen  bereits  an  dritter  Stelle  erscheint,  erscheint  er  dort  erst  als 
sechster  Näherungswerth.  Hat  also  Überhaupt  die  Berechnung  nach  einer 
Kcttenbriichmethode  stattgefunden,  so  hat  jedenfalls  die  erstere  ErklSrungs- 
weise  den  Vorzug  grösserer  Wahrscheinlichkeit. 

In  §.   12   des  ersten  Kapitels   ward  u.  a.  auch  bemerkt,   dass   die  bei 


Moses  ben  Maimon  zu  findende  Relation   yVi  "^  — -  ein  gewisses  Aufsehen 


18 
teiauon   y  16  '^ 

erregen  müsse.     In  der  That  ist 

9 

Genau  diesen  Werth  giebt  aber  der  jüdische  Gelehrte  an,  und  man 
iiiüchte  daher  wohl  vermuthen,  er  habe  ihn  mittelst  der  drei  ersten  Theil- 
brücbc  des  eingliedrig-periodischen  Kettenbruches  errechnet. 

g.  4.  Dir  vierte  Nahcrtmgsiccrth  und  die  eingeschalteten  Näherungs- 
icerthc.  Man  möchte  obige  Vermuthung  betreffs  des  Maimonides  um  so 
eher  liegen,  als  man  weiss,  dass  .der  alles  gelehrte  Wissen  seiner  Zeit  in 
äicli    voreinigende    Mann    insbesondere    auch    mit    den  Arabern  in    engster 


1         3 
mehr  2  ^ 1-  —  erhielt.     Damals   betrug   also  der  Fehler   des   letzten  Gliedes 

dem  Ueron'Bchea  gegenüber  4*  ',ä  >  diessmal  dagegen,  nachdem  noch  der  zweite 

Theilbruch  hinzugesommen  ward,  nar  —  —  • 


SVUuBg  staaS.    Ifua 
die  NlbsnmgtfEurBid 


gokaant  Iwt     IHe  Wo«pck«  (m.  m.  0.)  bsmerlcie,  it$t  eUt 
aber  aiditB  ■aJciiai  als  der  aa^;swklbUe  eingliedrig -päiiodlKche    K«tl«i- 
liffiMh,  woini  nun  die  nmUarflkte  bnO^äflhtigt  und  Etomit  bm  ziun  inertcv 
IWwftgigvwortlie  fOTtadinitat;    es   ist,   wie    eine   lecchte   Kec^hnung    lehrt, 


a  + 


JS  +  —       6 

+  »»  +  5i 


-a  + 


8«'  +  4«»' 


Freilich  gehört  der  genaimte  arabi^otie  SchriftsiÄiief"  giner" 
Zeit  an,  ata  dar  jfldiflche,  allem  eben  deswegen  mag  TieUeichi  der 
ni^t  nngerecfatferlägfc  erBohfliBen:  Zn  IfoimoDides'  Zeiten  hatte  tnaa 
drri  Nlhanmgswflrtlie  ia  BecAunmg  in  xieLen  gelernt,  imd  in  den  xwci 
JahilianderiBn,  die.  ihn  von  ABralaftdl  tnoaeD,  war  mau  aticU  hin  xum  viertan 
Nlhenmgawwthe  fortgeaohritteD.  Denkt  man  sich  deu  Entnlckelnn^s 
proieaa  ia  dieser  Weise  Terlanfent,  so  erecliemt  überhaupt  die  Kntstelirm^ 
der  Kettenbrttehe  in  aniem  neaeoi  Lichte  gcäebiclitUch«r  Cüntinuititt.  Dena 
ongefithr  hnndni  Jahre  nach  AUtals&dl  lebte  und  wirltte  der  italitmiscbe 
Uathematiker  Fietro  Calaldi,  der  eigeniUchc  und  b&wusste  I-Irtinder  def 
unter  dem.  Namen  Kettoabrudi  bebmiten  Zahlform  199). 

Es  ist  ja  —  dieser  Umstand  scheint  von  den  Gegnern  der  hier  tot- 
getragenen  Anschauong  nicht  genug  gewürdigt  zu  werden  —  durchaus  nicht 
nöthig,  dasa  jeder  Arithmetiker,  der  Näherungswerthe  von  Eettenbrüchen 
berechnete,  diess  auch  ganz  und  gar  in  dem  Sinne  that,  welchen  wir  zur 
Zeit  mit  dieser  Operation  Terbinden.  Man  vergleiche  nur  die  Beschreibung, 
welche  Libri  200)  von  Cataldi's  Methode  giebt;  dann  wird  es  wahrschein- 
lich, dasB  man  auch  vor  Erfindung  des  Bruchstriches,  also  vor  Leonardo 
Fibonacci,  recht  gut  einige   Eigenschaften   der  Näherungswerthe   ermitteln 

konnte.      Man   erkannte,    dass,    wenn  ^^   einen   jkten   Näherungswerth    be- 
deutete,  ■/, mittelst  der  Relation 

als   eine   bei    weitem   bessere   AnnUhening    gefunden   ward.      So   fand 

ist  man  vor  den  Italienern  schwerlich  gekommen,   allein  dafür,   dass   maD 


p 

zuerst  j~ 


man 


.  Weiter 
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im  »püteren  Alterthum  und  früheren  Mittelalter  weni^tens  soweit  gekommen 
sei,  Bprecben  doch  recht  viele  Anzeichen.*) 

Bei  unseren  bisherigen  Untersuchungen  hatten  wir  unser  Augenmerk 
auch  zu  lenken  ai/f  gewisse  minder  genaue  Nähenmgswerthe,  welche,  un- 
mittelbar wenigstens,  auf  keine  Kettenbruchentwickelung  zurückgeführt 
werden  zu  können   scheinen.     Bei   den   Rabbinen  begegneten   wir   (Kap,  I, 

§.  12)  dem  allerdings  nur  ganz  sporadisch  vorkommenden  Werthe  Vi  "^  — , 

ö 

bei  den  Juden  (Kap.  I,  §.  14),  wenn  wir  andererseits  der  Cantor'schen 
Erklärung  beipflichten  wollen,  dem  Werthe  1/2  "-"  -l-,  und  endlich  bei  Ger- 

bei*t  (Kap.  I,  §.   11)  dem  Werthe  yZ  "-*  -i.     Wir  knüpfen,   um  eine  aU- 

fallsige  Entatehungamöglichkeit  für  diese  Zahlen  zu  begründen  —  mehr 
können  und  wollen  wir  nicht  geben  —  an  den  obigen  Ausdruck  für 
^  t  +  1  :  ^k  + 1  ***•  ^^  ^^S  ''"  einer  Zeit,  die  im  Rechnen  nicht  weniger  als 
geschickt  war  und  neue  Ergebnisse  häufig  nur  versuchsweise  zu  erhalten 
wuBüte,  gewiss  sehr  nahe,  aus  einer  fertigen  Reihe  von  Näherungen 

neue   Werthe  dadurch  heriuleiten,  dass  man,  modem  gesprochen, 
1']  _  i',  „  ,  -\-J\    lU  1  _  '''.  +  ^'-+2 

bildete,  Zähler  .und  Nenner  je  zweier  aufeinanderfolgender  Näherungewerthe 
durch  einl'ai.-hi!  Addition  zu  einem  neuen  Ziihler  und  Nenner  vereinigend. 
Auch    äpüter,   als   man   bereits   den   richtigen  Fortgang  kannte,    Hess   man 

17 
*■)  l>er   Nilhernngswerth      ^   für    J^  2    würde    eich  ebeofalla   hierher   rechnen 

lasucn;  indem 

1/  '»  =  i/T5"jlT  ^.  1  u. 

2  + 


geuetzt  werden  kann.     Da  une  nun  obiger  Wcrth  bei  Theon  Smymaeus  und  bei 

17 

dcu  Indern  begegnet  ist,  ao  ziehen  wir  es  vor,  von  ~  einmal  dann  zu  Kprechen, 

wenn  wir  »piller  die  Theon'scbc  Methode  (§.  ö)  im  Zusammenhange  diskutiren; 
der  indische  Wcrth 

wird  dagegen  sacbgcmässer  im  III.  Kapitel  zur  Behandlnog  gelangen. 


Das  eiaäge,  uaserer  Aasicht  nach  wirkücli  «chn-er  Trie^nde,  Gegen-Ar^- 
msnt  bat  mit  gAwohntetu  Scharfblick«]  kein  Geringerer  als  GauBs  geltend 
gemacht,  indem  er  jedoch  such  zugleich  ein  Mittel  an  die  Hand  gah^  die  von 
ihm  angegrifTene  Tboorie  dnrch  einen  neuen  Grund  zu  stttUen.  Indem  er 
nSmlich  die  bereits  erw&bni^  pliilulogisch-mathematische  Schrift  von  Moll- 
weido  einer  eingehoDdcn  Uesprecbung  unterzieht  208),  so^  er  o.  a.,  e«  sei 
nicht  recht  abzusehen,  weshalb  Archimedee,  wenn  er  wirklich  anf  irgend 
einem  methadischon  W^e  zii  den  ron  ihm  benutzten  Nfthenmgswertheti  ge- 
3C3  Ottti 

langt  Mi,  die  Werthe  ^^-  und  ^.^  ganz  auwer  Acht  gelssüen  habe;  nnu 
mSchte  Mihliessen,  ftr  habe  letztere  eben  wirklich  nicht  bemericl    nnd   sei 

1S51 

mehr  durch  einen  glOcklicbcn  Zufall  auf  —  -    verfallen.    Hiegegen    mubt 

er  djun  aber  solbet  folgenden  Einwarf  309):  „Herr  Hollwrade  glanbt,  Ar- 
chimcdes  habe  jenen  Druch  deswegen  gewäbh^  weil  er  der  einfachste  von 
denen  5&i,  deren  Zßhler  xur  OrdnmiK  der  Tausender  K^hüren,  allein  dieser 
Grund  scheint  uns  nicht  befriedigend.    Wir  finden  e«  vielmehr  wabrBchein- 

licber,   dnss  er  den  Bnich  -^  deswegen  vorzog,  weü  er  fand,   daes  drr- 

aelbc    zuntUigerweiee    iK^im    weiteren    Fortgange    dor   R«chnnng    eine    tie- 

qaemere  Vereinfachung  darbietet,  so  doss  sieb  bi^m  S4.  Kck  fUr  dasjenige 

rerh&ltuiKs  welcheet,  nach  unserer  Art  zu  reden,  1 : cotang  7°  DO'  igt.  i>int 

teni  nahii  Urenjie  $ehr  einfach  dui-ch  240  :  1823  vorstellen  lies».    Diesen 

acs 

W9 


Vortheil  hittte  er  entbehren  mOssen,  würe  er  nrspranglicb   vom  Bruch 


ansgegutgen."  Niemand  wird  dieser  Auffossung  das  Lob  eincg  tiefen  Ein- 
dringen« in  den  diink1r>n  Flachrerhalt  absprechen  kennen,  doch  iSset  sich 
wnhl  nicht  behanpU'n,  es  sei  damit  die  Frage,  warum  der  0»>mete]'  von 
Syrakns  geratle  dicfw  und  keine  anderen  Werihe  fflr  seino  Zwecke  heranxö};, 
nun  endgnltig  erledigt. 

WüH  die  onderon  arcbimedischenQuadratwnrzeln  unlangt,  «o  will  die  ICetten- 
bruchiiiPÜiode,  wcniff'tU^ns  wenn  man  sie  unmittelbar  anwendet,  keine  ganz 
genllgondcn  Brgebnifise  liefern.  So  ist  beifipieUweise  von  Archimudc«(Kap.  I,  §.  3) 

>'349450  —  SDl  + 

gesetzt  worden.  Die  ttldiche  Kettenlirucbontwickelun«,  rpHp.  die  in  §.  2 
diesefi  Kapitels  beüprochene  Formel,  wOrde 

1^349450  =  >^591*4.  169  ~  591  +  ^y^ 

ergeben,  und  dieser  ktztere.  Werth  ist  von  59 1^  doch  nnr  am  eimn  gan 

minimalen  Betrag  verschieden.     Wieso  also  kommt  Arcliimedea  dam,  —  zn 


i 


^f. 


gehürf  in  die  oretci-e  Kategorie;  es  bedurfte  aber  nur  einer  einfacben 


p 

die   zweite,   um   aas  tt  = 

=>  .    borvoi'galieQ  zu  lassen. 


irrthUmlicben  VeraeUung  desselben    in 
=s  -  den  irrtbümlieben  Werth    -  ,— -  < 

a  4  -|-  a 

§.  5.  7>(V  QtiMlratwursfJn  bri  Arehhnaifit  unä  Theon,  eausaJ  (rkh'iri. 
Wir  baben  iinn  In  den  vorstebeiidan  eieteii  Piai-iigrajibeii  diesee  Kapllels  be- 
lußbl^  Jene  inebr  veratreut  vorkommenden  NHberungswerlbe  des  Älterlbiiuis 
AUS  einem  sllgeinoineu  StAudptmkt  zu  begreifen.  Die  KoltenbrUcbo  scbionon 
uns  dazo  ein  branchbaroa  Mittel  abzngeben.  Ganz  besondere  traten  die- 
selben aber  von  jeher  in  den  Vordergrund,  wenn  es  galt,  die  bei  Arcbi- 
iiiedes  (Kap,  I,  §.  3)  vorkomoieDden  rationalen  BrQche  fUr  k3  u.  s.  w. 
xti  erk]{tren.  Bcbon  über  ein  Jabrbundert  dauern,  wie,  sich  im  nttchsten 
Pai'O^rapbeii  atiBweiticn  wird,  die  Vurütiche.  den  arcbim ediseben  Stahlen  mit 
Hltlfe  der  cnntiniiirlicben  Brtlche  beixtikommen ,  und  der  scuiUckbaltündo 
Kesselmann  selbtit  kann  204)  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  es  liebse 
sich  von  ferne  vormutbeit,  dass  die  Griechen  etwas  unseren  Ketienbrtlchen 
Aehnliches  gekonnt  bfttten.  Heiberg  steht  205)  dieser  Annahme  nicht 
feindlich  gegenüber,  obwohl  er  eich  der  du.gegen  ku  erhebenden  Bedenken 
wohl  bewoast  ist.  Auch  t'antor,  der  —  was  wichtig  —  die  ünvertrtiglich- 
keit  der  archimedischen  NSherutigswerthe  mit  der  in 's  Decimale  Qbflrsetzten 
TheoDsehen  Methode  nachgewiesen  bat  206),  glaubt  die  Miiglichkeit  der 
Verwendung  irgendwelcher  kettenbrucharüger  Algorithmen  nicht  gänzlich 
in  Abrede  ziehen  zu  sollen  207).  Einer  a.  a.  O.  gemachten  IJemerkung 
wii'd  sich  indessen  mit  Grund  entgegentreten  lassen.  Cantor  sagt  nämlich 
mit   Recht,  die  Kettenbruchentwickehing  för  "^Z  =  y  2*  —  1    fUhre    nnr 

auf  Einen  der  altgriechischen  Werthe,  nltmlich  auf  — ,  nicht  auf  die  Archi- 

med's,  tbui  aber  des  unseres  Eracbtene  doch  noch  nllbor  liegenden  Ketten- 

bniühes  fttr  ^1*  -|-  2  gai'  keine  Erwähnung.    Die  Nfiberungswertbe  dieses 
leUteren  sind  aber  (Tgl.  g.  4)  die  nachstehenden: 

V   1*  ä'  4'  iT'  16*  41*  ftö*  isa'  2Öy'  57i'   7ftO  *  siäT'"* 


äi>& 


Wir  sehen,  daas  beide  Werthe  des  Arcbimedcs,  r^i  <  r  3  und  ^^  >  Yz 


IftS 


in  dieser  Folge  von  BrQchen  sieb  finden,  bezflglioh  als  neuntes  und  zwUlftes 
Keibenglied.  An  und  fflr  »ich  entspricht  somit  die  Kettenbntcbuiethude 
dt-n    archimedincben    Znhlcn,    »t\    sehr   man    m   billig   nur  verlangen    kann. 


I 


^«4^ 


Allehndrearon  TLeon  ist  es  ao  put  wie  eicher,  dose  ikm.^ 
dem  Ärcbitnetlas,  ßigeDtlicli«  KelLfBÜblllclie  Tollstiindig  fremd  Miebeti,  £« 
bleibt  deshalb  stets  nocli  die  Fra^a  ciM  off'ön«:  welche  BescliaäTiBDlieit  Itätte 
der  Ersatz,  dtireh  dej?sea  Anwendaiig  die  beiden  gneehisühen  Mathematiker 
e1]än  dassellje  eiTeicrbten,  «r;is  wir  bmiKiitage  TermitteUt  det-  Kei1enbrticb>e 
£11  Qn'eicbcn  gewohnt  ^inclV  Ein»  adn  grosse  ÄiuahJ  von  For&ch«ra  hat 
BJcb  int  Laufe  der  llet;.tt#n  bimdertuBdflliifdg  J^re  mit  die>fier  ecbwierigen, 
aber  einen  lebhaften  Anreiz  lö  sich  Bldtliesäenden^  Frage  beschäftigt;  die 
folgaaclaa  F■ngr^llMB  BoUen  oa  traus  Bild  d«r  von  ihnen  einge^clLlagenen 
Woge  und  dar  wd  dieaeo  Wegen  einalten  Resultate  «rgeben,  natürlich  nur 
•oveit  dabei  mehr  oder  minder  Tenteckte  Ketteabruch -Algorithmen  ina 
OgiA  gekoBimen  fiasd. 

§.6.  Die  JieOiode  «dh  De  Lagn^.  Im  Ja.hre  1723  trat  zuerst  der 
dodi  nUrndie  azifimMtiaehe  Arbeäen,  insbe-äonidere  durch  seine  schUrfere 
Beatimmimg  der  ZaU  %  woUbekBmite  franzr-sische  Akademiker  De  La^y 
an  diese  Angabe  heraa  SIS),  dam  Li?&tiug  er  in  dem  älnne  bewirken 
will,  daas  geaaigt  verdei  wie  man  dk  äruhim&dischen  Käfaerungäw^rtbe 
t^ifegiilUnaUBt  et  mu  aneon  titoimemftnt"  berechnen  kSrnie.  Kr  weist  %a- 
alahri  »di,  daas  man  duzdi  die  moäeme  Art  und  Weise  der  Qnadral- 
wmalanaiBinnig  dnrdk  DewimaHiittdte  bichts  erreicbe  und  geht  dana  duu 
ttnr,  im  ,^cftiritte^  anficoaeigaa,  «dcAie  Archimedes  bei  seiner  Kechnnng 
gcnadit  habe  SlS).  Dieee  Sohxiite  haleii  Qa«b  De  Lagoj  &  Meinung  d*»iB 
bestanden,  da«  BnooeaaiTe  die  Belatiomen 
2*  =  3  .  1»  4-  1,  5»  =  3  .  3*  —  2,  7*  =  3  .  4*  +  1,  19*  -.  3  .  11*  —  2, 

26»  =  3  .  15»  -f  1,  71*  =  3  .  41*  —  2 
gebildet  wurden,  aus  welchen  dann  die  Annäherungen 


19       36 


71 


^'^T~3"~'4~n'^i6~41 


unmittelbar  herrorgiengen.  Wenn  nun  y~A.  =  ]/o*  -|-  6  gegeben  vorliege, 
so  habe  man  anzunehmen,  dass  Archimedee  sich  folgende  Beihe  aufeinander- 
folgender Brüche  gebildet  habe: 

«J'.  +  ^ft 


Px           « 

P,         aP,+AQ, 

P,     _flP,  +  Aft 

P< 

V.     1' 

ft            i\  +  «<?.    ' 

ft        P.  +  "Q.  ' 

Q. 

p.  +  «ft 

Diese  Methode  ist  nun  wirklich  eine  sehr  hübsche  und,  soviel  uns  be- 
kannt, von  Jenen,  welche  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  bearbeiteten, 
noch  viel  zu  wenig  gewürdigt*),   obgleich   sie   ganz   entschiedenes   theore- 

*)  Auch  in  unserer  frQberen  Schrift  über  diesen  Gegenstand  wird  dieaea  nfthera 
Eingeben  vermisst.  Es  wird  daselbst  214)  einfach  ein  Beweis  a  posteriori  tSx  die 
von  De  Lagn;  behauptete  Thatsache  erbracht,  die  wahre  Bedeutung  dieser  letafee> 
ren  tritt  aber  darcbans  nicht  genügend  hervor. 
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tiscbes  Interesse  beanspruchen  darf  und  geradezu  in  den  matfaematischeD 
Unterricht  übergeführt  zu  werden  verdient.  Kürzer,  als  es  von  dem  Er- 
finder selbst  geschah,  kann  der  eigentliche  Kern  des  Verfahrens  durch  den 
folgenden  Lehrsatz  gekennzeichnet  verden: 

Entwickelt  man  "yA  ^  Ya^  -)-  ft  in  den  bekannten  eingliedrig-perio- 
dischen  Kettenbruch 

'"  +  ^«+.-^ 

so  kann  die  Berechnung  der  einzelnen  Werthe  mittelst  der  Relation 
^  _  "^-i  +  ^g,^!       /P.   _   a\ 

geleistet  werden,  man  bedarf  also,  um  irgend  einen  N&herungsbruc^  zn 
änden,  die  Kenntniss  blos  des  zunächst  vorangehenden  Nabei-ungsbruchea, 
nicht,  wie  bei  der  gewöhnlichen  rekurrenten  Berechnung,  der  Kenntniss 
zweier  vorhergehender  Nfiherungsbrüche. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  der  für  die  Rechnungspraiis  von  entschie- 
denem Vortheil  und  in  der  obigen  Form  vermuthlich  auch  neu  ist,  iSsst 
im  Originale  an  Klarheit  und  Einfachheit  viel  zu  wünschen  übrig.  Am 
Schnellsten  führt  wohl  die  folgende  Ueberlegung  zur  Erkenntniss  seiner 
Richtigkeit.     Wir  setzen  den  Satz  als  wahr  voraus  und  haben  also 

■p,    «^^,-,  +  ("'  +  6)^.-1  _  «(^,-i  +  «e,-.)  +  &g,_i 


oder 


p 

Denken  wir  uns  jetzt  für  j^ —  seinen  entsprechend  berechneten  Werth 


eingetietzt,  so  ergiebt  sich 
P_ 


=  «  + 


^-  2o  + 


In  dem  nämlichen  Sinne  weiter  folgernd,  nehmen  wir  wahr,  dasa  uns 
die  hypothetische  Annahme  des  Lehrsatzes  zu  der  bekannten  Relation 

Abih.  am  Om"  fi 


gefntii't  hat,  nnd  da  nceere  BdUHsse  angensdieiBlSeli  fliinnittieb  innk>ehrbsi 
BÜidf  so  i$t  äer  TolIe   Beweis  al^  erbncht  unnseliciL 
_  D&  Lugny  selbst  bat  nichts  dsToa  gemerkt,  duä   teine  Uethode  dorcli* 

i      &US  aiif  Eigenschaften  der  Kettebbr^rhf  benthe.     Er  glaabte  also  mit  gulerfl 

(Zuversicht  dem  ArcKmiedes  «inen  alioUelien  OedankeDguig  unieriegen  m 
küonen,  wie  jener  war,  der  ilm  gelber  leitete.  Aus  den  ims  ^ttd3uu  b«- 
^annt«n  Gründen  müssen  wir  ab«T  »och  ge^o  dieses  abgeänderte  Kettefibrucli- 
verfftbren  in   gesclilchtUcher    Hindcbt   Zireifpl  eTheben,     Dagegen    Tcrdient 

IDe  Lagny  als  der  Er^te  genaiiDt  zu  weiden,  der  die  Pell'^e  Gleicliong 
Jttr  Ä  =  ^  ganz  ebeoso  in  BeziebaOg  mit  der  WurLelaussieboi^  fetzte,  wie  diia^ 
Von  Tlieon  für  j1  ^  2  geschehen  war.  Wir  werden  später  6«hen^  dags  in  dieäer 
Beüiehung  P.  Tannery  and  Zeatben  anf  De  Lagnj'ä  Schtütem  stehen. 
«§.  7.  J>h  MH/iode  von  Molttrddr.  Neuoxig  Jahre  gerade  iraren  nach 
dem  ersten  Versache  des  franiÄeischen  Gelehrten  rerflogse»,  &1&  der  dnrch 
eeinen  regen  Sinn  fQr  dfis  gesctiichtliehe  Element  in  emier  WiüsenfcbAÜ 
j^oB gezeichnete  deutäi^he  Matl:iiematik>er  Mollweide  mit  einer  neitcQ  IHTination 

betrefft  der  archimedtscheti  Klherungswerthe  fUr  ys  hervortrat.  Die  einer 
iwhon  mehr&iCh  angemUrten  rnirersitätsächrift  einrerleibte  üntersDchung  M 
S15)  hat  in  ihren  Hauptzügen  folgenden  Inhalt,  In  Fig.  3  sei  AC  ein 
Kreisradiue  ^  e,  ED  ein  Krei&durchmesser,  der  mit  jenem  einen  ^  CAD 
30"  bildet,  und  crine  in  C  an  den  Kreifi  geirrte  Berührende  schnöde 
den  verlängerten  Durchmesser  io  B.  BD  werde  ^u,  BC  ^ ii^  endUeh  f 
BC — BD^p  —  «— ivgeaetet.     Ana  der  Fignr  flient  dann  «"»Bt^ 

'  =  '*--•? ^  =  T- 

Kach  einem  bekannten  Satz  vom  Kreise  ist 

BD  {BD  +  DE)  =  BC*^  «  («  +  i)iO  =P^ 
nnd  da  -^  DE  -{-  w  =  2p,    DE  e=  4j>  —  2«  ist,    so    können   wir   nnsere 
Gleichung  als  Proportion  so  schreiben: 

u  p 

Indem  wir  zuerst  ZShler  und  Nenner  mit  der  nämlichen  Zahl  mtüti- 
pliciren  und  sodann  den  Satz,  aas  a:b^c:d  folge  (a  —  c) :  (6  —  d) 
»seid,  znr  Anwendnng  bringen,  finden  wir 

8p  II       8p  —  tt   j*  p  e^ 7p  —  8ti 

8p  —  2h  ""  p'     7p  —  8«         p  4p  —  «'    p         ip  —  u   ' 

Nnn  werde  wie  oben  verfahren,  nur,  statt  mit  2,  mit  7  mnltiplj 
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dann  folgt 

Ip  2u       7p — 2w        u  4p  ip^u        X         26p  —  7« 

28p  —  7«        2p'   26p—  7«  "^  p  ^  16p  —  4u  ^^  16p  —4«'    p  ^^  16p  —  4«" 

Burch  eine  ganz   enteprechende  Froportionenrechnang   finden   sich   die 
weiteren  Werthe 


z 

97p  - 

-  26« 

362p 

—  97« 

1351p  — 

-  362« 

«S3  --  ■- 

I  — — *— 

p 

66p  - 

-  16« 

209p 

—  56« 

78Öp  — 

'  209« 

Ans  dieser  Kette  von  Proportionen  folgt  natürlich 

p  *^    780  *^  209  '^  56  "^  15  '^  4  "^  1  * 

Analog  findet  nun   Mollweida  216)   auch   Beine   unteren  Grenzwerthe 
Er  geht  aiia  von  der  Proportion 

z  p  +  »  7p  —  2« 

P  ~      P       ~  ip  —  u  ^ 

und  findet  nach  und  nach 

s   __  19p  4-  lt>  71p  +  26p  26Sp-f  97p 989p_+  362j;  _ 

p  ~  lTp+~4p  41p  +16«  "^  163p -f- 66p         671p  +  2b9"iJ         '  "  " 

lind  demgemfiss  auch 

g         989        266        71        19         6         1 
p  -^  671  -^  153  '^  41  -^  il  -^  3  "^  1  ' 

Hält  man  beide  Reihen  von  Ungleichungen  zusammen,  so  erhält  man, 
wie  Archimedes, 

780^  '  ^  ^  163' 

obwohl  -^  ^  V^  >  g^j  oder  auch  g^g  >  1^3  >  —  mehr  dem  Sachver- 
halt entsprechend  erschiene. 

Mollweide  erwähnt  noch  217),  dass  man  sowohl  von  7—,  als  auch  von 

'  163 

1351 

-  „.-  beeondera  bequem  zn  dem  im  Alterthum   so   weit  verbreiteten  Nähe- 

26 

rungswerth  - .   übergehen  könne.     Es  sei  nämlich 

266  ^  /260  ^  26\ 
168  ~  \150  ^^  16/ 

und 

1351  ^  /1362  ^  26  .68 
780  "^  \  780  "  16  .  ÖS 


26\ 

16/' 


Betrachtet  nuut  ^  a  Sohilderung  soeben  erfolgt  ist, 

6* 


unter  dun   giurhicililliiihiM   fliiriiihluMrtl,    a»  wird  nam  Sun  zagest 
alhian,  dHs  kam  Sak  Hia  Um  XfmäqKmmag  dfcria  rorkutiuiit.  welche  metiC^ 
Mvita  sa  AnUanfi  Zot  d^  Oriacii^  Wkumt   gewesen    wBren.     Man 
Aut  mdt  teMb  aUt  wandm^  ten  aadk  Cfamt  in  d«r  erwShnteD  Recensioa 
am  Mlir  gBMl%lll  UxttoO  afapabi:     ,fitm  Harr    MoUiceide,    welcher    siiJi 
mtt  der  bat    dos   attaa  OeawwtBw    »tKah—   Em^teitlung-    ankfanietiseber 
flJilBieii  «Ar  vertrant  niMitihl  bat,  AnUaad  s  Ideeagu^  wirkJiofa    er- 
zattflB  balMB  IftMii,  BQgw  «ir  ganw  «ngaboB.**   Atgewh—  von  AadaMM, 
woTon  aehoa  in  $.  S  nr  OMJge  &  Bads  mt,  mBMim.  im  geg— .TIpB- 
weide'e  HerWtaiy  die  BiamwfaBg  eAabe«,  das  Ummthn  fao^  ikiv  n- 
beafareiÜMnB  Slegeai  —  oder  genda  «egw  thzer  «abeaüwUiaw 
—  gaiaAte  BednlnB  daa  ffirtodkan  orngM  ailnii    b  -«Ol  «a 
dna  die  MhnttWw  XJmannSha^im  dar  riaanlem  KaUMvalWItadaBa  n 
TOB  deaa  riditig  i^a  Wetk  geaetat  wdf  knaataB,  dar  edua  waaata^  «aa  ■ 
bei  ae^ar  BeAnmig  hwranitniiiMw«  aoIUa;  a  priaii  aibar  acbaiaaB  aM  dar- 
^eidMB  TlraarfomiatioiwB,  ob^bidt  aiaa  naa  fbnBeU  ihaam  attartMaaUAai 
(kandier  gar  akUa  aaiiaban  kaaa,  dodk  jcaaeita  dea  Oeaicfatäkreisea   em^ 
attea  Hattanatiken  la  fiegea.    IMaaar  Bnidnek  venttrkt  eich  noch,  weim 
BMn  £e  Ifotitode  ihna  Gewaadea  «atfcodet  nad  ertaaat  ^  dasä  man  6^  tte- 
tnb  denelbfla  eboa  dod  aar  aA  einoa  —  weaa  aajA  "^j^gg  jg^IS^ 
deektea  —  KetUabrödi-AlgraidiBniB'  m  tfam  bat 

§.  8.     ZmadefiOtnmg  der  MeUtode  vorn  MoOweide  mf  Ära»  «eolbrai 
CHoraÜer.    lAst  man  die  Axt  der  AUeitong  UBser  Aebt  nad  blH   aidi 

ledigUcfa  an  die  fertigen  Ergebnisse,  so  constatirt  man  leicht,   dass  Allee 
auf  zwei  Kettenbmchsfitze  hinauskommt,  nAmlich  aaf  die  folgenden:  Es  ist 

P  "=«»    P -««_,•«'=  «tt+ 1-1»+ C«f^    ^    ,^»--J- 

Drflckt  man  die  hier  vorkommenden  Grössen  p,  u,  v  sänunüidi  doreh 
den  Radins  aas,  so  resultiren  folgende  beide  Theoreme: 


I. 


II. 


Pu         p  8)^-8         Pu-t         p  8/St-8 

Qu      „           iV^-a      Qu^t      ,,  sVs  — s 

-  —  Vm  _  8  ■ 5 ~t:=^ Vi 


yl       '"-"  3  V^ 


t»  + 

/8 


Es  w&re  leioht,  dieselben  induktorisch   durch  den  Schloss  von  n  aa' 


(m  +  J)  lu  erhärten,  wir  ziehen  ee  aber  vor,  einen  wenn  aucb  etwas  weit- 
iSiiligeren  ßeweis  für  sie  m  gebe»,  der  \ma  m  einigen  nicht  unintereesanten 
N'ebenhetrachtiingun    Anlatus    geben    winl.      BeMtobnet    wied»r  P^  :  Q^   den 

Ateo  Nttherungswerth  des  mit  ^3  =^  j/l*  -f-  2   identischen   Kettenbracboa 


1  +§+'''       . 


^  +  T 


so  gelten  fUr  diese  P  and  Q  Bedingungsgleichungen  in  reicher  Fttlle,  von 
denen  wir  einige  fUr  uns  wichtige  hier  nainbaft  machen  ivoUen:*) 

I.  HUlfwmtx.     Es  ist 


'« 


« 


u 


II.  HUlfseaU.     Es  ist 


P  Q         ' 

rm—  I  »1*  —  i; 


—  4. 


•)  Aaf  die  Beweis«  dieser  vorber«it«Qdon  SÄ*««  geben  wir  hier  ans  dem  GruiHle 
nicht  nftber  eiu,  weit  divBelben  an  i^iDi'in  iuiilt?n.Ti  Ortt-  (in  deu  Möin  do  la  boc. 
de«  Hvienci»  pliys.  et  uat.  de  Bordeuus)  im  Ztiitammen baii^  gegüboa  tviirjtiii.  Le- 
diglicb,  um  datzuthun,  wte  mu.n  jedea  aulchun  Kin«eltHibi,  waun  niHU  »ich  t-ua 
dessen  RxiattniK  vorher  irgendwie  erfabrungHinibeig  übantvDgt  hat,  aacbtrüglicb  xu 
veriticirpii  Terma^,  geben  wir  bier  fOr  N.  IV.  einen  eiofacheren  Beweiu,  als  e«  am 
aogefahrten  Orte  geschehen  int.  Da  aar  Reohten  eiao  coniHante  Zahl  steht)  so 
masB  68  gi^Dügen,  die  Uleichbeit 


»+ 


iQu-t-^Mi-iQ 


» 


u 


-l^ 


tk 


^»-,«I*_S 


KU  erweisen.     Man  bildet  alao  die  RekursioBagleicbangen 


u  + 


=^ip^ 


+  i*«^ 


9u      =    tfü-i  +  Ött-i. 

nnd  elimtnirt  ao«  dem  ersten  Systeme  P^  und  i'u_  ,i  au«  dem  tweitea  Systeme 
Qg^_  ,  and  &^_  jT  *'-*il  diese  i-*  ond  ^  in  der  zu  veriticireoden  Gloicbung  gar 
nicht  vorkommen.    Wir  erhalten  bo 

^tt+i"*^«-.--^u-3.   Ott     =4e»-»-«M-*, 

nnd  aetaeu  wir  diene  Wortbo  eiu,  so  folgt 


^n  -  I  "I"  ■*«-  «, 

M*  —  I  ~  *  '«—  S  +  ^J*  —  8, 


I  V(*  -  I  —  ^11  -  i  ^«  —  *  '''f*  -  I  ©tt  -  a  ~ 


tt 


sV«- 


'tt—  I  9u—  i  ~  ■'«—  3  ^11  ~  t, 


wie  behauptet  war.  Nun  i«l  P^  =-  19,  ft  —  l,  P,  —  &,  Q^  »  4,  «ohin  P»  Q, 
-  -  P^  Q^  =^  \1i  —  '2<i  —  —  1.  Dieeer  Eimtelwertb  musi  aber,  wie  wir  saben,  ullge- 
meio  gelten. 


Wrm 


W»M. 


El  yt 


A>f  £0W  T^iii»— I  gostttfart,  fuhrt  ftisn  iie  heiiesa  Hauptbeweise 
VadbnuQg  tob  UnitilittaiL     Hie  ideaiüsche  Glei&hung 

—  1  +  8  —  4/8—7  +  41/3=0 

iKmt  ntk  tmk  fidgendanunoB  MAzeiben: 

—  1  +  4  (a  —  /»)  —  a  (s  — 1/3)  —  (3  —  2  /ä)  =  0, 

«d  annt  fiBMt  wMdBT  iiMh  HtO&ntt  1  und  E 

Bechnet  man  die  Klammem  ans  und  addirt  beidseitig 

BO  erhalt  man  folgende  neue  Gleichung: 

Pueu-J-(2  -/3)Ptt-2e«-»-(2  -VB)Pa  Qu-a 

+  (4  —  21/3—2/3+3)  Ptt_  ,  Ctt^  4  =  P»*-  8  ft* 

-  (2  -  /i)  p«_ ,  ^«_  8  -  (2  -  /i)  p«- « e« 

+  (4  -  2  /3  -  2  |/3  +  3)  P«i_  *  <iu-  i. 

Faset  man  auf  beiden  Seiten   gehörig  zusammen,   so  erhält   man    als 
neue  Gleichung 

{Pik  —  2  Pu-  2  + V^  Pik-  2)  fe«-«-2<?ai_4  +  t/3eü_4) 

Durch  entsprechende  Division  geht  diese  Gleichung  Über  in  die  erste 
der  obigen  Mollweide'schen  Relationen: 


^(P„-ai'«_3  +  >/sP„_,)       j^^lJ'^-i-ai^u-t+l 


t  — *J 


Im  zweiten  PhIIo  Ifgen  wir  die  IdenlitUi 

*i  -  (/3  -  l)  _  ((/3  -  l)  -  (4  -  2  V'S)  =  0 
■AU  Grunde  imd  scbreibeo  dieselbe,  mit  Bemfung  auf  HalfEiisiU  III,  IV,  V 
iiud  I  in  niiclis lebender  Form: 

Pw  +  ,  e«-  1  -  i'«-  1  Qn+  1  +  (K'^  -  0  {Pu-i-tQu-t-  Pik-i  Qn) 
+  (^3  -  3)  (P«  )2a_  i  —  Pu-t  e«+  r) 
H-(4  — 2/3)(Ptt^u_«     -P«-,Cu)-0. 
Durch    ganz    einfucbe    Uiiifonntiii(;eii    ergiebt    sich    hieraus,    Slmlich 
wie  oben, 

-=  (Psk^i  +  ya  P«_,  —  P«- 1)  («u+  I  +  /3  V«  -  «»A 

und  endlich  durch  Divitiion 


V8 


K3 


Diese  i«t  aber  der  zweite  der  von  HoUweide  dem  Arcbimedes  snge- 
Gchriobenen  8(lfcz&  Wir  hoffen,  durch  die  Betrachtungen  diosea  Paragraphen 
die  Berechtigung  dafltr  nocbgewirtfon  zu  haben,  daes  wir  die  Mollweidti'tiche 
Methode  den  versteckten  Kettenbruch -Algorithmen  Kiirecbnetou  und  sie  deoi- 
Kufolge  in  diesem  IL   Kapitel  unterbrachten. 

§.  9.  Die  Methode  von  /laubcr.  Ea  ist  nicht  unin^lioti,  dai««  HaiiWr, 
zu  dessen  Methode  die  cbronologisclie  Ordnung  nunmehr  fOhrt,  durch  die 
LebtDrfl  der  ItloUweide'echen  Schi'ift  zw  seinem  eigenen  Ventuche  angeregt 
wurde.  Auch  der  wtlrLembertpBche  Mathe luati leer  will  lüch  strenge  in  den 
Grenzen  de»bon  halten,  wau  Iwi  einem  alten  tieometer,  zumal  bei  Archi- 
medes,  wirklich  vurausgosctrt  werden  könne,  und  «r  war,  wag  genaue 
KennlniBa  der  antiken  Donkweido  anbetrifft,  ancti  gewüs  sehr  gut  su  «einem 
Untemohmen  vorbereitet.  Ilauber'a  Arbeit  verdient  auch  aus  dem  Gnmde 
besondere  Beachtung,  weil  er  sich  nicht,  wie  dic^  Mehrzahl  seiner  Collegon, 

auf  ys  bettchriLnkto,    Kondern  auch   die  anderen  in  der  „Kreismeegmig"  xu 
tindenden  Nsheningswerthe  gleichmlissig  in  Betracht  zog. 

Wir  knttpfen    an  Ilauber«   Nachweis  der  archimediiicheD  Ungleichheit 

V^9Ü8232T<30I3   ^ 


78    - 


an.  If&a  kann  9082321  —  ^013'  +  ^^^^  Hteen;  Haubar  aber  giebt  dtnvli 
Einführimg  einea  wülkdrUclieD  Fakten  d«ai  vnprfla^ielieii  Problem«  dte 
Form  9082321  ß*  =  ^^  iind  Mtit  dann 

U  —  S019B)  (Ä  +  3pl3£)  —  ll5iB\ 

worana,  w«^  Jt  —  801SB  ^  Ü'  gemacht  wird,  d»  Koportion 

B  _  -A  +  tOiMB 
y~      416«B 

y 
folgt    Ka^  dem  auch  Ttm  MoUweide  bo  hKnfig  angewandten   Privportlons- 

asbe  ergieM  sieh  hierauB 

B~X  ^A  —  iiniB 
B*     —     4uäS 

odar,  dandi  Umkehrnsg,  B  — 'S  ^^S'  geaetat, 


S 


41583 
^  —  11S9B* 


Um  difsea  BestveililUiiiaa  w^ter  vmiafoniMa,  wird  der 

3018S'— 1189^— (S0i3J?+1139£)(8018£— 1139£)=»^4l52.137i^  t 
mit  der  vr^iraBglich  ea  GIoMnmg 


^*  —  3018^  —  1 .  415S£* 
in  Yerbindiing  geaefabi  addirt  man,  ao  wird  ' 

{A  +  11S9B)  (il  —  1139  B)  —  4162  .  1876  J», 

Tind  fOhii  man  f&r  den  zweiten  Faktor  links  wieder   sein  Zeichen  'S*  ein, 
80  ist  die  zuletzt  angeschriebene  Proportion  in  die  folgende  flbeigega&geu: 

A.  +  1189B 


1876  £ 


Das  letztere  VerhflltniBB  ist  <  3,  B*  <  3B",  B"  >  |  B'.     Da   aber 

o 

B  =.  B*  -f-  B"  war,  so  ist  B'  <  |  B  und 

(A  =  3013B  +  B')  <  3013  |  B, 

oder,  wenn  auf  beiden  Seiten  mit  B  weggehoben  wird, 

V'9082321  <3013|. 

Drückt  man,  wie  es  Hauber  (a.  a.  0.)  gethan,  Alles  in  algebraischen 
Zeichen  aus,  so  kann  man 

A^f^B-^B,  B  =  fiB-\-  B:,  B  -=.  ^"B'  +  B"  . . . 
setzen,  und  das  ganze  Verfahren  gipfelt  ersichtlich  in  der  Bestimmung  der 


Cofff^cientea  ft.  Oben  ward  die  Kouhnung  nur  soweit  fortgeftthri,  am  die 
Riufaligkeit  Jeb  arebiiiKHÜsubeu  StaKlwertben  zu  ertiaiteu;  vom  Vnif.  dagegen 
ward  scbon  früher,  besserer  Uebersicht  b»lber,  noch  /»"'  und  W  daxn  be- 
rechnet 219).  Es  iüt  in  luwerem  FaUe  /*  —  3013,  n'  =  1,  f."  =•  2,  ft"  -=  4. 
(Tßberäieht  man  diesen  ÜKag  des  Calculs  im  Zusammenhang,  so  kann 
ntan  nur  mit  grösstem  Erstauneu  dos  Timstandes  gedenken,  das«  Hauber 
dem  De  Lagny  den  Torwurf  macht,  dessen  Verfahren  sei  eigentlich  nichts 
anderes  als  die  bekannte  Lagi-ange'eohe  Kettenbriicbeatwickelung,  laitle  daher 
ganz  dem  (.reiste  der  Antike  zuwider.  Und  wahrend  er  so  den  (Splitter  in 
Beines  Nitrhsten  Auge  zu  erkennen  glaubte,  der  aber  in  Wirklichkeit  gar 
nicht  Torhanden  war,  bemerkte  er  den  Balken  im  eigenen  Aage  nicht. 
Während  De  Lagny 's  Kettenbnich,  wenn  man  ihn  (vgl.  %,  G)  aus  seiner 
Umbtlllung  beraussohiUt,  der  gewöhnliche  eingliedrig-|feriodische  ist,  bedient 
tilch  Hauber  eines  Algorithmus,  der  in  der  Tbat  nur  in  der  äusseren  Form 
der  Rechnung  nicht  mit  jeiittm  vun  Lagrange  flbereinstimmt,  imd  man 
aoliie  wirklich  meinen,  Erstcrer  habe  dies»  selbst  an  dt-r  Gestalt  der  von 
ihm  aufgestellten  Rekursionsglcichungen  erkennen  mttssen.  Der  Nachweis 
der  absohlten  Identität  Ton  Lagrauge's  und  Ilauber's  Methode  ward  in  der 
mehrfach  genannten  Monographie  de»  Terf.  mehr  nur  angedeutet;  dteaamal 
gedenken  wir  diesen  Beweis  in  der  oinfacbätwn  Weise  dadurch  lu  erbringen, 
das8  wir  ganz  im  Sinne  des  französischen  Analytikers  y  9082321  in  einen 
Kettenbrtiuh  vom  TheihAhler  1  entwickeln.  Man  hat  bekanntlich  mwh 
Lagrange  220)  folgendes  Schema  xu  bilden: 

/9ÜÜ2821  =  3013  +  ^"^^'^'  -  *"*'  ^        ***" 

1  V^lSMl  +  3018 


[1  .  V'90823S1  —  80t3 
SOU  —  1  .  |'9WMäT 


416S 


187& 


1 

=  i  + 

I 

V908S3SI  — 
4162 

113» 

=  2  + 

y9W2sn  — 

187& 

2611 

K 


3.)/908ä8SI-~H)41 

_  VMe8»ai+«6u 

™  1208 


(sou — I .  V9oemi)  (s.ajwaaai  +  9041) 

1.1008821  —  9041' 


4  + 


/89I78 
\    18 


»^3013 


stellen  hier,   wie   gewöhnlich,   resp.   den   ersten,   sweiten . . . 


A      B 
37'  JB,  ' 

NKhernngswerth    des  Kettenbrtiches   vor,    in    welchen   die  W'imel    aufgelöst 
wurde;  in  unserem  Falle  ist 


y 9082321 


if  im  Henent^TettgedradteB  gtraea    ZalileännBd    b«]tmmitlicfa 
TbeUnenner   äe&   sich   ergebenden  Kettenbniüb«s   und  xugleich    «ümtLü 
d«n   von  Hiiubcr   oiugi<r(liirten    Co^i:-ient«n  ft,  p',  p",  f»'"  . . . ,    tnit 
Zalilworttien  sie  denn  aacfa  wirklich  der  Beib«  nach  ftboremsUmmen.      Mmn 
Ubcneugt  sich,  dass  unser  obiges  EntwickelansgrerfahrenTQUig  das  llAaber'seb« 
iät,  und  kann  sich  knum  de«  Gedanken«  entAchlagen,  dieewr  Qelofarte  luiba 
dif  Methode  von  Ligrange  ainfncb  uübnrt.     Die  gmnxe  Einkleidan^  jedodij 
und   dio   I'ei-si'Jnlicbkeit   einee   «o   bewfthiten  UanncE   bOi^gra    wohl    tfür 
Eigcnthiimsreclit  Hanb^r's,  und  bo  bleibt  nnr  Qbrig,  ein  BODderban« 
aauunentreffen  antimehnien.     Daran  freilich  venuSgea  wir  nicht  zu  glauboo,] 
das«  Arehimedes  seine  NShorungswetihe  wirklich  aof  dieeem  We^  gefnndf 
und  jede  Mitlbeilung  cinor  so  herrorreffenden  Erfindong^  naterdrttckt  bahe«^ 
»oUte,  da  er  doch  alle  arithmetischen  Kanstgriffe.  die  ihm  a.   B.  bei  atineo 
ünt'Orsuchtingen  aber  die  Schneckenlinie  gedient  babm,  un«  nicht  Torenthltt 
Die  nir  die  ganze  Entwickelang  grundlegende  BetiefanBg 

/i  -  Vi         «  -  * 

irlre  freilich  dem  X.  Bache  der  euklidischen  Elemente  ru  eDtaehauo 
geweeeo  221),  allein  wie  soll  man  orklftren,  daas  die  Kenntnixs  dies« 
beqnenien  ümfonncng  mit  Archimedes  verloren  gegaqgen  nnd  erst  dunrh 
die  Araber  (Kap.  I,  §.  15)  wieder  aufgenommen  worden  wlns?  Wir 
werden  Obrigens  noch  spSt^  einmal  anf  die  Lagrange'«cbe  Bebandliing  der 
Quadratwurzel  in  Verbindung  mit  einem  anderen  geeidiiebUMAen  Uumeat« 
znrflckzuköuunen  haben. 

§.  10.  Die  Methode  von  Commandin  und  die  erste  Melkode  nm  Rmm- 
ifei^.  Bereits  im  SVL  Jahrhundert  hatte  Federigo  Commandino,  der  be- 
kannte Deberaetaar  und  Bearbeiter  alter  matbematisehet  Werke,  in  aebsen 
Conmentar  zum  Archimedes  eine  ConstroktioQ  ange^ben  2^3),  mittelst 
deren  die  Quadratwnnieln  decünalor  Zahlen  leichter  uud  liequemer  ni  finden 
lein  sollte,  ab  durch  die  aUerdings  ähnliche  ContitniktioD  dee  Thecq^  w^ek' 
letxterer  nur  diL>  Kedarbiisfie  der  ,^Aetrologen"  —  besser  gesagt,  de«  Sen^ 
geümaloalciilä  —  berUcknefatige.  Diesä  Züi^ong  nun  hat  Buuogeiger  SSS) 
in  atgobraiscbe  Formeln  umgesetzt^  und  so  kann  man  wohl  mit  Grund  ron 
einer  Commandin-Buzengeiger'BcbeD  Methode  reden.  Da  jedoch  in  den 
zuletit  genannten  Aufsätze  auch  nncb  ein  andere«  Verfahren  xur  Ableitung 
der  archimedischen  Reealtaie  in  Vorschlag  gebracht  wird^  eo  haben  wir  Rlr 
die  Titelaufttcbrirt  dieiiee  Paragraphen  eine  dem  entsprechende  Form  gewfthh. 

ÄBCD  (Fig.  10)  sei  ein  rationales  Quadrat,  dessai  Seite  ea  aa- 
Dfthetnd  in  rationalen  Zahlen  zu  ermitteln  gelte.    Von  den  beides  eben&db 
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rationalen  Quadraten  AEFG  und  ÄHJK,  deren  Seiten  man  willkürlich 
—  natürlich  möglichst  nahe  an  AB  —  nehmen  kann,  sei  das  erstere 
kleiner,  das  andere  grösser  als  das  ursprüngliche  Quadrat.  Jetzt  kommt 
es  darauf  an,  ein  neues  Quadrat  von  rationaler  Seite  x  so  zu  construiren,  dass 

G  AEFG  <  a;"  <  D  ABCD 

werde,  denn  wenn  die  Verzeichnimg  eines  solchen  Einmal  gelungen  ist,  so 
kann  der  damit  gegebene  AnnSherungswerth  offenbar  beliebig  weit  getrieben 
werden.  Buzengeiger  macht  auf  der  Ober  G  verlängerten  FG  eine  Strecke 
GL^FG  und  vervollständigt  das  Rechteck  LL'CC\  dann  ist 

Rechteck  LL'CCf  =  Gnomen  FEBCBG  «  D  ABCB  —  U  AEFG. 

FC'  wird  nun  verlängert,  bis  es  die  Quadratseite  JH  in  N  trifft,  und 
nun  an  die  Strecke  LN  ein  Rechteck  so  angestreckt,  dass 

Rechteck  Xi^^JT//' =.  Rechteck  LL'CC 

wird.  NN'  =  C"C'  muss  mithin  <  (CC  =  DG)  sein,  und  der  Punkt  J^, 
in  welchem  L"N'  die  Diagonale  trifft,  muss  zwischen  F  und  C  zu  liegen 
kommen.  Das  entsprechende  Quadrat  AE'F'G'  kann  also  für  das  gesuchte 
Quadrat  x*  gelten. 

Wird  D  ABCB  schlechtweg  mit  A,  Seite  AE  mit  a,  Seite  AH  mit  <t 
bezeichnet,  so  ist  Rechteck  LL'CC  =  Gnomen  FEBCBG  =  A  —  a\ 
Rechteck  LNN'L"  nach  Construktion  gleich  (a  -\-  a)  NN',  sonach 

NN'=.^~. 
a  +  a 

Jetzt  ist  AE'  =  a  -\-  EE'  =  a  -|-  NN'  leicht  zu  finden;  man  be- 
kommt nämlich 

.  _,          ,              .    A  —  a'                  tt*  —  A 
AE  =  a  =>  a  -{ j ^  u j 

Denkt  man  sich  jetzt  vom  Quadrate  AE'F'G',  wie  vorhin  vom  Quadrate 

A  EFG,  ausgegangen  und  eine  neue  Quadrataeite  o"  >  a'y  jedoch  <  yA , 

ermittelt,  so  muss  sein 

„                tt'  —  A                CC*  —  A                a*  ^  A    ,        . 
a    ^  a  —  ~— , —    =  «  —  - — ,  — ,  =  o ~ o"  —  ^  ■ 

'  a  -f-  a 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  erhält  man  den  nten  NSherungs- 
werth  durch  den  Kettenbruch 

«        °'-^  „.  _  A 

'ia  —  •  ■ ^ a'  —  A 

o  -|-  o 


auch  nicht  dintn  zu  zweifeln,  dus  seine  geometrische  Analysi»  ihm  dae 
Verdienet  eigener  Erfindung  deeeelben  BJohert.  Allein  neu  -nrar  daaaelbe 
Eclion  m  seiner  Zeit  keineswegs,  vielmehr  war  dasselbe  schon  dreihundert 
•lalii-e  vt<r  ihm  nicht  nur  Einzelnen,  sondern  einer  ganzen  grossen  Gruppe  von 
Mathematikern  anfs  Genituebte  bekannt.  Wir  wUrden  nns  an  und  fDr  ücii 
nicht  berechtigt  glanben,  dieser  Blteren  (reucliichte  der  Buzengeiger'ecfaen 
Methode  einen  eigenen  Kxknra  zu  widmen,  wenn  itns  nicht  zwei  Grdnde 
hictn  bestimmten.  Wir  wollen  nSmÜcfa  einmal  anseren  Beitrug  daicu  leisten, 
dau  eine  so  wichtige  und  einfache  Theorie  des  Quadrat  wo  rzelaasziehon« 
einen  bestimmten  Platz  in  der  WissenBchaft  einnehme,  wie  er  ihr  gebttlirt, 
und  dann  i«t  diese  Da/leguiig  fraberer  nemUhungen  tun  daä  gleiche  Ziel 
mithwemlig.  iitn  den  Inhalt  Um  folgunden  Paragraphen  richtig^  wArdigen 
xa  kennen. 

Lihri  hat  geglaubt  335),  die  erste  Anwendung  des  al^^kflrzten  Ver- 
fahrens bei  dem  um  din  W^nde  des  XVL  Jahrhundert«  blQhenden  Itolog- 
ncRor  Professor  Cataldi  nachweisen  xa  kOnnen.  Dem  gegenüber  fragte 
w.hon  im  J&hre  1861  Ftlrst  Baltbasar  Buncompagni  bei  dem  durch  «eine 
tiefe  KenntntBs  der  mathematischen  Geschichte  damals  schon  bernhmten 
Woepcke  an,  ob  nicht  einige  Andeutungen,  welche  in  einer  Handsohrift  der 
Vatikan ii>chun  Bibliothek  Über  eine  gewisse  Art,  die  Quadratwurzel  ansin- 
ziehen,  gegeben  worden,  auf  genau  die«elbe  Methode  Bezvig  hntlen,  und  ob 
ni<:ht  eben  dieBO  auch  in  dem  bi^kannten  aritbmotischen  Hauptwerke  des 
Luca  Pacioli  gelehrt  werde.  Woepcke  antwortete  auf  beide  Fragen  im 
zustimmenden  Sinne;  «ein  Bescheid  blieb  jedoch  unverCffenÜicht,  \md  erst 
auf  eine  dem  Jahre  1874  entstammende  Anregung  bin  veröffentlichte  FOret 
BoniomiMigni  seine  mit  Woepcke  geführte  Correspondenz  22fi)>  Die  be- 
treffende Stelle  dee  Vatjkana-Maiiaeki'iptes  ist  daselbst  fakinmilirt  zu  finden. 
Pacioii   berechnet  am   fraglichen   Orte,   wie   deutsche   Leeer  am   Besten   in 

Kistner's  Ueschichtewerk  227)  finden  können,  Y  ti  nach  diesem  Modus;  dia 
aufeinanderfolgenden  Näherongswertbe  sind 


*'   "  2  '   «  V«  ~    fi  /         "  SO '  4  VSO  ~   «  /  i960         "  ~ 
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Schon  dieses  eine  Beispiel  l&sst  die  vollstindige  Einerleih*it  der 
Methoden  von  Bruder  Lucas  und  Bttzengeiger  erkennen. 

Die  weitere  Verfolgung  derselben  bei  den  itmlieniscbes  Reohenmeistera 
imd  Algebraikem  des  XVI.  Jahrhunderts  hat  sich  Favaro  snr  Aufgabe  ge- 
macht und  ist  derselben  auch  mit  Erfolg  gerecht  geworden.  Wir  folgen 
in  unserer  Ivrz&hlung  der  Hauptsache  nach  den  von  ihm  gegebenen  Auf- 
schlüssen.   Im  Jahre  litfUt  berechnet  228)  auf  diejuo  Weise  der  Florentiner 


A 
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li  y24,  allerdings   insoferne  mit  em«r  kleinftn  .'Vemlening,  als  er, 
lim  y&'*  —  1  zu  finden,  die  NBherungewertlie 


ö,  5- 


in  "  10'  8  \io  4y '  '  "  '  '  980 
bildet.  Weiter  sind  hier  zu  nennen  Franusco  di  Laxisio  239),  Verfasser 
eines  Lehrbuches  der  Arithmetik  and  Geometrie,  der  berühmte  Cardan  230), 
&>if  desäen  Aibeiten  über  QuadL'at\>runeIaiit<ziebung  indess  bereits  Traber 
von  Cantor  231)  hingewiesen  worden  war,  dessen  grobser  Nebenbahler 
Tartaglia  232),  welcher  dem  Vorfahren  in  seiner  „Regola  di  saper  sempre 
approssunaräi  piii  nßlle  radici  sordo**  oino  TQr  jene  Zeit  musterhafte  wissen- 
schaftlicfaß  FassunjLT  ertheilte,  endlich  Ütuseppe  Uniconio,  gest.  1610,  d&siien 
1 5D8  KU  Venedig  herausgekomineneB  Werk  ..Äritmetica  universale"  den 
Bibliographen  durchweg  entgangen  ist,  jedoch  schon  wegen  der  darin  eben- 
falls enthaltenen  Methode  von  Pacioli  einige  Deachticng  verdient  233). 

Ganz  unbeeinBuäfii  weder  von  den  italienischen  Vorifiarem  noch  auch 
von  der  nnzt-ngeiger'ßcben  Nacherfindnng  hat  in  neuerer  Zeit  wieder 
J.  Bertrand  dieses  ApproximalionsTerfahren  in  den  Vordergrund  gerückt  234), 
und  da  der  geschichtliche  Hergang  ho  gSn:diclt  in  den  Hintergrund  ge- 
treten war,  so  halte  man  sich  geradezu  gewöhnt,  von  dem  Hertr and  sehen 
Verfahren  zu  sprechen.  Jedenfalls  hat  der  framsSsische  Mathematiker  das 
Verdienst,  uns  die  wissenschaftliche  Bedeutung  des  vollstSn^g  in  Ver- 
getisenheit  geralhenou  Verfahrens  wieder  ntfher  gebracht  zu  haben.  Ben 
eigentlichen  (.'harakt«r  desselben  als  einer  gewaltig  abgekttriEten  >iiid  ulion 
deehalb  praktisch  Kusaorst  werthvollen  Kettenbruchentnickelung  schoinl 
allerdings  Bertrand  nicht  erkannt  zu  haben.  Die  Unterenuhnng  diese»  Ver- 
hSltnisscs  wird  un»  im  UbPi-nScb»len  Panigi-iiphen  eingehend  bi^scbltftigen, 
nachdem  wir  znnächiit  die  grundsäizlicbe  Identität  gewisser  gleich  näher 
Kn  besprechender  Methoden  mit  jener  i'acioli's  und  Buzengeiger's  fest- 
geetetlt  haben  werden. 

§.  12.  Die  Methoden  von  Oppermtum  und  Alrxfjrff.  Deb«r  die  erstero 
aus  eigener  Amtcbauimg  Bericht  xii  er»tjitt«n  tiind  wir  leider  nicht  ver- 
mögend,  da  der  ihr  gewidmete  Anfäatz  in  einer  ans  nicht  zugänglichen 
dänischen  >^eit«chrifi  enthalten  ist  235).  Glücklicherweise  aber  bat  Heiberg 
23G)  einen  bei  aller  KOne  doch  klaren  imd  die  wesentlichen  Funkte  her- 
vorhebenden Anszng  aus  jenem  Aufsatz  gegeben,  den  wir  seinem  ganzen 
Wf>rt1aiite  nach  hier  folgftn  liu»en:  „Kotom  est,  duornm  numeronim  medie- 
tatem  geometrivam  randem  geomeiricam  esse  medietatem  mudietatis  unriim 
arithmeticae   el  mediotatis  harmnnicao: 


Itaqne  st  loter  daos  nomeros  medieUUs  arithmeticani  et  harmonieam, 
intar  ua«  rur«u6  «luditni  earnm  medietate«  interposiieiimus  enderatiae 
mrxlfi  iwmpar  pro^rnssi  orimus,  tnagU  luagisqtte  gefliiiutrtcao  illoront  nume- 
runun  inedietati  ud|)ro|tInqua)itmus.  Siot  nunieri  1  et  3  <tumpU;  itoigne 
hEC  ntionc  <iuat«r  usi,  has  froctiones  reperiemus: 

-  >  y^3  daabus  prioribus  rattonibus  isvcntiun  est;  oiiaiu  ü^V^'  ^^' 
paret  ex  fraotiotiibiis  tertio  loeo  posiUs  erui  poeee  rainDrem  Ulam  Aivbi- 
medis  t«nnmum;  nam  168  -|-  ^7  =  ^t>&»  ^7  -\-  &G  ^  1&3.  Sed  oETendit, 
q\u)i  bac  mtiune  ad  ipsas  illa«  rracticmes  ab  Anbiniede  Knraptas  nun 
pervenitiir.*' 

Heiberg  betont  selbst  die  Bedenken,  welche  der  Anerkennoog  dieser 
BeclmangsweiM  als  ein^r  Scbt  aiobimedUcben  ent>feKeQgtebeQ.  Bemerkens- 
wertb  ittt  allerdings,  daas  ganz   von  ti«lbitt  der   rnn  Oerbert  (Kap.  1,  §.  11) 

gebrancbte  NAhentngswerUi  ncfa  ergiebt,  allein  xnr  Gewinnung  von    ^  niuu 

Oppermann  von  dem  Satze  auegehen,  dass  die  NKberimgewerthe  r  und  -^ 
den  Bruch 

als  neuen  NiÜierungtjwerLh  atu  sich  hervorgeben  lassen,  und  diese  mit  Be- 
wititttiBein  erst  von  Etienne  de  la  Roche  (vgL  §.  4)  erkannte  Wahrheit  be- 
reits in  die  vOrchristlicbe  Zeit  rerlegen  zu  wollen,  erscbiene  uns  alliu 
gewagt*) 


*)  Anbaugiweiie  m&ge  ra  der  Oppemaan'tchen  Methode  bemerkt  werden, 
dan  dieselbe  von  einem  anderen  dOniicben  Hatbematiker,  Sleen,  lum  Ausgang«- 
puokt  fflr  eine  iietWtat&adige  Bearbeitaag  d««  Gregenstandes  gf>iiomnten  worden 
ist  237).  I>i^  EkrecbutiDg  von  )^,  welche  Steen  gifbt.  ist  allerdin^  nur  eine 
vorklautalirte  KetteuLrocheotwickelnng,  dagegen  ubeint  sich  ein  anderer  ein* 
f»rher  Gedanke,  der  daselbjt  Amdrack  findet,  gerade  für  einige  nrchimt-diacbe 
Uiiudmtwunu>1o  sehr  wohl  zu  empfehlen.  Ist  nlünlich  A  eine  lehr  grosso  Zahl, 
so  fuhrt  daa  Anichrf-iben  einer  oder  der  anderen  der  beiden  gesetsm&ssig  fort- 
Bcliroitenden  Ungleichnngeo 


Sd 


>V2> 


^>VA> 


4«  —  1 


«0  —  1 

4a— S 


gg  — g 

S 
4a  — a 
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Vor  wenigen  Jahren  veröffentlichte  der  Russe  Alexejeff,  ohne  von 
seinen  Vorgängern  Kenntnis»  zu  haben,  eine  Abhandlung  238),  deren  wesent- 
licher Inhalt  in  einer  gewiesen  Verallgemeinerung  des  Oppermann' sehen 
Verfahrens  besteht.  Er  zerlegt  die  Zahl  Ä^  aus  welcher  die  zweite  Wurzel 
gezogen  werden  soll,  in  das  Produkt  der  TheDer  Oq  und  \  {b^  <  y^  <  Oq) 
und  setzt  alsdann  (s.  o.) 


2X 


Oo   +  K 


<Y2<^^^- 


Wird  dann  -^  1""^  =  «n    -    i   l   =  ^i  gesetzt,  so  ist  wiederum 


2A 


<YÄ<^-^. 


«.  +  6,        '        -        2 

Ist  allgemein     "^^^       _?_^ii  =  aa,   - — — ^-^ =  hn-,    so  gelangt 

man  endlich  zu 

und  da 
K<h<h-  ■  ■  <^t-i<^»  <  V^  <a..<a«-i-'-<Oa<0j<a(, 

lüt,  so  lässt  sich  ersichtlich  die  Annäherung  bis  zu  jeder  willkürlichen  Grenze 
treiben.     Um  a„  zu  bestimmen,  hat  man  die  rekurrente  Beziehung*) 


^P'n-lQn- 


sehr  bald  zu  branchbaren  Näherungswerthen.  So  z.  B.  bekommen  wir  für  zwei 
der  in  der  „Kreismesaung"  vorkommenden  Irrationalitäten  (Kap.  I,  §.  2)  dieses 
Schema : 

3014  >  >/9Ö8232i  >  3013,  2840  >  T/ß472132  i-  >  2339, 


>  y908232i  >  ^^  ,  1^  >  l/ö472132  A  > 


'm  >  ]/9082321-  >  12056  _  9^  ^  -|/6472132  ^  >  ^- 

— - —  =  3013  --  und  — -—  =>  2339  --  sind  nun    aber  auch  wirklich   die  Werthe, 
4  4  4  4 

welche  Arcbimedes  für  die  fraglichen  Qaadratwurzeln  angiebt. 

*)  Da  wir  bisher  und  auch  im  folgenden  Paragraphen  die  Näherungswerthe 
des  eingliedrig  periodischen  Eettenbmches  mit  P^ :  Q^  bezücbDen ,    so  wurden 

zam  Unterschiede  die  von  Alexejeff  eingefOhrtMi  Zeidian  <1*  Akate  oharakbe- 

risirt 

Abh.  aur  Oeicb.  d«r  Uftthem,    IT. 


Dieflor  Brucb  Ist,  wie  au  dem  Herfrang  oline  Weiteres  zu  schliessra 
ist,  ein  irreducibler,  ond  man  darf  Bona/^Ii 

m 
setzen.     Im  Falle,  d&as  A  eine  Primzahl  ist,  miiss  &  =  1 ,  a  ^  A  goooiU 

wer<l(<n,    imd    es    treten    sonach   gewisB«    Teremfacliungen   in   den    obigMi 

Komioln  ein. 

Soll  ntm  fUr's  Erste  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  diese  Art  der 

Gio^klieäsiing   in   Grenzen   wobl  bis  auf  Archiuiedee    selbst  ziirfick^mtut 

werden  dUrte,  m  ist  allerdin^CK  ziunigoben,   dass  bei  Jambliobos  die  onaljr- 

i^-tiBclie   Irleichiing 

Torkommt  239),  welcbe  die  Baaia  der  Methode  bildet.  Allein,  wie  schon 
«rwkbnt,  lief^  ein  grosse«  Hindemiss  in  dem  Umstände,  dass  ^rode  (Ur 
Ys  die  arcbimedietohen  Zahlten  gar  nicbt  oder  doch  mir  mit  Holfe  einiw 
KiinstgriffBä  xii  erhalten  sind.*) 


*)  Auf  diesen  Uebelfttaad  bat  aj^iet  Cb.  Henry  hingevriosen.  der  auch  merat 
der  AtexejefrBcben  Methode  den  Charakter  der  Neuheit  abgeKirrochen  and  »oDit 
tuL-bri-'re  g«cb  ich  Hieb«  NoUzen  über  dieselbe  b^gebracht  hat,  welche  nmrtebeod 
ihre  Verwertfau&K  fanden  S4U).  Sein  Vorschlaff,  dieeein  Mangel  abzuhelfen,  will 
an*  jedoch  nicht  recht  einleuchten.  Er  sagt  n&mticb  S41}:  „Pomds  3  —  .1 .  1. 
Iia  nojreone  aritbm^tiqae  ou  la  mödiation   de  oet  nombres  eel  S,   lu  mqyentie 

hannoaiqoe      .     La  mfdiation  de  eetie  mcdiaUon  ei  de  cette  moTeone  est  --,  la 
z  3 

a 

moTenne  harmoniqno  —  .*'  Aaf  diete  Weiü«  gelangt  er  durch  forlgesetste  MedJe- 
tfiteti- Bildung  zn  ,,  nnd   -^  .    Allein  nnserer  Kechnnng  nach  ist  das  aritfatnetiacbe 

S.S.? 
Mittel  Ton  8  and  -f  =  A  (3  ^  ')  „  '    da«  bamonisidie  Miliei   \  =  '/• 

2  +  J 

Bs  muM  alüo  wohl  angenommen  werden,  Henry  habe,  um  daa  gewünsekie  iliel  ni 
erreichen,  au  den  erstJ>n  Mittelwerthon  gewii^e  Aeaderangen  ungebrarbt,  nnd  da 
Über  diese  keine  Uächenwchaft  gegel>ea  wird,  ro  verliert  aaih  da»  SchlnMergcbai« 
an  (i<!wioht.  flenij  Htgt  (a.  a.  0.)  auüb,  wie  man  durch  eine  eiofache  Con- 
ktniktioii  aicb  von  dem  Satie  M^  >  Jf^  >  Jf ^  Bbecxengeo  kOnou,  nnd  weist  auf 
ein«  ander«  Ait  der  Verwendung  von  M^  bei  gewissen  den  Uriechen  niobt  uu- 
bekannten  NfthurnogHrecbonngcn  bin.  Bei  der  Anfertigung  seiner  Sebnentafel  bähe 
llipparch  es  sicher  nicht  TormcidL-n  kOnneu,  zwi«ch«a  >wei  gegebvne  Wertlte  ciueu 
dritten  Wertb  einznacbalten.     iJarf  muu  amiebnten,   dasi  dai>  Stflck  der  awiMhen 


i 
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§.  13.  *Vergleichung  der  Oppermann sehen  Mdhode  mit  den  Eelten- 
brüchen.  Es  liegt  uns  nunmehr  die  am  Schlüsse  von  §.11  Übernommene 
Verpflichtung  ob,  die  im  vorigen  Paragraphen  ihrem  Wesen  nach  vorge- 
führten Methoden  auf  ihre  wahre  Natur  zn  prüfen  und  insbesoiidere  ihren 
innigen  Zusammenhang  mit  der  gewöhnlichen  Kettenbruchentwickelung,  so- 
wie ihre  vollständige  Identität  mit  der  von  uns  so  genannten  zweiten 
Methode  von  Buzengeiger  nachzuweisen.  Um  diesen  beiden  Pflichten  zu 
genügen,  knüpfen  wir  am  besten  an  den  von  Äiexejeff  für  a«  gegebenen 
independenten  Ausdruck  an. 

Die  ohne  Beweis  aufgestellten  Formeln  sind  242): 

p'  -  (y^ + y^y + (v^  -  v^'" 
«.  _(]/^  +  v&D'"+(v^-v&;)''' 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen,  denn  aus  den  obigen  Bekursionsformeln 
kann  man  sofort  entnehmen,  es  müsse 

p'  =  '^'"  +  y'''     n'  —  ^'"  -  y'" 

"  2  '      ^"~       2  1/1 

sein,  denn  nur  unter  dieser  Vomuseetznng  wird,  wie  es  sein  muss, 

p;8-|-^Q;8^'g'     +g^'  y'  +y'     +^'     -2^'  y'  +y' 


4 


.^'     i^-i' 


dem  Werthe  a  und  dem  Werthe  &  verlanfenden  Argumentcarre  io  dem  betreffen- 
den Intervalle  durch  eine  gerade  Linie  ersetzt  werden  dQrfe,  so  ist  die  Inter- 
polatioDsformel  bekanntlich  diese: 

a  —  h        a 
&  —  6  ^6 ' 
und  daraus  fliesat 

Zab 
^  a  -{-  b' 
Das  Alles  muss  unbedenklich  zugestanden  werden,  allein  die  Idee,  die  durch 
einen  ersten  Annäher ungsprocess  erhaltenen  Glieder  zur  Grundlage  filr  einen 
zweiten  mehr  convergirenden  Proceea  za  nehmen,  will  nns  aneh  nach  Henr^'a 
Ausführungen  für  einen  griechischen  Geometer  nicht  anden  denn  als  m  modstn 
erscheinen. 
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Der  («+!>•  Wifcwiiitiiniilh  der  sweiten  Hetkode  t<m 
mh  aät  iam  «taft  nbemngnrerUi  der  Methode  tob 


emrakleideii,  greift  mwi  am 
MM  V«Et  wAam  froher  TOfgeacUagene  TermiBolope 
«^  Hiriiwl  943)  gwgetwen  Anzegm^  falgfiod  steQtea  wir  duHl«  S44) 
■af :    ,Jst  eine  gewisse  ODdüdie  Oifiaae  duck  Aas- 
wcJdke  ein  aaeadKdi  for^eeetstes  WiedniMlew  eäar  g»- 
ar&adeni  (Bcäbe,  Fakfamofolge,  Kettsalniicl^  PoteaaX  «lad 
Aaadiflefce  ia  dner  sokfesa  gegeaaötigeQ  BelatiiH,  daaa  mdUk 
■elhii,  MMdam  aadi  flu«  ptcn  Nihaimgswertlie 
wir  solche  AaadrBAe  iqainleaL.'*     In  dieae 

gdUkt  a.  K  die  ffleKhheit  einea   ■iirilii^irfi 
aärnrnkObm  ahateigndeB  Kettwihnirh,  wa 


^^^+-..+^-^__^_  ,,„>,_,>. 

^     ^  ^'^+*-"    •".>.-.+». 


wird.  SehoB  fa«  jeaer  Viifa»lsswwg  ward  ea  jedodi  ak 
»Hf^ufcfaA.  «•  ofaq^  Dafiaitiai  aa  wnllftisaiiaiiia  aad 
Sana  S45):  ^w«  n—HKcha  AaadrtW^e  (dwas  Wort  k 
Bate'a  gawiasBHi)  hsliM  säe  « —  «beh»  AeqniralaB,  wbhb  dar  iwta 
attheim^t— rtt  d»  «ühb  den  iifaw  dea  aaderea  ^oieh  ist  FOr  b  ^  ■ 
■t  £eae  Aeyrirafeaa  die  fiüber  defiairte  csb&cIml*^  Wir  wtidea  «räErr 
BBtea  H$.  16^  die  Yortti«Ue  £«ser  Be»clmDi^  aoch  nocfa  an  einmi  attfennt 
Fklle  «vastatinsa  kütaaea.     FOr  jetrt  geaOgt  es  qk  za  ^age»' 

Die  Ae>)aiTaleBB  zvischea  dem  gewämbchea  K^tenbrnchrnt^ftitreB  osi 
jfmem  tw  OpfWfmaaa-Aleifjeff-BttiMgeiger  bt  eiae  m  —  f-^finrbe:  >»,» 
dm  Veihodea  eelbet  ah«r  stehe«  bbI«  ach  aichl  aar  in  Jem  Verfa^to^ 
ei^aeher  Aekiairalan.  i>c«deim  sind  fibcxhaiq)«.  tob  da-  iissjer^«  E£a- 
Uevio^sfocm  ahgesebea.  ideaaiaek. 

Es  ibnft  Mch,  «WS  Blkh  aaf  die  Uaae  beschichte  st  verfm.  w^hiats 
•^^  Eiheaaoüsf  cövr  m  —  i'-'fiach«  AfjsiTafi«!  thtm^?  hihz^  w ^^ 
aadeve  wiehi^ww  BatABckn^ea.  Zaerrt  «beiBi:  -i-a  «»tren.  ^OLäT-rii:-: 
f«TTv<  il*""  «ahrw»?mmea  ra  hül-öi.  aUeia  ieöw  «I-AKiKb.-tL^  B^aifrin::^ 
kuse  t»e  veilin«  Fo^ea.  'xmi  era  Hätt  hai  7-  >  »i-^-i-r  iujrta  -c- 
^am.  Ak  dua  F«r»  Bwpmb|M^  »»?  ^^  «crzhnm.  t-ii  ii-i  A-;m:  r-^^n;; 
4er  Mt^oim  vom.  V%äob  t^  tattMi  »fai«fcsfcai  w-LrSf.  .^.-7^  --  -.^a: 
^tfho^tfäaa  tMB  aaf  Abb  Nach««*  Aoht  A^'^^iir'  ^^tnÜKDt.^   Trau« 
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ist  dem  2"ten  Näherungewerth  der  Kettenbmohentwickelong  gleich.    Damit 
ist  der  erste  Theil  der  übernommenen  Aufgabe  erledigt. 

Nicht  minder  einfach  'wird  diess  auch  mit  deren  zweitem  Theüe  der 
Fall  sein.  Nach  Buzengeiger  (§.  11)  beßteht,  wenn  o*p'  den  {p  +  l)ten 
Nähenmgswerth  seineß  Vei-fahrenB  bezeichnet,  für  dieseß  «**''  die  Bedingunga- 
gleichung 


Gesetzt  nun,  es  bestände  eine  gewisse  Relation  zwischen  den  Näherongs- 
werthen  beider  Methoden,  es  sei  etwa 

dann  müsste  sein 


atP  + 1)  =«  A 


{a-\-Va'+bf-{a-Vä'+bf 


|/^r-j-^  («  +  Vc^'+b)  +  (g  -  y«'  +  &) 

(a~V^±bfl 
(a  — j/o»+6)'J 


oder  ausgerechnet 


„^+i)=iya"+6 


(a+V«'+&)'^+2(-ft/+(a-V«'+&)"+(«+Vfl'+&)"-2(-&)V(o-T/«'+&)'^ 
Vereinfachen  wir  hier  entsprechend,  so  ergiebt  sich  endlich 

(a  +  ySqp-ö)"_  (a  -  l/ST+T)"' 

Es   ist   aber,   wie   wir   wissen,    a  E=  «**  ==  a  =  Pj  :  ^j,  «'  =  a  -f-  x— 

=  „(«-) )  =  J*2  :  §2 ,  somit  nach  der  zuletzt  erhaltenen  Formel  auch 

P  Pt 

Ö«        '«,»' 


rt(«)«.:^«^. 


—  m  - 


Der  (»I  +  l)ta  KfitieniQj^swerth  der  zweite»  Metliode  von  Biuen^ei^tf 
"^deckt  tiicli  mit  dem  nteu  NftbenmgswerUi  der  Kletliode  vtm  OpiMirtuann- 
Aiexojeff. 

um  dieses  Ergehni«*  passend  einzukleiden,  greift  man  am  Besten  auf 
eine  vom  Verf.  »chnn  frtiher  Torgescblugene  Terminolope  nirOck.  Einer 
xaent  ron  8«idtil  213)  (gegebenen  Anregung  füllend  stelltea  wir  damaU  HA) 
die  folgendo  Definition  auf:  „Ist  eine  ^wifl»o  endliche  GrOsae  dtiruh  Aus- 
drdüke  gejTeben,  welche  ein  nnendltrh  fort^etietztes  Wiederholen  einer  ge- 
wiesen 0|><>ratioa  crt'ordem  ^ReUip,  Faktorenfolge,  Kctlenbrucb,  Foteiut),  tind 
stoben  dieKe  AußdrürkL*  in  i'iner  solciieu  gegansctligeD  Relation,  dasa  nioht 
nnr  sie  «elb«t.  «ondom  auch  ihre  pien  Nftberungewertbe  einander  gleich 
sind,  so  nennen  wir  solche  Aiisdrticke  Kquivalcnt."  In  dieae  Kit«gorie  der 
einfachen  Aeqnivalenz  gehört  z.  B.  die  Gleichheit  eines  aur<tteigeodon  mit 
dem  ans  ilun  entwickelten  absteigenden   Kettenbraoh,  wenn  DilmUofa 


^  +  ^+- 


.*. 


-.fr. 


""^"-""■"Sfr.+fc. 


".N^ 


»A+fc» 


.-l"«-!* 


«.*.-. +6. 


"geaatzl  wird.  8<':lu)n  bei  jener  Veranlafi^iiing  ward  ee  jedoch  alt«  wnnschetw- 
w«rifa  betrachtet,  die  obige  Definition  zu  Tnisllgemeinem  und  zwar  im 
folgenden  Htnne  34&):  „Zwei  unendliche  Ausdrücke  (diese  Wort  im  ^nune 
Biilcr's  genommen)  haben  eine  w  —  nfache  Aeqiiivalenz,  wenn  der  mta 
Näherangswerth  der  einen  dem  nt«n  des  anderen  gleich  ist,  Für  m  ^  n 
ist  diese  Aeiiuivalenz  die  frOher  detinirtfi  einfacbe."  Wir  werden  weiter 
luiten  (§.  16j  die  VDrtheiie  dieser  Bezeicbnung  unch  noch  an  einem  anderen 
Falle  constatiren  ktinneo-     Für  jelai  genUgt  es  uns  t»  sagen: 

Die  Aeqniralenz  zwischen  dem  gewöhnlichen  Kettonbmchv erfahren  und 
jenem  von  Oppermann- Alexejeff- Bnzengeiger  ist  eine  » — 3""^ fache;  jene 
drei  Mi^thoden  aelbtfl  aber  stehen  imter  sich  nicht  nur  in  dem  TerhSlUüss 
einfacher  Adiniralonz,  sondern  sind  Überhaupt,  von  der  fiuasertti  Kin- 
kloidungsfurm  abgesehen,  identisch. 

Es  Etbrigt  noch,  einen  Blick  auf  die  kleine  Geschichte  su  werl'en,  welche 
diese  Erkenninias  einer  n  —  2"  ~ '  fachen  Aeqiiivalenz  ebenso  hat,  wie 
andere  wichtigere  Entdecknngen.  Zuerst  «cbeint  den  wahren  Sachverhalt 
^rret  '2i*y)  wahrgenommen  zu  haben,  allein  seine  gelegentliche  Bemerkung 
hatte  keine  weiteren  Folgen,  und  erst  Henry  hat  (b.  o.)  wieder  daran  er- 
innert. Als  dann  Fttrsl  Boncompagni,  wie  wir  erfuhren,  auf  die  Aeiiuivalcni 
der  MeÜioden  von  Pocioli  und  Cataldi  aufmerksam  wurde,  legte  er  den 
Mathematikern  eine  auf  den  Xachweis  dieser  Aeqoivalenz  abzielende  Frage 
Tor  347).     Dieselbe    ward   gelöst   von  Morct-Blanc  24ö)    und    dem   Vcrf- 


leMB  349),   von  Krstereni   niittebt   dee    UOlfasäkm,  dua   ftus   a-f-^fr 

^  t -j-  |/d  die  (ilt-ichhciten  n  =  c  und  6  ^  rf  Tolgen.  von  LetEt«reDi  mittelst 
direkter  Verglcicbiing  der  independenten  AuadrUcke,  wie  us  auch  oben  ge- 
ächeben  Ut  ' 

§.  14.  Die  t-mtc  Miihoik'  von  P.  Tunnrrtf  und  die  PfU'fvSe  Glfietnitui. 
In  neiieatei'  Zeit  ist  dii^  Pra^,  wie  wnli)  Ap;hiniedes  zn  seinen  hekunnton 
rattonalea  Nalierunf^rswerthcn  ffsliuigi  sein  ktlnne,  gewiss  am  Vieleeiligsteu  iind 
f^rllndtichstcn  rnn  Paul  Tannerjr  sladirt  worden  250).  Ks  kommen  jedoch 
dabei  zwei  versteh icdenc  Auffassungen  zur  Geltung,  die  allerdings  doch  imtev 
sich  nahe  znsamiuGnliänj^en.  Die  Susserllch  erste  dieser  beiden  Aoffassun^fOD 
kann  unserem  Plane  geinil&s  erst  im  nftchsten  Kapitel  zur  Spraofae  kommen, 
die  andere  dAgej>«n,  welche  auch  fttr  diu  er«t.^re  maat^Hgebund  it^i,  imd  welvho 
wir  un»  deshalb  auch  nh  Tanuory'a  orstu  Methode  zu  bezeichnen  erlaubten, 
nUt  in  den  Bereich  dieser  Abtheilung.  Nicht  a!s  ob  Tannery  der  Ausiobt 
huldigte,  Archiiucdcs  habe  mit  Eettenbrltchen  gerechnet.  Aber  seine  durch 
manche  gute  Gründe  gcstUtzto  tly|iothcse  gebt  dahin,  der  grosse  griechische 
Gflometer  habe  eich  zur  AuftinduD^'  der  NShoningewertfaa  einer  Quailrat- 
wurxel  in  der  Wuiw  j^restellt,  dase  er  die  ganzzahUgen,  reB(>.  ratinnalen 
Auflt>eungen  einer  imbeatimmten  quadratificben  Gleichuuf;  aufsuchte,  jener 
Gleichung  nllmlicb,  die  heute  allgemein  in  der  Wissen suhaft  den  unter  dem 
getichichtlichen  (.fesii'htspunL-t  freilieb  ganx  sinnlosen  Namen  der  Pell^Bchen 
Gleichung  ITlhrt.  Und  du  ftlr  nnti  in  der  (iegeuwart  die  Lösung  dieser 
Gleichung  nur  als  ein  eiufiioboä  Problem  der  Ketteabruchlebre  erscheint,  so 
glaubton  wir,  dem  Verfaliren  von  Tutnery  eben  den  dafür  gewählten  Platz 
auwoit<en  i\i  m{ii<Ken. 

Kinen  ähntii;bun  Gedankuu.  wie  Huiu  fiamltimann,  hat,  wie  wir  iina  er- 
innern, auch  De  Lagnjr  (§.  6)  aimgeuprochen,  allein  er  bat  sich  begnügt, 
auf  ]/3  einen  einfachen  Kettenbruch -Algorithrnns  anzuwenden.  Taanery 
TerHLbrt  consetiuenlor.  Sein  Grundgedanke  ist  folgender:  Archimedas  kannte 
ein  unserer  modernen  Uetbode  !<anz  ülmlicbee  KxtraktionsTerfabren  —  vou 
ihm  wird  eben  im  nJlchsten  Kapitel  mehr  die  Rede  sein  — ,  um  sich  lu- 
nSohst  einen  brauchbaren  XSheningiiwertb  der  Torgelegton  Quadratwurzel 
zu  verschafTen.  In  den  meisten  Füllen  blieb  er  bei  dieser  ersten  Anndhe- 
nittg  stehen;  Koi  Yz  gonllgtc  ihm  dieselbe  Jedoch  nicht,  vielmehr  Iwdiente 
er  sich  Jenes  Verfahren»  in  diesem  Falle  nur,  nm  eine  erste  Lflsung  der 
beiden  Gleicbun^'en 

I»»  —  3fl'  —  —  a 

zu  l^ekonunen,  und  nun  rerfttgte  er  Über  eine  neue,  selbsUUUidige,  Methode« 
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wtili'ha  ihm  zu  diesen  ersten  Lfifinngen  eine  beliebige  VielMhl  «eiterer 
LQsungBn  blnznitifiuden  lehrte,  wodurch  er  aiso  NsheriiDjiswertb«  Ton 
grosserer  Gen&tiigkeit  erhielt  '2öl). 

Auch  tlieser  xweite  Theil  der  Arbeit,  vreluho  man  als  Ton  Aruhiinedes 
geleitet  nnnebniBn  musä,  iSübt  uinu  tloppotte  D«utuD<,'  ztu  Tanaery  woiiit 
nach  252),  daas  man  durch  Terh3ltait>ijiu868ig  einlach«  BetnchtungeD  tu 
der  nämlichen  i^kiijicbeD  Aullu«iuig  der  Pell'scben  Oleichang  gehMDgen  ksoOf 
welche  nns  im  I.  Kapitel  (§.  13)  bei  den  Indem  entgegengetreten  ist  Er 
iüt  jedoch  der  Aneicht,  daes  sein  Eatwickeluoffflgaag  unffleich  aatuc:gemfiaser 
ist,  all!  Jener,  welchen  Hankel  2ö3)  don  indischen  Aritbmetikeru  unterl^: 
„mais  qne  l'an  oompare,''  sagt  er  (a.  a.  0.)  „la  marche  qoe  je  vie&B  de 
snirro  avec  le  procvd«:'  d'invßntinn  «gue  profKise  Ic  saviuit  bistorien.  ei  qoe 
l'nn  juge  de  quel  c6U'  est  la  BimpÜKitf  et  l'ordre  nftturel."  Tanneiy  fUlüt 
allerdings  gana  lichttg  heraus,  dass  sein  Verfahren,  j>'  —  ng*  =  1  in  gauea 
Zahlen  anüulfisen,  gnindiiätzUch  mit  der  DareteUung 


j/fl=i,»_i_j^ 


V^  «>:(«) 


übereinkommt,  meint  aber,  dieser  Doistand  kftnne  nicht  bindnrlich  sein,  da 
er  ja  tbat^ächlich  den  Koitenbmch  durch  <Ue  Reihencntwickelung 

l 1 

'enetae  HbA).  Damn  ist  nii-hl  zu  zweifeln,  allein  trotzdem  veranloMt 
dient  indirekt*.'  Kette ubruchmetbod«  daxii,  wenn  nm  die  Wahl  iwriflchcB 
diesem  and  cmem  sofort  nlLher  zu  Bebildernden  anderen  Vorfahren  tob 
Tannery  gelaeeen  würde,  unsere  Wahl  im  letzteren  Sinne  zu  tiflffun. 

Der  französische  Gelehrte  1^  sich  nlüntich  di«  Frage  vor:  Wie  würde 
wohl  Diophant  sich  bei  der  AufloBang  der  aogonaimlen  Pell'ächeD  Gleichnag 
verhalten  hnbtin?  Wir  QrwfibntoD  bereita,  da«e  diese  Gleichung  als  eolche 
in  den  WptBfiifTtx«  eigenthlliii lieber  Weise  nicht  vorkommt,  allein  ein  so  g«- 
naiier  Konner  dieses  Werkes,  wie  iinäor  GewShrsmanQ.  weiss  siuli  deiw 
ungeacbtfll  ans  den  zahlreichen  Shnlicben  Gleichungen,  die  in  jenem  eat- 
halten  kind,  Regeln  von  aUgemeinerer  Geltung  zu  Terschaffeu.  Nauh  dio- 
pbantiscfaem  Muster  liesee  Bich  also,  wenn  eine  LtiKung  (p,  q)  der  itleichung 
p'  —  aq'  =  1  bekannt  ist,  folgenJermaassen  eine  zweite,  dritte  .  .  .  tinden: 
Man  setze  256) 

p,  =  mi  —  j/,     </,  =  jr  4-  ^ 

und  bilde  nonmetir  die  Gleichung 

i^* —  ag,*i^m*x'  —  3mj»«+j)'  —  ax*  —  -2aqx  —  aq*  =•  1. 
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Mit  Berücksichtigung  der  zuerst  gegebenen  Gleichung  folgt  hieraus 
*  _  Q    "*P  +  °g  • 

uDd  wird  diess  oben  eingesetzt,  so  ergeben  sich  die  neuen  Werthe 
(»i*  4"  ")p  -\-  2ag  2wp  +  (m*  —  a)q 

und  jetzt  ist  in  der  That  wiederum  p,'  —  aq*  ==>  1.  Diese  Lösungen  sind 
zunächst  blos  rational;  will  man  sie  ganzzabUg  haben,  so  hat  man  mir  im 
Ängchluss  an  zahlreiche  Beispiele  Diophant's 

Pi  =  (m'  +  av'^)p  -J-  2auDf[,     q^  <=  2puv  -\-  (u*  -f-  av')q 
zu  nehmen. 

Tannery  erinnert  mit  Recht  daran,  dass  ja  Theon  (Kap.  !^  §.  6)  einen 
ganz  ähnlichen  Weg  betrefifs  der  Gleichung  p*  —  2g^  =  1  einschlug;  seine 
Substitutionen  waren 

Beide  Kunstgriffe,  den  aus  Diophant  entlehnten  und  den  Theon'schen, 
kann  man  nun  verallgemeinem  und  annehmen,  zur  Auflösung  der  Gleichung 

p^  —  aq^  ^r 
sei  überhaupt  ron  den  Substitutionen 

Pi  =  «p-\-  ßQ,  9i  =  rP  +  Sq 
ausgegangen  worden.  „D  suffit  pour  d^tenniner  a,  j3,  y,  i  de  comiaitre 
les  trois  groupes  de  Solutions  les  plus  simples  et  de  r^soudre  deux  couples 
d'üquations  du  premier  degrc  ä  deux  inconnues"  256).  Wollte  man  also 
die  für  uns  wichtigste  Gleichung  p^  —  3'/'  =  1  auflösen,  so  brauchte  man 
nur  die  durch  den  Versuch  leicht  zu  beschaffenden  drei  einfachsten  Lösungen 
j7  =  1,  5  =  0,  j)  =  2,  ^;  =  1,  jp  =  7,  g  =  4  zu  kennen  imd  fand  dann 
die  vier  Co^fficienten 

„  =  2,  ^  =  3,  y  =  l,  J=2, 

mit  deren  Hülfe  die  Herleitung  aller  weiteren  Nßheiningswertbe  von  yZ 
ohne  jede  Schwierigkeit  erfolgen  konnte. 

Wenn  wir  diese  Darlegungen  P.  Tannery's  lesen,  glauben  wir  wahrlich 
griechische  Luft  uns  anwehen  zu  fühlen.  Bei  dieser  Art  der  Berechnung 
ist  nur  der  einfachste,  ja  alltägliche  Apparat  zur  Anwendung  gebracht, 
dessen  sich  die  antike  Zahlentheorie  in  sehr  vielen  anderen,  zu  unserer 
Kenntniss  gelangten,  Fällen  wirklich  bediente.  So  können  wir  denn  auch 
von  der  Tannery'schen  Methode  sagen,  was  wir  bislang  von  keiner  ihrer 
mannigfaltigen  Vorläuferinne n  mit  gutem  Gewissen  zu  sagen  vermochten: 
Es   ist  nicht  bewiesen,   dass   Archimedes  gerade   so  verfo^' 


P"*^  Bokhe] 


i 


Bolcher  Beweis  ISsbt  sicli  überhaupt  nicbt  er^rutgen  —  aJtein  es  steht  a 
kein  emzig^ä  g^achichüichm  FUnderoiaä  der  Aim&bme  ontgegon ,  die  NJlbc- 
rungBwettbe  voll  V  3,  wölcbe  uns  in  der  xvnJiov  fifrpijöig  begegfiet  AutA, 
Huien  wirklich  auf  dic>  ttngBgeLiene  Webte,  durch  AiinöstuLg  einer  nnbe- 
etimmten  Gleüjhung  »weiten  Grfidee,  bei-et'hnot  worden,  — 

Wir  würi^en  jedoch    cLn    entscbiedenes  0nreübt   begehen,    wollten    wir 

^menchvt&igen^  dastj  noch  vor  ErBcbernän  der  Tsun-eTy' schon  Abbandluag  t«- 
rpite  v<ia  anderer  Seite  demeelben  GedankeB  eiii  klarer  Äu&dnick  ^^egeben 
wordeu  war.  In  geiner  uateressauten  Kritik*)  der  veröcbiadeneii  über  dib 
Quadratwurzeln  der  Alten  aiifgeetelltea  Hypotbeaeu  flUhrt  Zeuthen  1257)  ^d 
Beröcliaujag  der  Näherungawertbe  von  )/^3  «benfoUs  auF  die  LSeiing  dar 
|fl]6icbii,ngeii  X*  —  3f/  =  1,  x*  —  3if^  =  —  2  zQriU:k. 

j|         Kr    eriiuiert    daraai,    wie    man    bereits    vor  Euklid'B  iteiteti    diu    imirr.- 

^Btiuimte   Gleiubung  ^^  -\-  y*  ^^  s*  aauhweisbar  durch 

jB  •»»  -n*  M«  -f  n* 

^^^^B  r  ^^   tu«!      «f  ^^ er        ■    J 

\- 


X  ^  mn,  y  ^ 

ttuf^ula6cn  verBtandoa  habe,   «ad  meint,   aus  Euklid,  Üb.  II,  (irciji.  &  babe 
man  Leicht  die  Identität 


3  (""*)'  +  \-^r-)  =  ( — 2 — ) 

scbäpfen  köimen,  auä  welcbur  oacb  Wögfichoffung  der  Neauer  — 

3  .  (2m»)>  +  (m"  -  3  «»)"  =  («*  +  S«")" 

erhalten  werden  konnte.  Hatte  man  also  eine  Lösung  m'  —  3n'  ^s  i,  so 
brauchte  man  nar  a;  =  m'  -(-  3n^,  j/  =  2mn  zu  setzen,  um  eine  zweite  zu 
erhalten,  und  in  dieser  Weise  liess  sich  beliebig  fortfahren.  War  znerst 
m  =  2,  n  =  1,  so  ergab  sich  x=  1 ,  y  =  4,  hieraus  x  =  7'  +  3  .  4' 
=  97,  y'=  2  .  7.4  =  56,  «"=97"+  3  .56'=  18817,  y  =  2  .  97  .  56 
=  10864  u.  8.  w.**) 

Die  zweite  zu  lösende  Gleichung  ist  s^  —  Zy^  ^  —  2;    sie  wird   von 
Zeuthen  258)  auf  die  Identität 


*)  Wir  habeo  diesem  Äa&atse  bereits  im  vorigen  Paragraphen  die   hSbache 
Grensmethode  von  Steen  zu  entnehmen  gehabt. 

*♦)  Hau  übersieht  leicht,  daa  die  Gleichung  a;*  —  3i/*  =  —  2  bei  Einhaltung 
des  TOD  Zeuthen  vorgeachriebenen  Ganges  sämmtliche  Näherungawerthe  liefert, 
die  Gleichung  x*  —  Sy*  =  1  dagegen  nur  einen  Theil,  darunter,  soviel  wir  sehen 

können,  nicht  ----  ,  wie  es  a.  a.  O.  beiast.     Die  beiden  Ableituagsmethoden  sind 

also,  wie  man  von  Anfang  an  erwarten  durfte,  nicht  identisch,  gondern  (vgb  §.  13) 
nur  äquivalent. 
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{m  +  3n)'  _  3  (m  +  «)*  =  —  2  (m«  —  3m") 
zurückgeführt,  wobei  wiederum  vorausgesetzt  ist,  dass  man  für  m*  —  Zr? 
=  1  bereits  eine  Lösung  in  Bereitschaft  habe.  Sind  m  und  n  die  be- 
treffenden Werthe,  so  ist  die  neue  Lösung  durch  x  =  m  -^  Zn,  y^m-j-n 
gegeben.  Wäre  etwa  w  =  2,  »  =  ] ,  so  hätte  man  a:  =  5,  y  =  3,  a:'  =  14, 
y'  =  8,  also  a:' :  y'  =  7  :  4,  x  =  38,  y"  =  22,  also  x"  :  y"  =  19  :  11, 
x'"  =  104,  y"  =  60;  also  x'"  :  y"  =  26  :  lö,  x^^^  =  284,  y«^^)  =  164, 
also  j:<"''  :  y«"''  =  71  :  41,  a^t^»  ^  776^  ^V)  ^  443^  ^g^  ^(V)  .  j^v)  ^  97  .  56^ 

a;(vi)  =  2120,  y">  =  1224,  also  z<^^» : »/(")  =  265  ;  153,  u.  s.  f.  Alle 
11ns  bekannten  Näherungswerthe  fUr  -y  3  finden,  wie  Jedermann  anerkennen 
muss,  durch  das  Zeuthen'sche  Verfahren  ihre  ganz  einfache  Erklärung. 

Stellen  wir  dasselbe  in  Vergleich  mit  jenem  von  Tannery,  so  erkennen 
wir  bei  beiden  den  gleichen  richtigen  Grundgedanken  und  eine  ziemlich 
analoge  Durchführung  desselben.  Der  Preis  der  Einfachheit  und  Natür- 
lichkeit wird  vielleicht  der  Methode  des  dänischen  Mathematikers  gebühren, 
dagegen  kommt  derjenigen  Tannery's  der  hohe  Vorzug  zu,  überhaupt  auf 
jede  diophantische  Gleichung  von  der  Form  x^ — py' =^  r  anwendbar 
zu  sein.  — 

Noch  ehe  ihm  die  Schrift  des  französischen  Forschers  bekannt  war, 
hatte  sich  der  Verf.  dieses  die  Behandlung  der  für  das  Theon'sche  Problem 
grundlegenden  Gleichung  2x^  ~\-  1  =  y*  in  ähnlichem  Sinne  zurechtgelegt 
gehabt;  dem  Drucke  ist  die  betreffende  Note  259)  allerdings  erst  später 
übergeben  worden.  Es  ist  wiederum  vorausgesetzt,  eine  möglichst  einfache 
Lösung  Äj,  y,  sei  beidemale  bereits  bekannt.  Um  dann  2a;*  —  1  =  y' 
aufzulösen,  konnte  man 

setzen  und  so 

^  y'  +  g'       „  _  -_p1+  !^9Jii! 

*  =  p»  +  2p?  -  9"  -^  p'  +  2i>9  -  q' 

setzen.     Ward  jetzt  der  Nenner 

j>*  +  2i)9  -  a''  -=  1 

gesetzt,  so  ergab  sich 

a:  =  4g»  +  1  +  2g  ]/2 9'  +  1^  y  =  —  4.^  —  1  ±  ^g  V'V'+T 

Man  wisse  z.  B.,  dass  2  .  2*  +  1  =  3*  ist;  dann  ist  g  ==  2  zu  nehmen, 
und  man  findet  die  neuen  Werthe  aii  =  5,  yj  <=  7,  a:^  ==  29,  jfg  =  —  41 
und  damit  sind  für  y2  die  in  der  That  von  Theon  ange^beneu  Nfthernngs- 
werthe    -  und  ^r  gefunden.     Die  Gleichung   2«*  -|-  '  1 


.  -    9Ä    — 

noch  dnfiudierM  AnfUtmigSTafiibreii,  indem  maa  ^ 

a,-|(>  +  i),,-i(y-i) 

aebl    UM  man  sof,  »  wird 
odar,  iadoB 

'  Vor  s  ■—  It  wild  « •—  +  8,  jr  ^  8,  der  entstehende  BUienngilineh 
irt  abo  y;  fttr  9  -°  6,  wird  *  —  +  70,  y  —  99,  }^  r«  ^,  n.  a.  1  Wir. 

hdlen,  donh  diew  BanteUnng  für  f/s  das  NBmliofae  getoiBtet  n  h^bai^ 
was  Zenäien  fOr  ^8  gethaa  hat;  die  saletrt  ognalinrte  MeOiode  Uart  aidi 
ttbrigcau  260)  aneh  aof  allgemeineTe  FSlk  der  Pell^sohen  Oleinitinig  a«>- 
dfltoen. 

Wm  nahe  mrohl  die  NShernngswerUie  des  Arohimedes,  als  anoh  die- 
jenigen des  Thflon  mit  der  CHeidiang  ^  —  j^y*  <«"  r  rerwandt  siad,  dflxfte 
ans  VocBteheiidem  wcdil  snr  Ooiflge  erfaeUeu*).    Die  letstenai  laasen  siA 


*)  Wenn  aoeh  nicht  dnrdi  die  Qoadratwiiraeln  der  „Knümeanmg**,  w»  do^ 
doich  dne  andere  in  den  Kamen  dea  Archimede»  öch  anksflpfende  mathematiiebe 
Aufgabe  ist  jQDgst  eine  neue  IdeenverknSpfung  zwischen  der  PellVhen  Gleichung 
and  jeaem  Geistesberoen  dea  Altertbams  hergestellt  worden.  Man  kennt  du  so- 
genanute  probleina  bovinam:  die  Insel  Sicilien  beherbergt  die  Rinder  des  Helios, 
und  QDter  gewiaaen  Bedingungen,  welchen  die  Zahl  der  Thiere  Genfige  ca  tbun 
hat,  soll  die  Anzahl  derselben  berechnet  werden.  Die  meisten  Schriftsteller,  welche 
seit  Lesaing's  Zeiten  sich  mit  dieser  Aufgabe  befasst  haben ,  kommen  einerseits 
darin  Qberein,  deren  Urheberschaft  dem  Archimedea  abznsprecheD,  andererseits 
aber  auch  darin,  in  ihr  eine  sehr  schwierige  und  verwickelte  Frage  der  un- 
bestimmten Analytik  zu  erkennen.  Nach  Emmmbiegel  und  Amthor,  denen  die 
Herstellung  eines  gereinigten  Textes  und  eine  neue  Aoflösung  sa  danken  ist, 
kommen  nicht  weniger  als  neun  unbestimmte  Gleichungen  dabei  in  Betracht  361). 
Amthor  zeigt,  dass  den  ersten  acht  dieser  Gleichungen  ohne  grosse  Hübe  durch 
fi-eilich  ziemlich  grosse  Zahlen  entsprochen  werden  kann,  die  jedoch  sämmtlich 
das  Quadrat  einer  noch  anbekaonteu  GrOsse  als  Faktor  in  sich  anfgenommen  haben, 
und  um  auch  diese  letzte  Unbekannte  noch  za  finden,  muss  die  Pell'sche  Gleichung 

a;*  —  4729494  y*  =  1 

aufgelöst  werden  262).  Hiezn  bedarf  man  nach  Lagrange  der  Entwickelnng  frag- 
licher Zahl  in  einet^  periodisoben  Eetteobruch,  dessen  Periode  im  gegebenen  Falle 
nicht  weniger  als  91  Glieder  umfaast.  Amthor  meint,  die  Autorschaft  Archimed's 
sei  nicht  zu  beatreiten,  und  P.  Tanner;,  der  denselben  Gegenstand  einer  seiner  ge- 
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jedoch  auch  direkt  als  Ergebniss  gewiBser  ßekursioDSgleichungen  betrachten, 
uad  auch  die  ersteren  erscheinen  unter  dem  Einflüsse  solcher  Beflexionea 
in  einem  ganz  nenen  Lichte.  Wir  gedenken  denselben  einen  eigenen  Para- 
graphen zu  widmen. 

§.  15.  l>ie  Methode  von  Heilermann.  Wir  haben  in  §.  6  des  ersten 
Kapitels  gesehen,  dass  Theon  Smymaeus  seine  Seiten-  und  Diametralzahlen 
mittelst  der  beiden  Relationen 

gewann.  Heilermann  bat  sieb  nun  264)  die  Aufgabe  gestellt,  diese  Me- 
thode der  Herleitung  zu  verallgemeinern,  den  Paktor  2  durch  eine  will- 
ktlrliche  ganze  Zahl  a  zu  ersetzen  und  auf  diese  Weise  der  PelVschen 
Gleichung  eine  —  soweit  wir  sehen  können,  neue  —  Seite  abzugewinnen. 
Wir  haben  also  jetzt  ein  doppeltes  System: 

Sg  =  5,  +  />„  J),  =  aS,  +  I>„ 

S„  =  5,  _ , -f  D,  _  1 ;  i)„  =  a  S„  _  1  +  J)„  _  , . 

Der  Zusammenhang  dieser  trinomischen  rekurrenten  Gleichungen  mit 
der  Gleichung  von  Pell  ist  leicht  ersichtlich;  man  hat  nämlich 

d2=«'ä^-,+ 2aS„_, /),_,  +  d!;_i, 
somit 

1)1  _  aSl  =  (1  -  a)  (J)*_,  -  aSÜ_i), 
und  durch  unausgesetzt«  Wiederholung  des  nämlichen  Verfahrens 

d;  _  „^  =  (1  -  fl)"  (nl  —  a^)  . 


wohnlichen  durchdachten  UntersacbuDgen  unterzogen  hat,  pflichtet  ihm  in  dieser 
Ansicht  bei:  „Cea  calculs",  sagt  er  263),  „qaoique  fastidieux,  ne  sont  pas  ex- 
orbitaot«  .  .  .  M'^tant  propos^,  ä  cette  occasion,  de  traiter  l'^oation 

t»  —  2  .  3  .  7  .  1 1  -  29  .  353  u*  =  1 , 

je  suia  arrivö  ä  une  pöriode  de  68  termes,  et  j'ai  admis  que  le  calcul  de  cea  ter- 
mea  n'eiH  et^  qn'un  Jen  ponr  Archimede."  Natürlich  denkt  Tannery  eicht  an  die 
direkte  Rechnung  Amthor'a,  sondern  an  einen  dem  raachen  Aofsteigen  des  „Are- 
narina"  ähnlichen  Entwickelungagang,  allein  auch  bei  dieser  EinBchrÄnkung  können 
wir  der  frohen  Botschaft  keinen  rechten  Glauben  entgegenbringen.  Derartige 
Kechnnngen  scheinen  uns ,  man  mag  sie  auflassen ,  wie  mau  will ,  für  das 
Alterthnm  und  deaaen  höchstbegabte  Vertreter  nun  einmal  transacendent  zu  sein. 


r 
1 
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JQHBtt  ist  also  <ä&a  aUgnoeüste  9nm  der  PelVechen  Gleichung, 

^^^^^^^^    «■  —  «!(*  -=»  Gonst, 

'wreichi  ^^^^^^^^ 

Wir  k{>iuieu  dafUr  a.acli  folgendB  Qestalt  hersteUen: 

s!       ^      sT         . 

inAem  wir  Z)^  ^=  S,  ^  1  eeizen ;    in   dieBOT  Gest^  l>Wm^  ^    OlmAiiDft 
da  mit  wa«liBeiidem  n  der  Bmoh  rechts  gegOL  ITvll  ■^^■"i"**   iu8  g^  «ä 

kKäheniagKwierth  von  )/a  ist,  und  ztrar  in  dem  Knae,  flaM  der  wahre 
Wi]rzelwertb  gtclä  zwiechoa  zMtei  unmittelbar  anf  einander  folgenden.  Hlhe- 
ning&brUüheD   HJjiiyeachlosBeTi  bleibt. 

I  Für  B  =  2,  Dfl  5=  S^  =  1  erhalten  wir  iu  der  That  die  uus  aas 
Themas  maäumatiuhein  Ouunnlar  m  Plabm  bereits  b^ikaaiiteb  Nftbemngi^ 

wetthe  ftr  >^,  alnlidi 

"SC"^  1  '  ^  ""  «  '  jSi  ■"  6  »  iS,  ■"  IS»   S,  ^  29  •    &„  "  70'   Sa  ^  169"* 

Für  a^S,  2>,  '•S,  iS^^a^l  geatahen  äch  die  NSbenmi^werthe  von 
1^8,  wifr  folgt: 

Äs  ""  *»  '   S,  ■"  HS  ~"  56 '   S,  ^  1224  ""  168  "  "  ' 

Wir  sehen  hier  die  NKherongswerthe  des  Ärchimedes  wieder  erscheinen, 
aber  freilich  —  und  diess  ist  der  uns  bereits  bekannte,  fast  alle  systema- 
tischen*) Methoden  treffende  —  Einwand,  nicht  in  der  Aufeinanderfolge, 
wie  sie  ons  bei  dem  Antor  selbst  begegnet  sind.  Freilich  aber  war  auch 
nicht  Dfj  =  1  genommen  worden. 

Da  macht  nun  Heilennann  265)  den  geistvollen  Vorschlag,  nicht  fttr 
y  a  selbst,  sondern  fUr  ein  gewisses  b  y~ä  die  obige  Bestimmung  durchzu- 
führen und  den  CotFfficienten  &  den  jeweiligen  Umständen  entsprechend  zu 

wählen.     Setzt  man  z.  B.  Z>p  =  fif,,  =  1,  a  =  rr,  ^~ä  ^  -r  r^»   so  wird 


62 


62 


26 


102 


«.=2,Z,.  =  5|,/5»|^-^,^»f,i,^ 


62     ,     27 


26 


26 


54  +  62 
26 


*)  Zur  Zeit  konnten  wir  atrenge  genommen  nur  einer  einngen  Methode,  der 
zweiten  BuEen^iger'a  —  nicht  aber  den  auf  gleicher  Grundlage  beruhenden  Me- 
thoden von  Oppermann  und  Alexejeff  —  nachrühmen,  dass  sie  ohne  Zwang  gerade 
zn  den  archimedischen  Quadratwurzeln  fShre. 
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106        ,         3   ,/-         106      26  53  ■.-,/!,         6  ■  63         265  . 

=  ^.   also  -r  K3  =  ^  •  ?7S  =  ST'    somit    y 3  =  ^--=,  =  —   n.    s.    f. 


Allgemein   führt    Heilermaim  diese   Idee   in    der  Art   durch,    dass   $r 
6  y  a  =  y&*  -f-  c,  a  =  — ^1^  setzt ,  wo 

ft'  +  c       (fr  +  1)' 

a  —  1   also  als  eine  kleine  positive  Grösse  angenommen  werden  darf.   Wir 
gewinnen  so  folgende  Bestimmungsgleichungen  für  S  und  B'. 


5,  =  2,  />!  =  2  + 


c 


5^=4+-^,    J),  =  4+^. 


3c 
6' 


Freilich  führt,  wie  ausnahmslos  alle  uns  bekannt  gewordenen  Me- 
tboden,  bei  ^349450  auch  dieses  Auskuuftsmittel  keine  befriedigende  Lö- 
sung herbei,    indem   statt  des   archimedischen   591-^  nur  591 -^r   erhalten 

O  i 

wird;   ebenso   wird  ^137394  —  >  1172—  und  nicht,  wie   die   eigentliche 

Vorlage  will,  >  1172—  gefunden.     Allerdings  ist  in  diesen  beiden  Fällen 
vollständige  Uebereinstimmung  dadurch  zu  erzielen,  dass  man  statt 

6D,  ,        26c      ,  6c 

"^  ~  ''  "*"  46* +  c  —  *'  +  26*"+!^ 


den  etwas  kleineren  Werth 


*^2        ,     ,  6c 


&'«  "    '    26»  +  2c 

setzt.     Dann  ergeben  sich,  wie  gewünscht,  die  angenäherten  Werthe  591— 

o 

und    1172—,  dagegen  gelingt  es  auch  so  nicht,  das  archimedische 

o 


V 


5472132^  ~  2339^ 


zu   finden,  indem  vielmehr  2339—  herauskommt. 

Es  ist  nun  freilich  hervorzuheben,  dass,  so  hübsch  diese  Einkleidung 
aiich  ist,  thatsächlich  eben  doch  nur  auf  die  uns  wohlbekannte  Entwicke- 
lung  der  Quadratwurzel  in  einen  eingliedrig- periodischen  Kettenbruch  Bezug 
genommen  ward.     Denn,  wie  Heilermann  selbst  bemerkt,  ist 


—    yö    — 

-^  =  '  +  ^  +  Ä' 
Er  erinnert  daran,    dass  arabische  Mathematiker   (Kap.  I,  §.  15),  je 
nachdem  c  ^b  oder  c  >  &  war,  die  verschiedenen  Formeln 

y'ö«  +-,  _  6  +  ^  and  y^+^  ^  &  +  -|;+ \- 

zur  Anwendung  brachten,  und  macht  darauf  aufmerksam,  dass,  sowie  man 
sich  nur  von  der  Relation    . 

Gebrauch  zu  machen  gestattet,  die  zweite  Formel  der  Araber  leicht  direkt 
zu  erhalten  ist.     Man  setzt  zu  dem  Ende 

und  bekommt  dann   als    zweite  Annäherung   jener    negativen   Kettenbruch- 
entwickelung 

Aus  all  diesen  Üeberlegungen  zieht  Heilermann  den  Schluss,  dass  den 
Alten  ein  unserem  modernen  Kettenbnich-Algorithmus  entsprechendes  Kech- 
nungsverfahren  unmöglich  verborgen  geblieben  sein  könne.  Zum  weiteren 
Belege  ftlhrt  er  ein  paar  interessante  eleraentargeometris(;he  Betrachtungen 
durch.  Aus  dem  gleichsclienkIi<r-rRi:rhtwinkligen  Dreieck  AliC  (Fig.  12  ii), 
dessen  Hypotenuse  Ali  ist,  ergiebt  sich  zunächst  nach  dem  pjthagoräi sehen 
Lehrsätze 

und  dieser  identischen  Gleicbimg  liisst  sii^li  nachstehende   Form   ertlieilen: 
2  AB  .BÖ  —  -2Ä<f  ■\-  AH-  ~2AB  ■  BC  -{-  BC'  =  BC'\ 


2BC  {AB  —  BC)  -f  {AB  —  BCf  =  B(:\ 

Da  aber  AB  =  BC  .  ]/2   ist,  so  haben  wir,   wenn  noch  B(^  =  1    ge- 
setzt wird, 


l''ig,    12  b  stelle  ein  rechtwinkliges  Dreieck   vor,  in  welchem 

AJi''  —  ^BC'  =  0 
ist.     Hieftlr  denke  man  sich  geschrieben: 
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aW  -  ^^  'Bg'  =  {AB  -  l  BC)  {AB  +  A  BC)  =  |  'BC\ 

AB-^BC=       ^  ® 


^  ABJr  \'  BC      '  ^~  BC-\-{AB-^BG) 

Wird    wieder    AB  =  BC .  Vs,     BC  =  1    gesetzt,     so    haben    wir 
numnebr 

6      ,     T 


V~S  =  T  + 


8      '  2_ 

10    ,     9 
a      I 


3     '     10 

8  "*"■" 

Und  dieser  Kettenbruch  führt  allerdings  sehr  raach  zu  den  arcbime- 
diBchen  Zahlen;  es  ist  ^  =  y,  ^  =  -  ,  ^  =  —  •  •  - 

Wollte  man,  mit  Verlassung  des  schönen  geometriBchen  Bildes,  dessen 
sich  Heilermann  bedient,  die  letzterwähnte  Kettenbruchentwickelung  rein 
algebraisch  darstellen,  so  wtlrde  so  zu  verfahren  sein.  Man  suche,  um  yÄ 
durch  einen  rasch  convergirenden  eingliedrig-periodischen  Eettenbruch  aus- 
zudrücken, jene  Quadratzahl  m,  welche  durch  die  Ungleichung 

m"  <  ^'  <  (»»  +  1)=* 
'bestimmt  ist,  und  setze  alsdann 

Unter  diesen  Umständen  liefert  die  gewöhnliche  Entwickelung 
1/I  =  ?  + 


A^  A»  —  m* 


2m  A' 

A    "^  A'  —  m* 

2m 


+ 


"^  2m    , 

A   "*"■■ 
Beide    HeUermann'sche   Kettenbrüche    entspringen    dieser    allgemeinen 
Regel.     Für  A  ^  2  ist  m  =  2 ,  somit 

Abh,  MUT  Gesch.  dor  Matham.     IV.  \ 


wie  oben.     Für  A  =^  A  da^pen  ist  m  ^  .'i .  A'  =^  ^,  A^  —  nt' 


'2  aad 


K3-A  + 


10 


+ 


Ks  ist  vielleicht  niclit  ohne  lateress«,  die  anfickeinend  ganx  geom»- 
trisehen  Betracbtuii},'«»,  welche  zunacbei  JL-dem  eiiuelaon  Falle  indtviduetl 
angepasst  bind,  auf  ihrv  ^lueinä&uie  algolii-aisobe  Quelle  zmQckgef&lirt  xa 
sehen,  schon  der  nnchfotgonden  rflckschati enden  Schlösse  halber.  — 

Kin  Gesammtttrtht-il  Über  die  verachiedunen  in  lleUermann'i?  Aufsatx 
znsanunengeddinurten  Einzelmethodän  lltsst  sich  unj^leic-h  weniger  loicfat 
^leu,  als  über  alle  früheren  Veranche  —  diejeni)?en  Paul  Tannory's  alldn 
aiiti^QUommen.  Man  Badet  in  der  erüiti^enannten  Abhandlung  eine  walir» 
Militärkarte  »charfsinDt^r  Be)iierkung<;n  und  tJeganler  Dutronuuu^'eQ  vor. 
Alltiiii  da  in  letzter  Instanz  Alles  doch  wieder  auf  eine,  wenn  auch  noch 
Bo  ^wandt  dureh  ;;i*r)niolriHche  Kinkloidanj^  vorlttlllle  K(!t1«nbnichmetfaoile 
binaiiälSiifl,  und  da  wir  ungoüichtä  dvr  grossen  tSchwerfäUigkeit,  welche 
wenigstens  zur  archimedischen  Zeit  noch  in  der  Brucbbezeichming  obwaltete, 
den  (in«L-hen  eine  nhne  Benutzung  des  Bnichatnchee  kanm  erklärliche 
ßcchming&weise  nictit  zutrauen  kljnnen,  so  scheint  uns  auch  die  Jlutlnr- 
iiiaun'scho  Methode  den  freilich  sehr  hoch  zu  simimondon  Anforderungtin 
nicht  ganz  zu  gonllgen,  welche  man  an  eine  Tollkotntnen  belWedlgemle  ßr- 
kltlniDg  der  archiuicdischen  Quadratwurzeln  stellen  tnuas. 

§.  16.  Die  IluUscfi'scbc  lieihc  für  dif  Näha^'ui/sirwlhe  ton  yb.  Eine 
ganz  vereinzelte  und  eigenartige  Stellung  kommt,  wie  in  Kap.  I,  §.  IG 
nachgewiesen  ward,  jenen  NsherungsweTlhcn  der  Qtiadratwurxel  nni  ninT 
xn,  ron  wiilehun  nn»  koin  »inziges  Schriflwc-rk  des  Alterthuuiit  —  Miwntt 
ivir  wenigHtun»  im  AugonbÜck  zu  Obcrtieben  vomiJigen  —  berichlrl,  <lir 
aber  doch  »ach  den  Untersuchungen  von  UulUch  an  den  MaassTerhilltnimen 
anlJker  Moniimeiitalbttiilen  nnxweideutig  zu  Tage  treten.  Durch  eint*  [Ceibo 
sehr  benchtenswcrthnr  Sdilüsse  ist  der  genannte  Ijelebrlc  auf  dii?  Zahlenreihe 

...  iMi,  5C,  34,  21,   13.  ft,  5,  S,  2,  ~,  |,  y  ••■ 

gekommen,  von  welcher  liereiifi  an  jenem  früheren  ürte  l>emcrkt  ward^  aic 
venutbe  eine  augonßlUge  Aehnlicbkcit  mit  einec  anderen,  in  der  neuor«n 
AnaljAiri  tu  ein<?r  gewiiuten  itedeutimg  gelangten  Keihe.  Dlete  leixt*^i'e  winl 
wohl  aui  Kinfai:hüteit  i>rhalten,  wi-nn  man  dun  Mi^jnr  t  oiner  nai:li  der  srnrün 
divins  getheilten  Strecke  vun  Rinlieittilttngi'  in  runrn  KpUiinbrunh  imlwinkelt. 
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Aus  der  Proportion 


folgt  zunächst 


im'd  hieraus  wieder 


1  :  aj  ^  a; :  (l  —  sc) 


Bestimmt  man  die  Näherungswerthe   dieses   einfachsten   aller  Ketten- 
brUche,  so  erhült  man 
P,  _  1     P,  _.  1     Ps  _  2    P,^3    Ps  ^  6    -P„  ^  8     ^  ^  IS    J^  _  21 

Man  bemerkt,  dass  —  blos  die  ganzzahligen  Terme  der  Beihe  von 
Hiiltsch  in  Betracht  gezogen  —  die  meisten  völlig  mit  den  N&herungs- 
ztiblem  resp.  Nüherungsnennem  unseres  Kettenbruches  übereinstimmen;  in 
allen  drei  Keihen  herrscht  eben  das  durch  die  Beknrsionsgleichungen 

ausgedrückte  Gesetz.  Nur  an  einer  einzigen  Stelle  nehmen  wir  eine  Unter- 
brechung dieser  Gesetzmilssigkeit  wahr.  Die  beiden  ersten  Glieder  der 
Hultsch'scben  Reihe  sind  90  und  56,  während  wir  unserer  Regel  zufolge 
H9  iirfd  55  erwarten  sollten,  allein  erstens  ist  diese  Abweichung  eine  so 
geringe,  dass  sie  praktisch  überhaupt  nicht  in's  Gewicht  fallen  konnte,  und 
zweitens  dind  für  diese  Unregelmässigkeit  auch  Gründe  angeführt  worden, 
wie  ii.  a.  0.  nachzulesen  ist. 

Wir  erinnern  uns,  dass  nach  Hultsch  ein  Reihenglied  aus  dem  un- 
mittelbar vorhergehenden  immer  dadurch   abgeleitet  wurde,   dass  man  mit 

''2  21  1    /38  \  38 

"     oder  mit       =  „-  (   -  —  ij  multiplicirte.  bedeutete  den  griechischen 

Architekten  einen  besonders  praktischen  Näheningswerth  von  ys.  Stellt 
man  denselben  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  der  Kettenbruchentwickelung 
lier,  so  tritt  er  sammt  all'  seinen  Geführten  in  eine  nahe  Beziehung  zu 
den  obigen  Nüherungswerthen  für  r,  wie  erwartet  werden  musste.    Man  hat 

lind  denkt  man  sieb  nun  die  Niiheningswerthe   dieses  Kettenbruches  durch 

Akute   von  den   früheren  unterscheiden,  so  ergiebt  sich 

■'"i  2      ^'ä  _    9      ^ä  _  38     ^I  _  161       ^  _  682     -P«  2889 

'('i  ^    1  '    Vi  ~   *  '    ^3  ~  11 '    Q'i         ^'^    '   V5  ~  a06 '  f^r,  1292 

7* 


-    lon   - 


"Warden  faterana  in  «in«  sofort  nflher  in  bewicliüeoilvti  Weise  neae 
Brfidia  bergoleit«!,  welolie  xam  Unterschiede  eiaeo  zweirafliea  Akut  fQbren 
sollen,  so  bekommt  man 

und  es  entiteheD  nachfolgend«  Gleichheiten: 


n  ^; 


^u        i^' 


•tt— 1 


Die  mit  zwei  Strichen  bezeichneten  NSherangswerihe  IxäsitKen  mithin 
•ine  bei  woitem  raschere  Convergmu.  Wollen  wir  die  Beziehtingen  swificlien 
beiden  in  einem  kurzen  Satse  nuammenfassen,  so  kdnuen  wir  mit  Bexug 
auf  das  in  §.  13  dieses  Ki^iiteU  er6rt«rte  Kmutvrort  sagen: 

Die  aas  der  Kettenbruchentwiclcelung  von  yä  enUpringendon  Nübeitin^- 
werthe  besitzen,  wenn  sie  naub  Abzug  der  Kiaheil   durch  2  dividirt  n-erdj 
zu  den  direkt  aus  der  Kettenbnichontwickelung  von 


herror^gehenden  NSfaeningswertheD  eine  n  —  (3n  —  l}racbe  Acijuivalanz. 

Mit  diesen  Ansftlhmngen  dürfte  die  Stellung  der  von  HulLsub  ans 
archBologisch  -  mathemftti&chen  Oründen  in  die  Wissenschaft  ein^«fllhrtea 
Z&hlwertbe  zu  den  bekannten  Kettenbrnchentwickelongea  hinlUngUeh  fiurt 
sein.  Damit  jedoch,  daas  letzU^e  den  einfachsten  und  ktimsten  Weg  n 
diesem  Zwecke  darbieten,  soll  durchaus  noch  nicht  gesagt  sein,  daas  der- 
selbe von  den  alten  Griechen  vrirklicb  eingeecbbigon  worden  sei.  Es  w&re 
ein  Bolcher  Schluss  am  so  unliistorisober,  aU  wir  ganz  genau  wi&sen ,  doss 
ein  mittelalterlicher  Gelehrter,  dem  die  Kettenbrdche  ebenso  ferne  lagen, 
wie  den  hellenischen  Baomeistem,  die  hier  in  Frage  kommende  Reöhci 
1.  1,  2,  3,  5,  8,  13  .  .  .  mit  äusserst  beschrttnkten  and  einfachen  IlUlfsniitt 
einer  sehr  genauen  Untersacbung  unterzogen  bat.  Es  ist  das  Verc 
von  K.  Lucas,  diese  rekurrente  Reihe  einfachster  Katur,  die  gewShnliebl 
den  Namen  LamiVs  fUbrt,  u.  a.  früher  bereit«  auch  von  Albert  Girarrl  be- 
trachtet worden  ist,  bei  Leonardo  Fibona<wi  nachgewiesen  zu  haben  366). 
Lncaa  zeigt  dort  267)  auch,  dass  und  wie  «ich  ohne  jede  Zuhalfenofame 
der  KettenbrUcbe  eine  Theorio  dieser  Reibe  algebraisch  auf  die  Relatioaea 

«.-«.-.  +  u.-..  /5  -.4.  =  (yipy  +  (L=py 

betn^nden  lllsit 
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Kapitel  Ul. 

Ableitung  der  antiken  Quadratwurzeln  durch  Entwlokelnug 
in  Bmohrelhen. 

§.  1.  Die  ällifvmeine  KniwickelnngsnicOtode  von  E.  Lucas.  Eine  solche 
Methode  ist  gegeben  durch  jene  Funktionen  U  und  V  von  Eduard  Lucas, 
welche  man  mit  Grund  alu  die  erzeugenden  Funktionen  der  goniometrischen 
GröBsen  cyklischer  wie  hyperbolischer  Zugehörigkeit  bezeichnen  könnte.  Um 
sie  zu  erhalten,  setze  man  für  die  quadratische  Gleichung  a;*  —  Px  +  Q  268) 

J>=  a-\-b,  Q==ab 
und  sodann 

^^"=-1-^^    F.  =  «-  +  &-. 

Dann  gilt,  zunächst  als  identische  Gleichung,  die  folgende  269): 

Faset  man  zusammen  und  erinnert  eich  der  obigen  Bedeutung  von  Q, 
»o  kaun  mau  auch  schreiben: 


t^n  +  i             ^'. 

Q 

Q' 

Q' 

Q"-' 

^n                 t^l 

V,V, 

u,v. 

u,v. 

U.-iUn 

Diese  Reihe  lässt  sich,  wie  folgt  (a.  a.  0.),  verallgemeinern: 

^.      ^        '  \y.yr  ^  Vr  y..  ^    ^  ^m-^r yJ 

A  bedeutet  hier  die  Diskriminante  (1*  ~  4^)  der  Fundamental- 
gleichung. Und  noch  allgemeiner  ist  die  aus  der  vorstehenden  abgeleitete 
KeiLenentwickelung; 


'n  +  kr  N  ^^r^»  +  r  *^»  +  r^n+ir  '  n  +  tr^  a  +  ^r 

y»  +  (i  — l)r  ^ii  +  t»-'' 


^ 


J02    —     1 


1 


In  dJen  .  aJleq  isi  mit  dietrea  Fonnela  dia  l^mteUtmg  irrmticmaisr 
Grtflscn  dcir^b  —  endliche  ixier  tmeQdlich  forttaufonde  —  Bru^treUieD  toU- 
sogeo,  utid  gelingt  es  dAbaL,  Q  ^  1  xa  erh&lteu,  so  lut  man  jäu  Fom 
der  Einheit^^^rOclie    oder   aucli   ^gStammbrüchci''    gewonnen^    «relcJie    vir    vcn 

den    Alten ,    vklleicht    der    ägy|jtiitlien    Tmditi«   folgagdj mjt_ ygrij^w 

sngewpodet  §aben« 

Wir  wollen  den  einfacheren  Thcil  dieses  VdrfifcbxoBB  durali  ^ääägp  Boi- 
^ielo  ermutera.     Für  P  =  l,  ^*  =  —  1,  A  =  fi,  haben  wir  970) 


1  -f  j.  5 


> 


/6 


(i  +  T^  +  d-j^)" 
■    1" 

Oehen  wir  dAim  g^eidi  cor  nnendlidMn  Beifae  flW,  ao  ist   rnaiTlirt 


nni 


D.+  i        1     (l  +  /6)»+^-(t-Vl^+' 


ÜL 


■— oo 


•  —  CO 


t  ^+»^»-(rT-^n^-^    I 


+/« 


«»ao 


-(^" 


Bechnet  man  die  einxelnen  U  jetst  wiiklidi  ans,  so  findet  man 

t+/6^.    ,      1  1^      ,    J^ L_L._1 LI_L 

8  ~1-1  LS^a-S         S.ö'ft.S         SIS""'** 

Uon  erblickt  in  den  Nennern  dieser  Bruchreihe  wieder  genau  dieselben 
ganzen  Zahlen  in  der  nämlichen  Reihenfolge  wiederkehrend,  wie  wir  sie  im 
letzten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  als  die  Reihe  von  Fibonacci- 
Lamü  bildend  kennen  gelernt  haben. 

Es  sei  femer  P  =  2,  ^  =  —  1,  a+fc=2,  at  =  —  1,  a=l+  )/2, 
6  =  1-/2, 


U^  =  L+X'-'  -.  1  +  J^  =  1    U  ^  1+2^2  +  2-  1  +2V2^  2 


lim 


2]/ 2 

Dann  hat  man 
U 


2  V2 


=  2, 


t^3  =  5,    f/i  =  12 


=  1+1/2=   "-+'     -      '      +   -*--    --A_     ,     ... 
'  -r  r  ■=•  1    ~  1  .  2         2  ■  5  ^  5  .  12  12  ■  29    T^ 


•  =  oo 


Daraus  ergeben  sich,  wie  man  sieht,  die  uns  bekannten  Nitherungswerthe 

247 

i9i  '  '  ' 


y2^i,V2~l,V2^l,V2    "  -■    =" 


~;:.v^ 
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In  einem  dritten  Falle  sei  P  =  4,  ^  =  1,  a  -\~  b  =  i,  ab  =  l, 
fl  =  2  +  ys,  6  =  2  —  ]/3.  Man  berechnet  17,  =  1,  U^  =  4,  U^  =  15, 
1/^  =  56  und 

»  =  00 

Somit  sind  die  Nüherungswerthe  folgende: 

i/o        L.   i/ö         7      ,/.,         /104         26\     ,/_        /  1455  97\ 

>/3  ^  2,  ]/3  ^  ^,  y  3  ~  (  g^-  =  j^).  ]/3  -^  (j^-^-g  =  -gj  .  -  - 

Vergleicht  man  diet^elben  mit  den  aus  der  Kettenbruuhentwickehmg 


y3=i- 

hervorgehenden 

P,           1      7',          2      P3 

6      P,          7      P,         19     P« 

3'  Ä      4-  g,  "11'  i?« 

P«         97 

26   p,      n 

~  15'   V,  ~  41 

80  leuchtet  ein: 

Der  NäheriiDgsprocess  des  eingliedrig -periodischen  Kettenbi'uches  hat 
zu  dem  Niihemngsprocess  von  E.  Lucas  eine   1 — 2  fache  Äeqnivalenz. 

Wir  citiren  nachstehend  noch  eine  auf  die  geschichtliche  Bedeutung 
dieser  Methode  bezügliche  Bemerkung  ihres  Urhebers  271):  „On  peut  ainsi 
düvelopi)er  la  racine  carree  d'un  nombre  entier  en  söries  de  fractions  ayant 
poiir  numerateiirs  l'unite;  cetait  im  usage  familiaire  aux  savants  de  la 
Grütze  et  de  l'Egypte;  ainsi,  par  exemple,  cette  valeur  approximative 

Vi  =  A  .  1  .  , 
^^      3  ^  10^  ^' 

ra|)portOe  par  Columelle*),  au  chapitre  V  de  son  ouvrage  „De  re  rustica"; 
ainsi  celle-ci 


V'  =  '  +  l+^i~ü-u  +  '' 


*)  Wir  mÜB&cn  jedoch  bcmcrfaen,  dass  es  uqb  nicht  gelungen  ist,  aus  einer 
dur  von  Lucas  aufgeatellten  Bruchreihen  gerade  die  hier  in  Rede  utehendc  Form 
dcB  NäherunguwcrtfaeB  von  Y  3  herauezuziehon,  ao  leicl^t  ea  andererseits  ist,   den 

Werth      *  in  der  cbenfalU  heroniachen  Form  (2  —  -7 i-)  m  erhalten. 


md  -7-   nicht    von   aelb^t  evhon  Qtammhiftche,    so    wtirden 
1/, 

Jai>       s  Atig^ypten   (llerkonmieiiän  Musteta   in  StammlirUcbe   auf- 
uan  in  diesem  Biime  *ü@  Eurchimediache  ktationslitai 


^-^|«1  +fy  =  501^+  2  ,591  .  {  -f  ~  =  501^+168  +  g  +  ^y, 


J, 


w 


rtj  =  7  .  591  -f  1  =  4138,  Jj  =  6, 

VA  ^  .,  =  691  +  I  +  - J-,  =  591  +  J^;° . 

Lei  lehrt,  ^     i  Bädii^e,  wa<i  er  ciclit  ausdrücklieb   hairor- 
*  für   erlaubt    eratbtet;    ^^^-^   ist    nicbt 

gffnan  s=  1379.     Gleichwohl  gelingt  ae  auch  anf 

_(^  den  ai'cliimedÜBeLeii  Wertb  ÖOl  -r-  zu  eraieleaj  statt  des 


tivea  Zuwacbae»  hätte  vielmehr  der  Restbetrag  —  erÄcbeinen  sollen. 

Ftlr  die  hei-oniKclien  Xnblen  ficbeint  sich  daß  Badicke'gchfl  Verfahren 
in  raantben  FiLllen  fjanz  vortrofTlich  m  eiupfeblen.  Wir  wollen  <\ms?^  an  einigen 
sehr  gnt  biezu  sioh  eignenden  Beiepielen  nacbweieen  und  wSblen  za  dem 
Ende  aus  P.  Tannery's  Abtheilung  III  die  erste  und  zweite,  sxta  seiner  Ab- 
theilung  VI  die  zweite  Nommer  (vgl.  Kap.  I,  §.   4). 

1)  Für  ]/l35  =  )/l2'^^^  haben  wir 

2  .  12         ,      ,         24  _  ,  ^  1  36 

-^  ^  Ä,   Ä  ^  -^-  =  3,  «.  =  12  -  -  =  -3-. 


2  .30 


70  1 

10>«  =  ?7.  =  7,  «,=  12-- 


21  ~  21 


l  -"'  '         10  ''   "='         "-  3 

Zerlegen  wir  aber  diesen  letzteren  Bruch  in  Stammbrücbe,  so  Bnden  wir 

1/135 
wie  bei  Heron. 


'i  +  i+A+' 


21' 


2)  Für  ]/886  —  ^^  =  j/sO''  —  14  —  ^^  wird 


■*+16 
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I.    Moderne  Methode.     Es  wird  gesetzt 


+  ^,-± 


a  -\-  {  -^  10 


II.     Methode  der  griccJtischen  Astronomen.     Es  wird  gesetzt 

y  + 


VÄ^E  iV-A)  +  "^  +  l  +  l,  +  —  ÄV-A)  +  e^  ^  ™ 


III.     Wahrscheinliche  Methode  des  Heron.     Es  wird  gesetzt 


.  +  '  + 


Die  beiden  ersten  Methoden  haben  das  Gemeinsame,  dass  die  ein- 
zelnen Theilnenner  durchweg  einander  gleicb,  die  TheilzShler  dagegen  an 
gar  kein  Gesetz  gebunden  erscheinen;  die  dritte  Methode  im  Gegentheil 
setzt  gar  nichts  bezüglich  der  Theilnenner  fest,  will  dagegen  den  Theil- 
zahlern  ausnahmslos  den  Werth  +  1  beigelegt  wissen.  Im  Uebrigen  geht 
Radicke  von  der  woblbegrUndeten  Thatsache  aus,  dass  wenn  Ya  in  einer 
der  Pormen 

{a  ===  E  {y  A)  ,  a  =  E  (Ya)  -\-  1)    gegeben  war,  die  ersten  und  zweiten 

Näherungswerthe    resp.    mit    a    und  «,    a  +  s^    und  « —  ^    identificirt 

wurden.  Dass  insbesondere  auch  die  negative  Form  bekannt  war,  ist  uns 
bei  der  Durchsiebt  der  heronischen  Näherungswerthe  (Kap.  I,  §.  4)  zur 
Gewisäheit  geworden. 

Aus  Y^  =  Ya*  -^  h  f^  a  •\-  -.-  ward   zuerst,    mit  Vemachlässigimg 


von^. 


a»  +  6  '^  a«  +  ^,  Ä  ~  -y 


hergeleitet;  man  hatte  Y^  '^  (n,  ^=  a  -{-  -A.     Weiterhin  war 
^  -  ("  +  1/  =  F  ^^^"  -  ""  -  2"*  -  1)  =  F'  ("'^  +  1)  =  «. 

2  a 
und,  wenu  jetzt  ^ '^  "^  genommen  wurde,  die  weitere  Anuitherung 


Bern  GruDile  mölcbt^u  wir  nicht  zu   behaopteti  wagen,  du 

v«L       Jickü  sei  wirklich  und  iius9uliIie5«Uoii   dtejemge  des  Hei'on 

ä^n,  allein  wenn  wir  dieselbe  in  Parallele  stelien  mit  den  weiteren  E!r- 

,  der  nachötea  vtev  Pariigraiihe,    bö    werden  wir  ilocb  aiidi  nicbt 

nen,  ztusuges Lehen,  duss  «ok-ho  Ueberle^jimgen,  wie  sie  jeaer  Ue- 

Gnmde  liegen,   fiU"  den  gneobii^cbeD   üeomcter   wemj^tens    juit- 

länd  gewesen  sein  könnän. 

g.  3.     Die  M>'fIioiic  i'oti  V.  JV*;«?.*)    Diesiülbe  hat  mit  der  vorigen  ib^ 

^emeiösaru,  daös  (^rund*iltzlicb  aiü'  Eutwickehiog  vor  yA  in  eine  Stnmoi^ 
bruclireibc  Ausg^-gimgen  wird;  es  »oll 


k 


1     .     J     ■     t 


'11        'ii        'it 


Im  (jpgensat/e  su  Radicke  wird  jediwh  die  Badin-jnny,  dacs  (/,    in  tf^ 

9a  in  qg  nU  Faktor  enthalten  &vm  soll,   fallen   gelassen   und   an  Stelle 

:«elben  die  netie  Forderung  g-esetät^  A&B&  die  Nenner  i^,  ^  rf,,  <fgi  -  ■  .  otflU 

klcinstmSf^'lichmi  ^^Einzoii  positiven  Zahlen    sein    sollen.      Wir  bekommen 

so  die  QtriidratwHrzelaixsÄieiiiing  ihvom  elyentlichen  Wesim  entsiii-egheod   aU 

DivisionspToblem  dargestellt;   bezeichnen  wir  die  succesdiTen  Divisoren, 

Kealtif  mit  r,,  rvi  fg  .  . .»  die  iugroböri^en  Dividenden  daj^ogen  mit  tl, 

a^,^^f  Bd  ergiebt  äieb  iuie  nacliatehendeS  Schema: 


J 


»■.  =  r,v.-rf,-?^'Sd,  =  d,g,+  25,tf,?„.;,>^^  =  l+i;(^) 

Sd  — 1  '^a  \r,/ 

*)  Aach  diese  Methode  ist  noch  nicht  im  Druck  bekannt  gegeben  worden.  Sie 
rührt  her  von  dem  k,  Lyzealrektor  H.  v.  Pesal  in  Dilliagen,'  dem  gelehrten  Pu- 
blikum durch  seine  Forechungen  über  die  magischen  Quadrate  und  ober  die  mane- 
thonische  Chronologie  wohl  bekannt  i  von  ihrer  Entstehung  und  ntinniefari;;en  Ver- 
üGFentlichung  gilt  ganz  das  Nämliche,  was  oben  von  der  lladicke'scben  Methode 
bemerkt  worden  ist. 
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V.  Pessl  prüft  die  Anwendbarkeit  dieser   sozusagen  verallgemeinerten 
Bruclireibenentwickeliing  an  dem  willkürlich  gewählten  Beispiele 


]/377|  =  ]/l9*+16|-. 
Hier  ist  ri  =  16|-,  ä^  =  38,   ?i  =  1  +  -'!^(^^)  =3,   »'s  =  50 
_  38  -  I  =  ll|,  d,  =  38  .  3  +  2  =  116,  g,  =  1  +  Js(^-^\=10, 
=  __116___-,  d3  =  1160  +  6  =  1166,  g,  =  Ef^~^^—j 


"3  = 

=  3180,  somit  sehr  nahe  richtig 


Des  Weiteren  werden  einige  der  beronischen  Irrationalitäten  vor- 
genommen, und  zwar  in  erster  Linie  auch  wiederum  diejenigen,  mit  welchen 
sich  Radicke  beschäftigt  hat.  Wir  schreiben  einfach  das  jeweilige 
Schema  hin: 

1)  ]/i35  =  ]/!!''  +  n; 

r,  =  14,  d,  =  22,    ?i=l+-E(g)  =  2, 

r,=  U.2-22-|=5|,  t^,  =  46,  g,  =  1  +  ^  (^)  . 

Um  diesen  letzteren  Bruch  zu  umgehen  —  so  meint  v.  Pessl  — 
setzte  Heron 

^T       6         ^  ~  Y  6  6 

46        46  46        ,„         2_     42 

So  bekam  er 

/^-Oi,  +  4  +  Ä  =  ll+T  +  Ä  +  2\) 

2)  ^  1/886  -  ^  =- 1/29» +  45-/^. 

r,  «'45  ~  A^  d,  ==  58,  ?:  =  !+£  /--5L_\  =2, 

f^  =  90  —  -g  -  58  -  i^  =  32  —  y  -  i-,  da  =  58  .  2  +  2  =  118, 


■f 


,-7+l  +  l. 


4  +  1+2-12-    l=a,  ./,  =  12.9  +  2=26.  ^5-=l+£f\*')  = 
HvroQ  Imeht,  jedoch  eclinn  mit  ^  ab  und  bat  aonaulj 

rbaLten. 

N>&hmen   wir   noch  Nummer  1   aus  'i'tiiutci'y'«  AUtLoU'ang   VI   ^Kaj».  I, 
I)  liinxu: 


•ä-3+.  +  «.    ^i.--* 


*•— '+"(»Tr:H'''-)- 


V«  +  !  +  8  +  ;„~2+{  +  - 


Es  ist  hierbei  daran  zu  erinnern,  dass  auch  der  Bruch  -  unter  die 
Statu  mbrllche  gerechnet  ward. 

Als  einer  der  wenigen  ganz  genauen  Werthe ,  die  bei  Heron  vor- 
kommen, sei  noch  1/ 167  +    -     hier  vorgeführt.*)  Das  Verfahren  v.  Pessl's 

ergiebt  hier  den  wahren  Werth  in  sicherer  «nd  verhültnissmässig  schneller 
Annühening.  . 

*)  Von  dieser  Zahl  ist  bei  unserer  AuTzrihlung  und  Besprechung  der  hero- 
nigchen  Quadratwarzeln  nicht  die  Rede  gewesen,  und  zwar,  wie  leicht  einzusehen, 
aus  dem  Grunde,  weil  man  ex  hier  nicht  mit  einer  irrationalen,  sondern  mit  einer 
rationalen  Zahl  zu  thnn  hat.  Diesa  ersieht  sich  theoretisch  schon  aus  dem  Um- 
stände, dass  (s.  o.)  die  Reste  r  von  einer  gewissen  Grenze  ab  Null  werden;  prak- 
tisch zeigt  ea  sich,  indem  man 


—   111    — 

,  =  42  +  A_24-A-|=17  +  4+^,d,  =  2(24+^)+2  =  50+A 


'■3=^^  +  4  +  ä-^0-^-|  =  2-4.3=150+J^  +  4  =  154  +  ;|     . 


r,=  156-l  -154-J^-A=0,  d,=rf^,  g,=  l +Ji;(|'(;-)  =  oo,^=0. 
Man  hat  also,  wie  es  auch  Heron  angiebt,   genau 

V>"+T5ö  =  »2  +  i+J  +  '3  +  4 
gefunden. 

Die  Methode,  von  der  wir  hiermit  Abschied  nehmen,  zeichnet  eich 
durch  strenge  Consequenz  vortheilhaft  aus.  Allein  den  heronischen  Zahlen 
ausnahmslos  zu  genügen,  ist  auch  sie  nicht  im  Stande,  und  so  wird  von 
ihr,  trotzdem  sie  in  ihrer  Art  allen  mathematiBchen  Anforderungen  völlig 
genügt,  doch  in  geschichtlicher  Hinsicht  das  Nämliche  gesagt  werden  müssen, 
wie  über  die  Methode  von  Badtcke. 

tj.  4.  Die  Methode  von  liodct  und  die  ^Adcasuträ's.  In  nahem  ver- 
wandtschaftliehen Verhältniss  zu  den  beiden  vorstehend  besprochenen  Ab- 
leitungweiaen    steht    eine    dritte    Methode,    welche    von    llodet    272)    aus- 


bildet.  Herr  Itadicke  macht  anliUslich  dieses  Zahlwerthea  die  uneeres  EracMens 
recht  anDehmbare  Conjektur:  Heron  habe  ursprünglich  die  Wurzel  blOB  ans  167 
ausziehen  wollen  und  den  additiven  Bmch  nar  nm  denwillen  beigefilgt,  am  eben 
einen  ganz  geoau  stimmenden  Worzelwerth  ta  erhaltea. 


112 

ifeen  zu  dem  Zwecke  anegedaclit  wurde,  dio  in  der  reUgiSsen 

c"""  Inder  (Kfip,  I,  §.  14)  anftreteoden  Naherung&werlhe,  ni- 

y      ),  zu   erklüreD.     Wir   glauben   am   BeBten  sra  thun,    wena 

»  gleich   in   ihrer  allgEHiteiflsteQ  algebmächen   Rinkleidui^ 


P 


^^ 


8  Ton 

setzen  folgeweise 

=  r^-C2[a  +  iJ +  «»).,, 


?,  = 


2«  +  1 


2{«  +  e.> 

f" 


a("+f.  +'. +  0' 


,P        *)  Ehe  -wir  dicae  allgcmdiie  M«thada  n^her  scUilderiif  wollen  -wir  zqvOt  doeli 

nocli  der  Thaleache  gedenken,  dass  daa  eigenlLtimlictie  Znaatsifrljed,  fvelcbe«  1i«i 

^  V  2  in  erätcr  Lioie  den  &cbarfeiD:i  der  tnteriireten  Sißrtiutir»rd&rt,  in  Contör^a  grö^atm 

erke  273)  cißü  sehr  ainfufebc  Deutung  ^&fc]Dd'un  hat.    Ei  wk'd  in  dtin  (^'ülraaülrA'a 

^ 1 

3  "^ 


3.4 


4  .  34 


geaetct    BehUt  man  TorerBt  nur  die  drei  poniiven  Qlieder  bei  und  fiuat  die- 

Belbeo  Kuaammen,  ao  ist 

uod  dieser  Näheruageverth  ist  ans,  Beines  anch  sonst  hänfigeo  Aaftretens  halber, 
nicht  eben  aoffollesd.    Cantor  glaubt  nnn,  wie  auch  Thibant  274),  man  li%be 


©' 


•+ffi+l-'+iii 


ausgerechnet  and  dabei  also  777  zu  viel  bekommen.    Es  masste  demnach  noch  eine 

144 

Kleinigkeit  in  Abzug  gebracht  werden,   and  diese  Grösse  fand  sich,  indem  man, 

1  17 

ein  noch  viel  kleineres  Quadrat  bei  Seite  lassend,  - — -  durch  2 .  —  dividirte.     So 

144  12 

fand  sich 

_1_    ^  1  1 

144  ■  17 


24.17         3.4.34' 

nnd  damit  haben  wir  eben  das  fragliche  Znsateglied  gewonnen.  Wir  gestehen 
offen,  daas  wir,  Rodet's  elegante  Manier  in  allen  Ehren,  dem  Thibant- Cantor 'sehen 
ErklärangaverBach  wegen  Beiner  Natürlichkeit  den  Vorzug  einräumen  mOchten. 


—     U3    — 


(n)      (n  — 1)  .=■-!  Jn] 

r=r~  (2[«  +  -£«.]+  f,)^,,  e  = "-^^ 

Jedes  neue  *  liefert  ims  ein  —  positives  oder  negatives  —  Zusatz- 
glied,  und  wir  baben  sonacb  ein  neues  generelles  Yerfabren  zur  Darstellung 
einer  jeden  quadratischen  Irrationalzahl  durcb  eine  Bruchreibe  erbalten. 

Wenden  wir  dasselbe  auf 

an.    In  diesem  Falle  ist  unser  Berecbnungsschema:  o  =  1,  6=1,  fj  =ti 

..^  2  _  /   r      .n.Uj,         2_33^ 1_ 

*"  9  \   L^  "•"  aJ  "■"  12/  '  12  ^  9  144  "^         144' 

^ J_     o(i    1     ^   ^  1\ 1     .  gl7  1 

*3  144        \    "r   8  "f"  12/  "^         144'      12      '^         8.4.84' 

'■'"  =  -  ii4  +  i^b  +  ?  +  Ä]  -  12^34)  •  r«-^  • 
^*  =  ~- 12» .  34»  •  ^  r  +  3  "^  12  "■  12734/ ' 

,    ,  1       ,        1166  1 

und  da  —  777  + 


e.  ^  — 


144    '     144.84*  12». 34*' 

1  1164  1 


*  12^84»  •  12.34  3.4.84.1164 

Bleibt  man  hierbei  stehen,  so  ist 

'   "  ~3'3.4         8.4.34  3.4  .34.1164 

gefunden;   Rodet  bat  also  gezeigt,   wie   man  den  von  ßaudhaj&na  fUr  y  2 
angegebenen   aufsteigenden  Kettenbruch   beliebig    weit  fortzusetzen  vermag. 
Versuchen   wir  jetzt  den  indischen  Werth   für  y'3  in  ganz  derselben 
Weise  zu  entwickeln.     Wir  haben 


)/3  =  )/l»  +  2,  a=l,fe  =  2,  E. 


r—'i         {^-rs}     3        '^         9  —  9'  '2         9  ■''V*^^  S;'       30       8.6' 
V-^L^  ^  3J  ^  16/     16  ~  9  16     11^' 


2 

Abb.  sof  GeMb.  der  Mathem.     IV. 


Y  o         *  T  8  -Tg    8         a.ft.8«» 

vie  Ton  dem  inilisohen  Autor  angcgelien  ist.     Hildoii  wir  diu  ßinselnen  in 
diesor  Bmcbreilio  HUckenilen  XKlieningewortbo ,  so  orhalten  wir 

Vi-^,  ys^l  /3~(.  +  |+i=t3. 

/3 


/780  4-  690  +  69  —  1 


780 


18M\ 
780/' 


Es  ist  in  der  Thai  eine  Oborraschonde  Erbcheiiiuiig,  gerade  den  riel- 
nmstrittPQcn  an:1üm(]<ii6cb«n  N&berungawerih«  dar  siob  bodeI,  sofem  mau 
nicht  direkt  zum  Kett«nbruche  griff,  so  Ktuaerst  sprOde  zeigte,  io  ganz  ein- 
facber  Vfe'tae  ans  dem  nodet'schen  Ger&cbnaogtrverfaliren  fa«rvorg«hen  cn 
sehen.  Allein  ininierbin  ticheini  uns  doch  die  Frage  üo  gestellt  werden  >d 
mttsseo:  Rann  und  darf  man  der  Auaiclii  Raum  golwn,  dase  Archtmedee 
and  die  ülieren  Inder  einen  uemliuh  vcrwickeltäu  algebraisi^h^m  Algoritbmai! 
gekannt  und  jede  MitUieilung  darüber  HorgRlItig  unterdrückt  ba[>en  t>ollt«n, 
oder  miiKS  man  aus  bistoriscben  UrOnden  eine  derartige  Doterstellung  tud 
Tom  heratn  Terwerfen.  Wer  die  Frage  za  bejahen  gedenkt,  der  mag  nnb 
unter  den  drei  inathematiscb  nahezu  gleich  roiinvoUendeten  Uetfaoden  vun 
Radickß,  T.  PqbbI  und  Kodet  die  ibui  am  ineit^ten  jiafifieiide  auBwAhlen,     Die 

naturgemSfise  Errechaong  von  Y^  «^  -^^  mag  in  den  Augen  Vialer  der 

xulotzt  abgehandelttin  Methode  ein  genrisses  Debergewicht  verleiben;  freilich 
aber  entgeht  sie  andererseiU  auch  nicht  dem  'Einwände,  den  anderen  aiTbi- 

mediadben  Wt-rth  l/S  «-  -rz  nicht  liefern  xn  können.*) 
lös 

§.  6.  Vir  Tudtc  JUcthotk  P.  TanntTf/'s  für  die  »rchiimiiiitcJim  Quadrat- 
mtrirtn.  In  §.  14  des  vorigen  Kapitels  haben  wir  bereit«  in  Erfubning 
gebracht,  das«  I'anl  Tann^ry  es  (tir  roi^glicb  hült.  Archimrjdes  sei  Jtnr  Er- 
mittelung der  ihm  eigenthftrolirhen  Nfthemngswerthe  tob  xwu   guu  rer- 


*)  Rodet  aolbit  wcittt  (a.  a.  0.)  auf  die  innige  Vorinindt«chafl  «einer  Ktheniag»« 
rarlhodu  mit  ilcrjcnifüen  dcH  Newton  hin.  Die  nllmliche  Wiiliruebmung  hatte  Hoincr 
Zeit  auch  KilKtner  gemacht,  ala  L-r  verachiedeue  Kegeln  lui  die  Band  gab,  die  nn- 
bokaiiiitcn  Wurzeln  bOborcr  nnmeriBchor  Qleichimgen  durch  Bnirbreilien  anmK 
drCcken.  „Alle  Methoden",  ro  Ilnasert  er  sich  27fi),  „die  ncbekannU!  Wurzel  eiovr 
bOhercti  (jleicbnng  annilbenid  nnfKolÖsen,  kommen  daraar  hmaiis,  Kr^lnximjten  n 
■Dchen,  iiiid  damit  auf  das  in  Newton'«  Metfaod  of  Flniiona,  liitrod.  {.  19  golehrie 
Verfrthreo." 


' -schiedenen  ßtandpnnkteti  aus  geliwf^t.  Kr  bab«  steni^^^^^ptcrflfc  dtirel 
ein  mehr  empirisclies  Verfabren  einen  brauclibaren  Wm^^rsctmfft  und 
bab«  erst  aacliher,  um  ans  jenem  AnfangsTrerthe  eine  grSseere  Ansahl  mehr 
and  mebr  j^enilberter  LKsimgen  harzitleiten,  den  «ijLröntüch  methodiBchen  Weg 
1>6treteii.  Ycrn  diesem  lebiteren,  der  st^bliesslicli  auf  eine  ganxxablige  Aiif- 
liiSLing  gewisser  Spßclalformäu  der  PeU'iscUen  GleicLuDg  biuauefUbrlo,  baboo 
wir  —  als  Ton  P.  Tannorj's  erster  MeÜiodo  —  bereit«  a.  a.  0.  nttbere 
KennlmiBs  genommen,  und  es  bleibt  uns  demnacU  nnr  öhrig,  jetat  auch  die 
Anfangaprocedur  des  Archimedes,  so  wie  sie  sich  nach  der  ÄuffasBiing  des 
französischen  Foracbora  geetaltet,  kennen  m  lernen  37G).  Indem  wir  oach- 
stehend  die  -  Tanncry 'sehe  Darstellung  nicht  tinerhehlich  abkUr7^n,  hoffen 
wir  auch  zur  Tereinfacbung  derselben  Einiges  beigetragen  »u  bälgen. 
Man  habe  xwoi  Zahtonreiheo 

fht  «11  a>.  na"-«-**i 
&oi  *ii  ^Bi  *»•  *•  &••  •■■ 
von  der  Eescbaffenheit,  dass,  unter  r  eine  gewisse  ConsUute  verstanden, 


sein  soll.  Immer  Kwiachen  a»  und  b.  liegt  eine  gewisse  Orilsae*),  unf 
deren  Werlbbestimiuung  es  ausKchliessHch  ankommt.  Man  soll  nun  ~ 
einerseits  durch  Addition,  andererseits  durch  Würze lausniebung  —  jene 
Grösse  zwischen  n«  nnd  t»„  mehr  imd  mebr  einengen,  tmd  der  AnnSherimgii- 
lirocesg  soll  als  beendet  gelten,  wenn  sich  <^  von  b.  nur  noch  um  eine  ganz 
geriagfllgige  Grösse  nntersolioidet. 

In  dem  fllr  uns  wicliligsten  Falle  ist 

(i„  «  26&,  \  —  806,  c  —  153,  c'  —  23409, 
ß,  =  2ß5  +  300  -=  571 ,  b,  =  I/äTI'  -f  23409 . 

Die  dem  Arcbimed   xweifelliKi  bekannte  Formel  )/a'  -h  ^ '^  f  -\-  »,, 
ergieht 

b,  =071+    ,j^^, 


*)  Dekaontlieh  geht  Archimede«  aof  di«  Re«tinimang  der  Zahl  «  an«;  die  in 
Kap.  t,  |.  8  geschilderten  geomctrisvhen  BetrachlnngoD  Fflhren  anf  die  Ungleichungen 

»n     ^^^     K     ' 
Wenn  also  o,  ^^  b,  >■  ip  gefaodon  iat,  kaAi 

ie  "j        

W 
geMUl  wetdoo. 


1/1575-39  +  1  +  ^. 

]/216  = /Ü»"+2Ö '- (U  +  g-=  U  +  I  +  i)  , 


44 

Y 


1944  —  1986       3^ 

9  '  88 


3  '  88 


8.  11 


33* 


/216 


i*+i+s 


AbtheUut^  IV,     Nicht  ganz  fügen  sich  dieser  Regel  die  Wurzeln 


366 -~ 


"  +  l  +  i  +  i. 


V 

]/356~18  +  |  +  |  +  |, 

und  Tannery  lässt  dieselben  deshalb  bei  seiner  Betrachtung  aus  dem  Spiele. 
Indess  scheint  uns  doch  die  Flinte  durchaus  nicht  in 's  Korn  geworfen  werdea 


—     121     — 

zu   müsEeti.     Wir  halten   uns    zunächst  an   die  zweite   Wurzel   und  führen 
unsere  Methode  strenge  durch.     Man  hat    ' 


82 


V356  =  YlB^  +  32  ~  18  +  i|. 

So 

Hierin  steckt  nun  allerdings  zunächst  der  Stammbruch  „  ,  allein  dessen 

3 

g 

Werth  weicht  doch  von  —  gar  zu    sehr  ab;   viel  näher   kommt   schon  der 

Sil 

Bruch       ^=  ö"  H~  7i  """^  ^^'^  ^*^  somit 


>/356~18  +  |  +  i 


4 

9 

1           366  —  324  —  27          6 
3                   2.76                    2 

4 

■  75  " 

2 

i  +  .L 

8  T  120 

oder,   wenn  bei   so   weit  getriebener  Annäherung  der  Bruch   t^  als    un- 
wesentlich  erachtet  wird, 

>^356~18  +  |  +  {  +  |. 

Aehnlich  bei  der  ersten  Wuräel.     Auch  hier  ist 


V 


356^-18  +  1  +  1 


1  9  73 

366  -J 324  —  27 6 

1  ^18  ^_J_ 18-  16  _      657       _   219 

V  °^  »75  Ib  72  .  75"         1800 ' 

Dass  dieser  letztere  Bruch  mit  -  identificirt  ward,  ist  sicherlich  nicht 

y 

zu  verwundern,  und  man  hat  somit  den  von  Heron  angegebenen  Werth 

/säe-is  +  ^+l  +  j 

gefunden. 

Wir  glauben  durch  Obiges  dargethan  zu  haben,  dass  das  Abtheilung  III 
regelnde  Verfahren  auch  für  Abtheilung  IV  ausreichend  ist. 

Abiheilung  V.  Hierher  zählen  vier  Wurzeln,  welche  Tannery  mit- Aus- 
nahme der  letzten  für  unächt  hält;  es  sind  diese: 

|/5ÖÖÖ~70  +  |+~, 


V 


V2Ö8~U  +  i  +  ^, 


-  tis  - 


voraii^Hfltxi,  im  ITukrigen  alwr  auf  die  Anbnnfrung  ganz  dnfaclier  anJ  di 
liegender  Vcrliusst-Tungen  an  tliuäßn  primüren  KStierungswerUien  «ob  b^ 
aohrfinkt,  schcini  sie  vUlU^*  in  den  Ivroin  der  einem  griechischen  Matlie- 
matiker  mit  Unmd  heizalegendcn  KcchnungskniK^riffe  zu  paamn.  Es  kommt 
hinsn,  da»»  P.  Tannery,  der  sich  nnf  das  Itecbncn  mit  ^«chiscbra  Zahl* 
zeichen  aiudiilcklich  eingeQbt  zu  haben  verhieben,  bei  der  AugfOhrunff  diesu 
WtirzelauKEtehan^n  nach  griechiBchem  Muster  nicht  die  geringsten  Sohwieri^- 
keiten  ^fimden  ku  haben  behauptet.  Wir  ^tauben,  das»  gegen  die  hier 
ekizürta  Methode,  alle  archiaiedit^uhen.  WerÜiu  durch  einfache  eiioeoanrt 
Ännfihening  aueznreclmen,  die  wenigslen  Redenken  sich  erheben  lassen  kOnnen. 

g.  6.  P.  TatwtTif's  kritische  Jhirelmmstcritng  der  beroHigcJtt»  yoJienmffs- 
werlhc.  Ua.s,  wio  wir  uns  Überzeugt  zu  haben  glauben,  allein  richtige  and 
zweckdieaiicbo  Vorlahren,  die  heroniscben  Quadratwurzeln  auf  ihre  Bnt- 
Ktehong  ZQ  prttfon,  ist  von  Taonery  angegeben  worden.  Derselbe  btignOgt 
üich  nicht  damit,  ein  ir^ndwie  geartete«  Schema  der  Ben^hDung-  a  priori 
auf/Jistellen  und  dcmselbon  ahsdunn  die  »u  unlervuchundeu  Zahlen  nach 
Mciglichkeit  anzDposften,  wobei  es,  wie  wir  Babm,  ohne  einzelne  Willktlr- 
liuhkeiten  auch  im  gtinntigsten  Falle  nicht  abgehen  kann,  sondern  er  g«ht 
Ton  der  Aiisi{.-ht  ans,  es  sei  durchaus  nicht  erforderlich,  von  einem  wesent- 
lich auf)!  Praktische  gerichteten  Mathematiker,  wie  Üeron,  Toraugaasetjcen, 
da«B  er  eich  mit  eherner  Coiueqaenx  etets  an  ein  und  dasselbe  Verfahren 
gehalten  habe.  Wir  glaulien  dieKer  Ansicht  voll  und  ganx  Kustimmen  xu 
sollen.  Der  ganxe  Text  der  heruniuchen  Schriften  liefert  unä  die  inannig- 
faltigstan  Belöge  dafür,  da«s  es  deren  Autor  faau(jt£llohliuh  darauf  ankam, 
ra«ch  und  sichor  zu  einem  unuiitielharer  Anwonilung  fShigon  Roeiütat«  su 
gelangen.  So  bat  denn  Tannery,  wie  wir  in  Kap.  I,  §.  4  aahoa,  s&mnit- 
licbe  tjuadratiscbe  IrrationalitSten ,  die  bei  Heron  unsere  Aufmerksamkeit 
erregen,  in  YTI  Abtbeilangen  zerlegt  und  fUr  jede  dieser  Gntppen  ein  eia- 
hoiUicheK  Borechnungs verfahren  nachgewiesen  377).  Die  Rodct'äcba  Meiboda 
kommt  dabei  lu  groeaer  (ieltun^,  freilich  aber  mit  vieltieitigen  Aondoningfeci, 
wie  solche  eben  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  der  griechiitcho  Oeometer  in 
seinem  Interettne  lipgeml  fand,  Wir  geben  im  Polgemlen  eine  eingehende 
Anat^j-se  der  Tarniery'äohun  Sehrift,  ima  jedoch  vurbohaltcnd,  ab  und  zu 
unserer  in  Details  abweichenden  Meinung  ebenfalls  ihr  Rceht  zu  Tbt>il 
werden  zu  lassen. 

Ahthcilunff  l.  Betraffs  der  hierher  gehörigen  Wertha  besteht  zwiachon 
Hllmmtlieheii  Farhuillimern  keinerlei  Meinungsverschiedenheit  darüber,  daas 
dieselben  durch  Anwendung  der  KnberungEformel 
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Endlich  ist 


üi  =  2334  I  +  2339  j  =  4673  |,  fc,  =  |/(4673  4-|)*  + 23409, 

64  =  /4673'  +  4673  +  23409  =  ^4673*  +  28082  ~  4673  +  =^ , 
&^  =  4673  +  3  =  4676. 

Damit  sind  die  beiden  Werthe  a^  und  h^  einander  für  den  von  Archi- 
medeti  veifolgteo  Zweck  nahe  genug  gerliokt.  Gehen  wir  noch  einen  einzigen 
Schritt  weiter,  bo  ist 


ttj  =  4673  2  +  4676  =  9349  |,  65  =•  "|/(9349  +  j)"  +  23409  , 
bj  =  1/9349*+ 327Ö8  ~  (9349  +  f^l  -•  9350  |)  • 

Mit  einer  allen  Anforderungen  genügenden  Oenauigkeit  könnte  mithin 

a,  ~  6,  =  «j  =  9350 
genoraraeu  werden. 

Um  in  der  nämlichen  Art  und  Weise  die  Entstehung  der  archimedischen 
NäheruDgswerthe  zu  erklären,  kann  njan  davon  ausgehen,  dass  zuerst 

gesetzt  ward.     Weiterhin  folgte  durch  Quadrirung 

1-3  +  J    =T  +  3^  =  3.     3-=9,     m=15. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Relation 

26»  -  3.15»=  1 

ermittelt  war,  konnten  die  weiteren  Näherungswerthe  im  Sinne  der  ersten 
Methode  von  P.  Tannery  mit  Hülfe  der  Pell'schen  Gleichung  gefunden 
werden.     Doch  war  es  auch  möglich  (vgl.  den  vorhergehenden  §.) 


V  "•"  3   "^  15  ~^  J    ■"  "*'     16»  "^    iön  —  ^1    «  =  16  .62  "  ~  78t 

1  setzen  und  so 

'  \     ~  3     '     16         780  780  / 


zu  berechnen. 

Diese  Methode  Taunerj's  dürfte  die  richtigen  Fingei'zeige  an  die  Hand 
geben.     Indem  sie  nur  die  Relationen 

b       ,/    «    .    .  .         6 


)/a»  +  &~a  +  ^,    ya'-\-b^a-i- 


2a'     '  '  '    2a+  1 


1/ 


e>5L'~ 


24   -|r 


VoD  beiden  ^Vur^QU  Ut  Taimery  fest  ttberiengt,  d&9S  sie  überhänjit 
niemals  auf  einem  wie  immer  beschalfeiien  dlroktfin  Wege  attögevi'erthet 
worden  eiod.  Wer  sich  die  Müh&  nimmt,  all'  unseie  veracbiedsnen  Methoden 
an  deuseLbon  diirchziiprobüreii,  wird  wolil  nicht  luobin  könDün,  ihm  ld  dieser 
Ansicht  leiiiipflicliten- 

Bo  hriUen  wir  deDn  die  geometrisch«  Gnippe  d'er  heroniecbcn  Quadrat- 
wiErzeln  im  Zusammänbange  iinterBucht.  Indem  wir  imci  einige  Bemerkiibgen 
darüber  fUr  die  SuhlitE^ljatrachttiiig  aiifaiiarea,  wefideb  wir  dem  letsleB 
lUiBerer  äaininÜichen  Üntersiiüliuiigs-Objekle,  der  goniomfitrisuhen  Grupp« 
von  Herou's  Irraticmati täten,  niinmehr  unser  Augenmerk  tu, 

g.  7.  I>ii  Jia-imUchv  TrvjonwiKiric,  Wir  geben  alao  zurück  zu  jenen 
merkwttidig^n  Formeln,  mitteUt  deren  Heron  die  FlSche  I\  (b  =  3,  4  . . .  1 1) 
eineg  regelmässigen  »Eckes  als  Funktion  der  Seite  <i„  auszudrücken  lebrte. 
Wir  gehen  öeinö  Tabelle  an  der  Hand  der  Tanaery'Bcbeik  Dai-sleÜung 
978)  nochmals  durch.  BesBerBr  DeberBicht  halber  haben  wir  die  Formeln 
in  Ktp.   I,  §-   4  tihenfall»  in  vier  ünterabtheilungen  getbeüt- 

AhÜmim^  I.     Efi  soll  sein 


1 
I 


a  I 


F,- 


t.f 


'6  1 


F, 


11 


16 

r\j     -  a 


l» 


aß 


'-"^;  da  ferner  dis 


Für  die  beiden  ersten  Ausdrlloke  galt  otlenb&r  yS 
Gleidih&it 

bestehen  soll,  so  muss  yS  "^    -  genommen  worden  sein.    Beide  NfiheningG- 
werthe  sind  uns  aus  unseren  bisherigen  Untersuchungen  genau  genug  bekannt. 
AbtfiCÜung  II.     Es  soll  sein 

Erstere  Gleichheit  besteht  wirklich;  aus  der  annähernden  Gleichheit 

f  «1-2(1  +]/2)aS 

folgt  y2  f^  ~ .     Von  diesem  NSbeningswerthe  dürfen  wir  aber  das  Gleiche, 
wie  von  jenen  früheren,  behaupten. 
Abtheilung  III.     Es  soll  sein 


in        6    ,     ,  12    „       „  15 


8 

10" 


,-i^ 
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Wäre  dem  so,  so  hätte  man  auch 


-^a>der'^«^~i  J/25  +  lOVöa^    ^a.^^^f  j/ö  +  2 /"ö  a,V 

Hier  musste  also  eine  doppelte  Annäherung  erzielt  werden.  Wahr- 
scheinlich nahm  man  zunächst  yb  ^^  2  nnd  hatte  also  -j  yi5  zu  berechnen. 
Es  ist 

1^  \3/  406  —  400      3   _  J5^  1 

ff    "^  20        °^  9  '  40  ~  3G0         24  ' 

4'*^  ~2~6~96        V~2~6  3/ 

Der  Bruch  ^  war  verworfen  worden.*) 

Ganz  auf  die  nämliche  Art  kann  man  die  Fläcbenformel  ftlr  das  regel- 
mässige Zehneck  herleiten.     Wenn  zuei'st   yh  --"   2  gesetzt  wii-d,  so  ist 

-  l/5~+  2~~2~a'  ~  "  1/9  a*  r^  —  o* 
2  '      ^^  10       2  "        10       2    >ö  • 

Die  zweite  Fönfecksformel  hingegen  scheint  auf  der  ersten  Annäherung 
heiuht  zu  haben.     Unter  dieser  Voraussetzung  ist  nämlich 

wie  Heron  behauptet  hat. 

AbOieüung  IV.     Es  soll  sein 

„         43     8        _  61     8       ,  19     „      „  66     a 

^7^12"''    ^^fl^T"*   oder~-a|,   F^^ya^^. 

Diese  Formeln  sind  berechnet  mit  Hülfe  der  im  „Über  geeponicas" 
vorkommenden,  freilich  sehr  rohen,  Annäherungsformel 

wo  d  den  Durchmesser  des  um  das  nEck  von    der  Seite  a.  beschriebenen 


*}  Auf  cJQe  (a.  a.  0.)  zu  findende  sehr  böbflche  Behandlung,  welche  Tannery 
dem  ZuaammenhaDg  zwischen  der  Seite  einea  regelmäBBigen  FflnfeckeB  und  dem 
Diameter  des  dem  letzteren  umbeschriebenen  Kreises  aogedeihen  lässt,  soll  hier, 
als  mit  unseren  Absichten  nnr  in  oberflftchlicherer  Beziebnng  stehend,  nicht  näher 
eingegangen  werden. 


des  Kettenbrucbes  tut  üeltuoff   kam.     Bei   Indern   und  AraWin   Bind  aooti 
Uereits  3])ureD  der  llleiclinng 

YÄ  ~aH-fc.  10+ c.  10 ^ 

anxatxeffen.     Auch  Intorpolationoo  zwischen  aufeinanderfolgenden  NSfaenin| 
werthen  d1lrft«n  bereiU  im  UittelHlter  vorgenonunon  norden  sein. 

In  wieweit  ein  Le^er  unserer  Arbeit  uns  in  diesen  ans  derselben  g^ 
xogenen  ScUlassen  beiatiiunien  kann,  mOäsen  wir  dahingestellt  «ein  lassen. 
Wir  uiassen  uns  nicht  an,  auf  einem  so  schwierigen  Oubiete  abschliessende 
Leistungen  erzielt  zu  hah«n,  aber  der  Hoffnung  glauben  wir  ans  mit  Be- 
stimmtheit hingeben  za  dUrfen,  dass  fernerhin  Niemand  mehr  in  die  Oi»- 
knttdidn  der  hei  den  alten  Mathematikern  vorkommenden  Qnadratwnrzaln 
wird  eintreten  k^nneQf  ubne  siuh  mit  der  vorstehenden  Bearbeituotf  in  dar 
einen  oder  anderen   Weise  aiueinandergeeetzt  zu  haben. 


Nachschrift, 

Nachdem  der  Druck  vorstehender  Abbaodlong  bereit«  TÜllig  abgc- 
sohluBsen  war,  kam  dem  Verf.  durch  die  freundliche  Venuittelung  de»  Merm 
U.  Cantnr  eine  handsi^hrifUiuhe  Notu  des  Uerm  Oberlehrers  Hunrutb  in 
Hiul<*r)ilet>en  zu,  worin  ein  neuer  und  eigenartiger  Weg  zur  Aufklärung  des 
Über  den  antiken  tjnadratwnrEela  achwehonden  Geheimnissee  Itetreten  wird. 
In  Anhetracbt  der  Snsseren  Umstünde,  unter  welchen  dieses  Postskript  ni 
Stande  kommt,  muss  es  natUrlicb  hei  einer  kurneu  Skiitzining  dea  Gedanken- 
ganges sein  Bewenden  halten.  Herr  Unnrath,  der  —  beilKu&g  bemurlct  — 
strenge  geometriacb  vorgebt  und  auf  diese  geometrische  Ginkleidung  der 
von  ihm  benutzen  Sittze  mit  ft^iuht  (iewicht  legt,  gebt  von  den  Ungleichungen 
«<>  |m-=fl*— 6l>(a  —  0" 

aus  und  Ktiuht  Bodatin   den  Hnich  -      in  der  Art  wieder   zwischen   Qrenxen 
einzuschtieseäD,  dass  «r 

setxL     Nunmehr  beweist  er  die  Kicbtigkeit  der  Relation 

und  gewinnt  durch  Dtmsequente  Durubruhrtmg  des  in  Obigem  angedeul 


Im  ifftTisen  bAben  wir  nnnmebr  omp  vor 

Heron  der  Alexandriner 


»ÖO 


360" 


360" 


cotAng  -— ,  cotang  -  -  ,  cotaug  -    -,  cotoug 


IS 


B«0« 


800° 


'         .  360» 

-,  cotanjf  ^   , 

860' 


cotMg  ---,  coUag  -p,  coUng  -^,  cotang  -^j 


in  Zablen  ant)KU<lrückon  verstand. 


Sclol  ussbeti-ach  t  u  n  g. 

wir  werfen,  naclidem  das  gesammte  MfttoriaL  des  1.  Kapitels  ia  den 
beiden  anderen  Abschnitten  nacli  MUglichkoit  rerarljeitet  worden  ifit,  noch 
einen  knrien  Bllckbliok  auf  den  Crang  unserer  üntersuchtnig.  Unsere 
wesenilicIiBt^n  FCrgebniiiue  glauben  wir  etwa  in  den  fnlgonden  Thetien  sn- 
SBininenfasijea  'iu  können. 

I.    Die  Alten  gingen  bei  der  Berechnung  irrationaler  Quadratwiii-zoln 

darcbgftngig  Ton  der   Relation  Ya*  +  6  **-  fl  +  ö~    ""s   und   brachten   an 

diesem  Näherungswertbe  in  fut  empirisch  :it)i  nennender  Weise  weitere 
Verbesserungen  an.  So  verfulir  Heron  durcbaus,  Arcbimedes  vrcnigittens 
bei  sehr  grossen  Pallien. 

IL  Hatte  man  oine  mehr  oder  mindci'  bofriedigendo  erste  Annfihorung, 
80  gewann  man  methodisch,  durch  Betrachtungen,  wie  wir  aio  gegenwärtig 
bei  der  Aufiüt^iing  der  Pell'schen  Gleichung  iinzustellen  gewohnt  sind,  weitere 
btisaere  KiLhenmgewerthe.  Zeugen  hiefUr  üind  uns  besonders  Archimedes 
anlasslich  säioer  ßereclmiing  von  ]/3  und  Tbeon  Smymaeus. 

-III.     Ein   Ksttenbrnahverfahren,    das   irgendwie    mit   den    bezüglichen 

Algorithmen    der   Xeiuwit    Aehnlichkeit    besttHSe,   oüiitirt«    im    eigonllicfaen 

Alturthum  ebensowonig,  wie  eine  bewusste  AuflCüung  der  Qiiadratwui-zel  in 

einer  Bntchreibe,  einäg  das  blos  den  Astronomen  geläufige  Bcruchnungsflchema 

-1             — » 
YA  ^a  +  b.&O  -fe.60  -\ 

ausgenommen. 

IV.  Dagegen  scheinen  eich  schon  im  frdhen  Mittelalter,  1»oi  Indem, 
Araberu,  JikIod  und  durch  ilünm  Mitwirkung  uiiuh  h«i  den  Abendlttndern, 
din  ersten  drei  und  vier  Küheningewerthn  der  Kutten bmchentwiokolung 


•Cllgalillrgert  tu  haben^  nr 
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le  Probleme  des  boenfs  d'Aicbim^de,  Bull,  des  scienofiB  matb.  et  a&trou.,  (2)  tosi« 
V.  Sep.  Paris  1881.  —  264)  Ueik'imann,  Bcmerkoog^iD  tu  dcu  Irratioualon  N&hening»- 
wfiiibeu  der  arcbimediscben  Qnadratwurzuln ,  Zeitocbr.  f.  Uath.  u.  Pbjra.,  HisL- 
Stor.  AbtbdL,  26.  Band.  5.  121  IT.  —  266)  Ibid.  B.  123.  —  260)  E.  Locma.  Itc- 
clwrche«  ffnr  plasieora  travaux  de  Leonard  de  Pise  et  rar  diveisc«  qneitions  de 
raritbm^tiqu«  supi'rieiire,  BiiU.  di  biblio]?r.  e  di  »loria  delle  scieoze  uiat  e  fii., 
tomo  X.  S.  1111.  —  207)  Ibid.  S  Is&tT.  —  268)  E.  J.ncsu,  Sur  \c*  frtictiooit  aom6- 
Ti()Tiea  rimplirment  piSriodiqne«,  UniKelle»  1878.  S.  2.  —  269)  Ibid.  S.  14  !t  —  äTO) 
Ibid.  8. 4.  —  S'l)  Ibid.  S.  16.  —  272)  Kodet,  Sur  iiie  mt'lbodo  d'approxiniatton  ete., 
S.  OSff.  —  873}  Canlor,  Vorlcntngon,  S.  645.  —  274;<  Thibaut,  S.  Ult  —  376)  Koestlier, 
AnfangsgrOnde  der  Analyst»  L-adlicbvr  GrOHsen,  Oättingcn  1704.  S.  219.  — 
87G)  P.  Tanner)-,  Sur  la  ni^iure  etc.  Ü.  211.  —  27?)  Id-,  L'aritbnii-lique  de«  OfMi 
dan»  H^on    S.  376  ff.  —  278)  Ibid.  S.  386  ff. 
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Verbesserunffeo. 

Seite  87,  il.  11  V.  u.  1.  V'4600.  —  S.  29  i»t  »nr  Kondootc  zu  bemerken,  dsM* 
uaub  lleiberg  (Litviargeseb.  Stadien  über  t'aklid)  Ua^ypodiua   nicht  da«   hier  ge< 
Busle,  «ondorn  ein  anderes  Werk  des  Barlaam  aum  Druck  bef&rdert  bat.  —  S.  7S^ 
Z.  6  T.  0.  fftaU  AJl'FO  I.  Airi-''Ü'.  —  8.  Ö8,  2.  16  o.  ly  v.  o.  l.  £  iy~a).    — 

8.  108,  Z.  14  T.  u.  I.  M  (-'-). 


DER  TRAKTAT  FßANCO'8  VON  LUETTICH: 

„DE  QUADRATUEA  CIRCULI." 


HERAUSGEIGEBEN 


von 


DB.  WINTERBEBO. 


> 


Tn  der  Ausgabe  von  Aug.  Mai:  „ClatMiici  niitofes  e  vaUcanU  codicihiu 
aditi".  Itomii  IfiSl.  wird  imUtr  ilon,  in  der  Zßit  des  Verfalls  der  WiBsen- 
schaften  des  Abondl&odes  hier  und  da  aporadisch  iLuftreienden  Vertretern 
der  cxsct«n  Fttcbor  n.  A,  (cfr.  ITT.  .S46-^34H  ebendas.)  dos  Düminikaner- 
rnüDcbü  Franco  -von  Lutticb  ab  Verfasser  eines  Traktat«  „d^  quadratnra 
circnli**  ErwSbnuog  getfaan,  wovon  ein  Honascript  sich  gegenwUrtig  noch 
In  der  Vaticaniscben  Bibliothek  befindet,  über  dessen  Inhalt  .jedoch  a.  a.  O. 
ntlbere  Angaben  fehlen.  Nur  ftoviel  wird  angedeutet  (cfr.  M.  Cantor,  Ge- 
sohichte  der  Mathematik  I.  S.  649 — 650),  dass  in  jenem  Monuscript  die  Renul- 
lat«  früherer  Autoren  ttbpr  denselben  (regenutand,  u.  A .  Adelbold,  Wazo  als  fehler* 
haft  nachgewiesen  nnd  sodann  eine  neue  Iiösung  des  Problems  gegeben  wird. 
Montticla  erwähnt  in  seiner  Gcüchichte  der  Mathematik  Franco 's  aufTallender- 
woise  nicht,  während  Adelbold  nicht  blos  von  ihm  genannt,  äondorn  aacb 
seinen  ^^'iasenBchafiUchen  Leistungen  nach  characterisirt  wird.  Dagegen 
Qndet  sich  ebenda  eine  Notiz,  worin  C'ampanus  von  Nov&ra  als  Autor  oinoB 
Ti-aklatB  da  quadratura  circuli  erwfihnt  wird,  dessen  Inhalt,  obwohl  der- 
selbe hiernach  einer  viel  späteren  Zeit  entstammen  wtlrde,  doch  kaum 
wesentlich  mehr  Neues  lu  bieten  scheint,  »Ik  der  in  Rede  stehende,  denn 
dertiell;«  wird  a.  a.  0.  mit  den  Worten  characterieirt:  „on  a  enlin  de  liii 
(seil.  Campanns)  nn  traitä  intitul^:  „do  quadratura  circuli"  oö  s'clayant 
du  rapport  donnc  par  Archimi^dc  il  rosout  quelques  proUt^me«  sur  le  cercle. 
II  fant  convenir  »lue  le  l)on  Campanus  se  fourvoye  ici  on  contondant  ce  »jui 
cbez  Archim^de  n'est  qa'nn  rapport  iq>pnK]hä  avac  an  rapport  exact*'  etc. 
Ohne  an  diesem  Ort  auf  eine  nShere  Untersnchung  einzugelien,  ob 
und  Inwiefern  hier  vielleicht  eine  Verwechselung  heider  Autoreu  vor- 
liegt, scheint  es  doch  schon  wegen  der  Bedeutung  des  Gegenstandes  an 
sich,  der  bekanntlich  Jahrhunderte  hindurch  die  hervorragendeten  Oolehrton 
jener  Keil  erfolglos  bosohKftigte,  von  Interesse  den  erwähnten  Traktat 
etwaä  nOhcr  ins  Auge  zu  fassen.  —  Die  davon  in  der  Vaticanischen  Bib- 
liothek enthaltene  Handachritt  gehört  der  &lt«ren  Sammlung  an  nnd  trägt 
die  Nummer  3I3.S.  Sie  ist  auf  Pergament  gefichriel>en ,  im  Allgemeinen 
noch  guL  erhalten,  bis  auf  den  oberen  Rand  verschiedener  Bllttter,  der  in 
Folge  von  Feuchtigkeit  versohimmell,  wodurch  einzelne  Stollen  imloserlich 
geworden  und  gehört  den  Buohstabencharactercn  nach  unzweifelhaft  dem 
zwölften  Jahrhundert  an.  Sie  ist  mit  üwei  andern  Handschriften  aus  der- 
selben Zeit  in  einem  braunen  ttcdereinbunde  enthalten,  welche  ihr  daselbst 
voraageBteUt  sind,  die  erste  „^'omputus  Gerlandi*'  Qberschriöban  ein  niemlich 


fE^nicbes  Wcii,  dm  sich  Ober  ArithiueÜlt,  GcomeuM  ma  A«tfötiääM~ 
ersUeckt.    Diesem   folgt  »odann  eme  lateioiscbe   Deberäetxung   und  KrlUa- 
teruiij;  »OD  Ruklid'a  Werken,  durch  HtMjtius»). 

Diesem  äcbliosst  ütcli  der  2K  FolteD  fssocade  Traktat  Fnuico's  an.  iüe 
Sührifl.  Ut  mit  Aueaaluuo  einxetner  xwoifelhafter  StoUcn  gut  und  teaarlich, 
die  Anfanf^buchstaben  dem  Gobraiicli  damalif^er  Zeit  gemB&s,  sorf^HUtv;  in 
rother  Tinte  and  in  grßsseren  Dimensionen  aas^fDbrt  Die  AbkUntungen 
luaen,  sol'em  sie  auf  gewissen  durchgohends  beobachteten  Prinsijtien  b&- 
rohen  nur  selten  Zweitel.  üinderlicb  iUr  da^  Verstfindniiii!  sind  nur  die,  gerade 
an  den  Interesaantestea  Stellen  oft  eingesch^ibonen  Correctnren  and  Znafttu, 
deren  viele  kaum  zu  entziffern.  Doch  wird  trotz  alledem  d«r  Gedanken- 
gang bienluruh  nirgende»  untvrbi'ocfaen.  DurchgahendK  iüL  dis  Scbnfl  tqq 
dtftseUion  Hand,  ein  Dmstaud,  der  als  Bewein  dafUr  gelten  kann,  dass  dae 
7.  Buch,  welcbeti  auf  den  drei  letzten  Seiton  Qber  uiuaikallsohe  Gegenstände 
handelt,  nicht  etwa  einem  spBteren  Autor,  Tielleiobt  dem  Musiker  Franco 
von  Clibx  angebSron  kann,  was  der  chronologischen  Folge  widersprScbe,  ab- 
gesehen davon,  dasii  das  üebente  Buch  nur  zum  geringsten  Theil  Ober  den 
{ragUcben  (Scgfinfitand  handelt. 

HinBichtlicb  der  Zeichnungen  ßnden  sich  grlissero  Mängel.  Sie  bebndon 
sich  nicht  gesondert  oder  auf  freigelassenen  Rande,  sondern  an  den  be- 
treffenden Stellen  im  Text  yerstrout.  Auffallend  Ij^t  ituvßrdenil  die  yniooe 
l^acbll^Bigkeit  mit  der  die  Figuren  durchweg  dargeatelli,  abgesehen  von 
der  oft  pygmKon haften  Kleinheit,  welche  die  Buchstaben  kaum  orruthcn 
lAsst.  An  keiner  Fignr  »ind  die  dem  Text  entsprechenden  VerfalLltoiase 
beobachtet,  die  richtigen  Lüngenmasse  innegehalten,  wie  sie  zur  leichten 
ITebenüobt  und  Klarheit  des  Ganzen  uothwendig.  Dabei  fehlen  oft  die 
l{ucfai>tal>en  an  den  fraglichen  Puncten,  oder  sind  an  verkelirte  Stellen  g«- 
uetzL  Da  endlich,  wo  eine  correcte  Figur  am  meisten  nothwendig  gewesen 
vSre,  am  Ende  des  sechsten  Buches,  weil  oline  sie  der  Text  umnöglich  zu 
veratehen,  fehlt  sie  auCCallenderweise  ganz,  während  a.  a.  0-  .der  B«tim 
dafUr  frei  gelassen. 

Sieht  man  von  diesen  im  Ganzen  immerhin  noch  ertrlgUcbu 
Uabelständen  ab,  so  dürfte  der  Traktat  niclil  blo»  als  historisches  Monu- 
ment, sondern  auch  vom  rein  wissenschaftlichen  Standpunkt  betraohtet,  ia 
violer  Hinsicht  nicht  ohne  Interesse  sein. 

')  Der  ToUst&ndige  Titel  i&t:  „Enclides  (?)  in  greco  boetius  tranatolit  in  la* 
tinum  commentatus  in  di£BciUora  capitula.  tlirigitor  «utem  ad  gimmachum  sooerum 
flunm  cum  prologo  «rut  in  arithmstica  imitatus  ntconiachuni.  dirigltur  ad  eondeia." 
In  der  FricUleio'scbea  BoeÜusausgabe  (Lei|>iig«  1867)  int  psg.  373  unser  Codex 
dorch  den  ßucbstabcn  n,  bcxeichnet  und  irriger  Weiae  in  das  X.  Jahrhundert  renetzt. 


Inhaltsübersicht 


Der  nachrolgendo  TrakUl  des  Domimkunerii  Fmnco  v.  LUttich  an»  «lo'r 
Zeit  Olto'g  IM  sitcbt  das  von  d^n  Gelehrten  damaliger  Zeit  vielfach  l>e- 
bandettc  Problem  der  Quadratur  det^  Krei^«s  zu  lüseu.  Indem  er  dabei  von 
der  Voraussolzung  auegeht,  das  VerhUltni&s  der  Peripherie  xuiu  Radius  sei 

abiiolut  bestimmbar,    und  durch  die  Zahl     '  au&gedrDckt,  gelingt  es  ihm 

ofano  Soliwierigkeit,  den  der  gannen  Deduction  211  Grunde  gelegten  Kreia 
vom  Darobmessar  14  in  ein  Rechteck  von  den  Seiten  11  und  l-l  7.»  ver- 
wandeln. Da  iliiii  aber  diu  Tranuronnation  de»;  lel^toreo  in  ein  (juadral 
aiir  gcome Irischem  Woge  unbekannt  war,  so  beginnt  erst  bior,  wo  man 
eigentlich  Alles  beendet  erwartet,  die  llHiiptschwicrigkcit  und  es  getinf»t 
ihm  acblieaslich  nur  einen  angenäherten  Wertb  für  die  Seite  des  Quadrats 
xa  ermitteln. 

Der  gauze  Traktat  s^erOlIll  in  6  Rüelier,  welchen  sieh  am  Kndu  noeh 
ein,  aus  spitterur  Zuil  stummondos  aaachlioest,  worin  sich  einige  hieloriscfae 
Noiixen  Über  den  rraglichen  Gegenstand  finden. 

Das  erste  Buch  zeigt  karz  die  Unmöglichkeit,  dw  X'roblem  der  Qiin- 
drainr  des  Kreises  dem  Standpunkt  der  damaligen  Wissenschaft  (^emäsa 
vollkommen  za  lösen.  Auch  der  vorliegende  Traktat  werde  darum  keine 
völlig  abgeschlossene  Ljfsnng  geben.  Hierbei  werden  die  Fehler  frUborer 
dorai'iiger  Versnobe  nachgewiesen,  wobei  .sich  die  ersten  Verauche  der  Dar- 
stellung irrationaler  Orüsüen  in  Reibenform  tiiiden.  nur  daes  die  Ueilien 
bei  einer  endlichen  Olicdenuihl  abbrechen. 

Die  üninSglichkeit,  weder  dtircb  eine  Z&hl  direct,  noch  durch  Zusatz 
kleiner  GriJssen  die  FlBcbe  am  Kreises  =164  darstellen  zu  können,  wird 
zu  Anfang-  de.i  r-weiten  Buches  nochmals  hervor^hoben  imd  darum  der 
Uebergang  zu  einer  Mittelfiffur,  einem  Rechteck  von  den  Seiten  11  und  14 
vorgeschlagen.  Nachdem  die^o  ausgeführt,  werden  etwaige  Kinwendim^^Tn 
Über  die  Qleichheit  der  FlAcheninbalte  von  ICreiä  nnd  Rechteck  durch 
geometrlBchen  Nachweis  widerl^. 

Das  dritte  Buch  beschRftigt  «loh  mit  der  VerwuidloDfi  dwn  Rechtecks 


in  ein  Quadrat.     Die  gcomotrisclio  Cosütructioa  ist  jedoch  nur  angenSbei 
richtig,  wie  oben  bemerkt.     Sodann  wird  gesei^,  dmi  auf  arithmetifichei 
Wegd   die  Verwandlung    unmuglicb.     AJg   beBonderer   Fall    wii-d    dabei 
Qoadnit  nntersncht,  deesen  Flüche  die  dopi^elte  eines  gegebenen    und  ^e- 
«eigt,  dass  die  Seite  jenes,  d.  i.  die  Diagonale  iles  gegebenen  nicht  aus  der 
Seite  Htm  letzteren  durch  llinzuf(lgun}{   kltfiner  Thmlohen  enutehen    kOnoe     ' 

Das   vierte   Buch   eothfllt  eine  allgemeine  Betraeliiung   über   die  Ver^ 
Wandlung  der  Kigiiron  gleichen  FUtchoninhalt«,  Dreiecke  und  Viorecko,   in 
einander.     Es  werden  mit  iJezug  auf  die  Oleichbeit  oder  Ungleichheit   der 
Seiten   solcher  Figuren  ii  FSUe   unterschieden.     Den  dieselben   erklürencleii 
Zeichnungen  fehlt  jeddch   theilwei^e   die  Angabe   des  Verfahrens,    um 
aus  diesen,  oder  umgekehrt  eii   erhalten.     Die    ganze   Betrachtung 
iresentlich  zu  dem  Zwecke  zu  dienen,  mit  das  im  dritten  Buche  aJig«geb«iHi ' 
Verfahren  m  reohUerUgen,  dass  man  den  Kreis  nicht  direct,  fiondem  dareh 
eine  ZwiochenBgur   in   da»  Quadrat   flberfQhrt^n    mQ»se,    welche    mit  Jenen 
eine  Dimension  gtimein   babe,    wie   das  Kevhteck   von   der  Seitenlange   de« 
Durchmessers. 

Das  umgekehrte  Verfahren:  die  Verwandlung  des  Quadrat«  in  ein 
Rechteck  Ton  den  Seiten  14  unil  11  wird  im  fünften  Buch  vorgeführt, 
und  zwar  nach  Analogie  dos  horeitü  im  dritten  angegebenen  inversen  Ver- 
fahrens. Hieran  schlieäHt  üch  eine  direcle  UoWrfUhmng  dos  Knüses  in 
ein  Quadrat,  dessen  SeitenllUigo  jedoch  mit  der,  auci  dem  vorbergegugeuB 
Verfahren  sich  ergebenden  nur  angcnaliert  Übereinstimmt,  ohne  daas  eia 
Beweis  oder  sonstige  Uotivirung  dieses  letzteren  Versuchs  gegeben  wird. 
Das  Resultat  ist,  wie  bereits  das  fiilhere,  eine  üehereinstimmung  der 
FlAcheiünhalte  beider  Figuren  biä  auf  kleine  ünichtheile.  Ks  werden  im 
Ansohlutts  an  diese  ConstnicUon  die  gegenseitigen  gleicben  ÜeberBchflue 
ihrem  nirnieriscbeo  Wertbe  nach  featgestellt,  welche  bei  ooncentriacher 
Lage  de^  Kreises  und  des  ihm  Dlkhengleiühen  Quadrats  sich  eigehen:  nlm- 
Ucb  die  Küken  de^  Quadrat«  imd  die  Segmente  des  Kreises.  Aach  hier 
hat  das  Resultat  nur  angenähert  seine  Hicbtigkeit  Daseelbe  gilt  hinsicht- 
lich der  gegenseitigen  Ueberschttsse  des  Bechteoka  von  den  Seiten  1 1  und 
l-l  imd  de«  ihm  gleichen  conoentrisuh  und  mit  parallelen  Seiten  liegenden 
Qnadrats, 

Im  eecbsten  Buche  wird  von  der  Theilung  der  Fllluhen  speeiell  der 
Quadrate  resp.  der  Darstellimg  ihrer  Seiton  bei  gogohenem  PlHchon in  halte 
gebajidett.  L>er  Verfasser  ist  der  Ansicht,  zur  Vorvollkomumang  der  obigen 
Methoden  mOssc  man  vor  Allem  lernen  Becbteoke  von  bestimmtem  Flächen- 
inhalte in  Qnadrate  zu  verwandeln,  oder  zu  jedem  gegebenen  Inhalte  einae 
Qoadrais  dessen  Seite  zu  ermitteln.     Es  worden  dabei  3  Uetboden  in 


I 


gezog«!!.  Die  beiden  ersten  auf  Vei-äadernn^de^tfftÄftemheit  be- 
nibenden  f^enllgen  nicht.  E&  bleibt  daher  nnr  daä  tXlherc  Mittel  des  Za> 
satxeK  kleiner  Thetlcben  oder  die  genäherte  Reihenentivickelung  irrationaler 
GrÜS^äeD.  Sie  bat  auch  hier,  w^en  der  endlich  begrenzten  Gliederzabl  den- 
selben Debelstand  wie  die  früheren.  Danim  wird  ea  vorgezogen,  wieder 
zur  geometrisch«!!  Conatruction  Überzugehen.  Ziierat  werden  zu  einer  Kuibe 
von  Quadraten,  deren  Seiten  und  FUtcfaen  bekannt,  die  letzteren  als  Drei- 
ecke aurgtitt-agoo,  KD  dasB  ihre  Beitim  d^n  DiaifunalHii  der  Qauiinite  ent- 
sprechen, welchen  dieeo  Dreiecke  an  PlÄclioninhalt  glcicli.  Zwiwhen  diese 
Reihe  in  demselben  Winkel  liegender  Sbnlicher  Dreiecke  worden  sodann 
andere  interiwlirt,  deren  Inhalte  die  Hälften  der  bereit«  vorhandenen.  Nach- 
dem 80  die  Zahlenreihe,  welche  den  l^lttch&ninh alten  eattipricbt,  miiglichst 
anagefUllt,  bandelt  es  sich  noch  darum,  die  noch  fehlenden  einzusctialteu, 
welche  durch  das  obige  Verfahren  nicht  beätimmbar  waren.  Die  erste 
dieser  ist  die  Zahl  3  «\s  Dreieck« llfiobe.  Zur  Auflßndiing  der  ihr  ent- 
iipreiihcnden  Seitenlange  wird  eine  Consiruclirtn  angegeben,  die  wegen  der 
fehlenden  Figur  leider  unvemtfiudlicb,  die  aber  jedonfallH,  wie  alle  Shn- 
Itcben  frOher  gegebenen,  nur  nUbenmgtiwoise  richUg,  da  der  Pylhagor&ische 
Itebrsatx  in  eoinor  Allgemoinheit  nirgends  zur  Anwendung  kommt. 

Hiermit  endigt  der  eigentliche  Traktat.  Das  folgende  Buch  scheint, 
da  es  nicht  als  siebeitteB  bezeichnet  ist,  auch  seinem  Inhalt  nach  nicht  ur- 
»prnnglich  dem  engten  Traktate  zugehört  zu  haben.  K»  enthält  xuoScbBl 
einige  historitiche  Notizen,  die,  wie  der  Verfasser  Wmerkt,  dem  LeRcr  zeigen 
mügen,  auf  welche  Art  er  dnrcb  da3  fitudium  der  Alten,  Platr;  und  Ilneüus, 
auf  »eine  Lüituog  verfallen.  Von  des  lutzteien  Verfahren  im  der  Qnadmlur 
deH  t'irkeU  gibt  er  eine  kiune  Darstellung,  indem  er  durch  Zahlen  die 
Fehler  jener  Afethode  nachweist.  Ein  zu  dumaligcr  Zeit  wohl  praktisch 
gebräuchliches  Verfahren  der  Quadratur,  welches  darauf  baeirt,  wird  am 
SchluBfie  kun  erwähni 

Die  letzten  zwei  Seiten  des  Manuscript«  unihalten,  obgleich  ohne  Unter- 
brechung an  das  Vorige  angereiht,  einen  ganz  heterogenen  Gegenstand:  die 
Bestimmung  der  PfeifenlKngeu  an  musikalischen  InstiiiDientrn,  einige  An* 
gaben  Über  Construction  von  C'itnbeln  u.  s.  f.,  wie  ee  scheint  von  Tor- 
wiegend  praktischem,  weniger  theoretiiKhem  Intereaee,  weslialb  von  einer 
nllberen  Darlegung  des  Inhalts  Abstand  genommen  wird. 

Bedenkt  man  mit  wau  ftU  rohem  Material  die  WisMnscbaft  damaliger 
Zeit  gearbeitet,  der  die  ßesulUt«  des  PjUiagoras,Kuclid  u.  s.  w.  gOnzlich  un- 
bekannt, HO  muss  man  staunen  Ober  den  ScharfHinn  und  Krßndung^eiet, 
welcher  ans  dem  Dunkel  jener  Zeiten  hin  und  wieder  hervurlouchtet. 


Iiielpil  iiroldi^uH  in   |irimiiiii  iihium  iliimiiii  fVaiironiH  dr 
(|DU(lrulura  riniili. 

Kx  qno  ml  .  ,  papa  presulum  <leca6  Corona  tntiits  per  orbem  «Inri 
niillitui  ttn<iiiaiii  iinmemnr  linnoi^tfliiB  ex  quo  lilieriUiUtem  hiam  grotailA 
in  iiK*  continnasti  ex  «ndem  tua  t«inp«i-antia  nuUn  hora  »ollicita  esse  non 
potui  vxiine  oflicii  rfttione  tantam  gratiam  pr^mereri  <leb«reni.  Qnipp«  p^ 
cnniarnni  nihil  «rat  dm  cana  snperbi  oomipteUs  un^^ula  nee  mineniale 
pMiinia  operose  arieqne  rlalinrat.Q  trküs  nee  funilis  metüllt  atlniinuidi« 
Heinis  n|K!  inciisum  nw  [Hrn^rini  lapidts  miiliiplex  sc  variii»^  onlori!;  aupuf-Uid. 
(iiianitjnain  ogo  si  eiusmodi  rerum  babiindantia  pollt^rem  haut  luiiiuam  ia 
animiim  snhrepere  anderem  taute  nobUttafci  tiuiter|ae  dignitati  ex  eisdem 
mnniiBcuta  ofterro.  Uec  et  eoiu  pnnciptom  larpifcione  diHribuuDtur  in  iiul' 
gar«  indijifentie  et  neceiwitate  Hiibnentata.  Cum  vero  eomm  oblatione  ipso- 
rom  principiiun  benciiolentia  comparaia  prociil  dabin  aaaritie  illonim  ooculta 
(piodam  elogio  expm)iratur.  Neque  et  roillmi  munerilms  possimt  6i  noo  coa 
ifiuM]  nimiriini  ac<:idit  e>x  illo  auantio  nictnstro  ipsa  mtinera  dnlectarent. 
Ijiiis  BtiU;m  nescit  onueDi  illam  ydotatrie  seruitatem  %U  arce  animi  tni 
procul  oxtrnsaro?  v»liid  in  infima  procipitatam.  Quod  si  iiero  ita  se  hahei 
abi  iUe  raonlloies  i|aibuB  afBuit  tibi  cum  auiplifisiniiü  rebas  dioiUs  «i 
ditis  (^)  colonie  tantnm  hedttarins  et  imperialiii  liscns.  has  tu  profecto  nt 
ita  dicam  profliffare  nallo  temito  deiietis  quieumijQe  «ia  indigeant  hylariier 
erogando.  Quid  titm?  l^pinpe  aiinitn  in  massa  contnidere  diabolicum  putas 
drittribiiero  aiitein  hiitDantiai  et  pmiiinuin  Aeo.  Qua  {troprietate  iure  me* 
Increm  tatia  eulogia  tuie  ooositectibus  prensentaii  onm  rem  openim  pre- 
f^iptie  eontenipionim  ciistas.*)  Nam  imdique  cinniflispeotA  pnidentta  oco- 
latn  inlirnuuD  ecientiani  auimaUs  ante  et  retrn  i«ta  fortasin»  exprohratioiu 
sne  ciipidiUtig  aeö^nareL  S«d  tauien  per  multas  et  uariu  deliberatioiwB 
ne«:umt  aoinio  niubil  esse  in  quo  eque  deaotio  niea  preclarenet.  ({uodii 
rocitrar^m  inxta  uir^s  inj^'enii  nrnnuB  aliqnid  liberale.  Nen)|)«  hoc  munit« 
^fciiitiiia   illa  ingemiitae   in    rebus  honesUniinis   et  nala    et    otunem    e| 


*)  k  oxiriimts. 


nersnta  hott  ita  tnido  amplexatur*')  iit  infelici  anariti»  lon^je  munua  1>litn- 
diantur  ignaue  oihis.  liafiue  ita  hoc  iiia  addurius  sum  ut  cdc-rcm  lihetliuii 
de  circali  quadralnra  imperuia  |)lurimum  reaitentem  ad  tomerariog  uereus 
prn  itn^aenta  deuotione.  hoc  igitur  opus  finoniam  edictiim  est  te  ad  studia 
noK  bftnefifiik  iniiitante  alteriiia  opiis  nm  ttiuni  eits«  non  potiitt.  QuamoL- 
reuj  circuuieato  omnem  ejus  diligenLiain  nm*^  iienitcntia  repi-obaDdiini  eil 
Biue  io  parte  corrigendum  siaa  ex  toto  prouubendiun  id  tua  maxime  int«- 
lesee.  V.Tgn  qtiidem  facto  opitB  eit  eiemplo  consiiltiis  eris  angiisti.  Halwis 
Su|iiatn  pliire»  aeliiccaü  niatos  (latbuti  imTuiine  sit  inorin  alienia  siudiis  io- 
□idere.  ho  Ud«i  hornm  karitati  UbürtJtu  aostrtim  committ«8  ut  in  tantiim 
Bupei-tliia  resecent.  ü  erraÜs  quo  adhibeaat  te  probante  correcUonein  ita/jne 
hac  opuft  suf>  emendationis  opera  castiffant  ut  mm  sit  indij^iiiD  tpiod  tiio 
niimini  iieliiti  cuidam  nuuiini  deb«ai  con8«cran. 

Uuniiiii  rraiii-imis  libor  priuius  iiici|)it  de  tjuaflralura  i'in-uli. 

(Jiiaflratnra  cirRiili  m\/br  uecitllas  roriim  lulßn  cal  ul>HtniKa  aiitiirn  iit  do 
eiuD  raljoae  nemo  ho<lie  dubitarct  nam  ariKtot«1es  t\}Km  rei  inuentorom 
feninlipsitis  iniientionetn  predicamentiit  auU  iiididUset  (?)  Gias  tiero  suieutiani 
haut  didtitim  fenuit  ufipie  ad  lioßtium  perdiinuiRe  illn  autoin  snhiato  ipiia 
4ii(i<{im  ORiuiltuH  8imiil  miniiit  propter  aoluiii  duiiitatiniiRm  <|ua  rationc  ac 
taaUi(ni)  ut  in  ca  uiunes  italie  j^allie  ati(ue  goroianie  doFeceiint  »apientcit. 
BiijuJdcm  haac  rem  adellmld  lianc  maximus  doctur  Waxo  hanc  i|i8e  studio* 
rum  repamtor  GerWrtus  mnlMque  alit  atiidioBe  inDeHiiganint.  Cjni  ai  eftentn 
p«ätt  fiiiwent  nnin  id  ab  Ulis  pror«cio8  i|uoraiD  atiqiii  adhuc  stipersunt 
nniverKOB  lat«r«tV  Et  Uerberttts  i|uideni  geometriis  libellnm  babebat. 
aUatjue  einsdem  scripta  aliquibuB  (?)  ut  faUor**)  tninnpiam  exolussi^aeL  si 
iiniclcm  eius  dilieentie  supra  liac  scientia  oooperatiim  fuifiset.  QnaiDohrAm 
denmntis  esset  in  taiita  difScultata  parfeetam  cugnilinntmi  pollicen.  Nihil 
ergn  uolumuK  proiiiittere  presentai'e  aludionim  lab>iir{>m  <pii  primo  Kudabit 
ntilln  iiiiestioDO  iguod  plurimiiiii  etiani  fatiganit  niaiores  nostroa  do  onnipa- 
ratione  iiideliceb  angnlorum.    (|nonim  iina  qiiidßm  dimsto  scRundum  propriam 

3up«r6cieQi  in  rectum  hebctem  et  acutum 
alias  xecundum  positinneui  caiu  alionim 
exterior  alionim  intorior  appellatar  uida- 
licet  (juod  hie  tnter  ßf^uro  terminoß  com- 
prnhenHU»  sit  illo  iilii  «xtat  ajipoKitum  ad 
'  hiinc  modum.  Est  «nim  interior  anjiMbirj 
sub  abc    exterior  aub   abd.     N'erioe   et  illia  credondum  i^ui  nihil  uolue- 

*)  ampldctitnr? 
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raat    interias    ac    eiteriaa     dici     oUi    sliquid    mt«lUgatur    iiit«riuB     ant 
extehus. 

Siqiiidem   lu   tali   utentes  üfpxn  rectiun  ai^lum   ita.  coUocant  ut  nt 

intra  heWtem  et  »xtra  aouium.  Ad  quem 
hebetem  referentea  exteriorem  appellant  ui* 
delioei  quod  magis  a  recto  extrm  aeaium 
ioaeniatur  atqiie  ad  eundum  acutum  ooope- 
rantoB  interiores  indicant  quod  inter  hebe- 
tem  magiB  contineatiir  a  recto.  Sod  bis  ma^fnis  est  hie  error  nihilqae  aliud  fuii 
quod  impedisaet  eos  qui  conati  Baut  approbar«  triiaf^am  at  tnt«noreK  an^olos 
«qaos  haberflt  dui>1>uK  reutis.  Siquidi'm  si  bene  compreliäiuuixi  fnisset  quod 
interior  aagulua  acclpt  debet  nihil  c«seL  relitjumu  (|uüd  eis  |>0B8et  abstare. 
Quore  sciondum  est  omnem  angnlum  erteiioreiu  et  iDteriorem  inste  noeari 
prallt  8c  liabebit  circa  propriam  ttgurain  aiit  exLra  aiit  ititra  et  eitenoreni 
did  ad  composttionein  eins  qiii  fiiit  intra  i|Kiutn  ti^iram  interiorcm  nd  iUum 
qui  eitra  positos  fuil  referri  quouiodo  ultenior  gallia  exoniplom  eins  c<pdi- 
positioni«  quod  ultra  sit  uel  citerior  gallia  ulterior  auncupatur   et  ultorior 
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irr 

hiBpania  od    hiBpaniam   dicitur   oiteriorem.     Igüar  de  bis  angnlis   et   Jiiwis 
i]>Homtn    intra    en«    qtii    caram    bab«iit    geometrice    discipliue    difHcUlime 
qneBfctooefi  aerEari  «oleot   qui  anguü  quibus   angulia   componentuT  (onuuV)  fl 
et  hie  nata  iiaestio  cuius  nnnc  qnrrimas  ratianeui.    quam  noA  Hpe  tzaetA-  ™ 
tum   nondum  perfecte  HolnUoni  ap«rtiori    retieruatum    in   prewnti   looo   ae 
pa-tiainnr.    Nam  demoiutrata   in  diuersis  aogulis  eqnalitaUi  Bpatiomm   pro-  ■ 
babilu  erit  eaudeui  equalitatem  repperiri  ia  fi^ris  licot   iuler  M  qualilate      ' 
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scome  diaerais.  Sit  ergo  proiKwituni  nl  ITl.  iateriores  aaguloe  «qoos 
OEtendnmii»  duniino  reoltH.  Den^'^rilin  in  primiK  duoe  reetos  hnc  modo  lacente 
in  piano  AB  lin»H  rucLa  .  .  alioui  rectam  id  est  e.  d.  lineain  eitpra  inpotio 
d.  puncto   ab  A  ei  B   punctis   equaliter  distante.      Sunt  igitur   reoti    duo. 


Tfeqmr^iöi^IiimDeniTrinterioros  siiit  dirfioito'imngmn'önMe  111  miß- 
riorsit  augulos  propositos  teneo  lios  aniinilo  H.  pßr  ae  twnuiiUiio  aiue  ctrua 
iriangulosqaos*)  snguli  «int  requiro  itaqtie  triangiilum  ertuilat«nuD  consUhin 
cuiuH  anguli  sint  a.  e.  f.  b.  c.  f.  c  f.  f.  btw  compono  II,  /*.(?)  rectis  et 
eqiiale  spacium  inaenio.  Idom  acddii  ai  quidam  in  ortogoiÜB  eiDsdem  rci 
Kiatia  niciiil  diuüutn  prouenlet.  Et  pontremo  cum  VI**}  existaBt  trtui- 
giitünim  genem  nuUum  esse  poterit  ctiiiu  aitf^H  liuic  eomparatioui  disaen- 
Uant.  moiil  Uaruni  deacripUonuiit  probatiir  esBinpIts.  Et  Iiic  interinrum 
ungiilonim  contieiisiis  atl  rectos.  Exteriores  «?.(?)  uerum  äupra  eqiialilAÜs 
luodum    tonge    emberant      In    baß    »uro    demonstratione     dnmtnns    Waxo 


«IQ^it   figiiram  hanc  JH.    ^ragister  adeloxaauB   banc  B.     ßatechiUus   hanc 
Wic«t   T.     Et   preter  ho3  alius  rjuidam  banc  A.    et  alii  alias.     Scilicet 
nos  potiiis  animum  propostto  operi  commodemas, 

Igitur  (juadrattira  ctrcnÜ  reductio  quadraU  nidetar  «Bse  ipslns  circnli 
In  fiiiadrntiiDi  At  adeipiatin  6giire  ad  »a  inuicem  iitrinsque.  hanc  quadra- 
(.iirain  ita  constitutint  \ii  a  puncto  in  ucto  diuldant  poi-tioneB  desuiii))ta()U(! 
portione  octaua  latera  ([uodrati  ducanl.  Sunt  qui  rursas  diametram  a  mv- 
dietato  qTiadmti  parüant.  rciecta  quatuor  angiilos  staiaant  quailrati.  Pre- 
tere«  exiatunt  qui  ambit'im  circuli  in  quatuor  diBtiahunt  partes  ex  quibus 
((uadratum  8ti*uunt  quas  aiunt  Uli  circulo  equales.  Sed  hi  onines  a  ueri- 
tate  longe  absunt  eo  quod  ubi  equalitaa  inxiestiganda  ttit  non  attendunt, 
Nani  iiiuciimqiie  demonstrare  »oluit  fonnarum  qtiftrumUbet  equalitatem. 
Hiinc  prinio  iidiieriire  oportet  ubi  illa  uisetur  eqtialitos.  Omnium  enim 
fi^rarum  fiqualiutn  alie  solo  niuuero  coeipiantur  alio  Bpatio  tantum  alie 
uLro(|uu.  Ergo  cum  sint  figure  ciroiiluB  et  ijuadratiun  neceese  est  aut 
primo  aut  ultimo  aut  medio  modo  equalitatis  oomparatione,  sed  ntiniero 
solo  no<|u«unt  eqnari.  Nam  quicnmqne  solias  nameri  aeroant  equalitaluni 
ut  triginta  eex  triangiiloe  ideoque  tetragonum  in  illis  area»  numquam  t<itiädem 
re))perient  tiuandtatis.  Si  equales  eimt  aie«  «juadrati  et  circuli.  Non  igitur 
ecjuatur  nnniero  solo.  Keqne  uero  numero  et  iipacio  faae  quisquam  fonnnlaa 
probal^it  equalee.  Hoc  antem  ita  probo.  QueonmquQ  et  ufjualitatis  bunc 
letinent  moduni   in  hi»    communis    nuuieruH    ueounduin    regulaui    utriiitiquo 
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&gox6  poibsi  iflueuiri  ut  in  his  quadrabam  tma  (|uatimr  in -hoc  later«  öl 
iilo  noaem.  alUra  uero  in  omni  Uten  sex  ^Ut.  In  hi^  oidelicet  ei  ijqa- 
toor  i>er  aouenoa  et  eez  p«r  «ex  multiplicatis  tringinta  sex  innenitur  qui 
uiriuEque  (igura  communis  est  niunernR.  Sed  in  ijuadratum  et  oirculum  non 
cadit  nt  oiddUcet  conomunis  numerue  proprta  iniienintiir  regnla  utriue^iue. 
Quiun  propositionem  etiam  probatnns  hoc  modo.  Kst  uidr-Hcet  coramnnifi 
numerus  taotnm  circnli  (|iiantnm  ipiadrati  eijuale  circulo  CLITIL  Hie  aateu 
facile  est  iniienire  iiixta  rogitlam  circnli  qnantitatis.  Triplicata  diamelrn 
adi«cta«jae  Beptimam (?)  diamctri  Ht  numerus  <|ui  circulus  eino  circnli  ambitiis 
appellatur.  Ciiius  niedietate  in  medietatem  dtametri  ducta  pronenit  nnme- 
rus  qui  pro  ipso  cireulo  reputatur.  Est  autem  diametrum  CLllU.  circoH 
Xini  ({ua  IriplicaU  et  ninniliug  (|ue  re)Tiila  docet  deinoeps  oliseruatis  CLllIl 
ctrculum  seciiudimi  ralinneui  circuli  rep^teritutis.  Sed  eundem  seotmdum 
([uadrati  ratinnem  nuUo  modo  possumns  inaenire.  Est  enim  ratio  i|ttadrali 
ut  ex  qualibet  Bunima  in  se  ipsa  tnuUipltcata  acrescat  Hoc  autem  modo 
CLIill  non  creatur.  Nam  si  ab  abqiia  summa  in  aemet  ducta  procreorvtar 
id  profecto  fieret  vel:  a  XII  vel  a  XIll.  8ed  XII:  si  daodedes  «umantur 
X  niuneri  CXLIIII  inuenien.  IJuod  si  Xltl.  XV  ampliua  habebis.  Non 
igitur  CLini  cum  nt  communis  nnmeme  et  circnli  et  ()nadrati  jir>>pria 
oolligitur  utriuii/^{uo  raÜone.  Quare  si  in  omnibug  Ggurie  quicumque  sitaeio 
et  numoro  änt  equalee  commnnig  numerus  propria  utriusque  n^Ia  coUt- 
gitur  CXiTTT  uero  commimi»  munerub  circiüi  et  qua^^traü  propria  utriusque 
nee  concrescit  assero  nee  esse  equales  spacin  et  niuiiero  quadratam  ot  oir- 
eulnni.  Adhnc  aliud  argumentum  pono.  Si  circulus  et  (piadratum  in  spacio 
«t  nuraero  eqaalitatem  recii>erent  facile  ac  sponte  alteram  in  alterius  for- 
mam  iransiret  Hoc  enini  in  ojuuibus  alüs  peruidetiir.  quecumque  numeri 
et  Rpacii  retinent  oqualitatem.  Exeniplura  aliquid  dare  placeU  Sit  item 
Bgura  in  hoc  latere  TFir.  pedum  in  ilto  IX  cui  siiperp^matur  altara  illi 
profecto  quo  ex  omni  lalero  senario  meUiur.  DioD  in  hü)  tiguris  palam 
ease  qualiter  una  in  alteram  transformctur.  Quod  ea  de  cama  pntamas 
contingere  quod  nee  solo  numero  ncc  «olo  spacio  comparationen]  habm 
«qualitatis.  «QQod  idem  ipsam  profecto  in  circulo  et  quadrato  accideret  si 
in  eodem  modo  inLer  bo  comparabilM  existeruni.  Sed  neque  circulus  in 
qnadratum  nec|Qc  rursue  quadratiim  in  circulum  niei  com  summa  diflicoltate 
quam  deo  prcstante  tradituri  primo  dum  sumuB  neutcr  unquam  in  nen- 
tniiti  transire  poesit.  Causam  uero  quare  non  i>08«int  eam  qtuunqoam 
poKlorios  si  diuinitus  permiBerit  monstiure  coosbor.  Hinc  i^^tor  con- 
oltid«ndimi  qnibus  ita  se  habentibus  nnm  recta  atroqiie(?)  jodicentnr  eqoalea 
qoadrata  forma  et  circularis.  Adbuc  aliud.  Bi  essent  »epe  dicte  figum 
Juzta  Diunenun  et  fq^aciaui  equaleii  nnmenia  communis  ut  pata  CXmi.  non 
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sotom  circoliis  aeä  et  quadratum  esset.  Sod  non  esi  quadratiun  CLllIL 
hoc  ita.  probo.     Omnis  tetragomia  sie  est,*)  .... 

aritluueticüruiu  ref^pila  docet  ex  impariiuu  coaceruatione  generaiur.  At 
aero  CLÜII  cooconiatis  super  se  ii>Eos  ab  uoo  quosqne  nelis  tmpanbus  nus- 
(luam  occuirit.  Nod  igitur  CLIIII  ciuadratum.  ßadeni  lex  alios  quoiiMe 
circulareii  nameroti  iDcluilit.  neqii«  iiniiuam  jHjtenl  Dinntinifi  r^pperiri  «pit- 
cuuujue  oirouli  pruprietate  Ditutor  c|uaüra.ti  f|U(M|ue  ralione  [larticipet  Sed 
äen  potent  ui  aliijuis  dicat  CLUII  ot  8i  minimo  numero  minucils  tarnen 
quadraii  poflse.  Quar©  procuraui  inucstigare  et-  hoc.  Ergo  quamvU  con- 
trariiuu  naturam  videator  ut  CLIUI  in  quadraturam  redigatnr.  incipiamus 
tarnen  ipeique  nature  iura  InferenteB  ad  untiaa  quoque  anJmum  vert&mur  an 
fürt«  illU  appoaitis  nomcro,  totatjue  Ula  summa  per  eunclem  numerum  et 
(ter  ipeos  uooias  diuieosa  CLIIII  tetragonare  iialeamuB.  Et  qiiar»  bic  ipse 
numerus  si  ab  aliqaa  summa  in  ee  duota  crearetur  id  a  ^1  vel  a  XTII  at 
»upra  dictum  Beri  uporteret.  XJl  in  priraüj  ufiiiimiatur.  buic  autein  adjicialitf 
triena  atit  quincanx.  8ed  quincuox  exuberat.  Natu  XII  in  se  et  XII  (join- 
coax  postremo  qtiincunx  in  quincuncom  aupra  CLIUI  sextantem  q.  dtnüdiam 
■Nctul&m  apiiionunt.  Triens  autem  minas  reddit  eisdem  Clillll.  Namqne 
(XII)  et  XII  triena  item  XII  triens  ad  extremum  triens  in  trieotem  CLU 
acresceuto  imcia  et  dtiolla  {bocuuiulaut  qiiibuB  adbuc  desant  ad  perficionem 
CLIUI.  assis  dextans^)  et  II  due^lle.')  Qaainobrem  qaincoiice  exuberante 
trieute  vero  ab  integritate  plenitudinia  refugiente  nonne  demenlie  est  et 
illo  minore  et  illo  summe  potioreV  lUud  tarnen  adhnc  üeri  putest  nt  eludem 
XII  et  trienti  minutias  apponamns  diligentius  InTeätiifanteti  ante  si  et  per 
quaiem  miiltiplicationem  ad  eam  quam  querimus  aummam  pertingamus. 
Erunt  autem  hec  miuutie  que  apponantur.  Öemuncia  aicilicum  äextula.*) 
Quippe  alie  aut  plus  componunt  aut  inulto  minus.  He  autem  sole  ad  ipaos 
CLIIII  tani  proxime  accedunt  at  exceptis  iMirtihns  unius  üboli  tercia.  IIU. 
IX.  niliil  «Kcrescat,  nichil  excedat  niehil  exuberet.  Quod  apertins  oatendi 
uolet  ubaco  quod  stilo  computando  {»otius  (potiuä)  quam  diBputandn,  Keque 
id  quicumque  proficiet  si  quü  minutias  confingat  a  numero  denominatas 
quomodo  solent  calculatores  ad  minutissirnnm  aliqiüd  quod  iam  nomine 
oaieat  diuisione  perducta.    Quls  autem  uegcial  quantam  partem  aut  scipult 

*)  Feblt  der  Rest  der  Zeile. 
**}  Mxtantf 
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ant  obuli  ant  eeratis  ant  nouisslnii  ealcuU  aasitinat.    dodd«  f^nstra  pro 
ßt)iiftlitatjs   propOKitinne   o))«ram  insinu«!.     Et    certel   qnota    pars   iLOoipU 
itit  quomodo  poterii  nosse  diücipUnaV    Omiiii)   atitem  tctrigonus  t|iiotuin  ab 
uniiate  Incum  olitinet  In  ordine  tetragonorum  totam  ad  sui  mulUpUcationeiiLB 
e:qio8talat  summam.     Hoc  arte  cujuslihet  igaadrati  longiBsimc  et  ultra  mille 
milia  positi  tctngonicaiu  latus  facUe  et  cito  peinoetigamua.    Qnod  in  CLIJU 
et  alio  ([uolibei  circalari  tiumero  com  iim  mimme  tetrajjoni  sunt  ijaU  naieal 
inuenire?    Nimirum  intet*  tetraffonicom   latns  ipsosqiic  tetragonos  hoc  qoasi 
pactio   Bmaata:    at  (tamenV)   latus  nisi  ex  loco  et  «rdine  ipsomza   neqQoai 
deprehendi  ipiod  ipni  ]>er  inuitiplicationeDi  oreari  non  posffout  proftter  iat«rii 
libmtam  iliumnsioneiu.     Sed  ijuoinodo  rursiis  nichil  addera  potitur  itt  CLIItl 
in   iiuiulratum    pmiiehatiir    ita    etiaiu    XIII   nuniero    riiUU    aiiferra    ut    idem  m 
quadraliiin  ecjualihus  ex  orani  parte  laterikus  constiiialur.     t^uaiaobreni  vod  f 
opportet  ulteriua   unm  iptia   oonoertare   natura   qnod   niilla    uisa  sao   ctato 
inäectere  nalet.     Et  bis  demonslratitm  sit  C'LIIII  laadrari  non  posao  qood 
Dimime   mirabtmus    si    ad    alio«    numeros    qoicumqne    naturaüter    i|uadxaü 
Boatram   conaiderationom   ueH&mus.     Nam    naUoB   eorum    in  quadratuiara 
mliioi  nftqus  int^ris  lenniniB  in  m  miiltiplieatiR  n<K|ue  si  untias  vel  minntias 
a4iiciamus.     ijuod  mon  in  nntitru  libello  moastrabiaias. 


ProluguH  MHUudi   libri. 

Et  a  nnllns  oniniam  qnantalibet  ait  Telicitate   preatantior  haut   vt 
.liBBimi  mi  oaear  dedeooret   hoc  neltiti  qnoddam  diadenia  quod   tno   capüi,] 
&Y>ri£are  tnolimuB.(?)    Sad  qnantum  nobilis  materia  in  tantum  artifei  (iafiietu 
esftat,     Venun  propendaa   opporteret  quoniani  anrum  nun   Unltmi  ox  tut» 
placet.     quam  ex  propria  Tirtnte.     neque  ita  prcciosum   celatura  ijuantom 
naturale  prejitantia  judicaiur.     Sed  Torte  aliqais  liicit  geometricalis  sdentie 
ouram  a  Bocietate  prusulari  alJouam  oxititero.     Nimirum  qoi  ita  putaaenuit.  | 
In  mininio  recolunt  scientiam  moysen  quem  maximo  httjns  discipline  Ual 
paritiam.    ili  per  mensuram  diluui  arcana  ^^rptüa  cabitiR  ne  quaquam 
tractant.     Ipsiqne  reputant  anmam  terram   repromi88ionis(?)  foniculia 
metricabilibos    distributam.      Adhuc    tialeniünem    tum   ipsam   tempUim   tual 
portionem    tiiin    atriuni    templi    poHtremo    qiiicquid    ad    templum   respici«t 
eonusnie&tibns    unlinaese    misuris.      Preterea    ap.    ezecbieteni    uinim    coiusl 
erat  spedes  quaai  epeotes  artis  totum  odiflciom  illud  cjuitatia  multo^iuo  in 
ao  preierea  numern  linea  midiirali   üaUnio<|ue  deKignassc.     (juod   si    ita  eil 
que  religio  sit  et  «acerdotes  diutius  a  tanto  studio  proliibereV  noon«  aeohielj 
aacerdos?  Kons«  uir  Ule  ooiu»  Hpecies  «rit  ipH  ipc.     suuunas  st  maximi 
laoerdot^     Bed  qaa  jam  Bupra  dietuUmuti  iugradiamnr  ostandare. 
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ProloK>»  ex|ilidt.     incipit  Hlier  II, 

Omniiini  ntimerontn)  alü  Sfioiite  et  naluritlit«!'  telvagnni  alii  minitne 
cuiauDi|iie  gnaro  natura  laLragononim  teuoaulur:  Xn»  »i  ijuiB  iptacirare 
nolucrit  nulla  diflicultae  impedirot  ut  si  forte  in  ^imdrati  S}^nia)  disponon) 
iielit  Btiie  rjiiaternarii  siimmani  eiue  nniienarii  sine  <|tionimltbot  rc>li<[iii>runi. 
natural!  tetragonnnim  ordiiw  Hul>ni»quentiuni.  8in  autem  oeteronim  aliquem 
qui  ab  natara  tetragonontm  soparantur  in  eoruin  formam  redtieere  oon- 
tenda»  id  <|iiaiituni  ad  se  ipsoa  nulhim  unqaam  coneeqiieris  eflectnm.  Vonim 
tarnen  circa  snperficiea  spatiomm  idem  fieri  jtOBsiljüe:  Nihil  enim  probibet 
ojusmodi  spatia  inneniri  (|uadrati  formam  habentia:  ignod  aliud  danliti»  pedibus 
confttot  aliud  trium  in  ee  mi^uram  i-etineat.  aliud  i|uiniä  aliud  eenis  aliud 
septenis  vel  CM^nis  vel  et  pluribus  ultra  pedtbua  teneatur.  Itai:[ue  in  buno 
modiim  amnee  minonim  fjuantitaLoB  circa  Hubioctas  oorpornm  materias  <|uo 
miaus  debeant  iiuadrari  nnllatemis  ntcusant.  Cetori«  in  se  ipeis  et  se- 
ürenm  extra  contiiderationeiii  mvnßtinibiLiinu  gpHtionim  sola  animi  iq)ecttla- 
tionem  perceptis  nacuuin  fpiisque  cüiuumet  laborem  vi  eo«dem  numeroe 
redigere  curet  ad  quadratomm  ratinnetn.  Pot«!(t  tanien  compositis  ex  ad- 
jeetione  ntinntiamm  equis  laieribus  ad  eorum  siuuuiaiu  proxim»  accedt  ut 
I>aL-um  inuemas  aut  dee«se  aut  ad  perfecticmem  et  integritatein  supra  babuodare. 
Et  aliis  qnidem  ut  oerie  btnarin  lateru  creantur  ex  nno  et  iriente  eeini- 
nntia,  duella  dimldia  sextiila^  IUI  a  binario  paiiln  minus  nonficitur  vel 
it«m  ex  uno  et  quincuncu  numerutt  paulo  auipliu»  eodem  binoriu  acreücit. 
aUü  auteai  aÜo  unciarum  aut  solo  aut  cum  iiiiuittiis  pro  tetragonicis  et  ex 
t]uatis(V)  latcribus  constituunttur  ut  quisqae  calculondi  poritus  per  eemet 
iprim  intdiigore  ualet.  In  qulbus  oinnibn»  ut  dictum  perfecta  integrit&a 
numquaui  inuestigare  potent,  aed  id  incu(?)  seiuper  addito  ut  licet  panun 
tarnen  aliqaid  aut  superabnndet  aut  desit.  Michil  igitiir  minim  ä  circulari^ 
nnmeniR  ut  puta  CLIIII  et  quiübet  ejusdem  generis  i|uadrari  non  potest 
quaado  qnidem  et  aliorum  omnium  nullus  potent  proter  naturales  tetrogonoB. 
De  qua  re  ea  de  cauHa  longiiis  traximiiü  dixptitationoui  quia  sunt  nonaulli 
qoi  putint  <|iiadraturBni  eirculi  in  nuniero  per  miautias  conatitui  poase. 
Scio  Werenboldiun  hac  opiniono  inductiun  XXXVIII  senarüs  ideo  aream 
XX1I(''')  eirculi  in  quadratum  ut  eupra  oisiim  est  reilej^Bse  multipücata  in  se 
senarii  summa  et  a^'actis  minutiis  qae  sibi  väse  sunt  ad  rem  pcrtinere. 
Quem  hnu  qtiidem  fefellit  qund  )ier  Benanum  tum  senario  muItipUcato  tum 
et  rainutiiti  i\tBAB  tandem  minulias  sicut  posBJt  quadratum  fieri  opportet  in 
aese  multipUcare  n^exit  Rod  ut  ad  propoeita  reuortamus  cum  CLIIII 
atiique  circutares  quadrari  nun  possint  manifestum,  non  esse  äquales  in 
computalione  numeri  et  spadi  quadrattun  ot  droulam.     Rostat  ergo   aut 


B 

lölt)  äpftUo  coffiparationem  habere  aut  [»ronns  etiuärTnoöposse!     SeJ^^« 
IOC   dicat   cum    nulla  sit  tigura  quo  alten    i>er   e(]nalitatein    conferri    aonfl 
pcxiüit?     Quare    ut    etiain    ist«    equandi    facultaiem    non    bftbeabl    ätaUmnfl 
iirliitrari.    Restat  ergo  ut  hanc  excepüoaem  in  apatio  solo  queruaas.     Nani 
jupra    diuortiifi    concluBionibuB    extortiim:    ne   ulteriuB  rel    in   numero    solo  ^ 
reqairatur   vel   in    utro<|ua.     8ed  omnium   ftguranim    i|ue   solo   spAtio   sunt  M 
equale«  lUie  per  so  dotuouEti-ari  {losGuut  alie  non  per  se  sed  per  aliu  |in>- 
jantor  oquales.     For  &o  monetrari  diso  «juod  ipso  in  eqoales  anu  alwque 
niedio  aiiciüuB  interpositione  reaoluimtiir.     Per  se  non  poue  dJoo  t|Bod  niä 
wr  medias  resolationem  non  capiuut    De  bac  reeolutiono  propterea  tnuiU- 
Jimus.     Id  pTorsos  uero  sciendum  (|aod  tn  bac   parte  tjuadratuin    in  oon- 
larationem  lürcnli  ponimng.     qnod  non  per  se  ad  oi|ualitAtem  reduci  poecit 
Seuipor  oniin  media  quaedam  ßgura  opus  est  ut  uel  ciroulus  in  ijuadntiun 
Del  (luadratam  nidiicatur  in  drealum.     Uino  aatem  figura  uoa  nascatnr  in 
100  libello  monstrarö   propono.     Nascitur   sane  ex  ipso  oirculo  vel  per  dia- 
meinim   ojoa   vel   per  reBoluÜonem   inuenitur.     Bit  igitnr  a  qaotib«t  irnpe- 
rattun   nt  sOn   quadratnm    producatur   aequale   scilicei  a.  b.  c.  a.  uäroal». 
Quem  cum    dederit  diligenter   attendo  possitne  statni  a  principio  wiiiale  a 
(drciilo  quadratum  produci?    Video  non  posse  siout  in  priore  libelio  satü 
B8t  appi-obatum.     Nondiim  tajneD  dcsieto  uior  illo  ierentü  tx>nsUio  qiiod  bac 
via  non  procestiit:  aliam  aggredior  et  rursua  peniairo.    num  salletn  valeaL 
aliquid  spatium  Uli  latere   appropoeito   circulo   prooureh   ut   vel  xier  Ülud 
a                                      ^    ad  inuentionem  quadrati  proaceedam   qnod   ipM 
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circulns  nullius  modi  per  se  aditum  aperiebat:  Et 

hac  nire.    Nam  oumi«  quadrata  ügura  quadraln 

proiima  et  quasi  consaugninea  emtit  cum   pre- 

sertim  eodem  modo  reotia  nitalur  aoguUs.    Quare 

uibil  mtnim  8i  per  illam  ad  bane  familiaritatem 

accodi  potesL    Hujusmodi  autem  figiira  racUlinu 

est  inuentiL    Deniquo  propoeiti  circoli  diametnun 

in  i>artos  XlIIl  diuido  deinde  quadrilateram  iign- 

ram  constituo  bac  nimirum  ratioDO  ut  per  duo  latcn  ~ 

diametnim  totam  item  per  alia  duo   latera  XL 

q'DEdßm  circuU  pronus  äquales  spaüi  quantitale 

dunitaxat.     Haeo  igitnr  fignra  abcd  litteris  per 

inL  angiiJr>B  dengnata  in   hunc  mwlum  dnmri- 

atera  partium  sursum  ei  per  longum  pro  nnmero 

.  Xllll  linee  ducantur  quatenns  ipso  intnltu  mant-  ■ 

tota  figitra  partes  includantur.     babeo  CLTIII  adfl 

'  quadrilatemm  ex  appoeiU  circuli  diameiro   pro^fl 
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0                                      <i 

baior  nt  a  lateribna  ad 
pariiam  diametri  et  XI  et 
festom  £it  quomodo    in 
hoo  modnm.     Dioo  igitui 

im  «ne.  Undecies  antflDi  XlllI  CLIlll  liiini  eadern  videlieefc  siiniiija 
<]aa  vea  circularis  includitur.  B&d  bic  ali<|uiK  furbuiHit>  obuiet.  Qiiis  umqu&m 
Bcin  poiuit  (|iiai)ium  area  circuli  oom|irebcndat  ac  per  hu«  qtiig  ualet  acire 
quid  ciii-culo  vel  sit,  vel  non  Bit  ef^iialeV  Cigus  etum  neticias  propriani 
ijiiantiUtem  (|uid  extra  valeas  exietimare  ad  ipstua  equalitatem?  His  ita 
oliiectiK  i|uib»B  oboitar  rationes  deaunt.  i'eritta  iiK)aani  geometrice  dUcipline 
de  inneniendo  ciroali  embado  ejnsmodi  regalam  d^scrlbit  ut  medieUü  diametri 
in  inedietatem  ctrcuitiu  debeat  prot«ndi.  Quai'ä  cum  hujtis  circuli  diainetroa 
XUII  circuitxis  aatem  XLIIIl.  borum  autem  dimidium  VU  ot  XXll  exi»tab 
non  polest  incertom  ssse  habere  circalum  CLlUi.  81  qiiidem  baoc  sumraain 
tionlicit  Vn  et  XXII  luiiltipÜcatio,  Quibim  ita  ne  habeatibus  verissime 
diotum  illud  oquilaterum  e&eo  circulo  cqualo  qiiud  ex  tola  diametro  et  ejua 
XI  partibtiB  oonotat  eitae  productiuu  Ob  hoc  Dimirum  qnod  qiiautum  VU. 
XXII  ttiniundciii  cnnßciuot  undecies.  XUII.  6ed  adhuc  instabit  et  bia 
contradiciionum  ualidis  impugnabit  telis.  Xtilbi  est  aucturitaä  rej^Ie  ntsi 
quod  ipaa  docet.  ita  se  in  rebue  babere  aiit  aniuio  jierspiciatur  aut  tionsu 
teneatiir.  Älio  quideni  fidem  praestare  non  opportet  M'um  soü  regule 
credatur?  Nonn»  omniK  r^fula  ex  sabjectis  rebus  accepta  et  proscripta 
est?  Corte  de  i|uadrilaUirr>  cum  per  II  latera  ondenario  metäaliiir  in  aliis 
uero  dnobuB,  XUII  gerat  qula  ut  dictum  eat  in  se  multtplicati  CLUIl 
reddit  nnn  est  diihium  quin  in  tota  aree  sue  latitudine  CLUlI  nee  phts 
nee  minus  cotnprohendat.  Quod  et  in  duperiore  flgura  promptum  est  peruidere. 
Sed  in  circulo  cui  id  ipsum  copia  e«t  perspicare  a  quo  poteat  circula«  ali- 
quando  Himili  modo  veluti  quadrilateri  in  CLIUI  partes  aequaliter  distribui 
ut  hoc  nobis  uidere  Uceat  »t  sie  londem  fidem  adbibere.  Numqnid  dob  in 
rebnti  ui^ibilibus  credere  opportet  quod  nequa^iiam  oculis  uideri  pntest. 
An  negat  «luitsquani  figiiraa  geometricas  uistbiles  esse  cum  omnes  oireino 
aut  regule  ad  dimonsionem  snbjaceant.  Ergo  CLIIII  inesse  äpatin  eirculari 
(aut)  iiisibib  argtimcnto  oun  niminim  reti  ipsa  uiBibilitcr  cxu^tat.  probandnm 
est  autem  non  crodendum.  8ed  [»robarj  non  pot««t  circomfcrentis  linee  pro* 
hibente  natura.  Igitur  ne  ot  oredi  opportet  Validissime  sunt  hujua  modi 
objectionos.  Quid  ergo  dicemus?  Faciandum  ergo  quod  esigimiis  et  uisibiU 
ut  ila  dicam  arguinento  utcnduiu.  Verisimillimum  ego  quidem  puto  cum 
Studiosi  geometrioe  diacipUne  diutuma  dubitatione  turbarent  quid  existi- 
man  de  quantitatc  ciroularis  eiubadi  dcbcrcnt  neque  sicut  aroas  angulis 
rectis  inclueaa  ita  quoque  comprohcnsionem  circuli  monifeüte  deprebendere 
potuiwent  uUo  mensurarum  genere  necjue  unoiia  neque  pedibus  neque  aliis 
qiiibuslibet  quibna  omni«  dünonsio  stue  In  longum  sine  in  latiun  üine  et  in 
allum  proficiscitur  quibas  [vorticuä  quibus  mili&ria  qiiibua  stadiorum  tongitudo 
quibua  agrorum,  äuviorumque  laütudo  quibus  purietum  montiumque  alÜtudo 


oi>nipiiralur.  cumifiie  nullateaiig  patorelur  cii'cuaircrentis  ambitua  curai^ 
tutu  buiiuce  diuisioniti  rationein  ijisi  auteo]  uiliilouiinas  uitiaBUDe  niMÜic 
aeUeni  ooiiu  oetirantioms  esset  planicies  eircnlAris  tuitmadvertiiDt  quod  Iimb. 

et  si  canta  ac  circnmferens  esuet  eqnaliter  tAmen  undiiju«:  nersvi  * 
medietatis  diitaret.  quo  depreheiuo  res  otenim  manife«tft  tnet  diiiiaen 
totutu  circuitiun  in  quot  eis  aieam  lartes  ut  pote  in  IIU  et  XL  qoaa  tob 
deindi;  piincUs  ilH»ign&u«Te.  Kt  a  puncÜB  ad  medium  tocins  circuli  ptmctUB 
lin<-A»  duKeruDt  adbibitcKiuu  gectiome  labore  XLIIII  ]>ei'tiil«re  parte«  t|uaniia 
iinatjuaeiiue  VTl  mensuras  id  est  medietateui  diauetri  iu  lon^tudineoi 
hababaL  per  tatum  aern  XIIU  innenielntur  ejusdem  diametri.  Neo  moni 
partes  partitus  adjungentcs  acumtm  latitudini  obuert^nrnt.  Quo  facto  inTMSt« 
sont  iindäne  et  undene  sibi  tmivprso  congnientee  facteqne  Munt  dae  fonunle 
ex  XLlin  qaarum  ntnuiac  XXII  iliamm  XLIlli  id  9si  medietate  drcali 
oanstabai  habens  Vll  in  ann  lutere  XI  uero  in  latero*).  Qaibus  «ibi  e 
Omnibus  copnlatis  «pto  plurimuin  postiet  latitudini  rcspondens  lonjfitudo 
egressa  est  fonna  btniti  latoribus^uldenas  binis  auteiu  XJIII  gerens  tnitatni 
Qnoniiri  exemplo  uti  ms  manifeuliur  6al  datnm  uircalum  in  1111  partes 
dinido  ductis  diametris  altara  at)  a.  in  s,  altera  a  t.  in  a.')  Quo  faeta 
singulas  circuli  qaartas  per  XI  distribuo  sicat  haeo  fi^m  demonstrat.') 

Facta  outem  re»olntione  XI  paiies.    XI  portibus  intennisoondo  oompooo 


veraiB  aliarum  extremitatibus  ad  oapita  aliarum  scoundum  bujiis  deacripUoiiü 
eiemplom.  Ui>c  modo  re&otuto  clrcnlo  et  psrtitjiis  ejiie  hac  art«  ditt|>ogttü 
Indo  producta  est  quadrilatera  ßgnra,     Qqo  profocto  duoit  XI  in  lotitudine 

^  I.  io  alUro. 

I)  Die  Buchstaben  febleo  in  der  Figur  dei  Maauecripts. 

?)  r)ie  Figur    ileii  Rechteckes  bedarf  keieer  Ertäuferaug.     Von  den  4S  Dtri 
pcken,  in  welche  der  Kreis  getbctit  iirt,  werden  je  S  diagonal  gegenübergajogt,  so 
das«  lie  ein  Bechteck  bilden,  was  fr>_-iliob  nnr  nnnAhemd  richtig.     Das  gesammt« 
llecbteck  bctttebt  somit  aus  donselbea  4-i  Dreiecken  wie  der  Xreit,  nnr  in  «öderer 
Weise  geordnet 


V 
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in  lonj»itnd!ire  ncro  XITII  penil(';:*)  ijue  in  «e  multiplirate  CLTIÜ  eomponnnt 
manifüittö  ostendit  «juantam  inter  se  si>aÜi  circularis  ambitiis  cooipr^beodat, 
Vonintamcu  nuUi  poteet  diibiuiu  esse  quin  ex  bac  resolntione  subtiles 
geometre  regtibu  lüa»  collegeriot  qiuu)  percipiuDt  ad  iDoenieiidani  arcam 
drciili  aiit  di&metrt  medieUl«  medietatem  cü-cuitns  utvndi  aut  tniaiu  dia- 
metrutii  quurtu  jtart«  (nfcuiluy,  aul  totum  vinMiitmn  ilbunelt'i  tjuarla  aut 
(jUoUhet  alio  modo  ad  idem  ipiiuni  proficiente.  Quam  ro^uliuu  idoirco 
MDipCQdii  causa  iiiue:ntnm  putamns  ut  non  scmper  nocesBO  osset  circulum 
ruolutione  quatiens  uelleiuus  arealem  ejus  i|i:antitat«m  eciontia  teuere  cum 
prasertün  eirca  ea  eubjecta  gepe  cnnaiderandam  sciroat  que  niiUatenits 
resolutioneiu  paterontur.  Neo  anim  niai  in  toeDibraniB  et  polliculiB  et 
si  quideiii  sunt  ejusmodi  exeroitiuni  comiuodo  doq  ualet.  qnibus  igitiir 
objectionibus  supra  memorati»  t>at,i«factum  arbitraniii»  8iinub|tie  dem(ini>trat<ur 
qualiter  Ula  media  tigtira  per  quam  circulo  quadrattim  e4|tiaU£(V)  e^e 
[»riiliatur  ux  ijitin  »iruuto  ut  per  diomotruin  ejus  vel  |)er  resoluiionem  aijjnatiir. 
Ibim  igitiir  hujus  ecientio  quai^i  fundamento  quodam  tinnati  coDseqiiuntiir 
certis  incerta  et  notU  ignota  perquirenos.  Ao  detnceps  qaemadmodnm 
BX  eodem  quadrilatero  in  qaod  circulam  i-csoluiinus  qiiadrati  «[tecie.s  promo- 
iieatur  curabimua  intimai'e.  Hoc  anleiii  raciemiiii  »i  prtus  coiifrugo&a  oratio 
alicujus  proeuiii  interpoültionom  lenigeiur. 


PrologHä  Lertii  libri. 

Si  tu  ifl  esses  preänl  cximio  cqjuä  anö  laudcti  animum  delcctarcnt  et 
paucerent  nuUa  facundia  satis  esset  bis  (Quantum  da  te  ipso  luio  de  anis 

Ide  proauiti.  ileque  iiniuereis  majoribus  inis  noa  modo  romaDomm  ited 
graioruia  quotjue  ptüicipi.tm  illustri^siuils  de  liorum  Dobilitate  de  di^'aitate 
de  gratia  de  poteacla  de  oopüs  de  anipUtiidino  renim  Ae  preolaristiimis 
factitt  de  uirtute  de  sapientia  de  meritü  eorom  jactari  iialereni  Virgiliiis 
pDpionH  a  parontibtis  nia^iücare  augiisliim  eaeida  XU  libris  cunscrlpsit. 
^anto  pluhbuä  quiü  etiuet  üi  qui6<|ue  uellet  coUigere  quod  primas  qaod 
«ecundus  qviodque  tercios  geasit  octonum  quorum  primus  ab  henrico  patre 
mo  suscopit  rejnium.  ded  6Iio  reliquit  imperatori  IUI.  pater  ap.  tbeutones 
primus  regnauit  llliu»  ap.  ipsos  primus  imparauit  Et  qtiibus  nifii  illta 
^emiania  debet  quod  sibi  cum  tanto  orbe  ipfta  eeohiit  tribtitum  italia?  Per 

Iquoa  alios  nostri  impcraioro»  romani  sceplri  facti  Nunt  siicce«AüreK?  Vellem 
mi  diceres  o  maro.  Quid  tale  conlulit  nostro  talio  Ule  tuus  iUe  primus 
ille  magnu»  Ule  diuumttus  eneas?  Ignosce  augusto  qaonto  sit  infra  tutuu 
gonuD  püb-  et  preclaris  octonibus  comparatum.  Hed  esto  fuerit  tale  eneaa 
ille  quid  Ina  rcfert?  Tu  enim  eneam  ut  X  milleeimus  attingati  Dcpo«, 
FttUme    igitur    octoaum    uepoe    sl   quaJom    tu   uirgilium   bibberet  qui   cum 


TitoHeret  ft  lau<1e  parentiim.  puta^ne  tuam  famam  qtiaitta  ^omi  oi 
Ita.  i|iatleni  ut  pole  um  nun  millesima  äod  prima  tarnen  pruclari 
proles  exisUit.  Venim  bec  iiniucrsa  »cwntes  ac  rehgiow  ponüTox  pmdc 
uperaarid  sicnt  omnia  in  t«  pie  homilitatis  Signa  et  opera  &tt«»t&niur 
memor  qtiod  nei^ue  nobiles  D«t|ue  eapientes  sed  ignobilia  et  contomplibL 
tnundi  elogit  dems.  Quare  cantus  sui  ita  Kcribeodo  oequaquam  altinf 
quod  animura  cupiduin  lau^  InMuium  reddent  tuiü  oero  aaribua  sttia  fana' 
ntiiiH  iDoritf)  infe-'^libi  nfrunsinnem  incnterenl.  Itaqne  iierti  Btiliim  ad 
pntiiia  ilictanda  '{ue  HunHiim  iiulriierent.  ingenitun  aouercat  soUertiam 
taront.  Uaud  igiiorans  in  tantiuD  tibi  placet  ralioD&biiiiira  utudiorum  utiti- 
lat-em  ipiantum  minime  de  diligentia  nalea  inauis  gratie.  ac  uentoae  taeiaaÜi 
odiosam  uanitatem.. 

Explicit  prnto^s,  Incipit  llh«r  terclns. 

SuperioriUbeUo()uaUteracircuIoc|iiadrUateri  BpccieseiireloBteadiniusnet]« 
atit«iii  ex  eonpiu  igiiidem  dinicileetlaborioRiiiii  necminufsipsa  circnli  rpiailralurft 
inlemptituui  Qt*)  in  qu<j  niS)  gcometrine  »ublttuemut;  aitülÜA  naooflcnrio  arbiträr 
deKciendinu  Quisenimudhuctiuadrandi  tradiditmtioQom?  Bt ijuar« ab omnibiu 
partitaniei  proptcrdiflicultaiem  ejuscircali  iniunctam?  QuamobcansamnoDpar 
nis  iabocIocoaugustUetoniuemur.  ütfiuocuoiqactninsireteinplatDaöneluticIauH) 


r 


repolliroiir  limine-  Si  onim  illiid  (jno  longitudo  latitudiaem  änperat  diaidamu 
dimidinin  oero  reUD'}uiinuH  longitndini  Dae.(?)  uelud  angulari  soMucto  trunea 
quedam  nascitur  figura.  boc  eiquidem  in  appoitita  ponüdctur  descripiiooe, 
Qdod  ei  per  obliquom  sumere  uelimuB  ejitsdcm  spatii  qnoiitiiatein  qoo 
iemperamoBto  fiat  qiiat«niiB  ne  infra  sit  nee  tnodum  exeedat?  Puto  tnani* 
festam  esse  dificullatem.  Kec  nt  a  nobia  potest  demonstratio  dotur  bre- 
oiseiiraa.  Quadrilateri  \atm  scüicet  ab  diminuatar  in  partibtte  ad  c  signan 
einülit«r  c  tt  latus  ad  Signum  f  totidem  partilus  sit  predsum,    Igitar  xpa- 


•)  L  ert. 
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tiutu  inter  «/*  et  bd  lloeis  diiiidi  opporlel.  qiiod  fini  bac  arte.  T>acetiir') 
acgiUaris  ab  e  atiqae  if  ad  caiu»  ni«n»iiruin  inter  ipsitnt  e  ei  b  aRi^vtiir 
h  ptuicttUD  suniptaquu  diatanuia  etitsdoni  h  ab  «  Hocumlum  tpeaiii  h  k  et 
b  i  linee  Kant  (juo  facto  si  spatiom  qtioii  inclnditur  de  medio  sahlrahatiir 
tigurequ«  ad  Utitiidindiii  aj'ponatur  dico  ex  quadrilateco  prcKluctum  esse 
quadi'atiioi.')  Et  hoc  modo  illud  qund  ex  cirt:ulo  procedit  in  quadrahinun 
tedi^tur.  Ad  finem  uero  arrepte  dlsputationis  in  omni  quadrUat«rum  uniuer- 
saleni  i|iiiuli-andi  dablmus  rationom.  Hoe  anlem  nomine  appello  quicijuid 
excopto  qtiodroto  IUI  lutera  eb  totidom  rectos  liabet  aogiilos.  .Sed  haue  qao 
modo  prcduximiia  quadiati  fifpiram  equalem  asserimus  circiilo.  Nam  st 
qoadrilatcro  niminim  equatnr  cuiu»  nideiicHi  mimorus  procesmt  eqaa- 
Ud  equalem  circalo  qui^  neget  quin  quadrilatoro  existat  equalo*)  ntri- 
qne  spatio.  Sed  quadrilatero  nimirum  equaiis  cuiu«  tiidelicet  nulU  pars 
reliota  sit  extorior.  Haut  dubium  igitur  quin  et  diculo  orosibae  modis 
quantitate  conferatnr  equali.  Venim  equatur  utxiqua  spaUo  sola  non  et 
numero.  Non  auLem  hoc  dico  —  —  —  siqwidem  numerus  onmibus  bis 
insit  figuris  cum  ui  prima  et  secunda  sie  et  tercia.  CIilUI  pedibus  constenl 

1)  Die  Figur  des  Teites,  wie  bierSber  verzeichnet,  ist  mit  dem  Wortlaut  uo' 
vtiroitibar.  wonach  (g  =  cA  sein  »oll,  wie  c«  die  folgende  Figur  iu)z«igt.  Ebenso 
soll  hk  •=  all  sein,  was  nach  der  Fig.  den  Textes  ebenfaU«  nicht  zotriSt. 

'i)  Das  angegebene  Verfahren  b««tcht  darin,  die  Diagonale  ep  des  Quiulrate, 
deuen  Seite  —  1  zu  conttmiren  und  ihre  LUngv  an  die  S«ite  a«  •=  ac  =  U  an- 
Eotragen.  Dann  aoll  die  Samme  beider  d.  b.  11  +  V^8  die  Seite  des  Quadrat« 
sein,  da«  mit  dem  Kechte'*)t  ihi  gleichen  Fläcfapninhalt  hat.  Der  Beweis  wird 
nur  angedeutet:  das  Recht«ck  hd  i&i  znnächEt  gleich  einem  Vierseit  von  giciobcr 
Gmodltnie  imd  Höhe:  nämlich  hi,  deaeon  i^ile  hk  ^^  bi  ^  ah  oder  der  Seite  dM 
gesuchten  (jniwliat«  gc^macht  wird.  Hieraus  wQrdo  folgen,  doss  die  HUhe  dieaei 
Vierseit«  hi  von  der  Urundlioif!  1 1  -f  V  ^  gleich  y  2  sein  mfiaste,  denn  die  FIftche 
hi  mune  gleich  dem  an  ah  aobutragendea  Itechteck  sein,  welches  ch  zaia  Quadrat 
Tervollstlladigt.  Dasa  diea  jedoch  nur  angenähert  der  Fall  ist-,  erkennt  man  ohne 
Sehvierigkett  Später  wird  Übrigens  geseigt,  daw  der  FUtcbeoinhalt  wirklich 
nabestt  164  ergiebt. 
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n«!  utmlms.     Nee  tanwn  qnadratura  nuniero  erfuiüe   dicimus  qood  an 
ü4e  ütm  ita  reci|>ero  |)oLeßt  ßiiualum  inulliplicaLionem  Utenim    sicut 
siue  quodrüateri  projiriutaU)  uoniitiliii.    Sod  rursus  hie  alii|tiis   dJcet:  in  mi 
ntiüis    hoc   fieri  posse.      Licet    dudiiin   probauerim    placet    t4mt:a     adrersiu 
baoc  opintonem  aÜam   hoc  in  loco  inlroduoere  argiimonti  rationem.     Die« 
enim  st  qaadrata  oqoiUtera  constilnantDr  in  minaliis  nichil    omnino  «t  in 
Bumero  eqoalia   constitiiL    Nam  riaicquid  mnltiplicant  miniicie  idem  aomei* 
quoqiie    inu]ti[)liciitur    int«f?ro.      Sit    auteni    exemplo    qaadniifi    aiiuiitünua 
cuiua  aint  latera  unita^  et  üemis   eo   quod  onmibus   isiö   uide&tiir    Bpartior. 
Ilio  uern  tali  contititnittir  modo.    Mnltiplico  I  in  se  naficriliir  nnnm.     Deinde 
ttemisfioni  per  eiuidi^in  unitaleiii.    Hin  propositis  II  latent  diic«>  Kursus  mihi 
prouenit    unum,     <Jdo   iuncto  superiori  babeo   U.     i>«inde  somisvom   in  se 
ipsum  daoo  egreditar  qnadnuis.    Qui  apporitu«  U  qttadratum  efficit.  sopra- 
dictum    contincntetD   in   tota  superfide    sua.    (tuadrant«s  IX     Stmiliter  IX 
inreoio  non  iaiu  quadrant«a  »cd  Anma.     Bi  unitaltiin.     eeuiiKsatn   qnod  erai 
latus  biiias  quadrali  duppUmnero  qiie   diipplicaiio  III  produciL     Qiii  in  ae 
ducttu   noiienarinm  generat  quadratum  nihil  a  saperiore    in    ou    uidelioet 
quod   IX   partibus   conglal   difTerentem.*}     Ad   hiinc   modiim   et.   qiiwinttinn 
virculi  «\  EDinutüij  ci.mstanft  int«gro  reperiri  po8»o  arbitrauiar.    Sed  ut  mani- 
festum   Mt   impoBsibile  in   integris  enm    reperire.     Ne   i^tor    requiras  ia 
minntüs  nisi  firustn    Tatigaii     roalueris   et   inatili   labore  consomi.     Adhnc 
aliud  dicam.     Si   aint  duo   numeri   alterum   cum  minutüs   abB(|ue    minatüii 
alti)ruin,  tue  autem  cum  multiplic«tur  in    »o    alleruiii    uero    ratione    qne    in 
oirculo  Beruatur  aAcrftscat:   quam  oomparatinnem  ad  ae   babuerint   fiuinnmlc 
in  bunc  niodimi  prmluutö   fiierint   utrnqne   mulLiplicando  uMiu^um   eandein 
proportionem  introgro  sumpto.    Sit  urgo  numenie  cum  ininntia  VI.  ff.   Itera 
Sit  abgqne  minntia  VII.    KtLräus  «int  altori  duo  uten|ae  Integer  «adem  pro* 
[lortione  sdruata  id   est  XIII*)  ai  XIIII.     Ass«ro  ergo  Kill*)  in  se  XIUl 
uero  iuxta  r»gulam  ciruul!  ducUj  quo  modo  nasountur  nomeri  eandfiu  intex 
80  couiparationoni    (joniare   quam  et  illi   babent  quonun   alter  a  VI  a  Tu 
utroque  iuxta  auam  ratianem    mulUpUcato    concresciint.")     At   uero    DaQtM 
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~>ep»nmös~TOl«gr»(!  nnmeras  qni  ad  inuicem  confwrnenl  eompSänaanMa  «Ir^ 

ciili  et  ei|iiiilit«r  idbiiuet  iiuailrali.  Quid  igitur  in  minuUis  reqiiirere  labores 
quod  numquam  sunt  inuenire  nAtiira?  Sed  et  si  ratione  calculandi  aWciqiie 
peritia  eulptUissmia  illic  re|»erire  cüumocolur  (|iüd  lioc  mensoriLus  et  studio 
gcometticoli  conlerret?  Quia  enim  rodigeret  üuli  uiensunuu  tum  ohulum 
tum  ceratem.  tum  calculum  et  haniiri  pariicula»  infinilas?  Qiiod  duh  qui- 
dem  ita  üupossibile  rati  sumus  iit,  faciUua  ctincedainuB  qiiadraturam  per 
rainutiaK  circulo  equari  quam  eafldem  minutiaK  »uh  dimeasioncm  nenire 
posse.  Iure  igitur  circa  hoe  illas  querere  rocusans  artem  potiud  geome- 
Iricam  qua  maciendo  oomponi  iwssit  periieaÜKure  ciiraiii.  Ne<|ue  boc  te- 
luuru  proprioipie  arbitrio  ac  propter  exempluni  fAcJss«  me  aapiett»  quisiiae 
redargiiat  qui  soiat  gooiuetras  ia  luultiu  menBura  tarn  vontentptoK  «sue  ne<i|ne 
se  inquiBitione  aiimeroruin  oocup&re  ui  pala  cum  inUriorcH  treu  aoguli 
duobuD  rectiä  componantur.  aliatpio  permulta  que  longum  etmei  ßnnineraro. 
(Jüis  baue  oqoalitatcm  in  nuinero  hac  non  potius  in  äpatio  ot  nivQ- 
sura  eätimet  reqairend&ni /  Neque  boc  in  equalibus  dumtaxat  faeiendum 
rum  in  dupHs  in  triplis  in  quincnplis  et  in  bis  que  sexcaplam  uel  septu- 
im  uel  üctiiplam  bat»eut  comparationem  nt  nnlla  earum  in  minutüs  aut 
in  Duniero  requimtur  ma^opero  eeruandum.  Dicet  aliquis  quoiuedo  pro- 
Uaü  dupliuQ  e  minutiis  Bimplici  qiiadrato  non  conferrii'  Superiore  quidem 
ratiune  lioo  quoipie  proba  Nam  in  qua  cum paratione  enint  duo  numeri 
Quorum  alter  ex  integre  alter  uero  pi-oductus  ex  t>o  tatere  quod  minutie 
componunt.  eodem  seruabitar  in  illis  quotpie  snmmularum  quaram  latera 
omnino  sunt  integra  de  tarnen  ut  onum  habeant  proportionem  ut  si  sint 
duo  nuDieri  IUI  et  V.  tjuorum  atterius  latus  duo(?)  alterius  qutnque. 
Item  et  duo  niimei-i('i')  XVI  et  XXV  alterum  Uli  alterum  V  iuxta  propor- 
tionem fiupetionuu  latenim  id  est  duortun  item  daorumj(?)  Sed  ip«i  quoi^ae 
latera  habente»  dico  in  qua  proportione  reperiuntur  IHT  et  V  quadraim 
in  eudem  proftortione  et  XVI  et  XXV  reiwrire. ')  Atopie  enim  minorem 
in  tte  babent  minoriAquc  medietatem  et  ipsiug  medietatia  «»ctauam.')  Ad 
hnnc  modora  iUwiue  si  comparatio  dapti  et  »impüciä  quadrati  in  minutiU 
77 


164  :  144 

1)  4  :  6   ; 


16  :  S6  d.  b.  daa  VerbUttoi«»  der  ganzen  Qoadrate   flbertriigt 

sieb  auch  anT  tbre  kleinsten  Tbeile,  wenn  beide  Quadrate  in  dieselbe  Ansahl 
Rlement«  zt'rlpgt  werden.  UoBtebt  alao  xwitMitien  den  ganien  Quadraten  li«io 
ratioDaI«8  Verbältaisa,  so  besteht  etu  solches  aucb  nicht  zviscben  den  Sommeo 
ihrer  Elemente. 
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--  d.  h.  es  kommt  ht;i   jfldnr 
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Zerlegnug  stets  wieder  daa  araprünghcbe  VcrbtUtnica  heraus. 


constaret  nlhilomiiras  intregris  termimä  eaDdem  Cftoile  euet  inoenir«. 
qnis  in  nainntiis  <1epreheii<lil  dupli  et  «impliois  quadratt  coinparati 
}fatn  eimplo  habeote  lutiis  quod  numero  rat  dtmensum  numi'iuom  in  Ial«r« 
qaoquo  dupÜ  nnmemm  inueniM  nt  ai  quateraariam  com  sit  quadratun 
diio  habeat  in  lat«re  quo  numero  diipli  ejus  latus  notabitar?')  Qaod  ti 
Utere  dupli  seoandoni  iciegnini  numerum  facta  est  diuieio  tum  niminus 
latera  simplicis  ioita  niimeroin  imposaibile  est  metiri  nt  pata  XVI  dapQoil 
quailrati  nel  octo  qttaternario  metimnr')  latus.  (Jnomodo  pata5  latera  airo- 
plicius  partiemusV  Quare  cum  omnis  compajratio  quo  ex  minntiia  crealnr 
in  int«|;pri«  et  nnmoriB  exisiat  cumque  dupli  ralatio  ad  BimpUcetn  qoadn- 
tum  (in  niimi'ria  üHk)*)  untjuam**)  numeris  sit  recepta  binc  audociaia 
arripimue:  Hoc  domum  ooncludendi  quod  ne  per  minuUas  quideoi  latera 
illaruiii  ualeant  com|>arari  qaaniquam  dootiseimus  uir  Bc^inboldas  usenit 
iUatere  dupli  quincimoeni  et  latus  simpUcds  oonticeri.')  Quod  et  ipse  et 
cum  Gerl>erto  noster  rac«chinnti  fatetnr.  Hoc  Ratem  aliter  in  re  esse  tali 
probamns  argomentacion«.  Omne  latus  dnpU  eioadem  mensure  est  ctmu  et 
diagonium  simplids  quadratl  Omnis  aatem  linea  tria^nis  dJagoui  tantwo 
Koliini  modo  maior  eßse  Hbet  laterali  linea*)  nt  dioo  exeroplum  iila  eqna- 
lili*r  diipliim  Ht'ticiet  quadratum  coi  nihil  desit  nihüque  aocedat.  Hoo  eon 
umnes  j^tKimetnce  discipline  peritiwimi  atteBt«atur  tarn  et  utaibiU  arpi- 
mento  »i  quis  arteni  meciendi  non  nesciat  ita  rem  wsv  faoillime  eompro- 
bobit.  Quod  Olim  ita  se  habeat  samalnr  «xemplt  gratia  XXV  quadratwL 
is  retinet  latai>  V  de  quo  proHciamus  diagonnm  eiusdem  lateris  qninaoQoe 
eibimet  adjeclo.  ü^t  antem  in  V  assibns  dao  asses  untia  proportio  qiüa* 
ouDcie.     Banc  ipüe  qninariiis   recipiat   ernnt  ergo  Vfl  untia. '^X    Uoc   igttnr 

1)  Wäre  Sa*  »  b\  m  wJlre  auch 

(»«)•  =  SÄ», 
d.  b.  es  a^Mte   sowohl  b*  wie  sA*  ein  Qaadmt  «ein.     Welch««    w&re    dann 
Seit«  des  leksteren? 
S)  8     16  =  8  •  4. 
■)  Corrigirt 
**)  nnnqoam. 
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nm  ^       to  Kniu  ali  der  vermetnUidw 

Werih. 

4}  Bezeichnet  a  die  Seite,  d  die  Diagonale  de«  Quadrats»  so  ist:  4*  «  S«*. 

Di?  als  linea  triago&in  besetchoote  ist  dem  Text  zufolge  die  Ilypoteniue  dei 
rechtwinkligen  Dreiecks,  denen  Katheten  a  und  d. 

ÄnS'aUf--ad  ist,  dass  btn  Erwahnang  dieser  and  ühnlichor  geometriidiar  Sitae 
tum  IleweiM  aur  auf  das  durch  die  Praxis  Uvbertiefcrte  hingewieaea  wird,  ohM 
iigend  «ine  Autorität  dafOr  lu  neaaon. 
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esi  (liagonum  propodli  quiidrati  quimtum  ad  ma^füstn  re^^boldi  seDtenttam. 
nempe  eifjo  com  omne  diaf^onium  nibil  pluä  minuüue  oi^i  duplum  equaliter 
pr<iuebat  uideamuR  Bicul  V  in  se  ducti  XXV,  an  eodem  modo  VII  uncia 
in  VII  iinciaH  ducti  Bttcundutn  ttstragonicatn  intiUiplicatioaem  i)uitii|iiaf|fenariuin 
acctitnulant  ipt!  niiniruni  ad  XX  diipla  projKtriJODatn  confei-t,(?)  Hinime 
äeptiüs;  nam()ue  VII  XL  Villi  multiplicant.  lade  ueptiea  anlia  nouisttirne 
untia  in  untiain  assem  sextantein  et  dimidiam  sextulani  coacomant.')  Quo- 
rum assis  XLVUn  (adiectis)  quinquagenarium  ploritaleni  complicant.  Su- 
pcrat  quantitas  sextanÜs  et  dimidie  sextule  (id  ipsiim)  iithili>minuB  integro 
niimero  licet,  appiolmre.  £t  qtioniam  ipse  confinuat  diaganiiiiti  quadrati  et 
latus  eiusdem  in  tali  proportione  reperiri  qualia  eet  inter  X  ac  XTI!  *) 
quoriim  diiodenarium  olaiidit  et  eiiu>  insuper  V  duodeciniati  quod  ftp[ml1aiit 
qnincimcem**)  titroHqiie  in  tio  XII  duwlecies  et  XVII  decies  8ei»ti«8  congru- 
gemuri.  qne  snmnia  proueniet?  Kimiriim  ex  priori  C  qiiinqiiaginta  Uli  (?) 
ex  poBtörioro  CCLXXXVIIII  coUigcntur  sed  diagoniiim  nihil  a  duplo  reün- 
quit  nee  aniplius  curare  debct.  At  ucro  ducentum  sexaginta  XXXVIIU 
Imitate  excedunt  duplam  proportionem  et  CIjIII***)  {ler  con)]>aratiDnem 
reducti.*)  Tarnen  absque  dubitationi»  scmpulo  constel  diagonum  non  ka- 
(«re  in  tte  (in)  quincuncem  et  latus  bui  quadrati.  Quare  ni  in  duplo  qua- 
drato  mensura  lateris  ab  faoo  diagonio  nibil  dietat  Toanifetitutn  est  ita  nt 
nnllaieniis  refutari  po&sit  quid  (ne  ipsum  quidj  Latu«  dopli  minuriB  lateris 
eiitflquo  quincun[;em  posstt  includere.  Sed  Iiim  taudem  qualicumcpiH  modo 
fmitis  illad  uoliunus  iniimare  quadrati  formam  vix  sUDÜbut>  dillicultatibatf 
reoeptam  si  quid  coucrit  equabilitaiem  collocare.  ila  sane  ut  quanto  cir- 
calaa  quadi;||i  (circulus)  tanto  qaadrati  latera  cireali  exce&sionibus  «upe- 
rantnr.  Bis  profecto  preclusissimam  Ulam  et  doclls  uiriti  ttejw  ac  diii  per* 
quisitam  que  uocatur  geomelrice  [>eritia  circuÜ  quadraturam.  Atipie  (^biu) 
exßollocatio  quomodo  et  per  artem  fiat  monsLrare  curabo.  Sed  hoc  post 
modum  6et  nee  oero  istic  qme8cao,(?) 


»(^-^Ä)' 


"+»+i  +  n4- 


')  L.  XU  an  XVII. 
**)  cf.  onten. 
•••)  Wohl:  ^u»  CXLUII, 
i)  Der  Sinn  dieser  nnklar  anageclraclct«n  St«Ue  ist  unsweifelbaft: 
S  .  I«  =^  888 

17'  =>  2BD  d.  b.  äuM  nach  der  im  Trzt  angegebenoa  Regel  beBÜmmte 
des  dopitelten  Inbalts  wird  nm  eine  Einheit  tn  groflt  gefnodea. 


TroloKOS  qaartl  lihri. 

Cum  singulö  rcrum  tullio  in  topiciä  auet^re  nmlUs  hat>eant  cansu 
qm  inter  omne-i  prinoipalcs  eiiübit  preterqaam  cetoro  Ktotide  Runt  et 
agentes  «junnifKla  »lateria  et  instxuuiöatuiu  niclül  agnnl  si  nun  mantu  ar> 
tificifi  fneril  adbibit»  tu  modo  decus  pnntilicum  Bolus  es  bi  (jiiidem  w  hxt 
apere  placerent  pnmaria  ipi^atjae  eGTugiens  causa  ego  noro  f|ualocuiiujua  a*M 
slrumentiun  inre  uidcar  <\uo  tu  sit»  abasus  ad  liuiuB  operis  f^^yf^'A^im.  AlwajM 
biqaam  quod  inutile  iatitruinentuni.  Biue  instrumentam  utile  opus 
esflfit  bonam  non  posset  cum  presortim  et  mat«ria  ait  integerrüna  et  auctflt 
ut  meU>)r  duIIiis.  An  ne  auctor  Ule  qui  incit&tor?  llic  itaijus  audAc. 
D<um|uid  enim  oporarum  mercode  oonducti  romam  condidiss«  dicuntur  im 
lialitta  roinuli  memoria  qui  iUos  fnrsitan  ojierarios  mercedo  condaxit?  fW 
iUürum  [lolius  obsoleta  est  omnis  memoria.  Quts  onim  scßmenta  ciinfecenl 
i|iu  tapidoB  portauerint  quis  iec«rit  fumlamenta  quis  illum  murum  com- 
pleuerit  nemo  recordari  nemo  dicere  ualct  fiiue  et  de  diuiniä  exemplom  pe- 
talur  cuiiis  illa  a|>.  maUiHiis  vinea.  Palrit>ne  familias  an  eorum  (|ai  de- 
narium  accipiunt.  Dcstiaguit  hunc  matheum  ipse  bid  nerbia  condncere  iir- 
qtiit  operarios  in  oineam  suam.  suam  att«ndit  non  eorora.  Sed  apArtiu 
ipse  patar  familiaa  suam  ess«  testatur  dum  attendit  ad  illos.  Ite  et  nos  ia 
uineam  msam.  in  meam  ite  non  in  ue«tram.  tlrgü  tu  qaotjua  etgu 
0]>eris  aucLiir,  Quare  m&i  tibi  fjiii  jii^um  et  stoUdiim  ingenium  beo86eti» 
impiilisti  si  ({aid  in  boc  opere  gratam  extsteret  nulli  debettur.  <Juig^nü 
enim  in  nos  rotonpieret  Mb  qiiaai  lime  ipias!  serre  ipiaäi  acie  aul  seeori 
echberem  laudem  ijnam  artifex  mt>rutHset.  Sed  nnum  est  in  qao  hoc  ipsiin 
tibi  ma^  addioere  queraü  quippe  ai  dignis  illud  maiestatls  4k  patroduo 
tueri.  HatuK  enim  scriptor  eua  auctohtate  ita  nmqaam  fretus  fuit  qui 
principium  i'f)  dofensionem  non  indigaret.  horatius  meceoatis  presidio  gao- 
dft,  amat  pollTo  uirgillum.  utrosque  augustus  fauet.  terentiuB  concitant« 
emtilonim  inuidia  odium  pro  gratia  incnrrisset  nisi  calUopius  callidia  ar- 
gumentiB  accusatoribns  restituisseL  Malliite  ion|uatue  boetius  vir  cunctanun 
arüiun  perfectione  et  conHolari  dignitate  priocipum  cum  in  latinos  thesauro* 
insignis  quadnivü  prccium  transtulisaet  qnod  a  pvtbagora  onminm  doeoio 
□elerii»  pbiloeophie  Judicio  probatum  et  excoctum  eijset  frequenter  tmmon  «t 
hnmilitor  orat  qnatinus  patridi  simmacbi  paterna  gratia  labor  lUe  pronehatur. 
i(nod  ti  tanti  nomims  jure  preclarisaimo  labori  suo  abmiue  fanore  priit- 
ctpiuin(?)  diflui  äunt  multo  magis  ego  quem  neqiie  furtuna  neque  aoieatia 
comiuändat  aina  lue  prcäidio  niUil  babeo  ttjni.  Quo  ego  ei  fuero  potitua 
tanto  Heourior  ero  horatio  marono  ao   ceteris    quauto    meliore*)  —    —    — 


*}  Die  rolgaode  Zeile  ist  durch  Vencbimmelaag  onleserliek. 


—  —  I>atrii8  melioT  tu  maior  aognsto  —  —  Qaodsi  de  me  senseris  bone 
haut  neronr  male  esÜniatione  quiBt|iiain  pr6«iimai.  Certe  iihi  radius  splen- 
dide auctoritatis  tuo  uelut  ipsins  ri'ili»  efTulserit  necessarium  erit  i^omnlii* 
niee  tenebraa  non  apparare.  Ea  posita  circuli  quadratun  cor  circulo  qua- 
dratiitc  |irinci|taliter  «t  |>er  m  i|»sTim  et  in  menttnra  comparetar  iam  placet 
continiiuiu  diripiitatinnem  a^jimgere.  Sed  de  ea  altias  ordiendum  est  tali 
principin. 

£xpUcit  prologns  incipit  Über  ynartiu. 

Omnium  oqualiam  foiinarnm  de  bü  enira  agittir  alte  Bunt  pliisd^m  forme  alie 
diuense.  liUiisdem  forme  iit  triangiilimi  et  iriangulum,  ijuadratum  et  (|aadratoni, 
circnlus  et  circulus.  Porro  diuUe  iit  triangulutn  a  quadrato  aut  triangiilum  a  ctr- 
cnio  aat  iteni  quiidnitiiui  a  circulo.  Nain  trianguliuD  alias  iino  oLluso  et  IT.  aoQtis 
alias  uno  recto  cum  II  reliqui  sint  acuti  alias  omnibus  acatis  oonstat.  Qnadratiiin 
aittetn  IUI  semper  lateribiis  et  totJdem  revUs  angniis  cmtinetTir,  a  qtionim 
utri»qne  eircnli  figura  distal.  <i-um  eadem  et  angulos  ignoret  et  unius  linee 
cireumitione  ambiatur.  Tales  itaque  communeni  mensaram  non  rccipiant 
n«c  umquam  ualet  i))äarum  quantitas  arealis  eodöm  circino  deprebendi. 
(^omobrem  sepe  contingit  dubitationem  creari  dum  inter  se  comparantur 
utriira  altera  tantuodcm  Epatii  comprebondat  necne.  Neqae  enim  uidetur 
propDsito  circaio  et  quadrato  siue  item  triangulo  et  circulo  tantundem  äpacii 
rontinere  eo  quod  boo  in  acutoe  angulou  continetar  attära  in  recttjs  latiurt 
porrigatnr  III**.  angalonim  nullis  quasi  taucibus  nbnuzia  liberiori  tipavio 
dilatetur.  Qne  dubitacio  tarnen  mazime  pot«sl  exotndi  certo  scientte  Gne  si 
hec  in  illomm  redigatur  figuram  ut  uidcticet  uel  tnaagulo  si  forte  dubite- 
tnr  pronebamus  circiilum  uei  qoadratum  uel  cetere  longilatere  aut  alia  qiia- 
rumlibot  fürmarum  prout  upu»  l'uerit  in  alias  redacamue.     Sed  sclendam 

haac  redactionem  nullatenus  ad  effectum  perduces  ni^i  per  — gnito 

ipiod*)  —  —  — 

aii«  plus  a  iQ  divtant.  Minue  distant  quo  uel  longitadint»  uel  latitudine 
concordant.  Inter  Ulaa  aaro  boc  mudu  maiur  distantia  quod  iitroqne 
sunt  diuenu).  Sciendum  quoqae  quod  minus  distantei}  amplitis  distan- 
liam  in  m«dio  uersentur.  Quam  ob  rem  ad  iUas  nist  per  bas  noUa 
suppelit  facultas  tnuiseimtli  et  quomodo  ad  diuerBissima  nisi  per  minus  di- 
uerva  provieniatiV  Kiülo  id  pacto  natura  promittent«  contingat  Bic  a  bono 
ad  maluui  nisi  per  id  quod  neque  bouum  neque  malum  est.  sie  a  tu«to 
ad  iniustnm  nisi  per  ülud  qnod  indifferent  uocatur.  sie  a  oigro  ad  album 
nisi  per  uenetom  pallidum  aut  rufum  aut  per  alia  baiaeoemod!  non  per- 
uenitar.     Ideui   ot  äixitialisaitnonim    a  generatüjsiniiB  dislantia   preafHnnnt. 

*)  Wegen  Vericbimmelang  ist  die  folg«nJe  Zeile  unleBcrlicb. 
Abb.  rar  a«Mh.  <1«r  Mallxat     IV.  i  ■ 


Tibi  Diäi  por  snbaltenuu  specios  et  genera  aeque  ab  hin  ad   illa   ueiia« 
Ulis  ad  ista  descenOes  stae  coofioendes.    Quid  cum  ei  niolUs&imarnm    aqu« 
rum  li((aor(uui)  in  lapideani  oristallonim  dahtiam  solidatar  niuu  id  Neri  f 
teet  nifii  in  Klaciolaiu  rigorem  con^tipötur?    Intioita  sunt  in  rebos  e 
kiiiuH    LrantiitioniH    fiempla.      Venimniudo    nt   idem    indaliitanLer    ia 
figuri»  agnoGca»  de   iiisis   potiua   ali(|Uot   exempli   caiifc'a  proferemus    uertu» 
priuBbarain  iptwniui  formarum  preäsioro  (V)  uonus  fnero  dinieDäione*)  koc  modo. 
Omno  qiiod  hübet  dimcnsiuncm  et  est  etusdom  quantiüitis    et    eqaoli« 
flpatii  ant  eqtial«  nnt  maiom  aut  minoris.     Quod  nemo  nüretor  qaomod 
eiuedam  spatii  eautt  possit  quod  all  maiorU  uel  minom.     Uuod   enim 
maioris  est  fti  contingit  ut  in  omnibns  dtmensioiubus  &it  luaiDris  neqtuiiaaiB 
per  ODUie«  partes  maioris  exisÜt.    eed  per  aliquaa   ijartes  umpline   bab«bh 
lungititdini«  «t  latitudims  et  per  aliqnos  minns  et  tanto  mina«  in  aliis  par> 
libas    qnantu    in    aliia    antpliiui    retint^bis   «jund    ]>r)st(urins    manirestam    erit. 
Kadern  ratiooe  eat  de  minore.   Tumeii  eontiagit  ut  equale«  uol  maiDree  ael 

ninores  et  non  forte  —   —  — ~    —    —  quibas  exoedatiir  «el 

aliqaid  dohabeant  que  enim  iaato  minas  habent  in  aliia  partibua  quanlo 
in  aliis  ampliui^.  non  omnino  ab  equaliLaÜs  couittaralione  recedunt  Lati- 
tadine  enim  hiti  quanttun  et  Uli«  ropperitur. 

Sed  cum  fünt  III  dimensiüues  id  eat  longitudo  latitudo  et  altitado  bet 
ooUectu  inuu  «quali  et  miüori  et  minori  qnibiiscQuaque  modis  colligi  poetnint 
eqnaliuui  tigurarum  XX  et  iinuni  Taciuut  toofbis. ') 

Quia  noro  de  plasia  figuris  travtotio  inoidil  quud  in  ultam  non  ecresoanl 
altitadin«  rtJecta  qttot  modis  A  B  complecii  possit  Inttjri- 
tndine  et  latitudine  potiua  requiremuä.  Itaruinque  coni- 
plexionum  rationes  et  nataraa  quomodo  uel  dimtoui  uel 
augeri  deb^ant  et  altera  in  alteram  resolui  lülii^ontius 
exeqaamua  ut  bia  ad  Ct^nilioimm  dediictitt  cunclu»onibos 
primo  circuluni  in  quadrilateruni  dein  in  quadratum  reli- 
gator  neqoe  per  se  principaJiter  oaleat  qoadrwi  mani- 
festina  intelligator.  Hiw  complenonnm  modoscirca  litflraa 
a.  b.  f.  loco  «({ualia  maioris  minori&qtie  appoaitaa  osten- 
demns  (f.  et  e,  exceptia  ad  lon^tudinem  latitiidinetmjna 
Mgnificandam.   Komm   auteni    VlUl  exiatere   arbitr&uu. 
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*)  ditCQuiooe? 

1)  Nach   Analoirift  de*  TolgcBden  im  Text  gegebenen  Scbcmas  fflr  9  Oii 
■oncD  rf,  e,  wenn  daxa  iiocb  die  dritte  f  binzakommf,  wUirend  a,  b,  c  wie  ol 
den  Uodits  der  tileiehheit  des  GrOewr-  nder  kInineraeinM  bcxHicIiDfia,  bat  man  Ar 
je   einen  dieser  drei  Modi   die  7  CombiiiationeD:  lief,  tlr.  df,  rf,  tf,  t 
sich  m  Siunnia  die  Zabl  21  ergiebt. 
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Quod  ita  probamos  ad  »  atrtuniiae  copiilamiia  id  est  ti.  et  p.  solam  pn) 
hoc  c  Sunt  ergo  complexioDum  111  tij^re.  Plurati  autem  qui  lieLent?  ^um 
cum  Bit  a  aoluin  uai  toia  d  tom  «  uinunque  compaaetur  aut  utnuntjae 
babebit  aut  unum  aut  alt«rum  neutnim  «t  non  pulest  babere.  Quo- 
tuoi]<j  ßtiim  u  idem  e^pialu  c^äut  t<i  D(M]uü  d  neijtie  e  equale  haberei? 
Tot  modis  et  ß  flignum  inaians  ad  «aedem  litarofi  id  est  d  e  po- 
iiCGt  (Ximpüui  et  t:  minoria  iotidom  nota.  Qiiorutu  comunctiDnuni  ratione 
nicbil  habetur  diuerauni.  Qu(m1  si  i^uis  dicat  maloreoi  nautro  esse  maloTcm 
minoreai  neutro  miitoreni  boo  minime  procedit  tpsique  uature  repugnare 
conoincitur.  Ex  eo  complectendum  est  (cnm)  equalia  cum  nuiiori  cuid  mi- 
nor! —  — •)  — —  tra«tare  modos  complect^ndi  secundam  lon- 

giiudmem  et  latitudinem  altitudinu  dimenaio&e  reiecta  quod  m  ipsis  partibus 

nideamuB.  OmnU  enim  eiusdem  sialn  llgura figoris  ad  aliud 

extra  relatii  aut  ei|ualitAr  est  longa  et  lata  aut  oqualis  longa  aut  equalitor  lata 
aut  maior  Qt  longa  et  lala  aut  ntaior  longiludine  aul  latitudine  tantum.  aut 
Corte  minur  alroqao  aul  minor  longitndine  dutntaxai  aal  menbura  lalitu- 
dinis  sola  qnod  subiecte  declamat  figare  qiiippe  oirca  quas  secimduiu  di- 
nersam  positionem  acceptiis  omncu  harum  coinplexionum  Vliri  moiÜ  demon- 
stnui  non  abnuunt. 

Knnc  igitnr  cum  modo«  iptios  uumero  comprobendirau8  nee  non  exemplis 
omnia  ad  intelligentiam   patescunt  quod   eit  ratio   iiMorum   aiig«ndi  dimi- 
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nucndique  et  quam  prorsiis  bab«aat  resolutianis  naturam  expedlre  curemus.*) 

Omnium  qtie  tatii  longa  quam  lata  Hunt  altera  nultatenns   in  alteraui 

reBoluitnr.     CuiuB  rci  noo  alia  causa  uidetur  nisi  per  orania  nidetur  con- 

ueniens  equalitas.  Krgo  hie  modus  a  rationo  auctionia  etdiminutionls  excluditiir. 

*)  Ergo  nolumus  xd  ergi'tnKen. 

1)  Die  ganze  Betrachtuo^  iMruefat  ticb  auf  die  Verwandlung  tou  Fignreo 
gleicben  Kiäcbenin haltet  In  einander.  Sie  bat  wesentlich  den  Zweck  ni  zeigen, 
daui  dif-'  Verwandlung  de§  Krciujii  in  ein  Quadrat  nicht  nomitlelbar  geoehehen 
kOani-,  weil  beide  Dimeusioaea  von  KreJf!  und  Quadrat  rcr»cliiL-dcn  (entsprechend 
Fall  IUI  oder  VII).  Mao  hat  daher  den  Krei«  Kunächet  in  ein  solches  Vierseit  »n 
tmoaformireD,  deH»en  eine  Dimennon  oder  ^eit«  mit  der  des  Kreises  Hoinem  Durch* 
ini»ser  tlbereingtimnie,  wodurch  da«  rroblom  uuf  eioco  derFiÜIe  II  oder  lllredozitt  ivL 


Quid  enim  ad  explendam  oqualitatem  alii  qntd  proratu 
I  tanat  quid  (V)  auferre  dehelüa.  Sic  enim  eqa&litaUR  destroet  caiD| 

ß«8tat  ut  ad  alitut  Irantteamue  t<t  primo  dioendum    de   illis    tfie  Ina^ 
t*ntum  aut   lato    tH|uales   existunL      Quiliue    amniliiui   —    —    —    —   —    — 

omnino  inherere  uidetur  ul  —   —    —   —  —   —  op]K)rteret  eaa  nel  uigvri 

uel  mimoi —  —  —  mta  tanUm  resolalio   ßori  debett  ut  ü 

trianguli  latitttdiDem  rescidas  int«r  AB  et  inter  CB  per  medium  et  adit 
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B  bA  C  dico  ex  trianjrolo  quadrilateri  forrnam  pi-ocreaiftoi  ean.  Sa 
autem  qaadrUateri  foraiam  ABCD  ab  angulo  C  usijae  ad  e  qood  tti 
modiutn  BD  parttam  et  d*)  iuxta  B  apponas.  Rorsus  ex  Uli  latamm 
8pacto  irian^ulareni  fonuam  prouurasti  unius  scilicet  niiuctiams  d«tn< 
rnento  noc  non  umati  oactknÜH  addilaoiento  quadritateh  quidein  longt- 
todine  dimiuula  trianguli  nero  laütudine  recuperata.  •  Vidosne  faimLianD 
hoiasmodi   ftgurai-um   inter  se  tratuitinnemV     Uuüdst   iacente   «jtmdnlat«n> 
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iater  AC  et  inter  BD  eadem  irigoni  superficies  longitudine  currel  ad 
signoDi  de  autem  b  (?)  apponitur  rursiu  hoc  modo  ortogonium  ex  triboi 
ad  IUI  latera  reduxisti  qnod  idem  poteris  reparare  si  ab  angulu  ä  iater 
ed  quadrilateram  diuidas  ad  aignum  e  et  d  coUigaa  ad  e  et  hls  exempU* 
que  sis  «qualis  aut  longitudin«  tantum  aut  latitudine  altera  in  alteriui  com- 
poflitioneni  transfiguratnr.*)  Nunc  de  his  quo  «unt  uel  longitudine  uel  lali- 
tudinu  majores  minoresue  ooneiderernua.  faomm  IDT  sunt  modi  qni  eo  a 
Kuperioribus  distani  qnod  illi  qnidem   nulgarcs  existunt   ut  pote  qoi  in  ae 

*)  Wohl  e.  Die  eingeklammertcD  Bucbstabeu  tiarilen  in  Fig.  P  statt  der  de* 
Urifpnala  zu  SHtKHO  sein. 

1)  Obgleich  die  BochHtaben  der  Figuren  denen  des  Textes  nicht  vOllig  eni- 
ipreefaen,  ist  der  Sinn  doch  anzweifelhaft,  wenn  non  beachtet,  daas  6a  sieb  um 
nicbU  weiter  all  die  Verwandlung  dur  betr.  Figuren  handelt 


-   les  - 


i|i808  raciUime  paicant  et  n  quouis  imiwriio  artis  }^melrice  natura  taa- 
(um  monslrante  ot  augoontur  et  minnanlur.  At  hl  IUI  priori  aomquam 
ualeamus.*)    —    —  —  —  —    homines  a  lioimmcalo  adminutrari  et  ne- 

cesM:  a  geometricis  — —  qaotiens  aiiquid  spatiorum  uel  in  agro 

iiel  in  inonsura  uel  in  aArbiietiBiira  uel  umciimquo  fieri  parto  dostinaiiuris 
oquare  ut  si  qiiadrilatemm  6iue  stet  siae  iaoeat  qiiadrare  uolueri»  quouodo 
nel  eius  lon^Itudinem  uel  eitin  latitudineoi  equalitcr  poteris  diminuere  sio 
artem  didioeris?  Item  si  totragoimm  uel  longiorem  uel  latiorem  reddere 
doiijdereä  ul  sie  tibi  quadrilaterum  rcstituutur  id  et  per  arti»  peritiain  quo- 
dam  modo  pürßcics.  Probol  unus4)uiBquö  cni  hoo  facilÜmum  uideatur. 
Quare  IUI  al)  ilÜa  distant,  Ceteram  unius  resectionis  dampnuiu**)  sine 
tlaiiipno  c\im  eisdem  paliuntur  et  unius  adiectioaia  accipiunt  emolumontum. 
Nani  c|uid  8up«rat  in  lon^^Itadine  desumptam  secundum  euam  rationem  si 
quia  eam  nan  aesoiat  latitudlnem  emendat  uel  »i  latitado  superat  ipsa 
qaoqiic  minuta  latn  equatitatem  longitiidini  reetaurat.  Cur  autem  una  omnes 
in  8e  rvsectione  transformantur  rationem  noVis  tiidetur  esae  eo  quod  in  om- 
nibuB  una  dumtaxat  roporiatiir  aiit  longitiidinis  aut  latitudinis  distontia.  Sod 
cum  du  bis  disputationecn  prout  potuimus  ad  änem  perducta  nempe  ad  re- 
liqitas  Anas  que  adbuc  de  IX  gitpra  oompleriones  animi  uertamas  intentionom. 
hc  itfitur  lanto  dlfticilius  reducuntur  i^nauto  se  inuicem  et  latitudine  et 
lon^tiidine  eicedimt  ip&eqne  Bole  in  equalen  tmas  non  reBoluuntnr  uisi  per 
mcdias  qnasdam  figurae.  Cuiiia  r«i  est  causa  rjtiantum  nobJB  eonicere  fas 
est  adeo  magna  diittantia  utriut><|ue  dimensionis  tum  in  lato  quum  in  longo, 
Que  distantiB  id  sane  efficit  ut  ad  cognitioaem  oqualitaLiä  non  proueniant 
nisi  secunda  uice  mutilentur  ei  forte  fueriufc  matoros  uel  ex  dappUci  turgn- 
mento  fuldantur.  si  minores  eititeriat.  In  quibus  et  hoc  est  aniinaducr- 
tendum  quod  maiorea  non  stmt  omnlno  maiore«  wd  dum  in  aliis  partibos 
eiterinres  babeantur  aliie  partibns  interiores  existant.  Quamobrem  maionun 
partium  quantitas  truncatur.  onde  minonun  dampna  quibus  hec  forma  ab 
Ula  uidetur  dispArari  resarciantur  et  trimcantur  quidem  secunda  med  quia 
nimirum  partium  lon^itudlne  partium  latitudine  auctoreü  babentur.  c|uatinnä 
latum  de  lato  emendotur  et  lon^um  de  longo  corapleatur.  Kadern  causa 
est  cur  minurcB  Becunda  uioe  augeri  opoetulant  quia  uidelicet  dum  aliqua 
pars  longitudini  aliqua  latitudini  deficiat  tarn  grande  dampnum  nisi  eecanda 
auctione  restaumtionem  non  capit,  Sed  i^fitnr  in  talibuB  exercendi  si  qui- 
dem hec  que  oratione  figununns  secundum  aridi  sermonis  |)0»sibU)tat«m 
EubtUius  intelügere  non  dedignentur.  Non  cnim  reti  ex  oratione  sed  oratio 
ex  rebos  Uluatratur.     Nono  igitur  ad  circuli  reuertainus  expo«itionem  dicti 

*)  Üolescriicbe  Stelle  in  Folge  Verichimmelung  dea  FergamenU. 
••)  damnutn? 


-    i«e  - 


CHI  prcdpOB  mier  TX  eompleiioofls  deputetnr.  Nttmram  qnadnlAicm  coB' 
pustur  ael  üli  '|ai  UiOfntudmi  taatnm  eet  ei]naie  ad  illi  ^oi  btrt»i)iiift  tUBti 
BOB  ininato?  depatari  aalet  babet  entra  XIIII  in  diametro  tsm  per  tati»  ^ai 
per  loognm  r|iiuitixin  et  quadnUtenini  p«r  U  Utera  habet  Tarnen  <»ff«nnii^  n 
qnit  sdqertetQT  id  faancfonnam  pcwe*)  resolut.  Sed  qoo  tempore  obcol«Cft  ort  •( 
anli^uitatis  geonelriee  Gunütttii  aerciUÜo  que  seälna  fere  «ate  ipsaai  Loatiafl! 
ornoef  philoflopbi'niro  greges  ipso  oonqoerente  initasit  nalU>  id  eiistziiuu«  pcv- 

ipsit  nideliMt  unoA  noDi  aidebitar  credibHe  iit  circamfereatii  UaM  e«r- 
Tiitas  Uta  tenua  eKt«ndi  pouet  et  ad  rectitadinem  aliquam  t«oua  ndod. 
idem  auluio  eireulua  relatuü  ad  <|nadratnm  dum  distal  ab  etj  tam  lato  qnUi 
longo  diflicÜiiiB  in  ipenni  reeoloHnr  quod  nideliest  ab  eodem  duoboa  dimi 

libu«  dü^>uatar  Onamobrem  et  prinio  resolntionem  atfii  ia  qoadnla- 
iruin.  nnde  wni  amplia»  iiaam  una  dimoinoaB  dietaL  ot  eo  reeciso  ei 
illa.  dintantiA  iam  priuato  regaUre  tiaadntvm  babeannu  et  hü  rationfliiii 
demonstratiif  cur  ciroulua  in  tusadratum  —  —  —  rvdnci  noD  posaiL  hoc 
ia  löCA  Über  icte  suo  fine  claadatur. 


Prolofi^iUi  qBinti  libri. 

Uaad  me  ipBUm  tatet  prefltil  clarusime  ao»tnim  hoc  studiam  aoti 
<jaaiu  quami(uain  od  dignam  üubtUilatem  exteDuatum  multaqQC  minus  in 
eo  reprehensioni  puterct  in  ijteaqne  coinpo&itione  aerbomm  nedom  in  rrntm 
unitate  quod  partim  accidorel  ex  inciiltA  bij^enio  ae  raro  tioribondi  lun 
dum  magis  procurando  oorpori  qaam  stilo  eivröendo  dodJti  Kumos  mimiae 
reottso  pnrtiia  antem  eaenire  ex  nimia  diffieultate  eubtUiasiniarani  renim 
ein  <|iiibuB  ot  perfectos  niros  aliqaando  falli  neoetso  est,  n«mo  qtii  te  (?)  feilst 
^di<cttdit  iiis  alia  pleraqne  ünpedimenta  quam  mazima.  Primo  ofißcii  mn 
tarn  prouinoia  famiU&ru  rei  ot  et  pame  deinde  crebra  ineqnalitaa  oorpus- 
culi  mei  postr«mo  interiorig  hominis  quam  |>lure8  absqne  termino  mulestte 
üoncepte  ex  nöais  et  inBoUti«  robiu  quas  repente  emergere  nostm  diebn 
ad  diasipationem  honostarum  rerura  nemo  tarnen  forreis  precordüa  dolere 
non  pnt«tit.  Hec  igittir  res  iielnti  (ionlm  nnura  hominetn  legio  annata.  tta 
cetera  eadem  cuius  tibi  debilor  som  deuotionie  asalstunt  ut  noo  tam  indi- 
j^andum**)  sit  qund  in  rebiui  aut  uerbis  peocatum  offeada-i  qoantum  Ulad  eat 
animadnertendnm  posse  qnemqne  ad  scribendnm  inter  tot  cnras  iantasqae 
•omniiira  probatione«  uolantat«m  applicare.  qnoniam  flere  qnaro  studere  [w 
ÜUH  lil>et.  Quod  certe  fieri  non  poeii«t  nlsi  precipua  nia  tue  Uiücedimif 
hano  in  oninibas  amaritudinom  uelnti  met  abimtbiaa  temperaret 

•)  powet? 
**)  iodagandumV 


167    -• 
Explizit  |>ro1oi;a$.    Indpit  über  qainfas. 

Qtioniani  igiUir  in  i>err|iitHHiotiem  circiilt  qtiadrati  ci  circulo.  ijuadrüaterum 
ex  ijuadrilutoro  «juadi-atum  produumus  (|ueret  forsilan  aJiquis  contra  De  a  «lua- 
drato  ad  eandein  quadrüateri  fonnam  umqnam  penieiiiri  poesit  a  circulo.  Qnod 
eui  Sit  dubinra  cum  non  aliter  in  signia  contingat  ttUgue  eolet  eticniro  in  qua- 
Itljei  mas«a  pluiuln  fem  em  ar);^nti  auri  ceterisque  id  Kf^nii^  qunniin  uuttiu- 
<|tiid<i)to  ualet  «ödem  }K)Dderä  consoniaio  a  (piadruti  forma  et  forte  quadratuiD 
exietat  cum  in  trigonara.  (nam)  in  pentagonam  tum  in  aliam  r|namcanque 
malnerii  artifex  speciein  coniierii  et  mreas  a  speoie  speciom  ad  pristlnam 
(pialitaiem  cnm  dentibtis  mallei  retorqueri?  Quid  ipeum  oatnra  cered  molis 
potifisimuni  non  recusat  quod  ignei  c&loris  In  attoctu  facJJe  amissa  8iii  ri- 
goris  duricia  nunc  in  lonj^simiun  tenorem  distinctns  nunc  in  moduro  pUe 
öadetn  n^w  paUtur  retundari.  et  nunc  ali  hac  ügnrn  in  Ulam  tiaduci  uunu  ab 
Ula  in  hanc  non  est  difficile  reformari.  NicbUominus  exempU  ratione  tracla- 
bilitatem  arf^li  noe  instruit  Uiüns.  Tarnen  horatiuB  prolulit  ita.  Argilta 
quiduis  uaitatibiis.  Adhuc  in  liquoribiis  (^andom  naltiram  copia  cyt  pcr- 
spicere.  Nam  sciatur  aque  iiini  melliü)  lUioriinque  id  genus  in  nasc  ro- 
tundo  ipseque  rotundam  consemat  figurationem.  Eüusdem  autem  in  uas  ob* 
Jongnm  transfusio  nccesse  est  longitudinis  producüonem  suscipiat  a  quo  ual«t 
item  |>rion  forma  restttci  ai  rcddatnr  eiosdem  nasis  rottmde  capacitati. 
Ergo  non  est  dubium  ad  similem  moduni  omnem  (!)  gpaiium  eiusdeui  quan- 
Utatis  tnutua.  Lransformatione  uariari  nee  minuä  a  quadratura  ad  ciraulum 
redirv.  qua  articulan  coiopositione  quatuov  angolorum  cum  lotidem  lineia 
ligiinuu  aocipe.  Verum  difßcillimum  est  eiusmodi  negotium  nee  tand«m 
sine  labore  innenietiir  qtioraodo  fiat  quod  facüe  oognoticitur  quod  ita  6eri 
debeat.  Nam  dato  quadraio  circulutjuc  magnitudinia  iil  pai-  eidcm  drcutdo 
producatur  num  nouerit  quia  imprimts  sitae  lateri  addendiim  aliquid  an 
potios  aliquid  aofcrendum  detnde  quid  demi  qua  raiiona  Humendum?  fiuius 
i-ei  conforte  ostendemuB  qualiter  omnes  figure  quadrilatcrc  in  <|uadrata8  reli- 
gantur  manifesta  erit  et  transformatio  et  reformatio.  Ad  perspiciendiun 
autem  qua  arte  quadrati  formam  in  illo  modo*)  quadrilaUrum  quod  processit 
r«dum  oporteat  paaeis  oetendam  onm  aulla  difOccltas  impodiat  licet  in- 
nentio  Sit  inuoluta  labonj.  propoiutc)  igitur  i(uadrato  abcd  latata.  superioi'ifi 
et  inferiorit)  in  parte«  XUII  dis]iartiae  ot  ex  bis  III  per  Uneam  r/'excludes 
atque  ad  ipäiuB  Unee  oapat  ex  ipeis  lineie  XIIII  quadrabis  unam  juxta 
quam.  1.**)  ad  mensunuD  etus  quadrati  diagnnium  poeitn  supra  f  circioo 
afBgie«  pnnctnm  h  snb  illnd  quod  est  c.   &  quo  ducotui'  linea  ud  appositum 


•)  tchlt  m 
•*)  primiuu'/ 


übi  iiiferiug  i  pudütuin*)  eiioiuHu  dpatio  qnod  inter  ipBa&  hi  et  ae  Unou 
inölwlitur.  iiuoii  Sl  demiaeris  a  latitudiue  fijjure.  ad**)  eodem  nnwln  in- 
fdrueriE  ad  repat-ajidam  tongitudinem.  quo  aupia,  ablatum  memiaisti.    Ecd  per 

ohljquum  dico  quadratiim  in 
lormani  qu&diilateram  ut  pn:i- 
positotn  fuerat  tedactum  eAse 
ueluti  figuraraonstTtttsubiecta. 
Eqnale  est  enim  oeha  epa- 
liiim  hlmit''**)  spatio.  Gct 
autem  totuni  quadrilatenini 
Imbo  ciiiuä  &i  diuidas  tb 
iniltiis  latus  Ifi  XI  partes  in- 
ufilkiea  esfidcni  et  III  iiiKitper 
eioBdemqnantitaiU  Jti  Im  quau- 
tdtale  maiore.  Quare  dob  e£l 
dubium  reformatiotittia  baiK 
integre  perfectum  eseo  cum 
eadem  profocto  latera  ({tiam 
cotD|)aratiotietii  *).     Hiüue    Itaij^ue    rei    denifin 


I 


^ 


1 


4 


ante   baliuenmt    repi-BsenleDt 

*)  hi  ^  Ae  dem  Fruhereai  zufolg«. 
•^  l.  at 
•^  Wohl  aJch  =  Amrfo. 

1)  Dia  LJcr  geg(.>tiRne  ÜDüHtmction  der  V^Twiindliiog  riea  Quadratä  JoT  in 
Bediteek,  dOMii  Beit«B  dw  TerUUtniii  11 :  14  haben,  kommt  aaf  die  beraili 
firfllier  (III.  Badi)  gegebene  inrfick.  Auch  bier  wOrde  man  der  Constniction  an- 
folge  haben,  da: 

cd  =  14 

«o—  11  +V^ 

Im-i^(ll  +  )A2). 

Soll  das  Qnadiat  Ad  dem  Beehteck  lo  gleich  Bein,  so  masB  sein: 

196  =.  ~  (u  +  Vä)'  oder: 

164  _  (n  +  V~2)'   d.    ist    die  ftfihere   Form.     In    der 
Tbat  findet  sieh  für  die  Quadiateeite  11  +  V~8  der  Flächeninhalt: 

/-  154,1. 
In  Wirklichkeit  würde  man  Qbrigeos  das  Verhältniu  ^7,  vorauf  es  wesentlich 


ankommt,  erhalten: 


statt  wie  im  Text: 


ch       -,  /u 

v=  Vii 

3  —  1/2 


slraiiono  coni|i1ota  nuno  iam  constilutio  tiuadrataro  drculi  descnbatur.  Hec 
mtiuitliMn  iuxtib  baue  regulum  Beri  del*et.  Dato  ad  quadratiim  circulo 
ductis  per  tnodiuui  contrnm  lineis  dnabiis  pHtno  Mcetur  iptte  in  e<|uas  IUI 
portiones.  Qao  facto  utraqito  lüiea  XIIll  dinidatur.  Deiade  autein  iuxta 
punctum  circoLi  ({uadratum  fiat  cuiuS  sin^a  Latera  ad  uniuB  XIUI  nien- 
titimm  aint  protensa.  Hoc  uero  qaadrahua  diagono  pariiatitr,  Porro 
a  diagonio  damatur  latus  et  quod  r«6tat  in  geminis  partioal&s  soin- 
datnr.  Harutn  uumatur  ima.  deinde  a  puncto  iitriufif|ue  linue  oiue  diametri 
SBXta  pars  Dndit|iic  iiersiis  niunertstur  ot  liuic  üla  (larLiuula  ailuingattir.  al/ptß 
Ule  locus  diligenter  panctic!  aßsignotiir.  Deindo  por  va  piincta  Une«  da* 
contnr  quoad  sibi  iittiie«m  conoui-rant  Igiiur  hoc  compteto  inuoiita  est 
prooul  dubio  circuli  qDadratiira.  Sed  bama  rationis  dabiinus  exemplum.  tit 
eicuM  alicuius  dubitaclonü  obtKuritate  caliget.  exempU  liice  )>alam  fiat.*) 
Sit  item  propositum  alita  drciüua  et  aint  diicte  per  medium  centrmu  Unee 
diie.  altera  ab  n  in  J7  porro  altera  a  f  in  o  et  sit  iitnique  linoa  in  partes 
Xini  distribula.  et  »it  contstitutitm  (|uadratum  iurta  ipsum  centnim  qaod 
habet  p«r  aingula  latora  unam*)  XXITI  tocius  diarnntri  ei  sit  (|iiadratiiin 
ilLtid  dia^nali  linoa  diuisum  quod  est  ac.  De  hac  aittem  dempta  »it  mon- 
sura  uniiie  lateriö  <iB  remanet  pars  diagonli  qiiantiun  est  inter  Bc  hoc 
atitetn  per  medium  diuidatur  et  sit  ibi  e  pimctum.  Krit  igitur  medietas  ec. 
Kft  uoro  ad  sextam  a  puncto  diametri  (c«iitro)  partem  undirine  uersns 
adiimcttt  sit  ubi  linee  per  singula  latora  diri^^tur  quoutique  concurrant. 
l>ico  ergo  couatitutam  circuli  ijuadraturaui.  Nunc  atiUmi  rationem  siibieolu 
figura  demonslrat     In  quam  appeL 

• *•)  Quant  forto  matutinum  s«lem  nnbilitiB  atexeret  (?)  quid  niai  aliiid  o«pii- 

noctium  expectandiun.      Et  si   itom    ilLo  die   tempestae   obaenorit   quid  niin 

1)  DioDfi  Coiiatruction  Bohliceat  sich  nicbt  nimiittelbut  ao  diu  Fnlhere  an. 
Dtma  diu  Anwendung  des  vorherigen  y«fabrf>nH  «ürd«;  fflr  die  Heite  des  dcnD 
Kruiae  gleichen  Quadrat»  durch  die  Diagonale  de«  ihm  nm«cbriehenen  Quadrats 
ausgedrückt  ergeben: 

14       y^ 

vUirend  «ich  hier  hnanntcllt: 

I 


-.X"^^.:) 


(s        yV 


wonach  »ein  mOntu: 

7fi  ■>  &a  \^  wuB  angen&hort  der  Fall. 
Man  erhält  übrigona  nach  dem  jetzigen  Verfahren: 


*)  seil,  partem. 
**)  Fehleu  einige  Worte. 


196(^~^  -l)    -164.0., 


tütetiB  nsque  ad  tercinm  ael  wA  qtiArtum  iicl  «i  ita  öÖBtmn^  ad  .\xx  «qm 
noctiuin  dilationn  facietiila.  Cniu  itnpedimento  toUendo  quo  pacto  tuu>  quo- 
dain  dio  sole  lucente  mehdiee  innestigotur  momtrare  caremiu.  Sit  enim 
positnB  gnomo  in  medlo  qnoUbet  circuJo.  U  auUm  ita  t«iD|)«ratDe 
nt  nmbn  iUius  |iaulo  ante  meridieuf  intra  ciranationem  Mse  reoipiat  «t 
item  {Hiiilo  pliie  iiieridieui  oaudom  oxcedat.  fit  iMjuo  pnn- 
cüs  ubi  iimlira  uel  ingzea&&  est  ual  egresaa  spatium  illnd 
intor  IT  piinola  per  moditim  ditiidatnr.  Ad  ijnam  nifidietat«B 
ab  6o  pancto  tibi  gnnmn  aftixas   e^t   diicatur  lincia.     Nimi- 


i     i     I  nun  hac  arte  centrum  solis  mehdianuci  deprehentium   affir- 

__:  mamuB  iuxtaque  orolo^'ia  reguläre  pot«8.    skut  equinoetiali 

I         ,  ita  et  ceteris  (luibasquo  tocins  anni  dierum  currieitliUL  Cum 

[    I  igtlur  tanta   Bit   dignitas  circuli   iure  nou  ipse  ad  qiiadra- 

>        tum   sed    potiuB   ad  ipsiiu  raferri  uidetor  quadratum.    Bis 

et«nini  ftniÜE  tandom  ad  exocfiBuras  ueniondum  quanun  in 
tantnni  diflioiliuA  tiJdetur  ad  inueniondiun  menann  nt  ple- 
riqae  reseotas  partictilaa  intrtttiiuun  niittant,  Ubreque  laa- 
cibui  enunineut  oqualttat«(m).  Dico  igitnr  XXetVlU  paitei 
quot  est  ceutesima  LIIU  ei  ad  quadnlatemm  respida«.  »3b 
excenuris  oontinerL  qoarum  dimidia  par«  excesBuiü  rtrculi')  diinidia  uero 
quadrali  deputatur  exoeseuria.  Hoc  autam  probatiu*  ita.  Quadratui«  cir> 
ciiLl  conslituU.  tale  circa  g/nim  ciroiili  quadratuni  aecribe  quod  partes  vtua 
attingat  eitremas.  Id  poifeeto  in  siognlis  lateribne  CLXITII  men^utmB  iusta 
diametnim  oircnU  Decetwano  retinebit.  Hoo  aittem  quadratnm  per  wiguloi 
aof,ni]oii  X  semis  partibiiii  excfdit  arsam  <:in;ulsnna.  Ciiius  roi  porspioatto* 
in  proniptum  eat  tihi.  Nam  quod  decieii*)  Xllll  C.  X.  C.  VI  reddant  quv  «t 
circolo  aiwripti  continentia  quadrati.  Sod  embadum  öroulare  CLIUI  coo- 
tinebat  quog  euperaut  C  et  X.  C.  et  VI.  XLIL**)  Hoe  antem  X  LU  is 
Uli  i>art«g  equaliter  diuide  Sunt  X  et  semie  ]>articulaii  inueniri.')  Igitut 
hoc  tla  prubatiuu  priori  dubitacioni  argitnienio  duc:  et  qaanto  angulum  tn- 
terioris  quadrati  exterioris  angiüum  iiincat  perquire.  hoc  auteni  fiat  ita.    Ab 

1)  Bebsu|)t«t  wird,  daw  der  Ueb«r«chuu  det  Krct«e«  Ober  das  ibiu  gleidw 
guadfat  plai  den  dM  letnerea  Ober  diesen  =-  ti,  wovon  aaf  j«Ua  FUicbe  ^t 
flftifte  komint. 

*)  qnataordeeies? 
y)  196-164  —  42. 

'jl  Der  Sinn  i«t  ohne  SnbwicrifrVeit  zd  i^kflnneti: 
Die  FUkbe   de«  dem  Krctw.'  -«  IM  umbi'iwlihtibenen  Qttadmta  i«fc  19A.    Palnr 

19fl    —    IKI 

der  Uoberuhuu  dei  vierten  Thcila  dum  UlitUiren  Aber  den,  jeoei:  ^ 

.Ol. 


-     171     - 


I 


ilo  tnaiore  iüud  qao  mraorem  9upeimt  prescides  id  deinde  ipä  niinori 
'ööfnparabis  «l  bin  tanlum  inii«mi)ts,  Quar«  miQ0n8  an^fiili  t:onUnt?nUa  trtliuK 
miims  jiarticiLliE  oonstat.  Bed  III.  Bemis  Uli.  dtioti  XIIIT  ponunt.  Hie  aulcm 
diipplicati  ut  oiim  eis  exceesure  cirouli  annnnieratj  üint  XXV  in  rostitauol. 
Krgo  si  hoc  feceris  probatur  uli  reor  X  et  VITl  •)  partes  in  illis  angitlis  conti- 
nent«3  quibna  se  alterutrum  exc«dit  cii*c«lng  et  qiiadralum.  ■■)  H">c  itaqiie  demon- 
ttT^Ui  illud  et  uoliimus  explicare  quauto  supfii'eat  ab  inuicem  letRigonica  forma 
et  itom  quadrUatcm  i|uid  mnnstrat^  diBcillimoni  euL  Est  atitem  dUtantia 
hec  XI  (ledes  uel  a&sofl  ot  totidom  septunoes  panio  pbis.^)  Quaotiim  iiero 
plus  difünitc  monsti'an  tiqii  jNjtest  calndando.    cadii  enim  in  minutias  eitiH- 


•)  l.  XX  et  VIII. 

1)  Obgleich  ftncb  hier  wegen  der  feblendeD  Figur  der  Wortlaut  itellonwinse 
nnklar,  so  kann  der  Sinn  des  üanwjn.  nicht  mreifolhoil  «ein.  Koxeichnet  j;  di« 
KreiüJIficIii!,  a  das  iimbesobriubuao,  t  du  oingevcbriolpuDe  (juatlrut,  m  roII  dur 
gegi-mitritii*«  Uübomchaw  des  Kreiaee  nnd  des  ihm  jjU'ifhon  Quadrattt,  wL*li:hi*»  ilim 
concviilriach  sieb  alo  DiffcreoE  ans  der  KlOcbc  des  (Jiiudxabi  und  dum  uriUioju- 
tiMheti  Mittel  du»  um-  und  uinbfacbriebuDOn  (Quadrat«  ergebeo.     Dcaa   man   bat: 

o  ~  j;  =  42 
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den  UeberschiH«  de»  Qutidnits  iibor  den  ihm  flAcheitgleicfaen  Kruis,  ab  oach  nmge- 
kebrl  den  dn  lelKtcreo  über  jene«  ausdrückt,  «o  daw  die  Sumtnt)  beidor  »  iS.  Kin 

OD  I 

eint«lnor  Th«it   ial  WDiit  -^  "■  8  ~  . 

In  Wirklichkeit  hlD;rßfrua  t-rgibt  aich  iIlt  in  R«de  stehende  ünterscbie^I 
rolgouderraa«8L-D:  Man  erhitll  für  eine  der  vom  Kreise  ge- 
bildeten 4  Segmente  a  die  den  L'cbere<.-b(1»een  des  'jilA' 
drata  glcii:b  sind,  dt  der  DurcbmcMer  de«  Kiei«e8  14,  dio 
Quadrtit«eitc  yi^i  int: 


-'-"VfyiVk 


i)  Man  Hndet  fitr  den  Uebcrtchuas  des  IJiiodrati  vom 
Fifteheninball  IM  Sb«r  das  Jbm  roncentriecb  liogeadc  Becbteck  gleichen  PIELcben- 
inbattfl   von  den  Seiten  11  und  14: 

»  —  (11  +  y'i)  y'i  «  17.4 

FQr  den  UebersohuM  dieitPH  aber  jene: 

n  (S  -  yT)  —  17,6  oder  ppt.    17 -''^ 


In  Wirklichkeit  mOavte  «ich  ergeben: 

,-.'-164(1-  |/[j)-afl. 


t 

11 +  v^ 

nodi  i|oe  milla  nalenaf  comprebendi  rationc.  Sed  bie  rorte  aliqins  is 
rntionem  tliicatur  cum  hb^  tigiiris  ciit'ulii»  adeqiietur  uiir  ille  et  (inadnttan 
mioiu  50  ümioem  exceil«Dt.  acl  ctir  amplins  igii  scs«  traperusduiL  itutn 
nnuüuin  eadeiu  qi^sotitas  iDuenltnr.  QikhI  facile  potent  tdaertt  si  qoii^ 
ativuiu  respioiat  coufigiiratinnem  formanini.  Siot  111  etjoalee  fonot*  qiianim^ 
pritn»  IUI  pedibuä  in  loDgitudme.  tril>ufi  antem  in  Ikti- 
Ludine  cotutet  at  uero  secDoda  senis  (^in  longum)  pedibns 
porrigiktiir  diinhitü  «iilein  in  latiim  lendatiir.  Portrj  III. 
uDii  {ttiile  in  minoru  latvrc  dinmnsa  XU.  eztendator  in  loa- 
gum.  et  bec  omnis  super  se  ad  ddiuq  idemqne  pnoctum 
collocentor  hoc  modo  nidelket ')  (^o  facto  qnia  nun  ui* 
deat  I-x|uales  ossa  acemasV  Venimtamea  non  eette  e(|ua]ct 
excessuras  niciül  igitiir  mimni  sj  dislantia  iiuadrati  a  <jiui- 
drilatero  maior  est  ea  qua  ab  eadoiu  quadrsto  eircnliu 
difTori.  Ideni  auteni  distantiam  appello  quia  exoeaanrv  illi 
cum  pliift  septeiiidecim  hoc  auteni  XllII  babfsat.  Sed  d« 
hU  8atü  negotii  conHiBtamas. 


r 

L 

_ 



Pr«lo^8  sexli  librl. 

Cum  niultocicns  ad  menioriam  reduco  in  leuionbus  etudüs  iwrfecüesimi 
niri  quuiu  plurimos  anoos  attcndi  uemmtamen  uereor  nimis  ne  a  |iailibni 
intcotionem  meam  diiiidentibu»  pro  tarn  arduo  inoeptn  teiaentati3(tne?) 
acca»ol.  Quid  e«t  «nint  obvecni  tbebaiä  vel  oneis  illa  i>apinü.  titatii  sursoli- 
ideni  üomuin  canentis  illa  uirgUii  laaronis  doctissimi  pootaruiu  quid  tgitor  i 
nisi  leue  quoddun  et  ioaae  portice  fiotionis  inuentoin.  fit  tarnen  dum  ia  ■ 
ittnimqiie  sudatur  bis  VT  annonun  renalutionee  explicantar.  Qnnd  si  ita  ^ 
est  putaene  quantis  eit  opus  inducüs  ad  int«gram  expositionem  oireali  ^ 
(|uadratur0.  Uljque  ei  dirficultas  muficorum  sonorum  eo  asqne  pytagorioe  ■ 
Bubtüitatis  acu  tarnen  enioerit  eorum  inuestigationi  fniitira  istuditini  applic&uet 
nisi  tandeoi  diligentia  ilHus  niallei  rabn)rum  diutisätme  destdurata  ration« 
instmxi&aet,  multoinagie  laborioeain  buiusoemodt  pon|uisicionem  neoeäsarin 
fat«ri  debemns.  Nempe  nt  de  ceteris  reticeamus  snla  dumtaxat  pmpositaram 
fonnanim  diuiaio.  quanto  diuisione  monochordi  artifido  aon  nincat.  Quatai 
fortaesis  nprehoDsore»  non  deernnt  quod  ego  ntdcrer.  animatiu  temeriutoj 
ad  tarn  difiicUliniam  r«m  prorupere  non  extimnunm.  Ignosce  ptela«  igno- 
ace.  date  uonia  ijueeo  quicunique  non  estis  ignari  trahi  quemque  onuüum  borrm 
volnptate  sua.     Voluptat«  et  egn  «i  qnid  peocarßm:   peccaul.     Ka  nimirnm 


1)  Hierher  gehört  offenbar  die  im  Text  bereits  früher  angegebene  hier  ao«lt~| 
laale  verzeicboeU:  Figur. 


I 


v(jliiptate  qua  saüa  auperque  delector  in  Anore  et  gntla  mec«natis  mei 
))atiicii   uiei  cesarbt   (|iioi|ue  siue  jtotius  augiieti  niei.     Viiiida  cfttisa:   aiuor 

8eoiiB(?)  Qiiaiaol>rem  qiiibuH*) temeritAtem  »apiänB  atuK^ripserit  num- 

qiiiiin.    8«(1  ntinn  uidnatnus*)   —  —  —  uirciilo  damus, 

E\p1Icil  prolo;;as  Inciiiit  liber  VI. 

Ad  eqtialilutvm  cü-ciili  et  qiiiulrati  seil  coDHÜtuundain  seit  appntWndttm 
nic'bil  ita  prodesse  piito  f|(iam  si  iitriasquc  Üffure  am  forct  rcperta  diulsioni». 
Quaproptäi  hanc  rem  sciUcet  interuu  in  solo  <|uadrato.  altera  adhuc  a  (tanan 
nti!>tro  remota  ut  potero  innestigan:  cunabor.  Iiigredi«iiir  u  Kpeoulatloiii!  oom- 
luuiü  iMiDipeudiiiKo  Iractatii.  OraniK  diiutJio  foriuarum  aut  naturalis  e«t  aut  arte 
perfiviatur.  NutitniitLer  est  ijiiod  por  %e  «luiKque  facUo  nouit.  lUani  iiero  ad  artem 
debemuB  peruenire  quo  nulli  est  obuia  niai  aut  disoiplina  aut  studio  et  exerrlla- 
lioDH  comparata.  Sed  naturalis  duobus  roodiit  perüci  uidelui-  aiit  Buim  a  la(«re  ail 
latum  nppQgitutn  lin&e  duiTuntnr  ijuibus  ligure  diütribuuniur  uel  in  duaü  oel 
in  lü  Qdl  deiuceps  congequoQtes  partes,  aul  a  puncto  medium  t«nente  locnio 
eiciuntur.  Vemiruiue  Gen  imlosi  in  bia  formulis  (|U>jd  et  punctum  in 
ntddiuui  clauditiir  ot  ipso  IUI  laterlbus  et  rectis  tingidie  inchiduntun     Bunl 


nibilominus  quo  loterihnä  carent  ut  circulus  et  sunt  item  quarum  modietaa 
puncto  disignari  nOD  ualeat  ttt  trigonua  isosceles  Tdl  nt  ambligonius  in  quo 
qtüu  ita  in  medio  punctum  constituat  ut  a1)  omni  angulo  umnique  laturc 
equali  ditferat  intornaUo?  (Juare  hiyus  forme  triangtüum  ab  utroi|De  rcmotum 
est  diaisione.  M  uero  circnluB  quod  punctum  ^us  ab  omni  circumferontia 
e<jiia]itcr  diütat  eam  recipiat  quam  fit  a  puncto  exenntibus  lineil^  diuieitmem. 
quia  uero  lalora  rccusat  &  latemm  diiiisione  uJieniun  exietit.  Forro 
iiu}>erriciee  quadraii  dum  ait  rectangiüa  et  IUI  lateribnu  incluita  a  qoibna 
equali  distantia  punctam  in  medio  fixum  innemtur  utnunque  sectionis  nou 
rofngit  modum.  Sciendum  antem  hanc  diuisioaem  cum  cquati  recipiat  jMirtt« 
nullam  in  partibus  proportionem  habere  ad  exempluui  lüdelicet  numeromm 

qui  uel  in  duos   binos   partiuntur   inter*)  — uel  lü  Uli  VI  VUl 

et  cetera,  «um  uero*)  —  —  —  inter  partes  illanim  p<ies«  aliquam  in- 
iißniri  comparationem.  Quoniam  si  r|uis  nos  (?)  forto  uoluorit  siimmain  aliquam 
nunieri  secimdum  eas  quanim  bafaitudinem  reqnirit  partes  diatribiiat.     ßanuu* 

*)  Wegen  VerechimmeloDg  sind  die  folgenden  Worte  unleserhcli. 


r|ue  partiiun  adinuiooni  relaUuno  perijpeeta  facUUme  comprehfuidit  ut  ai 
Tiiedietaiis  b<1  IH  psiies  cnmparatinnein  reijuirat  senaxiitro  bis  Heraqae  Um 
jiartiatur.     Etil  igitur  medietai?   IIJ   tercia   uero  dno.     8ed    111    ad  I] 
■{uUltera    cognatione    lunguntur.     Seiitjiiialttiraii]    ergo    ratiojum     babm 

terUa  pars  et  mediatas.  Eodem  modo  XU  qui  TU  et  ULI  haberunl  m 
taatinntnodo  quantuoi  dlnisU.  tercie  ()aarte<}ue  partia  ad  so  relatioa 
iDneniee.  Natn  qaumodo  t»e  habeat  IIZI  ad  TTI  eodem  ratione  tertüi  pAn 
rea{)icit  qiiart&Di  atqne  hanc  LHBistentes  niam  omninni  partium  pro)' 
absqiio  uUa  repperiemus  offensione.  Uec  aatem  dicta  sunt  pro  ti: 
sccnndiim  natiiram.  At  uera  dluisio  artla  in  eqnaliln»  lineis  perfidtnr. 
Qtuunun  in  quadra&^  diagonium  maxima  reperitor  reliijiie  anteni  qaanlo 
magia  angul<i  accedit.  magls  magisque  breuiantur.  Pürro  in  circulo  dia- 
metri>e(V)maxiiniimbabeatmotlum.  Qu«  uero  ad  ambilnni  proptmiaioro  aristant 
inuore  coutrabunlur  lireuitato.  Cuius  quantu  eint  utdlitntee  ego  tjuidem 
ennmer&rc  tiim  ]K)»^uiti.  Hoc  tauen  dicam  qiiot  pedibns  circulus  ((tiadratniD 
«xirudat  nuUa  meliiiH  depr«hend)tur  ratione.  Nunc  igitur  iinaÜtsr  in» 
]>ropo8iU  qiiadrati  qne  (?)  circulo  equamus  per  haue  diuldi  possit  inowt^ar» 
curabo.  Frimo  et  erit  mdendam  quot  naturales  includat  tetragonos  a  pari 
uiuiiero  prodactoe.  Naturales  dien  qiiod  sunt  et  fasticii  artaqiia  oomjMMiti 
iieliit  ipse  quem  nunc  babemus  in  mauibus.  Quot  enJm  naturales  erani 
et  liuoau  inuenie«  ootera.  Hoc  aiitem  iit  a  niaxitno  ini^ipiomus  CXLIIH 
demittir?  C.  Post  lioc  LXUTI.  Subinde  uero  XXXVl  liinc  auteru  XVI  et 
noiiisaima  quatemariuni  opere  ei  actu  qiiadratiun.  Bod  quoi  snnt  iati? 
VI.  Sex  igitxir  lin«aB  in  (.'XLIUI  ieinigono  easque  certissimas  halwti.  Quid 
Iura?  quid  <lo  reliquis  faciendum.  ütramne  monätrare  pot^sibile  e«tV  Patü 
quod  aUqua  adbuc  inuestigare  coi>ia  erit.  Kam  latns  omniit  diipU  diagoninm 
est  simpli.  Ergo  XU  cum  sit  latus  CXLIHl  tetragoni  fadam  ex  eo  dia- 
gonium. Eodem  m<ido  X  cum  sit  latus  C.  quadraU  diagonium  fiat  Item 
VJII  VI  Uli  n  omoia  bec  latera  pro  diagoniis  ai'^itis  Unoc  fianl.  od  eandeio 
diuisionem  idnnee.  Et  liarum  quidom  attiue  Biiperioi'um  qnot  pedea  iina- 
queipte  t^ontineat  breuissime  suoringntnr.  Ille  enim  dimidii  Aui  quadrati 
liannii  uero  qum|ue  parte«  etntideni  includis.  IUI.  Suoriun  neru  proprie 
quadraioi-um  similiter  ut  Ute  dimidiani.  Quorum  item  lateribuii  snioptüi  od 
diagonia  eadem  oanvequitur  ratio.  Kt  bac  arte  inuent^s  omnea  simpli  ad 
duplura  uognationem  hahentes.  Sed  huic  ciceptaä  qua  ratione  peniuiremu»? 
De  quo  genero  e«t  qnidem  111  V  VII  XI  et  quecumque  ad  illam  du|*Ii  el 
nmpli  Don  pertinent  rationem.')  I)e  qnibue  onmibug  aat  ogendum  est  nolüa 
ut  et  eaa  metiendi  ars  naiurala  Rit.    habit&  priiis  comiideratioue  d«  ITT  aa 

t)  l>pr  lubolt  dm  Vorberigen  iit  klar.    Wenn  die  FlOcben  der  QiuKliatc 
ibre  Svitra  rop.t 
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nulln  proporiiime  iungaiur  ad  alt^rinsceuni  |)08ita&.  Nani  IUI  ad  prtiiiaai 
exIüiiL  dupla.  Lntor  (luau  II  «i  IIJ  Dumtiuid  Btl  ipus  et  inter  »e  alitjua 
proportiono  conferuntnr?  Et  h&nc  quam  esse  diceinusV  Ex  Ülü  quippe  c|iü 
in  I18U  habentnr  quosijue  dlligentiesimi  nuuoromm  iiupectores  memorio 
pneturorum  Bcriptis  tradiderunt  i|uU  tanUi  «ulitilitatis  Lk.  ali<|uando  ofltendat. 
Annon  iiianifestum  boiusniodi  proportiouo  neijue  in  multipllci  genero  partieDt« 
ia)K>nlri?  Si  oniin  11.  ad  primaui  multiplex  exlsset  et  item  111  ad  II.  IIIT. 
(jue  ad  111.  profecto  duplex  ex  IIl  pro|>ortionibuB  multipUcis  nitcessario  uon- 
ätaret.  Est  enim  Uli  ad  primtim  dapla.  Sed  lioc  faUiim  esse  <piis  aesciat? 
cui  ait  ignotum  nilmniHni  e$8e  omniuni  inallipliciiito  diiplicem  proportinnetn?*) 
Qaare  ipsara  impostiibUe  «et  ex  miütiplicibni)  constare.  Qitod  »  oon  ex 
iatia  niulio  minue  ex  aliü  supra  memoratiä  qiiod  et  illa  duplex  proportio 
raiilto  minor  inuenitnr.  Restat  ei;go  aiit  Riiporparticulari  proportione  ad  se 
conftirantur  aut  siiperiiartioDte  aiit  nulla^  Prima  siiperpartlcularoin  atteiuji- 
teiuiis.  Initeuimus  cnirn  multipltceui  ex  tribu«  Kuperparticulari litis  oüdbU- 
tutum  id  est  VT  ad  III  comparatos  intor  quos  IUI  et  V  nt  omntbtiB  notum 
est  sesquitertiam  Besquiqiuurtam  8es(juiquiDtam  proportionem  cfliciiuit.  Quam- 
nbrcm  ptitet  ali<jitiij  in  diuisione  quadrati  inter  I  ]ini.-ain  et  IUI  qne 
»0  iniiicein  duplici  coUatione  respiciiint.     taletu  secimdain   habere    coostitiii 

Bin  un 

tfuod   prime   III.  babenl  partem  lalem  deitide   III.  quod  secunde  oontineat 

tr 

qtiartain  cujus  et  Hl.  IUI  ünea  suscipiat  qmniain.    Sed  nicbil  minus  neruin. 

hoc  autem  ea  ratio  probat  quod  Till  eese  diiplicem  seounde  opporteL  Quipjic 
quatemario  precedit  IUI.  Omnes  auteni  qiiat<;ninrin  se  precRdentes  dupliccs 
erunt  ad  illaK  mlate  quod  ae  nuineri  tuxta  naturalem  onlinem  consetjutinlnr 
quem  ad  inodum  mox  11  seijuitur  I.    Quare  nei^o&tic  erit  ul  ad  ipsiim  McuDdam 

am 

duplex  inueniatur.   VIII  ncnt  ad  I.  qaart&.     Quo  %i  illud  c<HLBtitent  iitaiur 


12'  =  1-14 

10*  =  IW 
8*—  64 
©■=  8« 
4*—    16 

2«  ^      4 


flo  kaun  inan  danach  tuuücbut  alle  Sviten  ilerjeni^^en  Quadrat«  fiaJ«u,  derea  In- 
halt  die  Hälfte  von  jenem  alao  teip.  73,  &0,  32,  18,  8,  2  betjilgt,  indem  man  die 
SiiUta  13,  10,  8,  6,  4,  S  all  Diagonalen  der  xn  MicliendeD  Quadrate  amtieht  wie 
in  Fig.  Wie  aber  die  Zwiecbenwertbe  der  VlSchenintialle  9,  6,  7.  .  tu  linden 
daiu  bedarf  eil  einer  andern  Conitmctioa. 
I)  Wilre  «  «  m  ■  S 

4  a>  «a  ■  S,  BO  aiüiwt« 

4  '—  M*  ■  S  oder  m*  ^  S  ivin,  waa  fOr  m  nli  ganze  ZabI  nicht  mOgUcb. 
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pifcwiim  dimmno  BeAmidiim  adketümem  «i  diminntioiuiit  prooetlnn  mm  naiti. 
Sed  Tüism  hie  qaidem  obteiatiir  doeüe  lum  pato.  Diä  «ubn  potoit  «t 
totam  istam  exuberantiua  in  eam  qoantitatom  dispucümiu  quo  edUgibir 
az  his  nmuualis  per  qnu  qna  düninatio  progreua  est  qne  Baut  igitur  iafe 
nraumüe  mmimm  VI .  X  .  et  XHII.  Sed  qaenaxa  ex  loa  qnaiitttit  eoWf^ttax? 
Utiqne  XSX  Per  hos  igünr  distribiumuui  mi .  dCCCC  .  XXX  qnrf  maiarD 
dnplft  proportio  qnajte  sc  prime  linee  soperabator.')  Egreditor  pan  XXX. 
CLXL  quam  dönde  primosexiea  mvltiplieemiu  fiimt  dCXXX/ .  LXTl  l^ioa 
statim  ab  lUo  niunero  qnem  secimde  linee  retinent  nioem  id  est  m.  dCUJUll . 


Baifaaietitwwkelaiig.  BeamohBet  maa  wie  TOiher  Nhoa  die  besfifffiehm  Üaiea, 
die  jenen  gUtoheninhalteD  entipreebeii,  mit  ^,  l,,  ^,  <,,  m  mU  den  Tazk  anfelga 
Idn: 

li  —  1109,800 
ia09,C00 


6 


*S01,600 


1S09.600  —  S01.M0    1008    „^ 
_ __ jp-.öO* 

ia09,«00  +  A04  —  1718,600  —  2, 

1718.600  -  171,»06  ^  lMa.MO  _  ^^^ 

1718,600  +  S86«fi60  —  8099,180  —  V 
8099,160 


—  149,940 

=  324,870 


14 

2099,160  —  149,940  1949,221 


6  6 

2099,161  -f  324,870  »  2484,04  =  /« 
der  Theorie  gem&ss  sollte  nun  l^  =>  21,  seiD.    Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  sondeni 
beide  unterscheiden  sich  am: 

2424,04  —  2419,200  =■  4,830. 
1)  Man  konnte  nun  auf  den  Aasweg  verfallen,  diesen  UeberschasB  aof  die 
4  Linien   im  Verbältniss  6  :  6  -f  10  :  6  -j-  10  +,14  =  6  :  14  :30  d.    h.  den  Zahlen 
entsprechend   zu  vertheilen,  welche   die  bezäglichen  Zus&tze  geliefert,   vodarch 
eine  aus  der  andern  entstanden.     Danach  ergibt  sich: 

T^  -  »."' 
80 

6  .  0,161  ■^  0,966    folglich  die  verbesserte  2.  Linie 
1713,000  —  0,966  =-  1712,634.     Femer  ist 
16.0,161  =  1,576     demnach  die  verbesserte  3.  Linie 
2099,160  —  2,676  =  2096,684 
30.0,161  =4,830    demnach  die  verbesserte  4.  Linie 

2424,04  —  4,830  —  2419,200 

welches  wie  verlangt  wird,  doppelt  so  gross  wie  die  erste  Linie  /,. 


I 

I 

I 

I 
I 


ir  aeemide  lineo  oiiis  (|uantiUtotn  mnenKm^^IT  Hin  antcni 
V^scidatur  et  pro   liao   i]Mta   r|iiantum  üecetur   qimrte  parüs 

Uli  

6iie  deinceps  ailieclionA  cnncresnat  111.  lineuii  iniientri  a  (jua   nintiis  XIIU 

BIU 

subtracia  VI  que  residui  innenta  atcjue  integi-e  eufl  qttantiUti  adiecta  IUI 
Uueam  diiuetuam  esBe. ')  Atque  hoc  ordiue  obfleniato  iit  iiidelioet  in  di- 
miDutione  a  VI  JDcipltinteH  eam  ueniper  aufaramus  parietn  (pie  ilenominata  est 
a  Biirania  (jiiatemari«  anvtiorB  (excedente)  ut  X  a  VI;  XITII  a  X  quater- 
nario  auctioreü  flxiätunt,  rursus  aiitem  in  adieciJono  n  11.  parU<  pr»gre- 
dient«s  ills  sempei-  odiciamiis  qu«  a  paribuä  app«llatioaem  trahunt  conliniio 
ordine  se  sequentibus.  eo  modo  omnes  procul  dubio  <juadrati  lineas  mueniri. 
Qaod  ntnim  procedat  in  lineis  numeri  pro  lineie  accepti  demoDStrabunt. 
Sit  er^o  quasi  prima  Imea  MCCVTIir.  d.  o.  ab  bis  aufero  sextam.  id  e«t 
CGI.  d.  c.  remanent  MVIIi.    bonun  siimo  raedietatem  id  est  d.  Uli  bo8  iddo 


prime  summe  hoc  est  UCCIX.  d.  c.  fiunt.  m.  dCCXIII.  d.  c.  qui  pro  secunda 
linaa   doputeDtur  a  quibug  nirBus  decimam  loUo  uideliceL  CliXXI.  CCCLX 

.  «Hl 

remaneot  MdXLU  .  CCXLIUL  Qtiibus  s^tbdaco  IUI  quod  est  CCCLXXXV. 
dLX.  easqna  MdCCXTTl.  d.  c.  adinn^fo  fiunt  MMXCIX  .  CLX.  tii  autem  prioro 
linea  computentiir.  a  quibiis  item  XIIU  ab  hoc  parteui  hiiiu8  XIIU  :  CLIX. 
dCCCCXL.  inuenietur  qna  snbtracta  remaiient  M.d(JCCOXLIX  .  CCXX.  Quo» 
item  sexios  diuido  et  innenio  VI.  CCCXXIIII .  DGCCLXXX  atf|ua  bia  Uli 
Bumtne  conimwüs  que  pro  III  linoa  erat  ideio  UM  .  dCCGO  .  IX  .  CLX  exeiint 

M  .  U  CCCCXXiill .  XXX  .  hos  igitor  pro  quarta  liaca  ap|>0Q0.')  Bed  qiiarta 
prime  dupUcem  esse  opportet.  hi  autem  ad  nnam  numenim  comparati 
tantum  exuberant  Bupra  duplum  quantum  eet  siimma  Illl  d.  CCCXXX. 
quid  idem  uicium  in  lineie  nihilomlnus  euenire  quis  dubitet?    Qnam  propter 


1)  Beseiebnea  li,tfth  *'i^  bevflglicheti  Längen,  bo  soll  dem  Text  zufolge  Boin: 

'•  +  'Azj}'"- 

t 
'■  +  '-('-io)-'- 


i)  Das  (Iritto  Verrnbrt-n,    du  VL-HiaUniic«  der  Lilngon  dnr   (jaadmticiton   bu 
heatimmcn,  deren  (nhaltv  reip.  «ich  wio  1:3:3:4  TerbalUn,  bcelubt  in  uiiiur  Art 
Abb.  iw  Om«!)   iIm  MuliMn.    IV.  12 


I 


—     178     -^ 


Hlunm  ^ff**"*"»"  iiBCiHiiiliiiii  fldieetioiiem  et  dimintitioneiD  proe-edere 
Sed  rnma  lue  qiddeni  olmü^or  deesse  uon  puto.  Dici  enun  po 
totam  istam  exnbemttiua  in  eam  rjuantitatem  disparciainus  que  coUigihtt 
'  ex  bis  SDiDiaiilis  per  quas  qna  dkoinutiG  jirogreäBa  est  ijue  eanC  i^tar  ia(« 
nniuiHile  nimiiiiai  TI .  X  .  et  xmi  1  Seä  quen&m  ex  hig  quantitAS  ixilHgitiu? 
0tiqite  XXX.  Per  hoe  igtfcnr  ^sferibiiRjnus  Uli .  dCCCC  .  XXX.  qi]<i  naratro 
dnpla  i^oportio  qnaite  M  ptime  linee  euperabatiirj)  Egreditiir  pars  ^xn  . 
CLXL  qnam  deinde  primosexiai  mnltiplicemus  fiimt  dC'CCC  ,  LiXVI.  QtuM 
sUthn  ftb  nio  nameTO  qnem  secimd«  linee  retiaent  uicem  id  est  m.  dCCXHI  ,j 

HahenantwiekeliuBg.    Beuiolmet  man  wie  toAk  nhon  die  liaifftgBahifc  Tfaii.  * 

die  jenen  Fllnheninhaltan  entipraehen,  mit  ^,  t^,  ky  h*  "*  mU  daK^tel 

Min: 

i;  — uo9,floo 

1809.C00 


-*901««00 

IMM 

—  604 


6 

lS08,fiOO  —  M1,S00        1008 


iso»,«}o  +  fioi  *  iTi8,«oo  i- j; 

1715.600  -  171.8flO  _  1648.840  ^  ^^^  .    -■    .i-    •   ..- 

1718,600  +  M6,560  —  20»»,160  —  V 
2049,160 


—  149,940 

324,870 


14 
2099,160  —  149,940  1949,221 


6  6 

2099,161  +  324,870  »  2424,04  =  }^ 
der  Theorie  gemäss  sollte  nao  l^  ^  2 1^  sein.    Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  aondem 
beide  onterscheiden  sich  um: 

2424,04  —  2419,200  =  4,830. 
1)  Man  kannte  nun   auf  den  Ausweg  verfallen,   diesen  üeberschoss    auf  die 
4  Linien   im  Verhältniss  6  :  6  +  10  :  6  -f  10  +,  14  »  6 :  14  :  30  d.   h.   den   Zahlen 
entsprechend   zu   vertheilen,   welche   die   bezüglichen  Zusätze  geliefert,    wodarch 
eine  aus  der  andern  entstanden.     Danach  ergibt  sich: 

^  - ».!«' 

30 
6.0,161  c=  0,966    folglich  die  verbesserte  2.  Linie 
1713,600  —  0,966  =  1712,634.     Femer  ist 
16.0,161  =  1,576     demnach  die  verbesserte  3.   Linie 
2099,160  —  2,676  =  2096,584 

30.0,161  ™  4,830    demnach  die  verbesserte  4.  Linie 
2424,04  —  4,830  =-  2419,200 

welches  wie  verlangt  wird,  doppelt  so  gross  wie  die  erste  Linie  li. 
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d.  c.  sabtrabnmiis.  Rctinquitur  M  dCCXff  .  dCXXXTIII.  Quo  itn  diminutö 
ad  XXX.     r^iiortamiis  ({nod  est  CIAr.     Run<ii«(iue  non  modo  per  VI.  ^vA 

et  p«r  X.  boc  est  sedecies  multi|)Ucotur  imuiu.  concrescunt .  U  .  dLXXVi. 
QnoniQi  subti-actione  iUud  qiii(?).superat  III .  III  (lineam)  quo  et  buo  habiindat 
et  eeciinde  lini>e  tiicio  emendemus,  BupBrtinnt  IlXCVl  ,  dLXXXJlll.  El  hi« 
ita  ad  Ißgitimani  mensuram  redaclis  riinius  XXX  per  VL  per  X  per  XIIIJ. 
id  est  tocios  in  augmeotiim  dncAmus,  Kxque  tnultiplicatione  U>U  Ula  eumnia 
cooBurgit  qua  prime  Unee  numenia  a  quai-te  linee  nuinero  superabatiu-.    Uoc 

■  auLciu  est  Uli  .  dCCCXXX.    (qua  tandüm  äitbtntcta.     ab  ipso  tjuarte  linee 

I  nomero  i 

I  mamfestu 


nomero  id  IICCCCXXIII)  rclinquentur.    IICCCCXIX  .  OC.     quem  nnmernm 
mamfestum  eet  dupla  relatione  conferri  ad  ICOIX  .  de.    ho«  numei-os  quorum 


Npxla 
cri.  de. 


Panr.^  iineannn 


Priores  Itn« 


Mcc.rnn.dc 


iüaae  siqierfldiUUis  nirri^nde 


jurcrm.dc.  n.iain.nx 


Rfonarentüi.  linpantm  ablatis    parlibus 


Drm 


d,  mr. 


M,j.XLn.crni.  Maccccxuifc, 


tXCXSXX.VA 


ymediplas  /\ 


XI- 


rCfXXliUdCLT 


quaiHa 


BRXtjL 


Partes     remuiemiuni 


Sex  tricesiiue 


dCfCC.UVI.  U.d.LXXVI. 


X\T  triiTÄum' 


XXX  IriceÄüitf 


M.rtCt'C.XXX 


n.  cccc.  xxTrnXxx 


M 


W: 


SnpcrbabmiilHjil>ta  HiKritniin 


fe 


IDl ,  dL'CCC.  XXX 


Lriceniif  sunt  liabuniLintie 


.CLXI 


l.iarc  ablationr  mtpn^luiljttiB  ili*  Bruperinnbua  comKrli^ 


Mrr.  ix.dr.  L^rr.xnxn 


II  jcr.Mdiin 


n.C(TC.3LX.  ff 


iri 


|omn>nm  rodix  est  VI  propter  cunfnsicmem  tolleudam  ita  distiiixiinus  ati  in 
<  aubieeta  formtila  patet  Quibus  iamen  promolis  necessario  usi  mimus.  eo 
qiiia  non  Btmt  inucnli  minore»  qui  tum  integri  in  partes  VI.  et  X.  ac  XIIIl. 
^diuidentm-.    tum  diminuti  11.  IIIL  VI.  quoqnc  «cipoi-ent  portionem  quönim 

12» 


ei  exnlierantiii.  Incies  anforri  non  recuearut,  Qnoniom  igitar  6e  IT. 
VI.  de  in.  vero  VI  et  X.  porro  Ae  quaUuor*)  VI  oi  X  et  XIUI  idem. 
tnceBimis  qnod  et  «uo  et  sectindc  ac  IlL  rido  laborabat  abetrsctis  qssTtis  , 
liaeani  primU  mueniemue  duplam  sie  earum  legitima  exigit  düoensio.  fwti 
commorliim  nidebitur  et  onininn  rati^^nahile.  ut  iuxta  illuD  debeaat  iMtäf 
rAtionem,  Qne  nimirum  opinio  in  eirorem  adbuc  exercH&tt«  et  inffenüa 
intellij^ibile.  Ad  quem  (lepi-dhendendum  na  t|aando  tb  Ulo  docipiainns  mxäa 
Ub«t  intoDder«.  Dbi  coDsiilerandiuu  ijue  pnma  linea  eius  qtisdrati  I 
eiütit.     caini    secunda    diagonam    mnenitur.     Hoc   autem    comparatJo 

gerrattir   in   8up«riore  dMcripliono  a  secnindo  ad   primum  I.  &  MlXIX  . 
ad  MdCCXII  .  dCXXXmi.     Nam  utroque  in  »  mnltiplicato  quaantus  iB« 
qai  ex  maloria  mulüplicaüone  coDcrcficunt.(?^     eutn  quadrabim  qoi  ex 
produdtur  plue  quam  duplo  exc«diL    cum  H  lioea  duplam  eqaaliter  reddUi 
prima  oero   simplum   n   utraque   fuerit   in  latore   eui  quadrati  constitota.^ 
Tandeu   manifestum   est  quod   heo  linee  aiout   iaxta   proportioBM   oidclieet 
inequalitatum  I  (?)  raultipHcis  et  snperparticalaris  «t  cum  cAleri^mm  aetiri 
non  poeauni.   Ita  et  non  prflcedere  ut  per  adiectionem  et  dimiaiiiionem  latt- 
■orari  oonaenUant.     Quare   aut  eanim  mensttram  Baoesse  est  ignorar*  aot 
nirsus  ad  goometrice   facultatis  confiigere  adiumenta  nee  pot«rit  qulsqnaa 
obt«ndere   qnin   per   minuüaa  debeant  conferri.     demonstrato   iam   anperias 
qnod  omniu  proportio  qne  in  minntüa  con^t  possit  «t  ad  integroc  nDOMdPOi 
transferri.     Quare  prias  ab  ahtmeticis  supputacionibua  recedentM   propor 
tionem  banc  eiue  potioa  mensaram  per  artem  ^reometricam  quod  nnn  nttqaaa 
qooqae  aritmetioe  potamoft  addictam  immo  inqiiam  prolihas  pmpriam  exeroen 
oonaidentioiMMD    perquirete    studlainus.      Ad    quem    ergo   tendimns   fioem? 
Quid  fieri  opportet?     ScUicei  qaemadmodum   Ule  dubiuu   reporte  sunt  per 
quadnituraiu  naturalia  sumentibus  nobis  diagonia  siogulonim  ut  ta&dea  Imc 
qaoqne    «imiü   reperiantnr  modo.     Qaadrabis    enim   VI  eiusmodi   partictüai 
qualei  ootitinet  quat«niariam  quadrahim  attt  Doaenarium  ant  qnilibet  alionm 
in  hac  figura  et  hac  arte  Unea  111  inuenta  erit     Item  ut  V  inueniaii  qaa> 
drabia  X.    Septimam  qnoqae  inueniee  eo  qood  est  duplam  ad  septeuuriDBi 
in  qaadratum  redacto.    et  si  ubique  eandem  rationem  obBerues  poteris  reperin 
ad  eundeiii    modum    rellquos   rimneg.     Denique   si    in  TIT.  aat  TTII    aq 
ant  alias  deinc^p»  partes  quadrati  «iiatiiim  ab  auj^ulo  partiri  uolueria 
to   nbiqae   ratione   quadrondi    inuabit^     quod    manifestum   erit    eadem   art» 
oognila  quod  ita  monittrabitur  ut  in  ip6o  limine  Bistamos  noienfcam  ingrodi 


*)  quarta? 

t)  Et  iftllte,  w«DD  die  aogegebenen  Längen  richtig  wären,  t,* 
Hau  6odet  jedoch  für  jene  Wertbe  eina  Differeok  von  ppt  97U0. 


«.• 


__  __  __^  _^ 

—      ._      r**  ^~    ' 


tigaza  rero  sabiciAtur  pritu    in  quo  do   ea  dicU  sant   uel   dicanda  in  ea 
clareacut. 

Hinc  iajn  ostendemus  sobiecto  prins 
fiuadrato  <1q  qun  bac  tentiEt  epactamm  est 
uL  eo  tiiil)  ociilo  potjtto  ratio  eins  clarior 
Hat  In  hac  figurft*)  nb  angulo  sioistro 
sursum  ordinaiiinius  linoas  naturaltum 
trigonomm  a  lAri  nnmero  reiectiä  ira- 
|t&ribus  eo  qui  ad  medietates  uon  baleaut 
ex  int«^^  numero  denominatas.  ot  linaa- 
mm  ijiiädrati  dim  Imlieatem  io  latere 
prima  posuimus  tpii  inier  se  et  an^Iitm 
centesimas  quinfiua^siimw**)  qnartas 
qtias  hreviiis  appcllamui  pedes  uel  asses 
conÜnet  duas.  Quadrati  aero  habentis 
qualiior  in  latero  seciinduiD  posuimus  <pii  assM  includit  VIII.  Ij^uft 
aero  qui  VI,  in  latere  tertiani  includenlem  XTIII  Tteioqne  eius  qui  VIII 
qtiarlam  contltioiiltiui  XXXII.  Deindu  uitu>  qui  XV  tsub  quo  sunt')  asBOs  L. 
Postreoio  qui  XII.  VI  cui  subicinotur  LXXII.  has  auiom  onrnos  diximus 
notae.  et  per  has  aliae  inucniri  posso  ignotas.  Quod  ila  est.  Nam  latcirig 
qtiod  protingit  usque  ad  VI  si  posita  Fuerit  mensura  inter  IUI  et  V  habebis 
Uneam  XXXVl  inctudenteni.  KiuB  uero  laterts  qaod  summitas  V  attingit 
in  medio  tertie  et  quarte  mensnra  ponatur  et  inuenitur  ti(?)  linea  XXV  lub 
M  continens.  Item  eioit  mensunt  qui  ad  caput  cit&t«^  qiiarte  oopulatur  si 
ducta  fuerit  inter  älterem  «l  tortiam  erit  linea  cui  aubioiantur  XVI.  RurHii» 
illü.  pars  lateriii  i)ue  a^cendit  nsque  ad  ITI.  ipsa  qiio<pje  pooalur  inter 
eandem  UL  ot  alteram  et  facta  eet  linea  habons  snb  ee  podes  Villi. 
Adhuc  longitudo  latoris.  Becnndam  attingens  inter  ipsam  signetur  V.  et 
hec  linea  continebit  Uli.  I^eniqiic  et  illa  lateris  particiiia  ubi  Hummitas 
prima  linee  finitur  eidem  snbjecta  nninn  diuntaxat  includit  pedem.  IgiUir 
lioc  nrdiue  omniB  hec  ratio  procedit.  ut  principalis  Unee  ipsa  tctrago. 
Denique  diuidentes    medietateni    Unee    (duo)   a   lateribufl    sumpte    quartam 


*)  Die  Figur  ist  iinvoSUttundig  (cfr.  die  folgende  Auid.)< 
**)  quadrageiisiai?  144  ^^ 


»1  — 

a 

/'■" 

2  (1  +  ») 

K,  =. 

4 

f  = 

8  (4  +  4) 
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6 

/■  — 

18  (9  +  9) 
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/■  — 
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*•  = 
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f  ~ 

&a  (i&  -f  3r>) 

».  - 

IS 

f  =- 

7:1  (S6  -t-  3«) 

flfa 
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•omm  MBiiMi  iatdndmt  p«rtain.  bis  itä  in  hoe  augnlo  demonetratü  alt 
is  (^ipMito  aagolo  niimiflniinir  artetu.  ut  ubi  ists.  defecerit  uiuemus  ab 
31l  Bio  «z^  n  dis^nÜDm  primi  ^gis  moUaris  Baqae  ineoviiT*  nalee 
«brünqne  figoxe  latus  dncuqae  lineam  a  nota  B  usqtie  ad  notam  a  habt« 
^uaniit^am  änadm  asöa  artis  dinisiotie  läüeptam.  Aä*)  Loc  toodo  oouttl- 
tnta  linea  prima  aoc^  dimoimooeni  eius  eaqne  sicut  antea  utrüoque  deei^na 
latus  at  a  ägBO  C.  trahe  lineaui  u^quc  ad  sigDiun  d.  qua  perfscto  ducaiit 
dno  awea  nngnlariter  indudens.  eadem  quoque  in  augiila  altero  rvoepto 
primb  quadrato  ditdao  per  medium?  ut  ootiun  fiat  esse  itter  bas  qiivnia 
menanre  exiatat  et  aliua  modoB.')    Si  iam  ventum  >e<st  ad  terliun  lue  standnm 


« 
Sa 


St 


-7f 


*)At?  J 

1)  Die  büden  hier  besohriebai«a  Methoden,  um  ans  eioet  Rellie  von  Qnadratpo,  ■ 
deren  Seiten  oder  deren  Diagaoaleu  der  Zahl  üa^h  bekannt, 
durch  geomoiriscbe  CoDatructiöii  andere  zu  äDdeu,  kotoBea 
weaentHch  aaf  dtLaaelbe  hiiiau&.  Im  ersti^n  Fa.llii  denkt  HB 
aidi  die  Seiten  und  Flächöc  folganderwe^iaf;  geordnet:  SlatI 
der  Quadrate  utid  ibr«r  Sg^iteu  betracbtet  tDan  ikre  H&lRra 
d.  K  die  dorcli  eine  DiagOnaJe  eatstebeiid«a  Dreieck,  WM  I 
Ml  der'üat^^rsDchuDg  nichts  ilnderl  J 

BeMidmeii  maa  demgenfi«  mifc  i^;  <  «^'i*  JW  l^v^-' 
dia  retp.  QnadrataMtan  vna  4üe Tl^MfL  dii^f.iiiiäa.faitr 
^leeheaden  Dreiecke^  m  ordnen  lich  dieeelben  £o1gevdwveii9  n  —    ' 

»,-  «  fi-  S 
ft=^  8 
/;  =  18 

/;  =  6o 

/".  =  72 

Um  bierin  Zwiacheowertbe  zu  finden,  z.  B.  den  Wertb  von  s,  velcher  /  z>  m 
entapricht,  bo  hat  man  nur  die  Diagonale  des  Quadrats,  welches  36  eotldlt,  auf 
der  Seite  abzatragen,  d.  h.  ati  ^  ae,  dann  ist  das  A  efa  das  verlangte.  Analog 
mit  den  übrigen.  (Die  Seiten  «,  s,  .  .  .  sind,  wie  es  der  Text  a^t,  in  geraden 
Zahlen  gewählt  am  bei  dieser  Interpolation  keine  Bmchtheile  zn  erbalten.)  Danach 
ergibt  sich  das  Terrollständigte  Schema: 
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qttod  arte  «|u»  mute  et  prtns  asi  stunus  nichit  hie  proficore  posaumDS. 
Quid  »1^0  agendumV  Aa  cedcndom  difticiUlali?  Ad  a  lübore  cossandiim? 
Alinime.  Qnorenda  enim  ars  quadrascli  jter  quam  in  soium  III.  Biiie  V  ot 
VI  et  \n[I  et  fpie  cnrque  adhuc  recepte  dod  sunt  mettri  possint.  Hvo 
autem  ars  Ha  se  liabei.  Accipiee  de  pmpoäifa  TI  aitfiCs  unam  per  se  ß^iram 
componofi  huo  modo. 

Hiiius  jgiliir  ii^tirc  minu«  maiDri  latus  detiios  ad  piinctiint  a  Iraliesqiio 
linesm  ab  eo  usque  ii.  ut  »pachim  qiiod  supuretit  diuides  pur  medium  C*.  D. 
linea.  Quo  facto  ad  mcDäiiram  lateris  qtiod  est  sub  C  trabe  iiaeos  c.  e. 
f.  ff.  Erit  i;^tur  inter  bas  apacium  e<|uale  o.  B.  s}>atio  spaciom  dico  ecgual« 
sei  Qon  per  latus,  fac  ergo  ut  el  latitudo  sit  e^piuUs  t-t  eo  r«8ci«o  L 
lougiLudiuu.  latttudiaifiue  adiecto  (juadnLsti  figurmu.  Cajan  alf&ijue  dubio 
äi  dio^onium  acoipias  tertiani  lineani  inuenisti  que  pedee  descripU  siipra 
teti-agoni  benebit  III.  Ad  bunc  (jiioque  inodutn  qnadrato  denario  inuenies  V. 
et  i|ii(k1  impareti  tiün  t;e  uptos  exhibent  ad  quadiundum  somp6r  eis  dupli- 
catiä  quodratiinuii  eodom  cnudo  perBoios  et  queciunque  linee  reqoinuitur  sie 
)iotPritf  tnuomre. 

His  fmilU  magntmi  oobii  oidetur  qaousque  huc  penteniro  potuiinns 
quare  dieputatiu  coDlic«8cat  bo«  looo.  Libet  aiitnm  infine  iauentam  cirutili 
ijuadraturam  aliquot  uorKiolnriim  ijuaai  coluribus  deping«ro  ({uatiniut  nii>ris 
otunibus  adnntala  ut  iieri  a  nobiti  pi-edigna  Itat  quod  ante  oculos  tue  reuerontiu 
aparoTo  niereacur. 

Li[M!rfranconisdßfjnadrAtura<-ln^nliPspli(-it.  Inripillibcrd^eudemre. 

PJaWuica  uiiraLiuue  quu  pacto  quadraluin  dupücare  debeat  edicaui  ut 
rundamonto  uieti  narratiouis  poeit»  cetera  conueuieutibuB  aocumulare  ualeain. 
Quadratum  onim  eqnalibua  i-ecüsque  lineis  puncto  sibi  in  quadro  oonnoxis 
mi  ciitiätittio  diagonum  ab  anguln  in  angulnm  didttco  i|uci  pruporUn  uero 
tulis  conäideratnr.    Diagoniom  habet  uniun  latus  in  »e  et  quincinmem  oiiia 
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IIiii>ichtlicfa  der  zweiten  Conatructioo,  welche  die  nebeuitelieude  Figur  sttigt, 
iai  Alle«  wie  voiher,  cur  dsmn  Hieb  die  La^o  der  Drcieuke  ge- 
indert  hat  Die  noch  febluoJeii  Zwischen wertlie  de«  %'fin{{ea 
Schema«  «oll  die  folgünde  im  Text  gegebene  Couetruction 
za  finden  lehrea.  Leider  ist  durch  da«  Tehteu  der  Figur  daa 
Veratllndniu  der«elbeu  uamöglicb.  Dass  sie  jedoch  von  der 
bereit«  früher  im  III.  Bach  gegebenen  der  Verwaudluug  de« 
Rocbt«ckti  in  ein  Quadrat  aiolit  weecutUob  vertcbieden  sein 
kann,  iat  anxnaebmen. 
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qneui  oiiplioar«  n  dMo  dia^ooiiun  minoriit  faciam 
iliiplum  et  Kiiuplum  <|uadmtuui  ät  bi  in  oieiuanL  inuetiimus  nu. 
pUto,  Najn  ut  qiiadrato  e>(|uale  consütuam  triao^liun  spauio  ipmus  tMvti 
boeüi  oxordiar.  labciims  inijuit  propositu  Uli  Uterum  spntium  A^  S.  Scd 
>|iiid  abuuHiv»  (iniü  uaritati  onntruriiini.  Quie  ergo  ratiotiü  oapeotus  qains 
iDänlis  uiaiis  tontam  pouäÜ  ueritutiä  iDiiirM.m  ferre  ut  tribiif  lioflig  coft- 
atitui  posüt  quadratum  ciun  tribas  Imeis  totideniqoe  angulU  uftturali  mtäoiii] 

s«mper  «xuUt  ü-iaagalum.  Qnadi 
tiero  non  ininuB  quatoor  lincis  totidetti 
aagulis  coQStstere  qids  tarn  brutoa  anlmo» 
qai  nesciat.  lubemus  iitqnit  boetins  pnv- 
posila  quatuor  latcnim  spBÜo.  Qiiidlial>el 
sisi  quadratum  et  non  triai^ulom.  Et 
]ier  en-orem  statim  infort  Opportet  ergo 
A.B.  Bpauio  equal«  triangulam  BOttsütuere 
ut  Gifcäuplam  A.  Jl.  B[taüa  a  (i.  r. /.  spat-inm. 
BoM  ex  antecedenÜbuB  et  saqnentihns 
clarius  Ince  patet.  quod  non  trium  latt^nim 
]>osuerat  hoc  boetius.  iod  qnatuor  A.  U. 
qüorum  Apatium  qnatuor  litteris  in  c.  d.  e.  f.  «tati  dupUcant  Ex  quibus  omoibt]« 
onideQlü<«ime  constat-  idem  uicium  non  manu  boeüi  scUiceL  scriptoris  sut  qaod 
muigi»  Cüt  ci-edendutn  oui  (quldeui)  inuidentibus  factiui]  eaee  et  quod  face 
dUcipIina  in  go<imotrioa  de  qua  hoc  Bumptum  est  in  bis  regioniltus  ponitua 
nbolita  tdcirco  error  lat«ns  n^at  per  plniima.  Qao  abiecto  ac  interioris  ocoli 
aupectu  adhibito  mi  ipse  statiio  quatuor  latenim  spatiimi  A.  H.  cuiua  angulamn 
lioeam  J  in  diagonium  platoniä  auctoritat«  sumeoi!.  dupU  lata«  facio  ipodi 
c.  d.  e,  f.  qood  est  daplun  qnadrati  a.  1.  Idom  primi  nel  «upra  dJcti  qn^dnui 
hoc  primom  üuplum  dia^onio  dJuldens  e.  f.  duos  triangolos  efficto  unum 
0  d,  f.  a]t«nim  c.  0.'  f.  quiu  auim  c.  d.  e.  f.  quadratum  duplum  A  B  tpiadraÜ 
oerte  0.  d.  f.  triauguluK  ei{uus  est  qiei  slcut  et  o.  o.  f.  quin  eius  medietu 
est  boc  modo  usi  fiallor,  boetü  ralione  quadmto  triangolna  ml  eqnna 
»pacio  ut  be  Q^ure  demonstr&nt.  liem  boetia«  de  oirciili  qnadratura  eodem 
qaoqne  modo  inqoit  quesitum  est  si  sit  ptopo^ito  circalo  et^Dum  tieri  qua- 
dratum itnod  arütoteüs  tempore  8cUic«t  prios  non  foiaee  reportum.  Cnüu 
dtuiionstratiniiem  pret«nnitteDdam  esse  fatetur.  eo  quod  longa  fit  quo«!  nos 
mtimur  comjiondiose  deo  tauente  prout  posnumas  exi>onere.  Nam  ciruulun 
roi  statu»,  cuius  dintnetnim  VTI  sit  pedam  oinraitus  aero  XXIl.  qnomm 
modietatibuH  in  nicein  multiplicaÜs  aree  XXXVTTI  .  9 .  inuenia  iiedes.  hoc 
igtUir  geometriois  uenuata  circuIt  habetur  regula.  quadrulum  circiili  sata- 
gimns  ooeqtiari  ^iBCio  ux  ipw  diamctru  VII.  pcdum  V  quo  ucpiem  pedia  et 


I 


Jncettt«siDie  psrtis*)  tjoaetitate  quadniti  raciains.  et  nideamas  ri  hac  lateris 
i-Htiimc  {mtArimue  aream  rjuailrati  implere  XXXVITT  ,  s  .  fjui  »it  utiqtte  peOos 
arue  circuli  aUjue  id  alyacizando  »p|ilicar«  expedit,     Dicaiuiis  i^tur')  ßoxios 

VI.  XXXVl  et  VI.  V.  I.  et  V;  VI  diicentesuna  trewentesiine  hoc  itii  fie 
habere  in  aittj^lari  Iin«a  ()uiäqiie  studlosas  prohare  pnteet  et  qtiod  eecuntiu' 
cetera  in  iniiiuti»rnni  linea  V.  VI.  ati.  et  V.  et  V.  in  V.  XXV.  et  V.  «t  in 
du<!bnttt»imu  luillfDitim  ei  duoentesiina,  seiifs  treu  oentesime.  et  dtwentesima 
in  V.  millesinia  et  ducontceima  (XL  milleeiuia.)  in  ducenteeiina.  XL  miUs- 
äima.  Nunc  nero  t{uid  sparsiin  conreoimns  in  uniun  Iioc  modo  aggregeinne. 
XXXVI.  et.  as.  atqu«  .  V  .  Item.  m.  et  V.  fiuat  XXXVIIL  et .  II .  V. 
item  XXXVJ.  et.  VI.  centeuime  faciiinL  prima,  decimaque  coiijDnvte  duabui.  V. 
ijne  fiupersant  reddimt  absctoe  eirore  BemiMcm  pedem  et  secundum  boetii 
pi-eceptuin  <{iiadnitiitn  circulo  eijualiter  appono.  videlicot  ut  angidis  sitts 
ciruulii  ijuiuiUtatu  eiuineai  equali  et  ctrciilu«  nirailitei-  lalm-ibiu  qaadratJ  ac 
media  .  V  .  intcniulla  ipsiu8  diauietri  iiue  {ledee  noratnantiir.  et  utriii&ipie 
cxtrami  Bomissem  ufc  sex  sint  deimlc  uDamquam(jiic  cxtroinatn  äemissem  in 
V,  e^ioos  portJoaee   seoo  {taarumquo  X  pedis   epacio   ox  qmbiiti   in   unoquo- 

quo  latere  anmo  .  X  .  un&m  et  XL  .  X' .  altmos  partem.  buc  ttpro  mudo  diiii> 
(llinud .  V .  pedis  et  ducentcsiniam  üb  eqiialeoi  circuLi  qundratiiiuu  ctiuiposilioneui 
iit  boc  fignro  demoastrat.*) 

Uiiius  enini  designationo  fomiulc  pautulum  übet  intneri  onineH|ae  partes 
8nb    niimeri   qnantitat«   in   unnm  colligere  et  utrum   totidem   ijualeä  debet 

•)  wohl:   VI  et  V.  et  dTiccntpein»?  pn-riis, 
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faüboal  i>rouiderci.    Pmuum  tiero  pcdea  iiit*yr(*ö  lU  ([inn^inie^  .  V  .  XXV.    Pi 
nuteoi  fieaiiEseiJ  iiiti  üi  circiiitu  aüiaccnt .  XX  .  «t  facictuä. ,  X  .    iuCegro« 
((uo«  et  XXV.    iiiactos  Sunt.  XXXV.  deisde.  Ul  quädiimte£  qui  in  aognJoa 
gnmt  iKiiB|jötiuQt   oaaiQ  pedcux  qüeui  siip^rioriUiLB  ajipositutn  fuit    XXXVL 

äe'iqiintnr  XS.    deuime  üx  ijuibus.  confic-iuctiir,  X.  V.  ijiiod  duos  reddit  pedei. 
Hui  tetwia   adiunct».   XXXVIIl.   fiunl.     Post   modimi    uero   Vlll.     uicesima 

i[UO  circ«  cpnio^iinas   in  ungoluui  Ijabentuf  faoiunt  .1111.  .X.ijue  ipse.U.V^ 
tun  aero  .  HH  ,  treuieitims  (jue  in  ipsie  aogmlls  ^ont-II.  L.*)  H.  L,    isiainw' 

XXV.  conßciunt  aumantur  et,XXC'CCi'. 
quo  cum  ipsi  deciuiss  esse  uow:uutar.  et 
fiant.  X.  CC.  et  ipee.  V.  t^  Octo  nero 
ocbogontcgime  qu6  circa  an^nlos  »unt. 
IUI.  CC(7C.  £t  igte  äatLS  dMcenteacoAs. 
kicc  aiitem  diie  unam  cente^imani.  i^itt 
V.  ium  dicti»  Fbddita  tiuiat.  V I.  hoc  luodo. 
im.  (|uJju|iiage»ima};.  S>ed.  IL  tjmn- 
qutigesime  nnücn.  XXV.  Ecce.  IL  XXV- 
et  ima  quitttjuage^ium.  X.  facituit.  b«c 
cuui  dualiaä  quintU  superius  um  dietu 
«eittisaem  uc.  .faciuot  pedem  du«  cuill»* 
sime  &ätk6  et  quadragcsimo  miUesuuu 
C!iiui  .Uli,  centesimis  ita  sunt  coniimcte  ut.  CCCC.  X.**)  Et  sicnt  in  qna^nti 
€fl8  eas«  sie  in  circulo  baberi  nulH  dtibium  est,  qixamquam  ob  bui  exiguiUtem  »tqu» 
Bubtilitatem  peiuidi  non  posaunt.  Preterea  circulum  in  IIII,  eijue  purtk-iiW!^  H. 
lineas  in  quadro  per  centrum  ducimus  in  quarum  summitate  anguli  quadiaü 
ex  dioiso  neoientibuB  lineis  continguntur  nt  supra  dispositum  est.  Per  quas 
igitur  lineas  altera  proponitar  regula  que  quasi  actioa  informatur  a  epeca- 
lativa  cuius  si  caruerit  materia  nulla  ueiitatis  nititur  fortitudine.     hoc  itaque 
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sie  sa  habcL.  Accentrc  autem  ad  circolarem  asquo  lineaiu  (IlTT)  in  equ&*) 
äpatia  ipaa  recta  Unea  secetur  quibue.  IIII,  V.  «ius<3em  <juatititatiB  superad* 
d&tur  puncliioiiiiitt  il>i  ligutnr  in  ipiu  aagulub  tvrminaibitiir.  et  sie  in 
c«Leria  tribtis  ut  per  puncU  iiiiadrati  doclucantur  latera.  bane  ciroiili  i|na- 
ilrate  tjiie  auctoritatem  in  Besquiquftrta  proportionu  ratineal  ijiii  in  priori 
cojitemplari  teduerit.') 


Cognita  omnia  convonantia  fit>l.ii1aruni  in  ori^anis  raensure  ratio  itn  in- 
iio^ti^'anda  eaU  prima  Bfitnla  atl  arbitriuin  mon^oria  Lendatiir.  eiiisdem  lati- 
tiidinix  mtmcii  erunt.  Sccundu  ita  nivliatur  a  priuio.  Vidc  latitudinis  eins 
•jui  iiocalur  diatnetnim  deindo  in  ipua  longitudinc  prime  tistnle  excipiatui- 
octHua  inun  diametri.  Ilinc  mtque  ad  plectnuu  stimuntur.  XX.  «quält»  partes. 
Kona  parte  demota.    VIH.    partes   que   rcistant   erit  longitudo  secuade.     In 

uecuude  longitiiditie  excipiantiir  IT.  VIII.  partes  diajnetri.  rfllii|ßiiiij  dini- 
iladir  in  IX.  nona  parte  doHunipla  ijudd  rectal  erit  Inngittido  tercie.  Tunc 
monsura  reucrtatur  ad  priinotn.  In  qua  excipiatur  tercia  pars  diametri. 
binc  uä<|Uo  ad  plectrum  diuidatiir  in  Uli.  Quarta  part«  desnmpta  erit 
lon};itudo  quarte  in  qua  completum  est  diate^ficron  duobuu  toniä  Kcmituoio- 
ijne  dimenBum.  Item  reduoatur  dimen^io  ad  ]>rimani.  In  eins  longitudina 
excipiatur  medictas  diametri  inde  diuidatur  in  üia  terda  parte  ablata  erit 

longitudo  quinto.  In  caius  longitudino  excipiatur  VIII.  pam  diametri  inde 
diuidatur  in .  Ylli  .  nona  parte  dotracta  erit  longitudo  «exte.  Inter  banc 
et  septimam  Interponatur  sinemenon.  lU  remittatur  meuaura  ad  <)uar- 
tun.  In  quarta  excipiatur  medietas  diametrL  quod  remanet  diuidatur 
in  quatuor  quarta  parte  sublata.  quod  remaaet  erit  slneuaenon.  Doiudo 
a  müDüura  Beste  disponatur  septima.  diaroetmm  sexte  partiatur  in  ,  VIII. 
Octana  paite  enoepta  in  longitndina  reliquum  lUuidatnr.  in  .  IX  ,  nona 
parte  detraota  <iuod  residuuni  est  erit  longitudo  »eptime.  Octauaqiie 
ultima  ad  mensuram  prime  ditiponatur.  Totum  diametnun  primo  eiccipia- 
tur.  inde  qnod  restat  diuidatur  in  duo  medietato  sublata  longitudo  erit 
ootaue.  ad  banc  erit  diapenle  a  qainta  per  tonuui  tonum  semitoniuui  et 
tonum.    Eadeta  monsura  in   sequeutibus.    VII.    nemetur.    Ita  fiet  ut  prima 


•)  ia  V? 

7 
1)  Da«  Verfahren  der  Qundialur  bmtRbt  darin,  den  BadtuB    -  in  fi  Theile  eu 


(bellen  iiDtl  4  davon  der  ULni^e  dniKcIlien  liinEuziifngen, 
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continc^i  dnplum  longitudiniB  octaaQ  et  ineuper  dlameimm  totum.    SimlUter 

octaua  dapla  XV.  cum  diametro  prima  ijuaiirupta  est  XV.  a<l>äiti8  tribue 
diaiuetriä.')  Qiiöd  äi  cuiijiiam  dubium  uideatiil'  ^cilicet  pröbabit^  Priniä 
fistula  bis  in  so  c-onlinet  octaimm  insiiper  unutn  diametmm  rjue  ovtauam 
bis  in  SB  habet.    SV  ei  insuper  diametrum  unum.    Si  »utem  octau«  fitshdä 

una  long'ttudo  bi£i  hAbet  in  ae  XV  et  iluSuper  unum  diametrum  necesee  e&t 
i[t  due   lon^tudiaeö  eiusdem   VlII  tjuatuor  in  se  conltneant  XV  et   ineaper 

duo  djaiuetra.  Certum  est  (haa)  C  losgitudines  VIII  in  prima  fisttüa  coa- 
tiueri  et  iasupor  uaam  diametruai.    II«Iiiiqaitiir  ergo  II  prima  habet  in  ee 

XV  qnater  et  iasuper  dno(?)  diametra.  8i  autem  velit  firganicam  eit^nde» 
mensuram  ultra  XV  ueL  XVI.  per  tria  alfabs'ta  metieudum  est  Tennimi 
sd  Ituitar  dunittm  sicnt  menenraudum  eni  äecundiim  ad  Eimulitiidinem  prinu. 
Qmciimque  cymbala  facera  uoluerit  pfimnm  faciat.  Eteotm  ptimum  duaa 
pai^ee  cere  e>(iuales  jionders  ad  &.  et  ad  f.  Cerom  s,  diuidat  tu  YIII.  partes  et  cer« 

addat  ad  f.  <]naDtum  est  in  VIII.  parte  et  aimilÜer  diuidat  corom  t  per  Vlil  tt 

lautiiiu  del-inc.  littere<|iianLiiiin  estln  giimnia  f.  et  ojiid  VIII  partim.  Sic  in  reUijuis 
do   Iiae    uera    ijiie    tarn    düigenlter    pondt^rala    efit.      aibil    Jetur     adiu^    «t 
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kina  seil  de  alta  oerA  (lant  li«c  omnia.    ßtagnnin  cum  ciipro  ml&ceALur 

priasquam  cymbalnm  aliquid  fundatnr.  V.  pars  oel  VI  sit  stagnum  at 
olare  sosent^  Si  uero  fusa  tnintis  recte  sonent  lima  vel  cos  odbibeatur.*) 
ABsamatar  numemR  quilibet  acciplicetur**)  triplicatus  diuidatur  in  duaa 
[jartes  et  amb«  cqualos  extitorint.  qnalem  nolueris  absque  Üla  dilTereiitia 
iteriini  triplicahie.  Qiiod  &i  inoquales  fuerint  IX  iniieniri  (Mssint  consiileretur 
quooiens  IX.  fuerit  totiens  binariiim  est  »«meadiim.  ObsorHanduMi  Buteia 
est  iit  pinusquam  ntuncnifi  tripltcätar  et  diiiisns  est  et  ilemm  medietas 
fiierit  iripticata  et  da  noneoario  fnerit  iatAirogatum.  boe  et  ndiUDgatur, 
n  aliquid  super  nnum  uel  daoB  ael  plores  nouenarios  remansissei  quod  si 
aliqnid  remanait  VI  fuerunt  et  de  hie  suiuendiun  irnum.  faisqu«  in  sunituam 
redaotu  pronnnciandas  est  nnmerus  qai  fuerat  medietate  conoeptns.  Verbt 
gratia  Si  diio  fiicrint  aoimo  concepti  eiim  triplioabuntur  VI  faciunl  VI  diuisi 
in  III.  et  UI.  resoluuntur.  Res  uero  triplicati  IS  tantum  efficiimt  neo  rema- 
oebit  aliquid.  Ergo  fiierint  medietate  concepti  et  immo  in  omni  hoc  snppu- 
tacionis  ratione  IX.  II.  semper  figiiraat.')  et  VT.  nnqienis.  SecuTidnmque 
est  (juod  (imniä  impar  numerus  ijui  assumptus  fuerit  ordine  quo  productum 
est  triplicatur  atcjue  diuiaus  in  senariam  tenninatnr.  par  ucro  numerus  in 
IX  quod  onitaa  eocundom  supradlctam  modum  triplicata  atque  diiilsa  senariiim 
producat  Bioarium  uero  triplicatus  atque  diuisDs  nouenarlumque  hi  due 
numeri.  idem  unas  et  dao  paritatis  et  imparitatis  daot . .  .  esse  princi- 
pia.  Asstimatur  numerus  qiiilibet . . .  aut  triplic&ttis  dinidatur  in  doaa  partea 
et  tunc  iHe  rpii  numenit>  medietate  conceptus  interrogetur  hi  ipsius  numert 
»it  eijua  diuifiio.  QuchI  ei  parea  ambas  partes  responderis  nll  üumatur. 
Si  autem  impares  oase  dixetis  imoni  aumaiur  in  bac  prima  diuisiono  ad 
memoriaro  dtuinantiB  atque  non  pars  dinlsionis  qnando  ambo  Miuales  fiunt 
absque  differentia  tripUcetur.  Si  uero  ipsa  res  fuerit  maior  i>ars  tiiplicanda 
est  attjue  diuidenda  sicut  tiuperius  in  duati  partes  itenimque  intorrogandam 
si  eqiuüe  aut  inequal«  (sit)  facta  (diuisio)  si  eqnale  quidem  facta  est  nicbil 
samendom.  si  autera  inequale  11  sumendi  sunt  in  secundam  diiiisionem  et 
in  medietate  diui«iouis.  üi  e(|iialu  l'uit  absque  ulla  partium  differentla  quot 
nnuenarii  fiunt  interroganduni.  Quod  si  inoquale  fuit  in  niaiorl  jiarto  qae- 
rendum  est  quoram  quot  IX  inueniuntur  tot  qtuuttum  no8  diuinata  Bumere 


*)  Anm.  Auf  dem  Text  itcht  ron  anderer  Uan<l  bemerkt: 
primo  tripla  plns  dimidiam  tripliraqtie  ««cuDda  pro  quo  notiena  secaos  duo.    tain 
de  quiba«qae  noQenii.(?)    Si  quid  habes  reliquum  sex  o«t  pro  quo  dabis  unnm. 
••)  1.  triplicetur. 
1)  Uae,  I)r«ifaL-]ie   von  2  ist  ß.     Halbirt  gibt   8.     Vurdrüiraclit :    9.     W&re   die 
Zahl  Ungerade  gewKSen,  eo  «rilrdß  »ich  ein  ßrui:b  i^rgeben  haben.     I>Rr  Grunil  dea 
bier  dargeitellteo  VerfabreDii  «cbeiiit  flbrigerui  ein  rein  empiriacber  zu  «ein. 


debet.  Terbi  gratia.  Si  TI  fueiit  medietate  coac^pti  c^um  triplicati  fb«riiit 
XVIJI  facinnt  cjue  in  IS  et  LS  diuiduntur  et  cjuod  equalis  eet  diuisioDu 
nil  sumendu.m  IX  iteniniiiue  (est)  ine<]ietas  huiua  iiimG.ioni6  triplicati  fediint  I 
XXTII  qui  diulEi  m  XIU  et  STin  rs&oluuntqr  et  qaod  ista'e&t  secnn^i 
diulfilo  est  mequale  duo  sumeDdi  sunt  tunc  in  maiori  parte  tpeias  diulsioius 
hoc  eBt  m  Snil  querendiim  est  quociens  IX  posBint  iflueEtiri.  In  MUT 
IX  semel  sed  de  liia  nil(?)  a  dminatit-e  collig^udis.  qui  duobus  qoi  in  secnnda 
diiiidone  colleuti  B^imt  adiuncü  Tl  faciuat.  Senarium  igitur  in  raediefate™ 
conceptum  est:  *^na  in  re  nottuidiim  est  quod  si  ambe  diuisionea  p&ritAti 
regpondennt  nil  ez  eis  eitmendum.  Si  uero  prima  impar  fueiit  unaia 
STiuiendnm.  Si  secnnda  II  nnnin  uero  quateniaris  eigetonem  contlnet  qnod 
ID  omni  bac  Buppntacione  aio  qu«  in  nlia  snperiori  cootiogere  uidetar  quoJi 
bis  triplicatur  et  aemel  dinidAtur  qua[)roptfir  in  hac  noaenarium  qoatet- 
nariuiu  in  üla  nero  hmai'iiun  significat. 

(doricn  que  aili  deßignat  nomine  Ungaa) 
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Unter  den  CultiiKt^t^n  der  vergangenen  Jabrbunderlo  rügt«  da«  am 
tistUcbon  GesU^e  der  Adrla  gelogen?  Kagtisa,  seiner  llteraritfcben  und 
wiiuenscbaftUehen  Thätigkeiit  wegen,  in  besonderem  Glänze  berror.  Der 
mUcbtige  ausgedehnla  Handel  der  ehemaligen  Repul^lik  und  der  daraus 
hervorgehende  ununterbrochene  Cont&kt  mit  den  Culturoationen  des  Ostens 
und  deä  Western,  kllLrte  die  Geister,  festigte  den  Willen  und  beixiictierte 
die  Hewübner  der  Republik  mit  den  Scbtttzen  der  Wisjsenscbaft  Wir  nuhen 
zu  AnfiUig  des  XIT.  Jalirbundertey  Jünglinge  aiia  Ragtisa  die  HauptsehnlL'n 
des  liy/anLimticben  KeiulioH  bemichen;  im  Laufe  dos  XIIl.  Jahrhiindortos  er- 
ricliteten  die  Benediktiner  auf  Lacroina  eine  ünterriclitsanstAlt  und  im 
X^\^  Jahrh.  finden  wir  in  Ilagiiaa  mehrere  Lehrkanzeln  diircb  Gelehrte  aus 
Gnechenland  und  Constantinopel  beeetet.  'Aus  diesen  Schulen  gingen  Milaner 
hervor,  deren  Ruf  wohl  den  StoU  jener  Stadt  bilden  und  welche  in  der 
Geschiübte  der  Wissenscbalten  uud  der  Literatur  bekannt  äind.  Um  nur  einige 
der  bertihmtesten  Namen  anzuführen,  beginnen  wir  mit  dem  Jesuiten  BMcovi^. 
Seine  Luiütiinf^en  auf  dem  Gebiete  der  Astronomie,  seine  Gradmessiing,  seine 
Theorie  der  £wol  KrSfte,  seiu  herrliche«  Werk  „De  pbilosoiibiae  naturalis 
iria  etc."  bentitfaigen  keines  weiteren  Oommentars.  Die  eUdslavische  Lite- 
ratur hat  in  Ragusa  erst  wahres  Loben  gefunden  und  die  Oamanide  des 
Gondola  gilt  heutzutage  noch  als  rtin  Meisterwurk  illirl&cher  üichtung. 
Aber  auch  die  cUäsischen  Sprachen  fanden  in  den  Stay'ii,  Kunich,  Zamagna, 
Gagliufli  tmd  vielen  anderen  eifrige  Pfleger.  Di«  lateinischen  Werke  des 
Rtay  nber  die  Philosophie  des  Descartes  und  Über  jene  Newtons  wurden 
derart  beil^Uig  aufgenommen,  dasft  der  bekannte  Bnnius  Quirinus  Visconti 
vom  Stay  sagte,  er  sei  ein  Flato  in  den  Kleidern  Lncretius'.  Vom  XIV.  Jahrh. 
an  sehen  wir  stete  einige  Lehrkamcln  der  berOhmlesten  UnivereitSten  durch 
RojgiiaaQer  besetat.')    Ho  halten  wir  als  Rektoren  zu  Piulua:  IAd7  Ragnina, 


1)  Skarla.  Ba^sa.    Cenai  xtorlcl. 
Abb.  rar  0«uh.  dar  UubM*.    Tl*. 
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1493  RoBa,  1579  ZUtarich,  1G09  BraüBo.  —  AU  Professnm  der 
Theologiö:  Giovanni  Raguseo  1415,  Serafino  I3ona  1408,  Tralasso 
1480,  Gtorgi  1493,  Basegli  1511  alle  zu  I'adua;  dann  xti  Ofen  in  Uu* 
gam  Bona  und  Bassegli:  sii  Paris  Stojlcovich  1421,  Bondöiiialirb 
im  XV.  Jalirb.  imd  Gozzo  1564;  xu  Rom  Mathias  Bona  im  XVIT  JabrU. 
und  ZuBzeri  Bernhard  17l}2,  zu  Loviano  der  obgenannle  Goznn  nnd  u» 
Wittemberg  Mathias  Prancnviob,  der  Hogenannt«  Plaecns  Illyricits 
löi't.  —  AI»  Professoren  der  Literatur  iitnl  Pliiloäupbip:  Oiurgio  Ra- 
gUROii  1633  nnd  Cerva  1831  beide  xu  Padiia,  dann  Ziiitzeri  174(i  cn 
äiunna,  Kunich  1794  m  Rom  und  Bologna,  Bemedclli  im  Will.  Jsbrk. 
XII  Bologna,  ßla^  1801  xu  Itom,  Zamagna  1830  ati  Mailand.  —  AU 
ProfeKSoren  der  Uathematik:  i»  Rom  Boscovich  BartbolomBus  1770 
und  dessen  Bruder  Rugertis  1787.  Lotztereir  docirte  ancb  in  Paris  und 
tn^Mailand.  —  Ale  Pnjrp.ssnrender  Medielu,  tu  Boliigna:Galeotti  1394  — 1423, 
7u   Padna   Belleo    1t>Ul,  zu   Rom    Uagli'ii    170&- 

Es  erblickte  in  Ragiisa  das  Liebt  der  Welt  auch  einer  der  berlka- 
testen  MnÜKimaÜker  utig  dem  Knile  de^  XVI.  imd  ilcm  Beginn  doH  XVII, 
Jabrbundärtcit,  dor  Patrizier  Marino  Gbetaldi  nüinitcli,  mit  welobeiu  wir 
und  in  diesen  BlSltem  zu  beschäftigen  haben. 

Im  Jahre  1566  geboren,  erhielt  Obctaldi  in  seiner  Vaterstadt  gt- 
Dügeiiden  Unterricht  in  dan  klassischen  Sprachen,  sowie  in  der  MaÜietnafcik 
und  PhiloHaphie.  Setuu  späteren  Werke,  im  perfekten  Latein  gescliriebtto, 
«eigen  eine  gewis««  Kbganx  des  StyleK^  verbnnden  mit  Correktheil  und 
Spraehgf-wandÜiuiL  Die  Pliilosophie  iMiiner  Zi^it  konnte  d<'iii  noch  srhr 
Junguu  Marino  durchauü  mcbt  gefullcn.  Kr  erklftrlu  diu  Mathematik  nU 
die  einzige  WiästiUHcliaft,  wetclie  zur  Erkenntaisti  der  Wahrheit  fUhren  kOnna,') 
daher  er  sich  auch  mit  derselben  vorzageweiae  beKbAftigt«!  Noch  im  frühe- 
sten Alter  begab  er  sich  nach  Rom,  um  seine  Studien  zu  voUt^nden  uod 
erwarb  sich  dort  xuerst  die  Achtung,  dann  die  Freundschaft  einiger  fl«hr 
berühmten  Mathematiker,  so  de«  eigenen  Lehrers  Michael  Coignet,  daaa 
deb  Federieo  Samniato  und  des  (Hiristoph  Claviu«.  Der  (Cardinal  Aeimfino 
Olivariu  konnte  &lch  eeiner  engen  Beziehungen  xu  dem  jungen  (thetaldi  nie 
genug  rühmen.  ITebeneugt,  dass,  um  die  WisHenst-hafl  zn  Rird«m,  an  vor 
allem  nüthig  wäre,  die  geometrischen  Werke  der  Alten  lu  erglnzen  nad 
beniiistellen'j,  liess  er  sich  durch  seinen  Lehrer  Coignet  daxn  bewogen,  setB 
„Archimedes  promotiiä — »eu  de  variis  corporum  generibus,  gravitate  et  ua^t- 
tudine  comparatis.  Romae  apud  Alo/sium  Zaneltum  ltt03*'  zu  TerOffeat- 
liehen.    Fast  gleichzeitig  erschienen  auch  seine  ^Nonnullae  pruposiUon««  de 

1)  Oalteria  degli  Ulutri  RaguMJ.   Ragasa.   Uarteecfaiui  it^^i 
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'aniboia  UMne  pniDQtn  intentae,  et  in  hie«m  MiM&  ttoma«  a|)n(I  Zanettiim 
]  [9O3.'*  Deide  Werke  waren  fUi-  die  damaligen  Zeiten  ron  enüneoter  l)e- 
(leiitung  fflr  die  WiRAenschaft,  wie  es  aitcb  Vossius  in  seiner  Schrift:  „Mate- 
niatioAriim  srifsotiarutn  natura"  ((«steht.  Damaltii  war  in  den  luaUiernatischen 
KrmH»n  der  l^ranzoiii!  Fran^'nis  Viüt«  UorQfamt,  welclien  Ghctaldi  in  Farie 
aut'miiJilo,  iira  dio  Altjehra  gpecioäo.  die  äicli  erat  Bahn  zu  breclien  Uogatui, 
MI  eriernen.  Zuerst  war  Ghetaldi  8chnler  des  Vietas,  dann  wurde  er  sein 
inniger  E^^reund  und  Verehrer,  wovon  man  sich  boim  DarchhJick  des  Werkes 
„De  resolut  et  comi).  uiatheni/'  Itlwrzeugi.  In  der  Vorrede  zu  letxtercm 
Werke  sa^  Gbetaldi  von  seinem  Meister,  vir  oerte  de  rebno  Matheniatici» 
ojiliine  meritus:  cui  nnn  soUiin  nostra,  sed  etiani  8U]>eririr  aetas  band  seid 
un    iillutii    huin»    scientiae    laude   pareu,    ueduin    «uperiorem    iavenerit    nto. 

Golugäntlißb  der  Abwehr  einiger  Än^ffo  de»  ('lemeiis  Oyriacus  nimmt 
Gbutabli  im  zM-niti^n  Buch  desselben  Werkes  auch  seinen  Freund  Vii^te  in 
Bohntz,  gegen  wolohen  sich  Cyriacus  bezüglich  dca  ersten  Anhangos  itutn 
AjKiUonius  üatlus  in  üemlich  au^gehisuene  Art  aosgedrllckt  hatte. ') 

Durch  das  letztere  Werk  (Ap.  Uallux)  hatte  sich  Viöte  besondere  Ver- 
dinnstr*  um  <len  Fortschritt  der  Tilathematik  cnv-orben,  da  die  Schriften  über 
'liti  Iltii'üliniDg  des  GelefarttiQ  aub  ramidiylicn,  Aiiollonius  von  Porga, 
giinzlich  in  Vergessenheit  geratlien  waren.  Aber  nicht  minder  Ht^teutimg 
erliii^lt  ßine  ähnliche  Arbt*it  unBoreB  Ghi'taldi,  deniii  xwuiter  Thuil,  iiuHurtu' 
ansieht  nach,  df>n  Glanz  »einer  Talente  atti  benten  erweisen  kann  und  welche 
trade  von  den  Historikern  nicht  genug  gewürdigt  wurde,  /unliebst  ver- 
Cffeutliobte  er  1G07  in  Venedig  nein  „Apollonius  redivivus,  aeu  reatituta 
A|Kilb>nii  Pergaei  Inclinationuni  Geometria.  Venetiis  apnd  Iiinctam  1607.'* 
Dnd  weil  Viitte  aecbs  Berahrunghaufgabön  des  AiipoUonius,  welche  diirub 
die  inturia  tem)K)riun,  wie  Ghetaldi  ttagt,  förmliob  verloren  gegangen  waren, 
auBgetn^^n  hatte,  so  gab  Ghetaldi  in  seinem  Sii|>|dementum  Apnlfanii  Galli, 
seil  exRUsciUita  Apollonii  Pergaei  faolionum  Gennit^tricariini  para  reüqua. 
Venetiia  upud  Vincentium  Fiorsmim  1607**  ihre  Lfiaung.  „Non  igltiir  — 
sagt  der  Vürfassor  in  der  Vorrede  dazu  —  eisnscitavil.  AiwIloniuB  Gallus 
iiniverüam  ApoUxnii  Pacrgei  Factiünmn  Gcomctriam;  omisit  eoiin  sex  pro- 
blviiiata  -ad  illatn  ge^'unetriam  pertinentia:  tied  ea  äupplebiuius,  et  sie  Apollo- 
ntus  Onllus  non  itine  lllyrico  Apolloniiim  Paergeum  ()ui  äxtinotus  iniuria 
Lemporuiii,  vel   a  barbari»   appreääuu  lacoliat,  exeitaUit.'^ 

Viidleicht  in  Nucbahmtitig  der  griechischen  Philosophen  des  AUertbuniB, 
die  ihm  jedenralls  bekannt  waren,  machte  er  sieb  nneb  VnllBndung  seiner 
Studien  io  Paris  auf  Heisen,   um  die  Gelehrton  vnn  gairs  Kurutia  kennen 


*J  übetaldi.     De  reaolut.  et  comp.  math.    Seite  46  and  tf. 
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zu   lernßu.      Es    begleitete   Um   auf  dieser  seohftjBkrigea   «ts«casol 
Pilgerfahrt   s«ia  Busenfreund  Marino  Gozze,   ein  anderer    Patrixier  »tu 
gnsa,    wolcfavr    wiedw  die  Sprachen  imd   den  Chanücter  der  varsohiedeaco 
Nationen  Earopas  erforechie.     Diesem  nagenfreand  widmete  OfaetoMt  tön 
nXchstea  Wedc  „Varlorum  Problematnm  coUectio.    Venetüs  apud  Vii 
l-Vranom  1607." 

BemerkenewerÜi  sind  die  folgenden  Worte  der  Widraon^:  «,Eiiini 
inf^enli  mei  quasi  ager  band  Kcin,  iui  potiorem  quam  t«  cnlontun  agnoaeei,' 
qui  dum  me  patria,  ci)r[>oria  verius  alumna,  quam  aniffli  in  alienafi  lema 
tngeniomm  altrices  uoa  iecum  oxtraxisti,  quoü  coluiati  agnun.  Quam  aatem 
gent«ro  sc  doctonim  mnltipUcitatem  sex  annis  nna  p«rcgrinati  non  ^iürim»t? 
Superioreni  Genuaniam  omnom  perctirrimus,  inferiorem  totam  Belgiumque 
InstraTimus;  duos  annos  consedimns  in  Brittasia;  Qalliam  d«inde  peragn- 
vimus,  et  Italiam  universam;  quae  inter  gentes  quot  ego  Do<:tor«s  nactiu 
sum  (nactus  auLem  suw  pluros)  tot  agi'o  tu  qnaai  praefeciüti  openu-ioa." 

Auf  seinen  Wondßrungen  durch  Europa  ward  Ohetnldi  QberaU  ab 
gro68<jr  Mathematiker  mit  Entbusiasmofi  empfangen.  An  mehrorun  Uodi 
»chnlen,  darunter  auch  an  der  damals  bedeutendsten  von  ganx  Glircfpa*),  ao 
jener  tou  L^won  in  ßrabant  uiluilich,  wollte  man  ihn  durchaus  ui*  Lehiw 
haben.")  Aber  actnc  fibergrosge  Bescheidenheit,  welche  an  Boiaem  Spmdi 
nSe  malle  scire,  rjuam  ncsci^  diecero,  quam  docere**^)  zu  erltennon  war,  vor 
aoLuste  ihn  lilie  derlei  AntrSge  zurOckzuweisen.  Dibko  Rosrlit-idenbeit  bat 
aach  Vuseios  bei  der  Gelegenbeil  hervorgehoben,  wo  er  im  frDfaer  enpfthatn 
Work  den  ApoUoniuä  rediriviu)  und  das  8upplemeutum  .Apolionii  (JaUi  b<^• 
spricht  und  wo  er  von  ihm  sagt,  „sc  prueclara  Ula  i|uae  tmdit  noa  aU 
Hd  ApoUonio  potios  adocribit.*' 

Nach  Ragiixa  xurtlckgekehrt,  brachte  er  den  grf»ssten  Theil  des  Jahnf 
in  Gcinom  vSterlicken  Erbgut«,  der  jetzigen  TiUa  Sarraca  zu*),  um  telesko- 
pificho  lleobachtungen  der  Planet^sn  und  um  Versuche  mit  dem  Breniispugd 
onxuateUen.  Wenn  man  von  Ragnsa  aiis  sUdwÜrta  gegen  Itagnoirecdüa 
l&nget  der  Kfidte  Rlhrt,  »o  «iebt  man  am  Rand  der  Küste  ungefShr  %  Heu* 
TOn  Porto  Caaiion,  gegenüber  Lacroma  eine  gri^raere,  am  Fobso  der  jetaigai 


1)  Die  üaiverritAt  LOwen  io  der  belgischen  Provinz  Brabant,  wurde  KSt  gN 
stiftet  und  war  im  XVI.  Jahrhundert  die  bedentendsto  von  ganx  Kuiopa.  81«  wtr 
TOQ  ßOOO  Studenten  besucht. 

9)  LJubi6.  Diitioaario  biogtafioo  degit  iUattri  DalmatL  Vienna.  Ad  tomvi 
Gh.— Appendicü  Notiiic  snlla  «toriu  e  letteratora  dei  BagnseJ.  Q.  AAtt.  —  Nari- 
BAguiea.     Italia  1819.    Seit«  6. 

3)  Nare  Kagnsea.   S. 

4)  Es  Anmerkungen  von  Otto  Fr.  t.  Reituberg-Daringireld.  Aiu  Daluftlfti 
von  Ida  r.  [>üniig»feld. 
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Villa  Sarucca  gelegene  MShle,  Ton  welcher  dor  hentige  Bauer  iiocli  ui»t 
der  ruhe  Fischer  nur  mit  Alwche»  und  Grauen  eniiililen  kajin.  Sie  wiitl 
die  „HpUla  Uetina"  geiuinnt,  wbs  »ovit^l  heisHen  will  ata  Uöble  des  Zati* 
berers.  Da  QhetaJdi  besondere  Studien  Ober  den  Brennspiegcl  pflegte,  so 
wählte  er  jene  Hu^hle  um  die  bezüglich l-ii  Experimente  aiunufUhren.  Auf 
eine  ent«prechende  Distanz  von  dor  Grotte  stellte  er  einige  kleine  Falir- 
zeuge  in  Bee,  die  er  mll  dem  Brennspiegel  (JLhnlidi  wie  Arohluiedeä  die 
Flotte  deti  Marcelliis)  in  Brand  steckte.  Vun  nun  an  mied  jeder  Fi^iher, 
jedeo  Fahrzeug  die  NShe  der  verrufenen  Höhle,  denn  es  verpflanzte  sich 
LLnter  da&  Volk  die  Sage,  der  Zauberer  besSää»  Mittel,  iiiii  die  ScIiiS'c  in 
entsprecbeode  Nlthe  tu  Kicken,  um  sie  dann  den  Flammen  prei^zugobeo. 
Die  0]iti5chen  Werke  dca  Ghctaldi,  „De  Bpeculo  Uatorio"  —  „Do  radiis 
visu»,  et  lucis  in  vitriü  procpectivis"  —  „De  Iride"  nnd.  „De  inchoata  Teles- 
copii  demonstratiane"  scbeiooD  leider  ganz  verlnren  gegangen  xn  sein.*} 

Im  Jabre  1627  starb  Obelaldi,  nachdem  er  die  hßcbeten  Würden  t\pv 
Ke[iubtik  bekleidet  hatte.  Sein  rrUlieii  Dabinscbeiden  verlündei-te  ihn,  genulo 
den  wiebtigsten  Theil  seiner  Studien  fortzuscteen.  Kr  konnte  die  Druck- 
legimg  Jones  Werkes,  welcbea  den  Qegenstand  unserer  Abhandlung  bilden 

nieht  mehr  erleben,  und  der  aufmerksame  Leiter  der  Resolut,  et  Uomp, 
Ktbematica  uinuut  im  Text  LOckeo  wahr,  welche  damuf  hinweisen,  dass 
das  Manuitkript  beim  Tode  seines  Autors  noch  nicht  ganz  druckfllbig  ge- 
wesen ist.  Gbetalfli  war  erst  ungeföbr  CO  Jahre  alt,  als  ihn  der  Tod  hin- 
wugralfte.  In  den  letzten  Tagen  Kuinen  DaseinR,  nachdem  er  die  ntjumetrie 
der  Alten  ftlr  dich  nml  für  seine  Zeitgenos»en  au  neuem  Leben  gebracht 
hatte,  legte  er  die  Hand  tut  jonea  grotute  Work,  welches  nieht  nur  der 
Mathematik,  Eondem  auch  den  gesammtcn  WigHenschal'ten  neue  l'forten  er- 
öffnen sollte.  Be  bandelt  sich  am  die  erste  Anwendimg  der  Algebra  aul 
die  Geometrie,  um  die  Vereinigung  imd  Verschmelzung  derselben  m  einem 
Oogenstande  und  somit  um  die  (irundsteinlegang  zu  den  spltteren  grosaen 
Entdeckungen  der  Analysis.  Dai<  bezügliche  Work,  drei  Jabi-e  naob  dem 
Tode  seines  Verfassers  und  sechs  Jahre  vor  der  Dnioklegung  der  Geometrie 
'jQvtoäitts  herausgegeben,  trügt  die  Aufschrift:  „Marini  Ghelaldi,  PatritÜ 

anii  SlathemaÜui  prueijtantisHimi  de  ReiKtliitione  et  Compositiimu  Mathe- 
maüca.  Libri  quinqtie.  Opus  l'ostbfimum.  Homae.  Kx  Typographia  Be- 
uerendae   Camera«   Apostolicae.     MDC'XXX.     Da   diaso  Schrift   hehr  ver- 


1)  In  Bagttaii  gibt  es  noch  iebr  rciebo  Bibliotheken,  deren  Inhalt  aber  theilH 
den  Kigf^ntlidnitim  nnbekunnt  ut  uad  tkeiU  in  verwahrt  ob  t<^r  Verpackung  langawn 
vennodert.  I>er  Vi'rfaasLT  hat  (((»Icgenbeit  gehabt,  sich  hiervon  mit  eigenen  Augen 
au  flberaeageo.  Die  verlornen  Werke  de«  übotaldi  dOrften  violleicht  doch  fVaher 
oder  Sinter  ausfindig  gemacht  werden. 


schiedenartig  beurtheilt  vrm-ilc,  so   wolleD  wir  im   folgenden   d«D  V( 
uiaclien,  ihren  waliren  Werlli  tu  tieetiiniiion,   lituiohiingKweise  fetstzu»! 
welche  Rolle  Glietaldi  ducch  ditsee  Werk  in  der  Oecicbicfata  der  uuüj-titicben 
Geometrie  gespielt  hat. 


Beror  wir  unsere  Untersuchung  heginnen,  wollen  wir  in  tnö^'Uckfit  ge- 
dtüngter  Art  den  Inhalt  des  tu  hcBpreihenden  Werke«  hier  wiedergeben 
Die  Vtiriedo  »um  orBion  Buiib  wird  ihres  Interesses  wegen  g&iulich  nach 
dem  Wortlaut  des  Texte«  rejtroducirt.  Jedes  Badi  (Abschnitt)  eathftlt  xnent 
eine  kurze  Einleitung,  dann  folgen  die  Pro|>o3itiono8,  diesen  wieder  die 
LehrsJIt^ie  und  schliesslich  die  Conütniktionen.  Wo  es  n{(tfatg  erscheint,  Bind 
anch  hchrsätze  and  Bedingungen  (dcterminationes)  gegeben,  unter  wclchcD 
die  Aufgaben  möglich  sind.  Fälle,  welche  durch  -|-  arl  —  imLerschiedeo 
eind,  werden  einzeln  behandelt.  Die  Bezeicbnungsart  ist  jene  des  Vit>ie. 
Die  Zeichen  H-  t^ind  tihenUl  angewendet.  Die  Multiplikation  wird  dnrcb 
das  Wort  t»  ausgedrtlckt,  die  Division  zunieisi  in  Bnicfafortn  angegeben. 
Die  IVüportionen  sind  nucli  diireh  Worte  ge»chrielien  iKler  die  QrOe««n  ein^ 
fach  nelieneinander  gestellt.  Die  Co{!flizienten  sind  durch  kleine  Zahlea 
hinter  den  Buulutaben,  das  Quadrat  durch  den  Bucbätabcn  ^  sngegebea. 
Altiu  z.  B.  die  Pro[K}r(ion  \ 

wird  wie  folgt  geschrieben: 


ut  AQ  ad  A^'ux  ß  ita—  ad  m,  -f-  », 


oder  mitunter  anch  einfacher: 

AQ     A,inB 


Pn,  +  «. 


Di«  Aufi^lellung  der  Aufgaben,  die  algebraischen  und  geometri5ch«n 
^jjUiaiigea  sind  gewOhnliuh  so  klar  und  deutlich  gegeben,  dass  selbst  det 
AnFBagcr.  wenn  er  sieb  nur  einmal  die  Bezeiübnungs weise  angewöhnt  hat, 
das  BiK^li  gebrauchen  kannte.  Die  uns  vorliegende  Ausgabe  ittt  jedoch 
nicht  guoE  frei  von  Dntckfehlem.  Hin  und  wieder  bcheinen  im  Manuskript! 
Ltldces  geblieben  zu  sein. 


Einleitung  xnni  I. 


Marint  Ghetaldi.  De  Rosolutlone  et  Composillone  Mathematica, 

Liber  Primoa. 

Otnnos  Matbemsttou  piohatümos  vel  a  coocessis  o/d  qnae^iU,  vcl  a 
iluaesiliB  ad  conoeeaa  progreditmtur.  (Juae  a  concessia  piogradiuiitiir  ad 
qtiaesita,  com[)OEition(»s  a|)pelUiitiir.  Comjiosiiio  finiin  est  assumipLio  con- 
ücsbI  per  conßetiuentta  ad  quaeeiti  fineni,  et  oonipraeheiiKioDeni  qtme  vcro 
a  quaesili»  [irogretliimtiir  ad  conceemi  diiplices  Kunt;  vel  enim  concessa  |iO- 
ntmt,  vi)l  dtjintruutit;  «{uhh  lutniini  con(»ijtta,  rtiHolutiüiieb  vocanlnr:  Etit  t;mni 
Resolutio,  oäsumptio  ijuaeaiti  tanquatu  coneetwi  i>Br  conaer[ueiitia  ad  verum 
concesBum.  Kam  in  resoliitione  id  quod  qiiaoritur,  iit.  iam  eiistens,  el  ut 
venim  pooent«»,  per  en,  F|tiiu)  deinceps  conseqnuntur,  prncedimiis  ad  aliqand 
coDcessum:  quo  opere  quaesitam  concluaioDem,  in  propria«  cauflas,  per  quas 
(leniunsti-atur  reducimiifi:  atquo  h'is  resolutiombus  compOBilioneti  opponimtur. 
f^^ri  enim  poteitt,  iit  a  concesso  illo,  per  eadem  resolutiouiB  ve«tigia  ad  qiiae- 
'lUuiu  revertauiLir.  Quae  vero  desiruuiii  cnncessa,  dednctionee  ad  imposisi- 
bile  nuocup&mus. .  Deduotio  enim  ad  impoesibile  est  aesiimptio  eius  qutid 
qiiMStto  contradit-it  tanqitam  cnncessi  per  coDäoqnontia,  ad  id,  quod  vero 
eoncemo  op«iniliir.  nam  in  deductione  ad  impossibile  tfuiuinnis  id  quod 
quaeeito  contradicit,  idq;  Kiippunentes  progredimur,  donec  in  aliquod  absurdum 
iDcidamue,  per  quod  siippositione  des-tructa  cunfirmetur  iJ,  quod  a  principio 
qaoerebutur.  Ex  quibuu  palet  llesoIiitioneDi  a  Deductione  ad  inipoaiiibile 
raÜoohiatiODe  tantum  differre,  nam  atratiae  alj  iDuognito  ad  cognititm  eodeni 
progresislnnis  ordine  procediL:  sed  Rtwolutlo  desinena  in  verum,  ctinr.liidit 
verum  eusB  <^L  quod  eupponitur:  Üi^duutio  vero  ad  impossibilu,  desinuns  in 
falHum,  Taläum  eH&e  et  quod  supiKioitur  urgiiit,  et  coiufe<{uontor  quaenituui 
«enuD  easQ. 

Duplex  aiitem  est  resolutionie  genus  alterum  quidem  ad  Tbeoremata 
periinet,  eiusq;  hms  in  sola  veritaüs  inuestigationa  coasistit  altenim  vero 
Bd  Problemala,  cuiita  «oopua  est  ratioDßm  conslnictiomB,  atque  demon- 
airaüomä  iAuestigare:  propoeita  eiünk  ProblematA  oonstruei-e  docet,  viamq: 


ad  construotionie  demonitrationcin  oBtaadii.  Sod  omnia  fere  Tbeoreniatm, 
et  Problemaia,  quae  sub  Algebraiu  cadunt  racillinie  resoluuntur,  ac  jkt 
resolutiooiB  vestigia  componuntnr;  non  quidem  vulgorici  Aigebrae  bentffeU); 
quae  resolntionis  vestigia  omnioD  coufandit;  eed  illius,  ciiins  Atictor  eit 
Franciacua  Vieta,  rir  eerto  de  r«bua  mathemattcis  optime  meritus:  ciii  non 
solum  aostra,  sed  etiS  superior  aetas  haud  scio  an  nllnm  bmus  ecieniiae 
laude  parem,  nedum  soperiorem  inuenerit  eteuim  n«&olutio  procedens  per 
fipecies  imniulalnles,  nnn  aut^m  ]fer  uiunBros  mtilAtioni ,  qnacnnque  0|)«> 
ratione  trauienlui-,  obnoxios;  bub  vestigia  clara  relinquit,  per  quae  non  esl 
difÜcitiH  ad  crimpoäitiünem  reditue:  ^ui]iogitio  enim  in  Probleinalibas,  shi« 
per  Algobram,  »ine  Antlqnora  mcUiodo  resoluiis,  a  flne  resolutioais,  ad 
principiuin  per  reBolutionis  vestigia  regreditnr:  in  Tbeorematibufl  ven>  quu- 
ruin  veritaa  per  Algebram  exploratur,  eodem  ordine  quo  innenta  est  Tbeo- 
rematifi  venta»,  demonstratio  pmcedit.  At  Theoremata  vel  Probletnata, 
quae  sub  Alg«brani  non  cadunt  qualia  sunt  ea,  quae  |icr  comparatioDeB 
angiUorum  demonetraotur,  reBolnuntnr,  et  compoDiintur  tuethodo  ab  anliqaU 
tradit«^  cuin»  exempla  «xtant  in  libria  Archinirdis,  Apollonii,  et  Pappig  alio- 
rfiiuq;  vctenim  au  recentium.  Kt  qriainilis  ca  tnethodo  omnia  Theoremata 
et  Froblemata  resolui,  et  componi  poesint;  tarnen  oa,  quae  sub  Algebren 
cadunt,  pletunique  Tacilius  ac  expeditius  per  Algebram  resoluuntur,  ac  debid« 
per  resolutionis  vestigia  componuntur.  Haco  omnia  exempliü,  atque 
praeraptiu  ubi  Ioouk  exiget  perEpicti»  fiwnt.  Primiiiri  igitur  pro; 
Kxenipla  ad  iDucntioncin  Thoorümatum,  eorumq;  deniotititratioDcni  pertineatia; 
dt'imic  ad  resoUitionem,  et  couip^sitioneiii  Problemutum;  priioiä  enim  quatnor 
TbeoremattbuB  in  Problematiun  resolutiombus  et  com]>o8ttionibiis  aaepe  utenmr. 

Im  Folgenden  geben  mr  den  Gang  der  Prnpoeitio  Prima  und  des 
Theurema  I  an  und  wurden  die  übrigen  zebn  LubrsAtxe  nur  kun  an- 
nihren. 

Propoaitio  Prima. 

Sine  gerade  Linie  wird  in  xwei  beliebige  Tlieile  getbeilt  nnd  ttber  du 
Summe  und  die  Ihfferonx  dieser  iwoi  Thoile  ein  Becbteck  ooDatriurt.  Wie 
IftsHt  »ich  die  Flücho  djeäes  Hechtecks  durcb  andere  Über  die  Theile  diewr 
Linie   oonelruirte  Flächen  ausdrtlckonV 

¥.6  sei  die  gcnide  Linie  In  xvrui  Tbeile  A  und  B  getbeilt^  wfthnnid 
A  >  Ji  isi.  So  bat  man  algebraisch  {A  ^  B)  (A  ^  B)  =  A'  —  li*. 
Die  PIBche  A*  —  Ji'  ist  also  dem  Recbteok  gleich,  welches  mit  (A  -\-  B) 
nnd  {A  —  B)  tHe  Seiten  ooostruirt  wird.     Daruns  wird  gobiJdet  der 
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Lehrsatz  I. 

TliuiH  man  eine  giiradu  Liiiio  in  zwei  liuljulii^c  TliviUi,  »u  iai  Jti« 
Kechtevk,  WHlcliea  aus  der  8iimmu  mid  diT  DifTeren/  cler  beidtm  Äl>8i-bnitto 
otnutniirt  wird,  gleich  dor  DiffercnE  dor  Über  beide  Tbeile  consü^tirtco 
Quadrat«. 

Folgt  nun  der  Uoweis,  welcher  wifl  fol^t  gefllhrt  ist.  Theilt  man 
die  gegebene  Grade  ^^  in  Kwei  l>eliehi^  Tlieile  AC,  CB  und  verlängert 
mau  die  ilif  liib  ZJ,  so  das»  CD^AC  xei.  Tch  behaupte,  das«  das 
Kechteck  aus  AB  und  JilJ  gleich  der  Diflferenx  der  Quadrat»  Ober  AC 
und  Cß  ist.  Beschreibt  man  tlber  CD  das  Quadrat  C'II  und  fllhri  man 
die  Diagonale  DK,  so  schoeidet.  diese  die  parallel  mit  CJS  gezogene  BG 
im  l'unkt  K  Durch  F  xlebe  man  die  KFl,\\AIf.  El>en8o  construire 
mui  AL  II  OK.  Da»  Ueohteck  AJ  ist  gleich  dem  llecbteck  ////,  denn  es 
iitt  AG  =  DU  imd  C/  =  jf D.    Addirt  man  zu  den  Rechtecken  AJ,  liU 

das   gemeinKHuiä    Rnchtntik    TtJ, 
60  ergibt  eich,    duün  da»  liecbt* 
eek  Ai'''  gleich  der  Summe  der 
Rechtecke  C^  und  if«  ist,  da- 
her  A  F   gleich    dem   Gnomon 
JFG21DCJ.  Aber  das  Gnomon 
gibt  nichts  anderes  als  die  DiETe- 
rena  der  Quadrate  CII  und  JG. 
Dan  Ueoliteck  AF  ist  almi  nicbUt 
anderes  ale  die  DiÖeren*  der  Quadrate  CII  und  /Ö,  wa»  xu  hewüisen  war. 
Dieser  Lehräate  kann  auoh  folgenderitiaäsen  aufgestetlt  wertlen: 
(a  +  fr)  (ü  -  t)  -f-  i«  =  ä', 
welche   Bexiehung    im   fllnften   und    sechsten   Lehrsatz   des   II.   Üucheb   der 
Enklidiscbon  Elemente  enthalten  ist. 

.     *    . 
Die   Übrigen   sehn    Lehrsätze,   welche  jedesmal   zuerst  algebraisch   er- 
oiittell,   dann  geometrisch  nachgewiesen  werden,  sind  in  der  algebraischen 
Form  folgende: 

(rt  —  6)  (a  —  6)  =  n»  -f  6«  _  2ü6.     Proiiositio  IT. 

E^/        {a  +  6)«  —  (a  —  6)*  =  iah.  „        Ilt 

^A       '  («  +  ^y  +  («  -  W  =  9«'  +  2&'.  .,         IV. 

/  1  Sin«!   o,  ft.    f'   die    Seiten    eines    stumpfwinkligen 

■  *  Dreiecks,  so  hat  man,  wenn  ff  J_  d  ist: 
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Rin<}  1,  b,  d  dlk  Seiten,   c  die   Ulhe    eines  b^ 

wuik3i^''oii  JJreiecks,  so  bat  man: 

a*  H-  2  Je  =  d^  +  h-         Propoaitio  VI. 


A 


i/  ^ 

Eine  Gerade  2li  ist  in  zwei  Tbeile  d  luid  [21 — ä)  gelheilt, 
awar  so,  daes  d  die  ciittfero  geouietfisöfac*  Pi-0|iortionale  zwiächon  '2b  un«l 
{2b  — d)  isL,  Mau  hat:  2bi(i  =d:2b  —  ä,  wfjrauß  41»^  —  2/»*l  =  d«. 
Es    ist    aberi    (d  +  6)*  =  rf"  4- fc"  +  2  bd    oder:    (d  +  h)*  =- 4&*  —  2i<| 

+  &' +  2/ni  =  5i.^ 

Hat  mao  daber;  26  :  cj  =  (/:  2&  —  dl,  so  it;t: 


Proiiositio  VII. 


Man   hn.t  ttits  obigem: 

(d  -j-  by  =  6&=]  d'  +  ä&d  -^  lA" 

fe«=.b«    I  rf*  =  4fr*  —  '2bd 

tP  =  ^bt^2h  "  d)- 
PöJgt  daher:    2b  :  d  =  d  i  (2b  —  rf). 

Ist  eine  gerade  I/ini'e  in  zwei  Theile  fj,  ti  gctheilt  und  kt  das  Qua<inil; 
des  einen  Theiles  b  der  fUnft«  Theil  des  Qaadmtes  der  ganzen  Gara^len,  :to 
ist  der  andere  AWi-hnilt  d  die  mittlere  geom.  Proportionale  zwischen  2(» 
und  {2b  —  d)  ...  l'ropositio  "\'I1I. 


I 


Eine  Gerade  sei  nach  Btetiger  Proportion  getheilt  und  zwar   so,  daes 
der  grössere  Abschnitt  2b,  der  kleinere  d  eei,  dann  hat  man: 
(d  +  6)ä  =  56' .  . .  Propositio  IX. 


Eine  Gerade  b  sei  nach  stetiger  Proportion  getheilt;  der  kleinere  Äb- 
Echnitt  sei  d;  man  hat: 

6»  +  d*  =  36d Propositio  X. 


Eine  Gerade  b  ist  nach  stetiger  Prop.  getheilt;  der  grössere  Abschnitt 
sei  a.  Man  hat:  b  :  a  =  a  :  a  —  b  oder  a  :h  "^  b  —  a:  a  und  a  -^b  :b 
=  b  :  a.    Propos.  Xr. 


Rs  Trilgen  mm  die  Conetrtiktion^aiifgnhen.  welclip  al^pbraiscli  geißst 
imd  sodann  guomolrisch  con^ti-uirl  worden.  Die  tUjOjbmUuhe  Lntiimg  nennt 
(tbetuldi  „UcsoluW,  dio  guünibtrisebe  Construktioo  »CoinpoKitio''.  Aiicb 
hier  lässt  die  Klarheit  d«r  Darst«Utuig  und  die  Kinfachbeit  der  Knlwiek«- 
lung  ntcbts  zu  wUnsclien  übrig  irnd  es  scbeint  uns,  aU  ob  wir  ein  ftlr 
Mittelttcbulen  bearheiteteB  Lßlirbncb  vor  Augen  bitten.  In  Kniv.eiu  geben 
wir  die  gelöstea  Aufjoraben  an,  obnä  jedoch  die  FolgesäUo  amunibrcn. 

Prublema  I.  Eine  gerade  Linie  derart  in  zwei  Theile  tu  tbeilen, 
dass  a  —  fr  =  f  Bei. 

IL  Eine  gegebene  Gerade  derart  verlSngcrn,  dues  die  verlängerte  Ge- 
rade zur  Verlängening  eia  gegebenes  Verbitttnisa  bilde.  (Der  gegeb.  Tbeil 
iuii»a  >  alü  die  VerÜtngerusg  sein  ) 

III.  Eine  gegebene  fierade  b  um  einen  Betrag  x  verlängern,  so  da« 
das- VerblUtnis«  b-^x:b  —  x  einem  gegebenen  VerbiUtniss  RiS  gleich 
aeL     (Der  gegebene  TboU  mmss  kleiner  nein  aU  die  VerllUigening.) 

IV.  Eine  gerade  Linie  &  in  zwei  Tlieile  {x  und  b  —  x)  derart  in 
Ibeilen,  dass  sc'  —  {b  — '•  x)'  gleich  einem  gegeltenen  Quadrat  uei. 

V     Bine  gegebene   Gerade  dei'turi  zu  Iheiten  (x  und  //  —  x\  daais  da» 

Verbfittuisä  5 einem  gegelienen  VerbfilLniss  gleiche. 

VI.  Eine  gegebene  Gerade  derart  zu  theilon  (x  imd  h  —  x^  ic  >  6  —  sc), 
daiw  b  {b  —  x)  ^  20"  —  ab  sei. 

VII.  Eine  gegebene  Gerade  derart  7.u  tbeilen  (x  und  b  —  x)j  dasa 
xib  ~  x)  =  [x  —  (6  —  X)]*  Mi. 


^rini  Ohetaldi  de  R««o1utione  et  Oompoeition«  MathetnatJoa. 

Liber  Secuudoa. 
Die  Eiuleilung,  welche  wir  nicht  speciell  anfuhren  zu  mUsaan  glauben, 
xaigt,  wie  ein  Bruch  durch  eine  Pro|Mirli<)n  atisgedrllr-kl  werden  kiLUO.   Einige 

Ueigpiole,  welche  angetUbrt  werden,  sind  folgende:  Der  Bmcb    .  ^  n,  kann 

id  +  flrf 


b  :  a.     Der   Bruch 


/*»   in 


wie    folgt     zerlegt    werden:    d:b 
a:ib  +  ff)  =  d:f  tic 

Die  Propositionon  fehlen  hier  und  es  werden  ^gleich  die  Lehrslttne 
behandelt,  welche  lauten: 

Theorem  I.  Zwei  gegebene  Genulen  werden  derart  getheÜt,  dasH  d&y 
rtecht«ck  Über  die  Abschnitte  der  erKton  Geraden  dem  Rechteck  Über  tue 
Abschnitte  der  zweiten  Geraden  gleich  »ei. 


a")*  sein,   so    wird    aticli  c  ^  x. 


Theorem  lü,  Macht  man  AC 
DF  imd  ist  AC  .AB  =U£.DF, 
maSB  AB  =  DE^mi  CB  =  FE  seu. 

TbeorernlV.  Macht  man  jIC  =  DFuod  es  sei:  CB^  J-'i;=  2)£:  J^, 
an  iDusfi  auch  Cß  ^  >'£  und  AB  =^  DE  uein. 

Theoretn  V.    Sind   die   Rechtecke   AC.    CB   und   DF.    FE   eitiaiider 

pleißh  und  ist  A^  +  CS*  =  DF'  4-  ^*,  so  miiss  aucb  .4(7  =  CB  and 
i}F  =^  FF  sein, 

Theorem  VI.  Ist  ABC  ein  Dreieck,  AD  die  Höhe  (FaU  I  und  FUJ  U) 


und  beschreibt  man  mit  der  Seite  AB  einen  Kreis,  welcher  die  Seite  AC 
ia  Et  die  Basis  in  F  schneidet,  das  Bechteck  ECG  wird  dem  Rechteck 
FCB  gleich  sein. 

Theorem  VII.  Ist  eigentlich  nur  ein  Folgesatz  des  Theorem  V,  indem 
bewiesen  wird,  dass  EC:CF=  CB  :  CG. 

Nun  folgen  die  Construktionsaufgaben. 

Problem  I.  Ein  Rechteck  zu  constinüren,  welches  einem  gegebenen 
Quadrat  gleich  ist  und  dessen  Seiten  sich  so  verhalten  wie  R  :  S. 

Die   Quadratseite   sei  B.     Ist  A   eine   Seite   des  Rechtecks,    so   muss 

A  V 

sein:  A  :  X  =  B  :  8,  daher  die  zweite  Seite  x  ^  -p-.  Femer  laut  Problem: 
B'  =  Ax  =  -^-,  daher: 


B 


R:S=A^:B\ 


Pmhlern  Vf.  Einfl  gegnbi^ne  Gerade  derart  «n  tbciler,  daw  die  9amme 
der  Quadrate  der  Absclinitte  sich  zur  DlfFerei»  dieser  Quadi-atß  wie  R  :  S 
verhalte. 

ProblBm  III.  E»  ist  gegel>eD  die  Höhe  eines  Dreiecks,  die  DiflT^rcnz 
der  Baüi&alischnitt«  iind  die  Differenz  jener  Seiten,  welohe  den  Scheitel  der 
Htihe  bilden.     }&&  i&i  dos  Dreieck  tu  consLniirun. 

Algebraische  Aiitl'lBunff  nach  Ghe- 
toldi.  Gegeben  die  Hohe  l;  die  Diffe- 
renz der  Seiten  CE  und  A  C  sei  d  und 
die  Differenz  der  Basifisegmettte  sei  g. 
Man  nimmt  die  Aufgabe  alii  gelflet  an 
und  es  Bei  u  die  Basis  des  j^'ssiicbten 
Dreiecks.   Man  hat  Kuorst:  <!  :  ^  ■«  a  :  x, 

woraus  x  ^  -§■  und  daher:  d:ff^a:  -4-.  Nun  ist  aber  xufolge  Buah  I 
Theorem  IV: 

°d^  +  rf*  =  2x'  +  2y«  imd  2j:'  +  2y'  =  2A0'  -f-  20J^  +  4i*  daher: 
^  -|-  d»  =*  240'  H-  30/;» -|-  46» aber  '2A0*  -\-  'iO£'  =  «'  +  j/»  daher 
«^  4-  d»  =  rt»  4-  y«  ^-  4fc»  und:  ?^  —  ö«  =  4fc»  -f  ,9*  -  tP,  »der  end- 
lich  jf- ^  46*  -f-  jr'  —  (i*!   welche   Gleichung   in    eine    Proportion 

verwandelt  gibt:  y*  —  d*  :  46*  +  ^  —  d*  =  d»  :  b' 
lind: 

l/^t^Tdi :  yn*  +  j,«  _  ^  =  d  wi. 

UietiA  Aufgabe  hat  Öhetaldi  auch  im  Apotlonitis  behandelt,  wofMr  ihm 
Cjriacus  den  Vorwurf  machte,  bei  derselben  keine  genaue  Beweiäftthning 
geliefert  icu  haben,  indem  die  Aufgabe  unter  UmstlLndon  auch  umnöglioh 
werden  könnte.  Diesen  selben  Vorwurf  mochte  übrigen»  C'^riacus  auch 
dem  Franz  Viöte,  ohne,  wie  es  scheint,  das  Problem  genauer  beachtet 
zu  haben,  da  er  sich  sonst  Ubeneugt  bUtte,  da«»  die  unmi^glicfaen  PlÜIe 
einleuchtend  sind  und  keiner  nSheren  Erklfinmg  bedOrfen.  Ghetaldi,  welcher 
die  Verflffentliohiing  meinen  Werke«  nicht  mehr  erlebt  hat,  benutzte  diese 
Stelle,  um  sich  und  Vi6te  gegen  die  Angriffe  dott  Cyriacus  zu  wahren. 
Auch  benutzte  Ghotaldi  dieselbe  Gelegenheit,  um  Vi^tes  Problem  aosein- 
andencusetxen. 

Problem  IV.  Gegeben  die  Hiibe  eines  Dreiecks,  die  Rumme  der  zwei 
Seiten  wovon  keine  <lia  nasts  itti  und  die  Differenz  der  Baaiftsogmente;  es 
das  Dreieck  construirt  werden. 


Problom   V.      Gegeben   die   IHffercnz   tler    HasisHegment«    «ine» 
n-inkligen   Dreiecks   und  die  Difierenz  der   Kailieten,    da$  Dreieck    su    Ut- 
gtinimen. 

Problem  VI.  Oe^feben  die  Differenz  der  Ba&isBefrment«  «ines  recbt- 
winkligen  Dreieck»  und  die  Huininu  der  Katbaten,  du  Dnüeok  xn  be- 
ätimmen. 

Priiblpia  VII.  tieK<^ben  die  Difforcna  der  Seiten  eines  Druie<:kti  und 
(iio  DifTercnü  der  BaBtsso^mente,  gesellen  ferner  die  Differenz  der  grCgm»r<rn 
äeite,  welche  in  der  Differenz  einiiegrilTen  i»t,  mit  der  dritUin  Beite  du 
Dreieck  zu  besUmmen, 

Sind  a,  b,  «:  die  Beilen,  im,  n  die  Daaissegmonte  und  ist  n  >  I«.  üü 
g<^eben:  «  —  6,  w  —  »   und  a  —  c.      Hier    werden    vier    imVIiciie    Palln 
behandelt. 

i'roblem  VIII.  negeb&u  die  BasLn  eines  recblwinkligen  L>i-eieckii  und 
die   Ditfercn/.  der   Katheten;  es  ist  da«   Dreiuok  kii    lieKtimnien, 

Problem  IX.  I^roblem  VIII  aber  anstatt  der  Differeni  die  ^uiuDt 
der  Katheien. 


Uarinl  Ghetaldi  de  Resolutione  et  Compositione  matbematiea. 

Liber  TerUus. 

Im  Ul.  und  IV.  Uuch  kommen  unreine  (ileichiingen  zur  Bebauillntij. 
Die  geometriscbe  Construktlun  der  Gleichungen  zweiton  Grades  «trd  hier 
xuerst  di)r«:h  einige  Lehrsätze  ((,'annneä)  erlSutert  Wir  gehen  die  Ein- 
leitaug  dieses  Capitels  wortgetreu  wieder. 

De  ijs,  f|iie  od  ßesoluiionein,  et  Ciim]>ositioQem  pertinents  existenülm« 
simpIioibuK  bierunif  aut  ([uailratorunt  aequatiooibas;  saperi'iribu«  libria 
ssxlh  me  dixisäe  censeo.  Venin  nitnß  ail  ^xplitianda  ea,  <(uae  in  tCemtluliuw- 
bii$,  et  ComiMMiitiiinihiiK  ouMiminl,  ijuiuidu  in  UD'|uuttuniliiiti  tjuadrata  atfee* 
tionibu«  iuiplicanlur.  Sed  priu«  dicam  quomodo  huiubmodi  aequationw  ox- 
plicenlar. 

Multt  ume  anctores  de  ex|dlcandtii  «luadratonim  affeclontm  aequatio- 
nibus  ftcripfonmt,  ijque  omae«  praeter  Diofaoluiu,  ac  Petmni  Nonium,  nna 
oadenique  Metbodu,  aiit  paruni  diKtanli  ulnniur,  qiiamuiü  diverma  affemal 
demontitniUnnHff.  Di^ifantus  (inidcm  mm  uiirat  (inadratuin  aequatiitnta  a 
cüinite,  h6u  est  a  data  magnitudine  in  (juani  deeluin  eet  libenre.  ut  <a  m 
subsistak,  qucmadmodum  notat  üacbeins,  sed  praecipit  diici  buiuugennnoi 
C(nn|iarationiK  in  «undem  comiie  quadraii,  et  reliqiui  perfici,  ni  sno  \o^•^^ 
dicetur.  quo  tit  ut  tnagniludineä  ad  jilauo  plana  ascendant,  ac  proinde 
longiori  operationa,  et  ad  geouietrica«  cümpoeitiunes  umüiue  apta  aequatio 


explicetnr.  Fetms  aiitom  Noniiis  sumit  totam  coefBcient«!!!  loni^ladinftiit, 
non  Autcm  diuiidiara  pront  communis  Mutli(Hlns  docttt;  8umit  i(iu7i|iie  <pin- 
druplum  homogeneiuii  comiiaraüocis,  et  sie  euplicaia  aei|iiatione  oxbiltet 
diiplum  latus  quao&itum,  äx  quibos  Compoijitio  (it  dilicilior.  bani:  Mutlimlitm 
Hoiiitui  excogitavit,  ut  fractiones  numeronim  vÜuret,  qiiae  quouiam  iii  ücome- 
triois  lociiiD  non  liabent,  nihil. est  qnod  um  oogat  ea  Uethodo  ati.  Üom- 
immi  ),i;itiir  Methodo,  i|iiao  C8t  siraiilicissima  titar,  eajni|iie  6u«raf>Uiva  m- 
linn<t  dßiiionstrabo,  aliJH  tarnen  niodijs,  aU|i)e  alij  Hcripiores;  pt>r  Iihlt  enini 
meilia  cnmmodior  a  Resolnliono  ad  CoiDpoHtti'mcni  St  regrcscius,  ipsatjue 
f^tmpositio  clanis,  ac  facilius  demoni»-tratur,  ut  oxempUs  manifestum  fiet. 
CattoH  primu/>.     Ist  n' -f- ab  ^^r",  ko  bat  man  nach   den  Rtiguln   der 

AlgcUra:  n^  —  'o  it  K  **  "I"   .t*.  Folgt  nun  die  gcumiilrischi' Da rstoUiiDg. 

Süll AIi^-\-AB. CD  =  Ü»  sPin, 
KU  thoil«  man  die  li  C  iu  2Tvei  Theilu 
nnd  orriobte  die  T>E  Jl  ÜB.  Von 
C  aus  bescbreilre  man  mif  dein 
HalbmuRHer  f'/)  «inen  Krv'\s  und 
verbinde  V  mit  JC  Man  bat  dann 
~J  J)E*  ^  KF  .  -KG  —  EF  (KF 
-}-  FG)  =  EF«  +  EF.  FG 
Daber:  Purd«rung 

Äh^-^  AH.VIt^  DE'. 


*~ 


-M. 


Niu^bgewiesen  ...   KF*  -f  FF  .  FG  =  DF?. 
Wdl  ab«r  Ch  —  2CI)  —  9C/'"  =  FG  folgt  Eh"  +  A'f.  t'B  =  HE'. 
Scbliesülicb  also  EF  die  Gesuchte  A  B. 

Canon  secvtidu*.    u*  —  ai  ^  ** a  ^^  —  4*  1/ -r  ''-  +  r". 

CaHOH  tertius.       ab  —  «*  ^  /" rt  =    -  +  1/  .-  6*  —  j". 

IHe  gelösten  Aufgaben  aind  folgonde: 

.  Gegeben  eine  Katboto  des  r«cbtwinkligen  Dreiecks  und  die  Differenz 

der  BasiBsegniento,  das  Dreieck  zu  boätimmon. 
Diese  Aufgabe  liefert  zwei  ConstniktiiinftHllle.     Ist  die  gr^sitere  Ka- 
thete gegeben,   so  muss  die   Differenz  der  Basissegmente   kleiner  sein   als 
die  gegebene  Kathete;  der  zweite  Fall,  wenn  din  kb.iini>i'e  Kathete  gegeUeii 
ist,  bleibt  iiumor  betiümuit  »ml  p^tbillt  drei   viTSubiedime  AiiÜofiimgen. 
8.  Gegeben  eine  Kathete  nnd  das  nicht  anliogendu  BasissegmenL     Drei 

AuflOsorigen. 
a.  Gegeben  die  Differenz  der  KaU]r>t»-n  iin<i  di^   Mütbe. 
4.        „  „     Bunune      „  ,,       „ 


5.  Eütfl  gerado  Linie  nach  Btetiger  Proportinn  xii  theiieii. 

6.  Es  lind   eis  Kreis   aud    «in  Punkt  gelben.     Mnn   soll    nb«r 
Punkt  eine  Socniite  von  gogehenur  Lftnge  ziehan.     Die  beiden  PUla, 
der  Punkt  ist  innerhalb  oder  ausserliolb  des  Kreise«,   eind  beide 
iHntert. 

7.  üegebeo  ein  Halbkreis  mit  seinem  Diameter  imd  eine  auf  don  Ualb- 
messer  erricfateie  Senkrecbte.  Es  eoU  Tom  Endpunkte  dingn-  Senk 
rechten  eine  gerade  Linie  derart  gezogen  werdea,  das«  der  Ab^taad 
TOD  der  Peripberio  des  Kreisee  einer  gegebenen  Geraden  gleicfa  aei 
^  T.ä  sind  6  Ffilln  mSgÜch,  welche  alle  «rlBiitert  vrerdeo.  Wie 
jedesmal,  sa  wird  auch  hier  »teia  angegeben,  iuit«r  welcbeo  üni* 
stunden  die  Aurgabe  unbestimmt  bleibt. 


Marlnl'  Ghetald!  de  Keitolutione  ei  CompoBiilone  mBthexnatlca. 

Libor  Quartus. 

EntbSlt  die  Fortsetzung  der  quadratixchen  Gleichungen,  rem  welcfao) 
die  Kchwierigeien  F&Ue  bebandelt  werden.  Die  LohraJttze,  welche  den  CVn- 
stroktionsaurgabon  Torangeben,  sind  folgende: 

Theorem  I.  Hat  «in  inneres  oder  ein  Süsseres  Glied  einer  Proportün 
einen  grJJsser«i  Werth  als  die  anderen  Glieder,  ao  ist  das  zweite  innen 
oder  ilD9sere  Glied  kleiner  alti  alle  anderen  Glieder.  Der  Beweis  wird  ai&- 
fach  auf  folgende  Art  gcriünt:  Hat  man  a:  b  =•  c  :ä  und  ist  a  das  grOnte 
Glied,  so  ist  offenbar  auch  a  >  &  nnd  damit  die  ProportioD  bestehe,  aach 
r  >  rf.  Nun  ist  aber  auch  a  >  f ,  daher  auch  i  >  e/,  folglich  d  <  It  and 
d  <  c  oder  d  daa  kleinste  Glied. 

Theorem  2.  Ist  die  Summe  der  äusseren  Glieder  eines  TerhKltmasea 
grösser  als  die  Summe  der  inneren  Glieder,  oder  die  DÜTereni  der  ersten» 
grCdser  als  die  Differom  der  letzteren,  so  sind  die  tlusseren  Glieder  das 
eine  das  grOsste,  das  andere  das  kleinste  Glied  der  Proportiun.  Dasselbe 
gilt  naiflrlich  auch  bexHglich  der  inneren  Glieder,  wenn  ihre  Samme  oder 
Differenz  grSsser  ist  als  jene  der  Snaseren  Glieder. 

Theorem  3.   Ist  die  Stmime  oder  Differenz  der  inneren  Glieder  glttck 

der  Summe  oder  der  Differenx  der   Snsseren  Glieder,   so  ist  das  gn'isser« 

lussere  dem  grosseren  inneren,  das  kleinere  Süssere   dem  kleineren  innerea 

^Glied  gleicb. 

Die  geUisten  Aufgal>en  sind  nun  folgende: 


1)  Der  Beweil  wird  oiefat  geführt,  da  dieiier  Lvlinatie  in  Gnolidi^  h»wi»i 
wird  (.^OG  naotfestam  e«t  ex  propon-  A6  et  86  teriis  elementomm"). 


»robieniT^Kl^s?  «In  Qnadrat  zu  bealimmMt^wSlone«  sich  zu  eioAiii 
gegebenen  Quadrat  wie  a :  b  vorhalto. 

Problem  IT.  K&  sind  zwei  Halbkreise  gegeben,  deren  Halbmeflser  sieb 
auf  dereelben  geraden  Linie  befinden.  tCt>  soll  ron  einem  Kndpunkie  der 
Basis  dieser  Halbkreise  eine  gemeinacbaftliche  Sekante  derart  gezogen  werden, 
dass  der  Abschnitt  dieser  Sekante,  welcher  zwischen  den  Peripherien  der 
beiden  Halbkreise  entbaJten  ist,  einer  gegebenen  geraden  Linie  gleich  sei. 

Dil.'  vielen  Fülle,  welche  hier  möglich  sind,  ßndet  man  im  ApeUonius 
redivivna  bebandelt.  In  den  Comp,  et  Resol.  sind  nur  achte  derselben  ge- 
lj}9t-     Dieses  Problem  nimmt  voUa  l.'tO  Seiten  des  Werkes  ein. 

Problem  III.  Gegeben  die  Basis  oineä  Dreiecks  und  die  DifTereiu  der 
Schenkel  mit  dar  Hßhc.     Dos  Dreieck  zu  bestimmen. 

Am  Ende  dieses  Buches  wird  als  Anwendung  des  III.  Prublem»  ein 
Vorschlag  gemaebt,  wie  man  den  Diirchmiiäder  der  Erde  bestimmen  kiJnnte. 
Die  gegebenen  Lösungen  sind  jedoch  keiner  Kichtigkeit  ßliig. 


Mprtn»  Ohetaldi  de  Beaolatioue  et  Compoeitione  Ifatbematioa. 

Iflber  quintiiB. 

Ist  in  Tier  Capitel  getheilL  Im  ersten  Capitel  sind  jene  Anfgabon 
behandelt,  welche  keine  geometrische  Lösung,  erfordern.  Im  aweiten  die 
immü^^liohen  Aufgaben  (Problemata  imposstbiliaf  ex  tjucimm  Itesolutionibnd 
cogniwcitur  eorum  Unposgibilita«).  Im  dritten  flucbt  er  die  AuFgabon  zu 
behandeln,  welclio  cima,  sm  Mgntoria  fijnd  und  quuniin  Rfteolnlionfi»  indifant 
talia  cttäc  Froblemsta.  Kndlicb  im  rierten  jene  Aufgaben,  quac  sub  Algrbram 
fwn  caditni  nnd  welche  somit  so  geUtst  werden,  wie  es  noch  die  Alten  tbaten. 

Dieses  Buch  wird  uns  wnlil  am  meisten  zu  reden  geben. 

/.  Abschnitt.  Hier  ist  das  bekannte  Archimedische  Verfahren  behandelt 
(wovon  Vitmr  im  3.  C'ap.  des  IX.  Bitcbes  berichtet)  um  die  Menge 
Goldes  und  Silbers  in  der  Krone  des  Hiero  von  Syraku«  m  besiimineo. 
Andere,  dieser  ahnlichen,  Aufgaben  kommen  el»cnfallfi  zur  Hpi-ache.  Zu 
diesem  AWcbnitt  geboren  auub  ebü^e  Aufgaben  aas  der  arithmetischen 
Frogresüion,  welche,  wie  Kftstner  sagt,  tu  Be^n  des  XVII.  Jiüirhundert« 
,,nAcb  nicht  boigiiuni  i&i  bebandelt  worden.'*  Der  eigentlichen  Aufgabe  lUitst 
Ghetatdi  vier  Liihnsütao  rorangehen,  welchen  das  eigentUolie  II.  Problem 
folgt.  Lot^tarcs  lantet:  Es  sind  mehrere  Geraden  gegeben,  welche  einander 
um  gleiche  Unterschiede  Übertreffen.  Man  kennt  die  ktlrzeste  und  die 
IBngste  derwlben.  sowie  die  Lang«,  welohr  alle  diese  Geraden  zusammen- 
genommen ausmachen.  Es  soll  Jede  eincelne  dieser  Geraden  bestimmt  werden. 
Abb.  MMt  Owcb.  49t  UNihoiu.  .IV.  14 


Aus  der  Proportion  folgi. 

-f-ri,tf  +  rt,d 
2*«  il  =  o,*  +  o,ii  —  ö,*  +  0,(1 
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'  ««J 
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und 
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-  ö»- 
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«,*- 

woraus: 

2s,—  a„- 

--ij: 

^„  +  u, 

=  o„ 

Ifach  '^   arithmetifcJicn  Priiffrfssion. 


welcbe  Prop.  man   auf  fol^nit«  Aii 
erbmt: 

Eä  ist       as»  ^  («1  +  «,)h 

dah&r        #i,J  =^  a,  —  o,  +  rf 
«    —  n.  -i-  d 

wodurch 


oder 


a,+d: 


flj  id. 

Aehnlicher  Aufgaben  werden  noch  mehrere  gelSsi 

II.  Abschnitt.  Problemata  impossibUia,  ex  quorum  Resolutioaibus 
cognoscitur  eorum  impossibilitas  —  diese  Aufgaben  sind  folgende: 

1.  Eine  gerade  Linie  so  zu  schneiden,  dass  das  Rechteck  unter  ihren 
Theilen  mit  dem  Quadrate  des  Unterschiedes  der  Theüe  so  viel  betrüge  als 
der  Theile  Quadrat. 

Die  gegebene  Linie  sei  2Zi  \md  der  unterschied  der  Theile  2a,  also 
die  Schnitte  6  -f-  a  und  b  —  a.  Es  wird  nun  verlangt,  dass:  (6  +  o) 
{h  —  a)~\-  (2a)"  =  (6  +  af  +  (6  —  af  seL 

Löst  man  diese  Gleichung  fllr  b,  so  erhSlt  man:  h  =  a  quod  est  ab- 
surdum.   In  der  That  ist  diese  Theilung  nicht  möglich,  da  der  Schnitt  dem 


I 
I 


» 


2. 

3. 
4. 
S. 
6. 


sein  TitflsBte.     Achnliche!«  er^bt  die  Lffsrnig  folgender,  hu 
wlwnRIetiTiitt  euthaltenen  ÄtiTgaböii. 

Eine  Grade  a  derart  theileo,  dass  3x(a  — x) -f- (2x  —  a)*^n'sei. 

„     „      ^  „        „      a(a  —  2x)-\-x*  =  aia  —  x)„ 

»  „      »        .-  M  ,.        « (o  —  2«)  «=((!  —  j:)«  „ 

.,         »      n       ..  «         H       2a(rt— *)  =  (!>  +  («— x)*   „ 

Es  ist  die  G^-imdlinio  eines  Dreiecks  gegeben.  Die  IhtTercnz  der 
BMisseguiento  soll  das  Doi>pelt«  der  Differenz  der  unbekannton  Si^iten  be- 
ti*agen,  und  die  DilTerenz  der  Seiten  soll  doppelt  so  gross  als  det  Unter- 
Bcbied  xwisuhen  der  grUHHeren  Seite  und  der  Basis  sein. 

7.  EinoQemdoflUenirtthoilen,dii8a— ^— 5 — ~~\-a(a—x)^d'-\-(a — «)*8eL 

8.  „         „    „     „         „         „   2a(a  — a:)=-a"  +  2(a-a:)* 
fl-     1.         1,     T.     ..         «        «   33;(rt  — x)  =  rt* 

///.  Ahsf'hmU,  JProblahata  vntmta^  sau  nttgaforium  appctiatur,  cum  id 
t/uott  Prohltma  ftcri  iubet  tfaainitnqtin  nü'iotie  fint  Pivbif-mali  t^tisfH^  vd  atm 
I*roiitaHa  m/initis  modis  constnti  potest.  So  der  Wortlaut  des  Textes.  Dazu 
moss  aber  bemerkt  worden,  dass  dies«  beiden  GiklUningon  durchaus  niobt 
gleichgültig  Bind,  und  es  ist  anzunehmen,  daa  Ghctaldi  eine  solche  Vor- 
vrechsliuig  nicht  übersehen  bStte^  wenn  er  die  Drucklegung  des  Manuskriptes 
nueb  erlebt  hütte.  Hb  j/ibt  viele  Aufgaben,  welche  auf  itnzShlige  Arten 
gehen,  nicht  jedoch  auf  jede.  Die  Lfisung  der  bezUglicbea  Aufgaben  führt 
auf  identische  Gleicbangen. 

1.  Kine  gegebene  Gerade  ist  derart  zu  tbeilen,  daa«  da»  R^ehteok 
al>er  die  ganze  Gerade  und  Ober  die  IMSorenz  der  TbeilungsscbDitte,  und 
das  Quadrat  des  kleineren  Theilungsscbnittes  zusammengenommen,  tleni 
Quadrat  des  grosseren  Schnittes  gleich  sei.     Man  bat: 

a{a  —  2z)-\-x'  =  (a-xy 
o"  —  2ax  +  «■  =  (o  —  *)• 
eine  identische  Gleichnng. 

2.  Es  BoU 

(a  _  t)«  +  1^  «  (fl  —  2xy  +  2*  (a  —  z)*  sem. 
(o-Sj)*        o^ 

«  ""4 


3. 


X  (a  —  «)  H- 


4.  Deber  eine  gegebene  Rasia  ist  ein  Dreieck  derart  to  oonstraircn, 
dass  die  Differenz  der  zwei  Bcbenko]  der  halben  Basis  gleich  oei. 

Ghetnldi  erbitit  hier  eine  identische  Gleichnng  und  Terwechaelt  stark 
dio  nnbeatimmte  mit  der  unnützen  Aufgabe.  Da  KSatner  diesen  Fall  sehr 
aiiaführlicb  bebandelt  hat,  so  wollen  wir  seuie  Bemerkung  Folgen  lassen. 
„Wuun  Ohetaldi  sagt:  „Problema  vanum  ac  nugalarium,  uam  super  eadem 
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Innumet^ EffKügüIf  tonstituentur,  in  quibiis  dlfferentia  crnram 
ertt  dimidia«  bääi,  ut  in  hac  quae  äequitur  compoaitiotie  peräpicGöm  erit" 
und  dlieseE  nun  durcli  eine  ConEtruktlon  zeigte  so  nennt  er  unnCtz,  wte  un- 
bestimmt iät'^ 

„Ich  will  die  AuflöBimg  Dach  meiner  Art  vortragen,  den  Satt,  welcliMs 
ich  dabei  brauche,  vom  Verhalten  zwischen  den  Seiten  eines  Dreieclü:  ltikI 
einem  Winkel,  hat  freilich  Ghetaldi  mcbt  angewandt." 

Folgende  ist  die  Aiiä>C>s?in^  nach  KiUtner.     Es  mW 

(1  ^ —  c  ^  ,  ü  Bein. 

2 


Neirnt  man 


/f 


sn  ist 


a^  e 


a  =  x-\-  ^ 


.-^h 


Da  Ulan  liier  zwei  UnbekaimLe  x  und  ß  iiat,  ao  ßndet  man,  wenn  j^' 

beliebig  genommen  wird: 


X  ^ 


V^. 


cöb' 


2  sin 


oder  wenn  x  nach  Gefallen  gewählt  wird: 

C08  ß 


16  x' 


16  a:» 


5.  üeber  eine  gegebene  Basis  ist  ein  Dreieck  derart  zu  constniiren, 
dass  die  Differenz  dei  Basissegmente  der  doppelten  Differenz  der  zwei 
Seiten  gleich  sei.  —   Eine  ebenfalls  unbestimmte  Aufgabe. 

IV.  Abschnitt.  De  Resolutione  et  Compos.  Problematum,  quae  sab 
Algebram  non  cadunt.  So  leitet  Ghetaldi  den  letzten  Abschnitt  seines 
Werkes  ein:  Exempla  Resoi.  et  Comp,  sab  Algebram  non  cadentium^  extant 
multa  in  libris  Pappi  Alexandrini,  et  ApoUonji  Pergaei,  et  Archimedis; 
quare  potui  ad  ea  exempla  studiosos  remittere,  nisi  quod  iustitatio  mei 
operis  hanc  quoque   sui  paitem   desiderabat;   subijciam  igitar  aliquot  Pro- 
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blemata,  qiiae  sub  Aigebram  non  cadimt,  eaque  resolvan],  et  componam, 
methodo,  qua  veteres  in  resolvendis  et  componendiB  onmibus  Froblematibus 
utebantur. 

Hier  handelt  es  sich  also  um  Aufgaben,  deren  algebraische  LSsung 
Ghetaldi  nicht  gekannt  hat.     Die  erste  dieser  Aufgaben  ist: 

1.  Es  iet  ein  Rhombus  gegeben,  von  welchem  eine  Seite  verlängert 
wird.  In  dem  Aussenwinkel,  der  dieser  Art  entsteht,  ist  eine  Gerade  von 
gegebener  L^nge  derart  zu  legen,  dass  sie  verlängert  durch  jenen  Winkel 
gehe,  welcher  dem  Winkel  gegenüber  liegt,  über  dessen  Spitze  die  Seite 
verlängert  wurde.  (Hombo  dato,  et  uno  latere  prodacto  aptare  sub  angulo 
eiteriori  magnitudine  datam  rectam  lineam,  quae  ad  oppositum  angulum 
pertingat.) 

Ghetaldi  gibt  von  der  Aufgabe  eine  geometrische  Analysis,  dann  die 
Constniktion  und  den  Beweis  dazu.  Alles  jedoch  nach  Art  der  Alten  noch. 
Kästner  hat  die  Aufgabe  folgendermassen  gelöst. 


^K 


Die    Seite    AB    wird    also    verlängert,    und   es    soll    die    DS.   derart 
gezogen    werden,    dass    JK    einer    gegebenen    Länge    h    gleich    sei.      Es 

ist  BC  =  a.     Setzen  wir  CJ  ="  r  «  +  a:,  so  ist  BJ  =-  0  »  —  ^■ 
Es  ist  femer,  weil  AD  ||  BJ: 

KJ:JB  =  KD:AD 

oder 

k:  —  a  —  X  —  fc-|-  DJ :  a 


woraus  folgt: 


A  VCJ  «Uit: 

(?)  /iJ«  =  «=  +  (^  a  -f  xj^"  -  2«  (^  «  +  r)  w*. 

Botzl   man   die   Wertho  a\  .und  j3)   niiuli  Quailrinrng-   von  a)   einoiitlrr] 
(jleicli,  80   erliBlt   man   eine  Gleichung   des    vierten  Grailßs.     £0  gibt  alftn 
Tiei'  Werthu  von  x,  welclie  einer  solchen  Gleichtuig  genttgtüi.     Dm   diuel 
Worthe  /u  erktSron*)  denke  tnaD  sieb  die  Geriulc  DK  um  den  testen  l'vmkt  P' 
tleiart  gedreht,   dass   sie   mit  DC  alle   m^gUoben  Winkel   von  4)  bü  3tU)* 
euieohUeBse.    Bei  der  Drehung  von  0^  bis  zum  Winkel  CDS  wird  es  noe] 
Lage   dfir   Liuie   geben,    für    wetohe   J K  ■=  k   sein   wird.     Setzt    inan   diej 
DrebuDg  fort,  so  nird  ee  bis  zum  Wiukel  CXiA  eine  andero  Lage  der  iiJT] 
geben,  Hlr  welolie  ihre  Verl&ngening  von  der  Seite  ^Jf  bis  zar  Begegnui^ 
mit  der  verlBngerten  B('  ^^  k  wird,  tmd   Kamit  v>\uvn  xiroiten  Wcrtb  von  J 
Denkt  man  flieh  eine  zweite  Gerade  CD  um  den  Punkt  C  gedreht,  so  ec- 
bült   man   auch  zwei  Durch&cbnittu   mit  der   Seite  DA   und   dadurch   noch 
fernere  zwei  Werthe  von  x.    Wahrend  also  die  Gleichung  sogleich  aJle  vift 
möglichen  Fälle  angibt,  lOst  und  betrachtet  <!hetaldi  einen  äinxtgeo  der- 
selben, welcher  sieb  eben  in  der  Figur  von  den  Übrigen  au&sandem  Usat 

Die  audei-en  Aufgaben,  welche  behandelt  werden,  eind  frdgtsnd«; 

2.  ICs  ist  ein  Ubombus  ABCD  (frühere  Fignr)  gegeben.  Es  »oO 
vom  Punkte  C  aus  eine  Gerade  dt^rart  ge/ogen  werden,  dssa  jene  Str^c 
derselben,  welche  von  der  VorlKngening  der  Seiten  AB  und  AD  begreust 
wird,  einer  gegebenen  Gerade  gleich  sei.  fiatdrlicfa  mass  die  g^^ebrot 
Htreeke  grösser  sein  als  die  Über  C  auf  AC  geführte  Senkrechte  awiBoksBj 
den  verlSngerten  Saiten  Ali  und  AD. 

3.  Gegeben  die  Basis  eines  Dreiecks,  die  Differenz  der  beiden  andcmi 
Beilen  ond  der  von  loLtteren  eingeschlossene  Winkel. 

'4.    Wie  3.  nur  anstatt  der  Differenz  die  Simuuc  der  Suiten. 
b.    Gegeben    die   Differenz   der  Basissegmente,    die  Summe   der   zwei 
Seiten  und  der  von  ihnen  oingeschlcsäene  Winkel. 

G.    Wie  6.  nur  anstatt  d«r  Summe  die  Differenz  der  zwei  öoiUn. 

7.  Gegeben  eine  Seite,  ein  anliegender  Winkel  und  die  Differenz  der 
zweiten  einäcfa lieseenden  Seite  und  der  Baaie. 

8.  Wie  7-  nur  anstatt  der  Differenz  die  Basiis. 

Alle  diese  Aufgaben,  zu  deren  Lösung  Ghetaldi  eine  Menge  Bitxo  wi 
ßuklidt«  braucht,  lassen  sich  mit  ZubUfenahmo  der  ti-igutmmctnecben 
Funktionen  >>ehr  leicht  l^üen. 

Dieser    der   Inhalt    des    Werkes    „de  ItcsoL    et    Comp.    matbeuiatka%j 
welche«  wir  nun  besprechen  wollen. 

*}  LOtnng  und  EcklOnuig  nach  Kästuei. 


l 


in. 

Das  Werk  d(^8  Uanco  Ghctaldi  „Bo  Retiolutiono  et  Compoäittoi» 
MatUeuiatica"  hat  ohne  Weiteres  eine  Meoge  Scbriftoteller  dazu  veranlasst, 
dioBon  Gelehrtau,  welcben  wir  uuninelir  allerdings  al«  einen  der  berUluutest«D 
Matlicmatikor  des  X.VI.  und  der  ersten  Dexennien  de»  XVll.  Jahrhundert« 
keimen  gulurat  habeu,  alb  den  Entdecker  der  analytiDcben  Gedmeti'ia  m 
proklamiren.  Es  sei  liier  gleich  bemerkt,  dass  MtmtucJa,  der  bekannte  Ver- 
fasser der  Hisioirc  des  scienccs  timtliatiaUqa&i,  ein  leidetü^chuTtlicher  KnuuoiM^ 
welcher  ausser  sieb  geräth,  sobald  er  auf  Descartes  und  auf  die  ihm  vur- 
gebraehtea  Bescbuldignogen  sa  sprechen  kommt,  unserem  Gbetaldi  die  Ehre 
solftsat  i,in  der  Geometrie  der  Alten  bebr  bewandert  gewesen  zu  sein.**  Ein 
flhnliuhei^  schreibt  auoh  Kütitner,  der  jedoch  die  Ctfmp.  ti  Heaottlt.  ng>^u 
nach  dein  Verfabren  der  griochiecbeD  Oeoinetur,  nur  dass  in  der  Analy^ia 
Buchstabenrechnung  angewendet  wird",  hehandult  findet 

HOron  wir  nun  die  Meinung  anderer  Autoren. 

IfjUibic  sagt  in  seinoni  ^^Duiottario  biotfrofico  deyJi  iUifsiri  Dtitnutt^^  ad 
vocem  Gbetaldi:  In  que^'  opera  (de  Itesolut.  et  comp.  Matbom.)  sette  anui 
prbaa  che  uscisse  in  luce  la  Geomctrta  o  piuttesto  l'algebra  di  Cartesio, 
Marino  applicara  l'algobra  alla  geonietria,  e  quindi  ni  uioritö  di  aver  disltutn 
posto  tra  tjiielli  uomini  grandi,  a  ciii  le  scienze  souo  debiirici  dei  toro 
maravigUosi  progressi.  Con  tal  veste  epinse  ogli  la  risoluzione  delle  equa^ioDi 
determinatc  Suq  ul  qimrto  grodu.  Hier  nititüien  wir  sofort  eine  bc[li!ut*>nde 
imhUmliche  Bourtheilung  des  Werkes  hervorheben,  indem  Ghctaldi  die 
GlBichongen  des  IV.  Grades  eben  nicht  aufgelöst  hat  und  die  bezüglichen 
Aufgaben  als  solche  qualificirte,  welche  siib  algebram  non  cadunt.  Eben- 
iweaig  hat  er  die  cubischen  Gleichungen  zur  Sprache  gebracht.  Ljubid 
\i  also  da»  Wnrk  ntellt  gekannt  und  dalier  die  Bedeutung  desselben  Uber- 
triebou. 

Cusani  La  Balmozia.  Milane.  Pirotta  1846,  Band  I.  Seite  271  er- 
int  nur  kurzweg  „AI  Gbetaldi  si  nttribuisee  U  merito  d'aver  prima 
appticata  l'iLlgebra  alla  geometria,  e  l'anulisi  alle  Cnrve. 

Auch  hier  also  ein  bcdoutondcr  Jrrthuui,  indem  sich  Gh.  mit  der  Unter- 
suchung der  C'urven  gar  nicht  bescbilftigt  hat. 

AjijnTiiJifii  Nntüie  sulla  sturla  u  lettoratui'a  dei  Bagasei.  Band  IL 
S.  44  ff.  ,.Tutti  generalmente  attribulscono  a  üarbeeio  la  lode  di  avere  il 
lü  applicata  l'algebra  alla  geotnetria,  nel  che  volendo  CKscre  troppo 
(iali  per  i\  gran  mateniatico  fraocese  si  mostrano  ingiusti  col  Kuguseo. 
Egli  li  indubitabile  che  Garteino  fix  il  primo  ad  appUcare  le  analisi  alle 
curve  e  di  dimostrame  Le  proprieiik  ooalmendo  le  e(|uazioni  superiori  al 


aecDndo  graJ«.  Ma  ü  corto  egualmente  indubitato,  die  Ü  [irbno  {loomf  dirv 
ootfi  fu  fatUi  da  Marino  GbutaMi  tn'lUt  oostnjziono  dellc  iMjuazioni  del  prin» 
V  seoondo  gr&do. 

In  der  Gailfria  tlrffii  Ulttstri  Roffust-i,  JÜnrfrchini  1841 ,  lesen 
„iwtto  gXi  auspici  del  porporato,  asd  alla  Ince  l'op«ra  stesM  (de  oomp,  et 
roftül.  matb.),  nell'  anno  1630,  sette  anni  prima  che  CartMio  fiuaue  Ikn 
il  piü  gran  pasio  alla  scienza  coli'  applicare  Vanalifli  alle  corre  e  alla  di- 
moütnixinne  delte  loni  propriutiV.  L<i  prima  ^pintu  a  ipttUito  passo  gigantewq 
fn  data  in  luia  guit^a  la  piü  ]Kittinte  e  luuiiitoüu  dal  Gbetaldi,  unzi  la  grande 
seoperta  ora  gia  £atta  da  loi,  t|Tian<io  venno  alla  Inoe  la  grand*  ripeim  AA 
Caiioäto;  f!  c«rtamente  se  il  GbetaJcü  io&sa  visstiio  dt  piü,  avrobbe  poitato 
eeuipre  piü  innanzi  i  suoi  gloriosi  trnTati  e  potca  nascere  fra  ii  geometn 
ra^iMO  e  qnello  della  Turena,  nna  gara  non  disämile  dall'  altra  ch«  n«! 
eecolo  XVIII  pose  in  ^lerra  i  parti^^ani  dei  dtie  grandt  mateoiatici  dclla 
Gvt'uiania  e  della  Gran  Bretlagna  per  dccidere  (piale  dei  dae  fowe  linvenLon 
del  calcolo  difTurciiziale. 

Auf  Seite  6  Kinor  Broschllr«  mit  dorn  Titel  „iVotf  Hwjitsea"  Ilalia  tiJ% 
tiiidet  man  fulgondo  Slelto:  „"Sni  non  juirleremo  duUo  opora  di  Ühetaldi, 
che  ni4>coniandano  alla  jvosteriiä  i  di  lui  superiori  talenti;  di  qiie«te  «c  o« 
da  vontezia  dagli  eniditi  acriitori  di  ogni  teiupo.  La  sua  o|]era  do  ReMlst 
et  comp.  Matbematica  etc.,  fa  vedere  rappUcazinne  della  Geometria  alla 
risdlarione  delle  e«|iia2ioiii  det«nniDate  ßuo  al  ijuarto  grado,  opera,  die 
sfipiii  ol  gran  Carte«io  le  tracce  meraTigUofie  di  spiegare  collo  ef|uaucaii 
algebraicbe,  la  natura  e  proprietä  delte  curve,  iLllorchC  per  la  prima  volta 
piiblitüi  la  eiia  geometria  in  Farigi  nel  16ft7.  Nacb  dem  unbekannten  Atttnr 
dicävr  kunton  Biograptiie  de»  Ghetaldi  bStte  aUo  letzterer  dem  Cartenos 
die  Unbn  vorgezeichnot,  welcher  er  bei  der  Entdeckung  der  Analyst«  der 
Curven  gefolgt  wtlre.  Dieselbe  BroscbUre  entbAlt  eine  ßlegie,  vrelcba  |^ 
legentlicb  der  Stapoll lusimg  n'mvs  Scbiffea  mit  di;m  Kamen  ^Marinn  QbalaldT* 
verfaftftt  wurde,  und  worin  xu  lesen  ist: 

„Perge  inde  ad  GaUos^  et  cur,  die,  Gallia  cor  t« 

Gallia  magnnrtim  magna  Virum  geoitnx 

Mirsndis  praestantem  orsia,  nee  laudem  rguntom 

Invidia«  stimulis  laus  alicna  fcrit? 

Kcce  suis  (pii  Cariesinm  ad  mi^ora  repertü') 

Impolit,  ignotas  edocuitquv  >ias, 

Kt  tu  tarn  ptUchros  retices  non  a«<ina  labores,') 

Dum  cived  inerito  tolHe  ad  a«tra  tiiumV 

'l'alilius,  atque  oliis  tibi  cura  sit  tüiquc  GbeLaldi, 

Quoquo  ieris,  fjamam  oxtcndore,  cara  Katis  eto. 
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Ad  1)  iLud  2)  Bind  folgende  Ajiuicrkungon  gesetzt: 

1)  Viile  Riocattiiii  et  WülHurn.  Priuius  acceptam  rofert  Ghctaid«  pav- 
fectam  rationem,  qitn  aequationt^ü  pnmi  et  secnndi  ^-adtis,  pc>3ti|uaui  reso- 
luUe  fiieiiat,  ad  CVostrcctionem  Ueometricam  diici  posfiun^  earunwiue  radices 
reales  determin&ri.  Alleir  autem,  Ghetalduin  fatiem  Cartasli)  pmetuUsso, 
aperte  as^erit. 

2)  Clar  Montticlti,  qui  in  eximia  siia  remm  Matliematicanim  Historia 
iwiffncm  Sfalhanaiiatm,  "et  TraclatuK  de  Im:linatii>nüi\>$  HesiUulorcfn  vocat 
QbetalduiD ,   quin   tarnen   tuemoret  Apotionium   rcdieitum,    Archmedau  pro- 

Ml  ol  o|)«rti  de  Xucr  tt  Iridt,  lo^ueuB  de  ConfintdiimH/us  GamwJricü 
Don  »olum  de  Ohetaldo  nostro  nuUam  nieattouem  facit,  sed  Cart«sianae 
laudU  plus  aetiuo  stiidinsu«,  celeberrimuni  »iiain  pradtcrit  Glietaldiiuitiiii 
opug  de  C'oni]).  et  fieeol.  Math,  cditum  Romiu)  1030,  teptoin  ninunitn 
ante  anno«,  qnani  Cartesiua  aiiam  ederot  Goometriam. 

(tuäio  Itiyamimti  sagt  aaf  Seite  6  scin^ft  Kloffio  dclV  Ahnte  Ituggicro 
Gittst^tpe  JUtstvPtck  II.  Äullage.  Neapel  MDCtlXC  Presso  Dunalo  C'ampo: 
^Marino  GlietaUü,  putmio  Ragtmeo  Dol  cotnincitunenW  tlol  passato  seoolo, 
protnoBB«  le  dottrino  di  Archimede  siiUa  GravitA  e  f^tandezza  dei  vari  genert 
di  coipi,  trofo  pai-eccbie  uuove  propiwizioDi  äulla  pu-abola  e  venne  a  deli- 
neare le  priuiö  iraccB  della  KuienxjL  analittca." 

Kin  f^x  neues  Werk:  Ra/jusa^  Cenn*  ftorifi  eompiUUi  da  Slef.  Sltttia. 
Affram  lS7(i  enthalt  die  NoÜe:  ...  Marino  Gbelaldi,  gliianialo  dall"  acuto 
ra<ilo  äar|ti  angelo  di  costiiuii  e  dcmonio  m  niatonitttica,  fü  il  primo  che 
abbia  applicata  l'algebra  aila  goometrio. 

Viel  voreiclitiger  ala  alle  die  genannten  Autoren  war  O.  Atr»»tndro 
Ooraatdiij  welcher  in  der  Kclo^a  per  l'uono  MDCCCLXXVIJI  unter 
nommUd  letttrark  ragusec  nur  einfacb  autlllirt:  „Kd  in  vero  incominciando 
da  (jueUa  parte  dello  soibüe  umano  che  a  buon  diritto  viea  detta  la  scienza 
per  eccolIciizA,  Bagusa  ebbe  un  Marino  Ghetaldi,  che  jirima  di  C&rteein 
atampava  le  sue  OBsenraxioni  sull'  ap|)lißaziono  dell'  algebra  alle  cvstruzinai 
geomotricho." 

Alle  diese  DrÜteile  sind  mehr  oder  weniger  durch  eine  Bemerkung 
des  Uiccaii  entstanden,  welcher  sich  übrr  die  Anwendung  der  Algcbi'a  auf 
die  Geometrie,   wie  folgt   ausdruckte:    llaec    pars,    nondiuu   absoluta,  ac 

^penitus  et  voluta  eat>  niiii  a  Uarino  Ghetaldo  lUguäino  in  opere  iKisthumo 
öueripto:  De  comp,  et  rcisol.  malhem.  ecc.  Ineo  eiqtiidem  diluc.idaiu  MeUiodus 
KbBcitur,  qua  aotpiatioues  prioii  et  eecundi  gnidue,  poaUiuani  resolutu  fuerint, 
ad  guometricam  confitructlonem  duci  possunt,  earumijuc  radices  reales  deter- 
tninari.  Kbenito  rortheÜbaft  drilcVt  »iob  im  Sinne  des  Obetaldi  Wolf  in 
seinem  De  scripUs  nuiUuttttttins  (.'ap.   IV,  f$.  5  aus,    wo  er  sagt:    Cortesius 


luritlimcticani  liiteraleni  et  reKoI^  alfj^ebtu  d«8crii>nt  ex  Hunetn,  At 
admotium  Ou<^htre«3as    in  (.lave,  ntque  MnnntiK  libuUldtu   in   libris  fioia^M 
At    resoliititmb    et   DtmpOtiiUntU!    tnatUeiimttca,    aritliuiutiu&    VieUua    mä    gah 
inetriam  elementarem  applicomnl,  et  cooitlrut-LtoueB  UMiuatiunum  nraplicntiiij 
ac  4]uadrHlicaniiii  d^deriml;  its  ipse  (Cart«tjiaB)  Hurriotoeam  od  geoni 
^iililiinioreui    tranBfereiu,  cunramtu    naturam,   |>er  aequationw 
ex|iUcan   cuepit  etc.     Letztere   Bemorkiing   veranlassie    den.   ProSm» 
ftchiitifn   IJttfrattir  an  der  ÜnlveniiUt  zu  Pavia  „Vincemo  Montt^  ia 
Yorlcäiui),'t.-a   im   J.    18U3   äich  üemliub    äcbarf  Ober  d«D   Caitestus 
di-ElckeD,   welchem  er   vorwirrt,    dem   bekanuieu  Spruch:    beiü^um   e«t  «t, 
plonum  ingenui  piidoru  fateri  per  qiii>6  profpcem,  niemals  gefolgt  m 
Wir   gUobten,    dass    ebon    diese    Meinungen    verscbiedener    Hi 
oiuera  Leser  interctjuiren  werden,   da  aü  ein  deutUcUe^  Büd  des  GiÜieilnj 
enthalten,   welches  in  Tiek-ü  Kreisen  bezOgUob  der  Kntdecksng  du  asalj- 
tircheD  Oeomecrie  herrscht,   und   weil  —  vriv    va  ans  dUnkt  —  der  lllke| 
KerÜi  iüt,  »ich  zu   übvnceuf^n,   wie  eine  irrtbtlmliobe  BemerkiiAg  «ae«  Ge*  i 
i»cbiuhl«chruiburs  van  Jahrbiittdeii  zu  Jahiiiundert  TurscUleppC  wiid.    Aiunr* 
dem  iiebiiien  wir  es  uns  var.  duruh  die  ;i(Cgunwarüg6  Abfaftndliing  di»  Irr- 
thDiniT  in  der  Benrlbeilun^  der  Verdienste  des  tihetaldi  bez%bdi  der  An- 
nrnilung  der  Algebra   anf   die  Ueometrie  zu   beheben  and  WMDOgticfa 
Kohreo  Werth  des  Werke»  de  reaol.  et  comp.  etc.  festnielelleii,  ein  6na4 
mehr   um   di?   Quellenangaben   uunfttbren,    welche  wir    wi   widerlegea  g^ 
denken. 


lY. 

Wollen  wir  alx>r  Oethaldi'K  Werk  ein  Urtbeil  fKllen,  so  talUmm  wir 
die  OesM^hichte  der  Mathematik  durchbliUtcni  and  den  Bntwickelongflgaog 
der  Analytik  nla  solche  in  rasrhen  Schritten  rerfolgen.  Dadurch  werden 
wir  wohl  am  besten  in  die  Lap'c  versetzt,  ans  Kenntnisse  aber  den  Stnd 
dieeev  Witfsenichaft  zu  GbetAldi's  Zeiten  zu  verschaffen,  und  es  wird 
leühter  ausfallen  ein  richtiges  und  unpartheiisrhes  Verdiot  zu  fKllen 

Schon  die  griet^hiscben  Qeometer  haiien  nicht  nur  Bej^-rilTe  der  Anal/-' 


t)  Newton  hat  ei  nicht  venfbni'äbt.  dem  Italiener  ßrtmaldi  semtv  Aatheä 
bei  der  Kntdeckung  der  Brechung  und  Ptioomjioitition  des  Sonnenlichtea  u  fthat-j 
lasten.     Dem  growen  Cartetius,  dem  vir  eben  das  l'rädikat  „gross"  vccwetsMi  i 
durchaus  nicht  den  Gtanben  su  erwecken,  dass  wir  dessen  hohe  Verdienst«  Khmfclsra 
wollten,  wird  aber  vor;geworfea,  sowohl  bei  Erkl&roog  de«  Regenbogena,  als  and 
bei  der  Aufrteltuog  des  UrecbungiigeHetxes   fremde    Resultate  mid   EnldechiiDgea  I 
benutzt  7u  bikbeo.  ohne  die  Quellen  anruführen,   ans  welchen  er  die  bcrails  g*-j 
machten  Wabmebnmngcn  «chJ))tlW. 
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nis  (^elialit,  eondem  dle^lbe  auch  nogcwondel.  Di«  Belcfto  zu  dieser  B«- 
baiiptimt^  tlndet  man  vor  Allem  in  Euklid's  Klcmcote  Xlll  b,  wo  er  fol- 
gende Definitiua  gibt:  ,,Analyeis  ist  die  Auualjni<<  dsit  l>esur;lilon  al»  zuge- 
standen diiroh  die  Falgeningeo  bis  zu  einem  als  wahr  Zug«»laiidenen" '}, 
welche  Deünition  Bret^^hnRidt^r  bi»  auf  Eudo.^u»  ziirQckfülinjn  /u  können 
glaubt.')  Kacli  der  Truditton  der  Altcti  i^t  aber  kein  anderer  alti  Muton 
derjenige,  welcher  die  Analyeis  entdeckt  ond  sie  den  Gcometom  xum  Bc- 
irnAKtiiein  gebracht  hat.  Ka  berichtet  hierüber  Dingeneg  Laertiiu,  indem 
er  tagt:  Piaton  führte  zuerst  di«  analyüitube  Methode-  der  Cnlursuchiing 
für  Leudnmus  vim  To-üos  ein.  Ebenso  liest  mau  lu  eiaoi-  Notiz  dun  Prt>- 
klua:  Eh  worden  auch  Methoden  angefttlirt^  von  denen  die  beste  die'nnal}>- 
he  ist,  die  das  Gesuchte  auf  ein  Wreita  zugestandenes  Prinfip  viiii'Uck* 
Diese  soll  Piaton  dem  Leodamus  mitgethetlt  haben,  der  dadurch 
zu  vielea  geometrischen  Entdeckungen  t-oU  htngeleitet  worden  aein.  Die 
swette  Methode  ist  die  trennende,  die,  indem  sie  den  vorgelegten  Getfen- 
stand  in  seine  eimelnou  Tbeile  zerlegt,  dem  lieweüie  durch  lÜutferuung 
allein  der  Constniktion  der  Aufgabe  PremdaJtigen  einen  feeten  AiiegangH- 
puokt  gewShrt;  ancb  diese  rUhute  Platon  sehr  aU  eine  für  alln  Wissen- 
»cb&flen  forderliche.  Die  drittel*  Mclhtidc  iat  die  der  ZiirnckrObrung  auf 
das  Unio^igliche,  welche  nicht  das  zv  Findende  selb^it  beweist,  i<ondem  da» 
Qegentbeil  deaeelben  bestreitet  und  so  die  Wahrbett  durch  Ueberein- 
Stimmung  findet.^)  Roviel  aber  die  Kenntnifiso  der  Bedeulnng  und  des 
Werthes  der  Analysis  im  Alterliium.  Was  die  Anwendimg  der  Anal}'si8 
anbelangt^  so  beschrKnkt  sia  sich  wohl  nur  auf  die  problematische  Analysia, 
welche  Hen  metboditjcben  Weg  zur  Aoflt^sung  von  Problemen  zeigen  soll.') 
Die  Aufgabe  wird  nUmlich  ala  geliht  betrachtet  und  dann  mit  allen  Mitteln 
der  Hynthette  eine  Relation  gesucht,  welclie  mit  bekannten  Mitteln  ein  zwar 
bereits  bypolhelisch  angenommenes,  aber  in  der  Tbut  gesuchtes  BtUck  der 
Figur  aus  den  von  vonüierein  gegebenen  constiitirbar  macht  Nun  ist 
letzteres  Btack  auch  gegeben  und  es  wii-d  die  ItelaUon  dieses  sn  einem 
neuen  Sttiok,  dann  zo  einem  dritten  eto.  gesnchtt  bis  man  die  ursprüng- 
lichen BostimmungssUIcke  be>itimmt. 

,,M)t  dieser  Analyeis    ist   nun   aber  die  Lr»simg    des  Problemen    noch 
nicht  vollendet,  vielmehr  folgt  nnn  tiberall  noch  eine  Synthesis  (compositio), 

1)  Oantcr.  Vorl.  Aber  die  Oeschiebto  der  Matheni.  ha'ipäg  1880.  Seite 
]Bg.  Bd.  1.  —  Hankel,  Oeachlcbte  der  Uatfaiim.  im  AlterLh.  und  Mittelalter. 
LpipuK  Jft74.    Seite  117. 

tJ)  Bri'Uchnoidcr.  (icom.  vor  Kuk).  168,  flankcl  neoot  die  bezügliche  Be- 
merknng  nrutBchnrnderii  Hcbarfiiiniiig. 

«)  Caotor  a.  a.  0.  Seite  1&8— 180. 

4)  Ilnnkel  a.  a.  0.  8.  lU. 


dii|i^  ^  ficnkrechten  KnlTcrniini^pn  «inxelaer  Punktt! 
Vfiii  den  R«dtlKldIlBeit«n  nnter  geiuiuer  Uüinerkimg  derjenigen  P 
der  Rectitccks&citen,  in  welch«  jene  meisl  kJcinen  Sonkreclitea  eintreffaL 
Der  jfescUickte  F^^ldmcsser  wird  nach  Ittrm's  AusdrQcktichcr  Vorsclirifl  m 
Bo  oinztirichten  wUäen,  dass  dt«  Oreuze  «iwischcii  KW«i  mr  BestüniuaDK  Htm 
Endpunkte  dienenden  Benktechton  leidlich  jrradltnii;  austiieht  -~  W«nn  wir 
noch  so  Yorstnhtig  une  davor  hUten  wollcji,  neue  Gedanken  in  alte  Mv 
ttioden  hinein/iilesen,  hier  raaDäcii  wir  ein  bewußtes  Verfttbren  mit  reebt- 
wiiiküiftiu  Cuordiiiatoii  erkennen.'* 

Die  Vcrmutbiing,  dus  PtoletoSas  anch  dem  Begriffe  der  Bamncoor- 
dtnaten  nahe  ({«kommea  set'),  wuUen  wir  ganz  Übergehen,  um  xur  Feld- 
messung der  ßvmer  Überzugehen.  Die  Decimanua  nnd  Cardo  der  riimi^hnt 
Agriinenfloren  und  des  Augurs,  waren  uiohta  anderes  als  zwoi  aafi^inandef 
BenkrCtiht«  Goraden,  welcbo  nnser  bonliges  Coordinatensytiteni  rcprüsentüiea. 
Cantor  bat  im  ClegensatzK  zu  anderen  Ansichten  gezeigt^  dase  Canio  xnreifnla- 
ubno  die  Angel  bedealut,  um  wi^luhe  das  WellAll  sieh  drchu  also  die  Weh* 
axe.  Der  Docimanus,  den  der  Augur  senkroeht  anf  die  Cardo  zog,  mr 
dann  uffanbar  nichts  andere«  als  die  Ostweatlinie. 

Der  Sprung,  d^n  wir  nun  zu  machen  haben  und  <ler  uns  vom  fd- 
nÜBChen  Zeitalter  sum  X.  Jahrhundert  IlUirt,  erklärt  aick  durch  den  laiij$Mi 
f^tillätund,  £U  welchem  die  Jimthematittchen  Ditciplinen  Tum  Verfall  d«i 
lUimerrcicbes  oder  besser  gesagt  von  der  rfümiscben  Perimle  an,  Tcmribdlt 
waren.  Einem  Ansxnge  ans  der  Xaturgeschichte  des  Pliniug  im  X.  odir 
XI.  Jahrb.  verfasst,  fand  man  eine  Zeichnung  boigeftlgt,  welche  ala  eine 
gra|jhische  Darstellung  imter  ZiigrundelvgtiDg  dcä  Coordiuatengedanlceiis  er 
kannt  wurde.  „Wir  stellen  nicht  in  Abrede  —  sagt  Cantor  — ,  dau  Viu 
der  Anfang  zu  einer  Betrachtungsweise  vorhanden  ist,  die  am  EInd«  A» 
XIV.  Jahrb.  an  Wichtigkeit  und  Verbreitung  gewann  und  daü  Wort  Uti- 
tudines,  welches  Flinios  noch  als  Breite  braacht,  mit.  dem  Sinne  der  Ab- 
fioissen  begabte,  aber  in  der  Zeit,  in  welcher  jeue  Figur  entstand,  filllt  es 
lins  schwer,  an  das  Bewus^tneln  ihrer  Tragwette  zu  glauben."  L'nd  selbst 
waa  bierOber  im  XIV.  Jahrbunduil  geschehen  ist,  nennt  Hankel  Anticipatioiwi 
moderner  Gedanken,  deren  Auitbildiing  eine  oft  sehr  mangelhafte  ist,  und 
welche  unter  einem  solchen  Ki-am  von  scholastiichen  ÖabtilitAten  nnd  niaUie^ 
iiiatischeD  TririalitAten  versteckt  sind .  daas  wir  lücbt  xti  dem  Gefohlt 
kommen,  es  habe  hier  einmal  auuli  ein  blindeij  Huhn  ein  KOrochen  ge- 
funden. —  Wie  es  dem  sei,  Thataache  bleibt  ee,  das»  Kioolo  Oromc 
ziemlich  ausfuhrliche  Abbandliiiigen  Qboi'  die  Coordinateo  geschrieben  h 


1)  A.  &.  O.  Seit«  3&7. 

2)  Max  Curtae.     Die  matbematisobea  Sehrifteo   dea  Nieole  Oresn«. 
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welche  als  GigentliuiD  des  Eadoxus  betrachtet  werden'),  bringen  den  roI- 
deaea  Schnitt  in  Vcrbüidung  mit  der  analytis^Then  Methode.  Man  Hmlet 
femer  Hio  analytische  Methode  in  dem  Benchte  doa  Entokius  über  die 
Würfelverdoppelau^n  des  MenSchmus  etc. 

ijok-he  Thataachen  acbUessen  jeden  Zweifel  flWr  die  er^tten  BägrifTa 
der  Anaiysts  und  (Ihor  Hie  ersten  Anwendungen  der  analytischen  Methode 
ans,  und  man  könnte  liiV-hsleDB  nocli  Frngeu  aiifst^-üen,  oli  Platon  oder  ob 
Euklid,  ob  Eudoxus  oder  andere  Oelohrte  den  Altortkuuis  den  Grundstein 
KU  diesem  ücbilndo  gelegt  haben;  auf  a)Ie  F&llo  bleibt  es  nachgevriewn, 
dus  diese  Begriffe  iium  mindesten  aus  den  Zeiten  der  griechischen  Geo- 
tneter  stammen. 

Aber  äulbst  die  BeDuUnng  der  Coordinaten  kann  aus  dem  gi-aue«tea 
Alterthum  abgeleitet  werden,  denn  wenn  Cantor  sagt,  dasa  es  thOricht 
wfire  die  Quadrateozerlegnng  der  Aegypter  als  den  bewussten  Anfang 
eines  Coordinatensystems  erkennen  zu  wollen,  so  sieht  er  xiim  min- 
desten  in  jenem  Vorgang  die  Qewulmbuit  einer  geomotriscben  Proporüiias- 
lehre.  Cantor  hat,  wenn  wir  seine  Schreibart  richtig  deuten,  jenes  „bo- 
wueste^  nicht  ohne  eine  bestimmte  Absicht  hingesetzt  und  seinen  Le«em 
die  richtige  Analegnng  dee  Satzes  Überlassen.  Wir  fttr  unseren  Theil  sind 
geneigt^  wenn  nicht  einen  bewussten,  doch  zum  mindesten  einen  uubewiuiiten 
Anlung  eines  Ceordinatensystemes  hierin  zn  erkennen. 

Eine  ganz  deutliche  AnwenduoK  der  Coordtnatinn  findet  mnn  im  ersten 
Buch  der  Kegelschnitte  de8  Apolltmius  von  Pei^ga.  Wir  künnen  udb  hier 
aber  die  Art  und  Weise  dee  Apoüonius,  den  Kegel  zu  schneiden,  nicht 
nither  einlassen,  dn  wir  sonst  unser  Thema  über  Gebühr  aiisdeben,  weisen 
aber  den  wissbegierigcn  Leser  auf  Cantor's  „Vorlesungen'',  worin  ganit  aoa- 
fllhrlicho  Daten,  enthalten  sind. 

Ueu  unumiiitiisälichätön  Beweis,  dass  sich  dieAlten  der  Coordinaten  zu  be- 
dienen wuästen,  liefert  uns  aber  liipparch,  der  die  g04>gra)<hbicbe  Lage  eines 
Ortes  durch  Liinge  und  Breite  bestimmte.  Und  wir  durften  vielleicht  uicbt  fehl- 
gehen, wenn  wir  behaupten  woUten,  dass  Heran  von  Alexaudria  die  Be- 
stimm ungsmelhode  des  llip|)arch  nur  nacbahmlu,  als  er  äich  in  der  Fold- 
mefiskiinst  rechtwinkliger  Coordinaten  bediente.  Uieraber  lesen  wir  in 
Cantor's  voraUglichem  Werke.")    • 

„Die  Aufnahme  eines  Feldes  erfolgt  (nach  lleron)  durch  Absteckong 
eines  Hechteckes,  welches  3  seiner  Endpunkte  auf  der  Umgi'enzung  selbst 
besitict.  Die  Seiten  dieses  Hochteckes  weiden  nun  freilich  mit  den  Qrenxen 
dee  Feldes  nicht  zusammen  treffen,  aber  die  zwischenliegenden  Grenzstrecken 

1)  Cantor  a.  u.  0.  Hin. 
3)  A.  a.  0.  Seite  3SS. 


geblieben  sei,  sondern  dass  man  donwoIboD  ein  gewisse«  Gewicht  beilegte, 
boweisi  so  sahr  der  rmstand,  dass  die  Vorle^ang^n  de  latltudinibiu  an 
der  Kolner  ünlver;«iUtt  Tom  Jahre  1398  an  obligatorisch  wurden.*) 

Disher  haben  wir  die  Entwickelun^  der  Analy&is  und  daa  Piincip  der 
Coordinaten  jedes  fttr  sich  betrachtet  und  zwat  ans  dem  einfachen  Grunde, 
da  ans  die  Geschiebte  big  zu  dieeem  Zeiträume  keinen  Fall  liefert,  wnria 
man  über  eine  Vereinigung  der  Algebra  mit  der  Oeumetrie  jedwelche  Spur 
entdecken  kunnte.  Nun  gelangen  wir  aber  aur  gltlckiicben  Henaissance- 
Kpocbc,  die  auf  unserem  Gebtete  doch  so  manches  auCttiweiHSD  hat.  Indem 
wir  xur  Algebra  zurückkehren,  finden  wir  in  den  Werken  dee  Leonarda 
da  Pisa  und  in  der  Summa  de  aritbmetica  et  geometria  dea  Luca  da 
Oorgo  eine  TolletSndige  Darstellung  des  damal^n  Wissens  gegeben.  Du 
Lther  al<aei  des  Leonardo  ist  die  Fundgrube  gewesen,  aus  der  die  Algo- 
risten  und  AIgebrist«n  ihre  Weisheit  geschimpft  haben:  es  ist  dadurch  flbef- 
baupt  die  Gnmdlage  der  neueren  Wigsenscbafi  geworden  und  verdient  wohl 
eine  etwas  nttbere  Betraehtnng.^  Die  Algebra  des  Luca  da  Borgo  idilua« 
mit  der  Erklärung,  dass  die  AuflSsung  der  Gleichungen  x*  -|-  **ix  ^ «, 
j-^  -{-  N  «■  mx  ebenso  unmCgüch  sei  als  die  Quadratur  des  Kreise«.  Die 
Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Oradvs  war  somit  der  fHteiu  der 
Weisen,  an  welchem  die  zukünftigen  Mathematiker  zu  nagen  hatten,  und 
die  boKtlgUohen  Versnobe  zur  Löstmg  der  kubischen  Gteichnngctf*  geben 
vielfach  zu  dem  Vert^uohe  Anlass,  Aufgaben  der  Algebra  dtircb  Zuhilfo- 
nalinie  geumetrigcher  Construktionen  xa  resolviren. 

Libri,  der  Verfasser  der  Histoire  des  sciences  lfatbemtiU<)ue8  en  Italie, 
sieht  den  Giovanni  Battista  Benodctti,  welchem  u  A.  Marsnohelli 
(Scrittori  d'Italia)  bedeutenden  Ruhm  spendet,  als  den  Begründer  der  ana- 
l^tiiwhrm  Geometrie  an.  In  seinem  Werke  „diversarum  speculationum**,  ge- 
druckt lh65,  hat  er  nSmlich  mehrere  Aufgaben  der  Aritlimetik  durch  geo> 
meLriseh«  (^oni>truktionen  aufgelöst.  Der  wisebegierige  Le^er  tiudet  iwet 
dieser  Aufgaben  in  Libri'e  genanntem  Werke  abgedruckt 

Die  ntofaste  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  scheint  Nioo- 
laus  Tartaglia  gemacht  zu  haben.  Al^  nftmlicb  Sctpio  Ferro  aus  Uologns 
die  Auflösung  der  Gleichungen  UI.  Grade«  und  zwar  des  apeadellen  Fall»» 
j^  «f-  tnx  —  n  (capituliim  cubi  et  renim  aequalium  numem)  ontdookt  vai 
diese  Entdeckung  dein  Antonio  Fiore  mitgetheilt  hatte,  schlug  letxterer 
verfiL'hiedenen  Geonictem  die  Liisung  einiger  Aufgaben  vor.  Daiuielbp  Sy- 
stem befolgte  ein  gewisser  Touiiii  da  Coi  oder  da  Colin,  welcher  Keinm 
FacbgenosBcn  schwierige  Probleme  vorlegte^  die  er  selbst  nicht  Itteen  kunnte. 

1)  Hankel  o.  a.  O.  Sfibc  SRI. 
1)  A.  a.  Ü.  S«ile  84S. 
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Tartaglia  ßeUte  Beinen  giui^oii  Eifer  damn,  um  diese  beiden  Mailieiuaükor, 
welche  er  als  Pralilwr  he7jiicbnct.e,  zu  In^lcaaipfen/)  und  es  gclanj^  ihm  dies 
vollsUEndig.  TartagUa  hut  tin«  Ul>or  seino  AnfliJstingsart  nichts  hinterlassen, 
doch  sagt  er,  zur  BnUleckiing  der  AuflOsonKsformeln  fUr  die  (ileichnngen 
des  III.  Grades  durch  dtß  Zuhiltenahme  geometrisoher  Constniktionen  ge- 
langt 7.11  sein. 

Auch  Cardani  gibt  geomelnsche  UeweUo  als  Grundlage  dor  AullSeung 
der  Gleich iinjjcn  ein.*)  So  hat  er  ä.  B.  den  Fall  x' -\-  lij  =  !*1  geoino- 
Imoh  gelÖüL  und  die  v'me  Wiiriwl  der  Gleichung  x  ^  s  ganz  richtig  ge- 
fiKidea.") 

Die  Entdeckung  de«  Cardani  Obi'r  die  mehrfachen  Wurxeln  der  üieicU- 
tingen  —  wenn  sie  ihtu  angeliürl  — ,  sowie  die  Entdecknng  der  -(-  und 
— ■  Zeichen  derselben,  war  von  grosser  Hcdentung  för  die  «pster«  Knt- 
wickelitiig  der  analytischen  Geometrie,  worauf  wir  im  Qbrigen  noch  ;!urfick- 
konimen  werden.')  Auch  Dombelli  hat  sieh  damit  hescbSftigt,  Beine  iHmch- 
itngen  geometrisch  xa  congtniiren. 

Wir  gelangen  endlich  zn  Fraji^ois  Vi^te,  dem  Bcgrflnder  der  logistka 
Speciüsa  (au.s  Pontenay  in  Fmnkreirh  1 5-10  gebflrtig).  Indem  wir  »einn 
Verdienste  um  die  Algebra  und  um  die  L/3sung  der  höheren  Gleit^huiigea 
nbergebon ,  heben  wir  nur  dasjenige  hervor,  m'Ss  zur  Anwendung  dor  Al- 
gebra auf  die  Geometrie  direkten  Bezug  bat.     Daza  gehört  Tor  Allem  die 


1t068U 

Si:ile 


I)  Näheres  in  Uanhel.  SGQ  u.  ff.  —  Verpleiebe  auch  Libri'B  Hialoire  etc.;  — 
1to68ut  (IbeTRotct  voD  FoDlaoa.  Saggio  snlia  storia  generale  delle  Uatematicbc. 
Si:ite  ~2  n.  tt. 

21  Wir  kBuDOu  una  hier  über  den  Streit  dea  C&rdan  und  de«  TartoKba  nicht 
eintaBaen,  glauben  aber  douHelben  nicht  gnuc  unerwUhut  Ifuaen  su  kttntien,  da  die 
Vemiutbang  nahe  liegt,  Cardan  habe  auch  die  geometrische  Conatruktiou  dem 
Taitaglia  eutlockt. 

3)  Sntter.  Geschichte  der  Math.   BJ.  I  pag.  104. 

4}  R»  iit,  wi<!  wir  Kngten,  nicht  nnaere  Sache  in  nnterüDcbea ,  ob  dem  Tar- 
taglia  oder  ilvm  Ciirdan  diese  Verdieiuite  mikommen.  Es  genfigt  unit,  nnr  jene 
KntdeckangRn  henrontuheben,  welche  Gbcrtaldi  und  Cartesins  zur  Verf£[gting  hatten. 
11i<ber  die  Kntdeckung  der  +  Zeichen  derW  Dizeln  iluHerii  tich;  Montnela.  llitit. 
de»  «cieni^e«  mutbem.  IIJ.  1.  Heile  594  596:  „CetLe  diJcouvertn,  qui  arec  uro 
autre  de  Vii-tc  e»l  le  fondfinent  de  tentes  eelleH  d'Uarriot  et  de  Pciu-arted  »ur 
l'atKkljse  de«  (!qoatioiu(,  cttU*  di-couvvtle  dis-jo,  est  clturvmcut  vooteiiiie  dune  son 
ara  magna. 

liibri  fügt  bioKU  IJd.  S,  Suite  17.1  ,,8a  cot»traction,  de  l'^iiation  gänt'-ral  de 
3.  degrv  nK^rite  dT-lre  remarquöe,  car  eile  renforme  la  preiniwre  idt*«  d«  ta  repriS- 
nentation  generale  du  ra[i])ort  r|iii  exinte  entre  dciix  quiiutit«^,  jiar  le  m|i|tr>rt  (jni 
tient  lee  abscinea  et  h-»  ordonneu«  dann  use  coiirbe  (|ueli:on(iue.  Dagegen  tnucbl 
llankel  i^eite  371  darauf  MiifmcTkaam,  dass  Curdan  die  ■elbataiulige  Uedeiitung 
negativer  Wnrsclu  dnrcliaua  nicht  gekannt  habe. 
Alili.  nr  (lueb.  i1<>i  Umiimta     IV. 
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j^urtlclcfllliriinp  cler  GleicIiim^Bii  auf  ProiioHiuneii.     IMe  Olcteliuiig  j^  -|-  ftr 
^  p"     verwandeUe     er     in    die    Prc^wrtion    x  i  c  ^  e  :  x  -^  If,     dadui 
iii  ein«   al^ebraiscbe  Aufgabe   in   eise  geometrische  Tervrandeli,  indem 
ncfa  (.fe^^enwürtig  nur   um   die  BestimmnitK  einer   der   Boseeron    Ton   di 
Proportioiiallinien  handelt,  Ton  welchen  die  mittler«  und  Aif  Differenz 
Iiiiit!<äni  {f'  =  [-r  -^  lt\  —  x)  gegeben  ist.     Ein  Rhnliches  VerfRhren  w« 
er  auch  aufdie  Gleichungen  des  III.  Oradee  an,  wobei  er  Bcxiehungun  xwiacbiin 
der  CoDätniktion  dieser  leUteren  und  der  Auflösung  der  beiden  altän  Pm* 
bleme,   der    Verdoppelung    des   WUrfels    und    der    Dreitlieüung    dos    Wio* 
keld  fand.') 

Diese   Anwendung   der  Algebra  auf  die  Ueometrie  untarscheidei  siclli| 
wesentlieb   von  den  Leistungen  Tartaglia'e  nnd   Cardans,  indem    wir 
xom  erbten  &fal   die  Algebm  speciosa  eine  IVille  spielen  sehen.     Die  Voc' 
gftnger  Vii'ie's  gaben  den  zur  LS«ung  de«  Problcmes  nntbigen  Lduien  Zahlen- 
trertht!  und  Wgntlgt^n  sich  mit  der  Auflindiing  des  Kahlenwerthos  der  Cd- 
bekannten.     Keiner  von  ihnen  dachte  aher  an  eine  volUtSndige  geomcLrÜEolMi  ^ 
Construktion  des  Problems^  worin  eine  aUgemeine  Lijsong  enlhalUm  vordml 
Win.     Viele   starb    1G02    zu   Paris.     IG   Jahre   nach   dem  Tod«   ViMe>  ~ 
schrieb  der  italienüche  Mathematiker  Cataldi  sein  Werk,  Algebra  dii- 
eorsiva  numerale  et  lineare,  Bologna  1618,  wovon  der  III.  Theil  im 
Titel  fülbrt:  Algebra  lineale  o  geometrica,  agginnta  nella  quäle  nelle  optn- 
tiitnl    algebi-atiohe    invece  deV    opemre  cun   l  numei'i,    tfii    lult'prauo  le  Umc-J 
In  diesem  AbHchnilt  wird  die  allgeminne  geotnetrif^ihe  Antlüsung  der  Üleiefa- 
nngen  von  der  Form   a^  +  n*  ^  &;   jt*  ■■  fl»  -(-  f»  nnd  »*  -|-  6  ^  ojr  gfr 
geben.') 


V. 

So  haben  wir  in  rascher  Folge  die  UoscfaichU)  der  Uathematik  dnreb- 
blickt,  und  indem  wir  jene  Momente  denelben,  welche  sich  auf  die  Eni- 
wiokelmig  der  analytischen  Geometrie  und  auf  die  Anwendung  der  Algelin 
auf  die  Geometrie  beziehen,  hervorgehoben  haben,  sind  wir  endlich  n 
unserem  Ubetaldi  gelangt,  dem  wir  nun  einige  Zeilen  xu  widmen  haben. 

Ghctaldi  war,  n-ie  wir  i^ahen,  ein  eifriger  Pfleger  der  Mathftnaillc.  Der 
damaligen  Sitte  folgend,  machte;  i*r  ülcifa  in  xeiuen  Jugendjahren  auf  Heisai 
um  seine  Kenntnifiae  ^a  erweitem  nud  um  die  Kekannt^haft  der  damaligen 
ersten  UniTeraitJtten  zu  machen.  Hrst  in  Beinen  letzten  Lebensjahren,  jedick 
noch  im  friichen  Manne«alter,  machte  er  »ich  daran,  sein  Werk  „de  roBo* 


1)  Hontacia  a.  a.  O.  Seite  60&  n.  ff. 
t)  Ubri  o.  a   O.    Ud.  4.   Seite  86. 


lotionc  otc."  zu  rerfassen;  der  fraixe  Taä  maclile  8ein«m  Lebaoqgug  ftin 
Kode  und  so  koimt^i  er  uicttl  einmal  die  Drucklegung  des  Iioreits  begouiiAueu 
Werkes  erle)>eii,  Allu  smno  Werke  Tj^weiscn  uük  zur  GenOge,  dass  or  sicli 
TorzUglich  nar  mit  der  Geometrie  hoeobafügte,  wSlirond  or  die  Algebra, 
auf  Hterariäebem  Gebiet  wenigstens,  gar  ulclit  ciütivii'U.  Wir  bemerken 
ferner,  das«. zur  Zeit  seiner  Abwcsenlieit  aus  dem  elteriicben  Häuser  ^^  ü> 
«rsUr  Linie  die  Geometrie  der  Alien  pllegte,  dass  er  bemüht  war,  die 
Wi-rke  der  Alt#n  fßr  sich  und  für  seine  ZeitgeuoseeD  aa  restaurii'en,  Ver- 
dienütf,  die  aUertlingä  nurtloktiicbtigang  vurdienao.  Auf  ttvinen  Ituij>en  und 
während  «eines  Aufentlialtee  auf  den  verschiedenen  TJnivertiitfilen  musa  »r 
ab«r  jedenfalls  Ober  die  Leistungen  der  Analysten  voUatlLndig  in  Kunnlniss 
^^eeLzt  worden  sein,  ja  wir  sehen  aus  der  Vorrede  su  seinem  Werk<^  „de 
resolutione^'  und  aus  seiner  Vertheidigung  gegen  die  Angriffe  des  Cyriacu^ 
daas  er  sogar  m  den  perBftnlicben  Freunden  Vit^te'i  gehürie.  So  äussert 
sich  Gbetaldi  auf  freite  48  de»  mebriuals  ^nannten  Buches: 

„lüuiii    vitiiuu   tion   accuralac   deiuon«tratiouis   uotat  Cyiiactis   in   Pro- 

btoioate    seviiudo   Franoisci    Vietau    in    Apeudicula    prima    ad    A|iuUoniuiH 

Oallum  etc....  Verum  oum   ipse  quo<jue   mulegte  ferrem,   ipiod   lanti  viri 

laudes,  nou  sine  aliijua  («metitatis  nota,  ut  lenissime  dicam,  Cyriucut«  ausuH 

»il  imminuere,  nou  ikisiuui  uon  o«tendere,  ijuaui  longe  absit  a  Tcro  in  «uis 

nnimaduersionibuB   iudicium  Cyriaoi.     Nempe  hoc  a  me   poütulai   stngutai'is 

t|uidam  meiifl  in  Vietam   amor,   attjue   obseniantia,    at^ue    adcn    arcLiAsimn 

_    amicitiae,  coniunotiomiifxui!  nece»Hitudo,   qaae   mihi   cum   illo  Parisys  inier- 

I  eeasit,  mutuis  ofQcijfi  cnnfirmatn.     huc  uocedit,  i|uod  cum  Cyriacus  in  uno, 

I  eodemque  UIhiIIo^  ot  Vietam,  et  mu  de  non  accnmba  demonstrutione  ocou- 

HM||eritf  inottictiMas  essem,  si  ouiisifa  amici  causa  mcam  tantum  defendorem. 

^^B    ^ü)  gelehrter  Mann  wie  Ghetaldi  mnss  also,  wie  wir  ebon  sagten,  von 

don  LoisUmgen  Tartaglia's,  Carduns  otc.  wo bl unterrichtet  gewesen  sein  und 

da  er   7.iit;riit  Sct)Ulr<r   und  dann  Frcimd   de«    VÜ-to   war,    hat  or  auch    die 

Verwandlung'    der  Gleichungen    in   riopoiiionen   und   somit  ihre   Aufliisung 

I  durch  geometrische  (.'onstiiiktiunen  bereit»  in  Paria   erlernt.    Hat  er  auch 

die  Scbrifti-n  Cttiakli's  in  Hilnden   gehabt   oder  von  denselben,  besiiehungB- 

weise    von    der   geometriiitihen  L'ontjtruktiun   »einer   Gleichiuigün    nur  Kuude 

erhalten,  so  blieb  ihm  nur  wenig  zu  tbun,  um  sein  Werk  xuttammßnaustonon. 

Wir  brauchen  also  nicht  fpeciell  beiTorzubeben,  dass  Ghetaldi  weit  nicht 

ige  war,  welcher  die  Algehra  zum  ersten  Mal  auf  die  Geometrie  an- 

idt  bat,  ilass  somit  die  viulen  von  uns  angeführten  Historiker  ewb  in 

der   Deurtbeilong    seines   Werkes    bedeut«Dd    geirrt    haben.     Aber   dettaon- 

■inge'acliL^t  >;eb(lhrt  dem  Ghetaldi    eine  obifinvollfl  Sl«ll»    in  der  GoKiibtubU) 

(\w  MttUiiiiiiatiL-,   und   wir  glauben  niclit  zu   tllH-rtreiltcn.  wenn  wir  die  Ver- 
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ak  mae  besdudere  Leistung  herrnr)icb«n.  Worii 
iie''V*rdien6te  äea  OhetaWi  und  welchen  Wertli  kann  ihad 
Beiner  letzten  Lciifituu}.'  y-uscbreiben?  Wir  glauben  bercclitjgt  zu  sein,  nie  ^ 
folgt  in  Bchliesscn  und  zu  urtheilen.  AIb  Mann  der  WisBPnflcbaft  und  vnafl 
eminent- mathematisclien  Talenten  begabt,  bejniff  OhetaMi  wifort,  dash  der 
Mathenuitik  neue  Hahnitn  eWiflnel  waren.  In  itctne  Heimiitli  surflelcy« kehrt, 
Bclieint  er  die  gesammelten  £rfahningen  fiozusagoa  geordacf,  und  dudurcb 
erkannt  zu  haben,  dass  die  Anwendang  der  Algebra  auf  die  Geometrie  al« 
die  Pforte  eines  neuen  Weges  r.a  betracbtL>n  »ei  Kr  lanss  begriffen  hafcoL 
äass  die  Yentchmehung  beider  (iogenstünde  zu  einer  einzigen  Wisnmsduit 
reiche  FrUcbte  tragen  mQsste.  er  hat  vielleicht  geahnt,  dasd  diese  nent 
Methode  das  ganee  bisherige  Syuteni  der  Mathematik  iimwSUen  wird.  Omui 
liSite  er  nicht  ithnlicho  tredanken  gehabt^  wo  würde  er  es  Torge*<igpn  halxiD, 
die  vor  ihm  bereits  betreten  gewesene  Bahn  noch  weiter  zn  Terfnlgen,  am 
sich  durch  neue  Kntdeckungen  Kuhm  «n  verschaffen.  Er  hat  aber  vor 
gezogen,  das  bereit«  erkämpfte  Wissen  zu  ordnen,  B/stematifich  zu  rrgela. 
nnd  durch  zwcckmBssige  Behandlung  populür  zu  machen.  Bein  Wt-rk  trügt 
den  Charakter  eines  förmlichen  Lehrbuches  volUtKndig  an  rieb.  Al>er  aoci 
in  wiMens<:haflliu]i'mei-itoriäeher  Beziehung  untersuhcidL-t  sich  Ghetaldi  durdi 
seine  „de  lleselutionQ"  vnn  alten  meinen  Voi'gitngem  wesentlich.  l>oDn  hig- 
her war  die  Anwendung  der  Algebra  auf  die  ßeometrie  rein  unr  ein  MiU'^ 
zum  Zwec^k;  man  bediimU^  Kirh  der  geometrischen  L'onainiktion  um  bei  dn 
LSanog  der  h>"bei'vn  Gleichungen  eher  zum  Ziel  x\i  gelangen,  ohne  jedocb 
dieser  Verschmelzung  der  Algebra  mit  der  Geometrie  eine  weitere  Wtdit^- 
keit  beizulegen,  und  anch  ohne  daran  zn  denken,  diese  Methode  eystAmaÜMk 
für  weitere  Zwecke  in  Aussiebt  xu  nehmen.  Man  bediente  steh  der  g«<v 
niotriacbon  L'ooitiruktion  eben  nur  im  Falle  der  Noth,  uud  mau  conelroirle 
mit  ihrer  Hilfe  die  Gleichnugen  des  III.  Qitidee  ohne  zu  denken,  dau  auf 
gleiche  Art  jode  andere  arilhmetisobe  Aufgabe  Iflübar  Kein  ma.'>«te.  VvA 
diese  Verdienste  sind  eben  dem  Ghetaldi  einzig  nnd  allein  zitzoEichreilira. 
Indem  er  von  der  Summe  uml  Differenz  ausgegangen  int,  hat  er  die  ti  leichnitgt« 
des  ersten  imd  zweiten  Gmdes  in  geregelter  Folge  behandelt  und  tyitr 
inatiach  dargestellt.  Mit  wenigen  Worten,  Ghetaldi  hat  die  Anwend«^ 
der  Algebra  auf  die  Getimetrie  als  G^censUnd  eines  besonderen  Stadtuau 
angesehen  und  ilie  Bahn  vonmchnet,  welche  seine  Nachfolger  an  verfulgea 
hatten.  IMe  ersten  BUeher  der  Geometrie  dee  Descartcä,  welche  im  tlhrigei 
um  volle  seohe  Jahre  spSler  als  die  Geometne  des  llhetaldi  enrhienvn  ist« 
entbaltun  iwmit  durohauH  nichts  Neues,  snndem  nur  dasjenige,  worflber  Ghetaldi 
pcbnn  gi.'ä<.-hri«^lfen  hatte.  Wir  bedauern,  daas  das  Work  de»  Gbelaldi  Qltenai) 
bedeutenden  llistoiikem.  wie  einem  Montucla,  so  glüuüicb   unbekannt  war. 
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doch   tihenso   unbcgi-oittkEi   erscheint  itns   die   Thatuacbe,    daii»    Mlbät   gam 
luodttmu  rittttcbicbUsvhi'cibtir  vrii<  Stitttir,  luiaeren  Mulhtiuiuttkor  so  gäaxUclt 

Da  wir  den  Inhalt  dett  (ihctäldiBcbon  Workos  ziemlich  aueruhrlich  ge- 
gebeD  hftboii,  so  baltco  wir  eine  nähere  Diäcussion  desselben  für  Aber- 
ftUssig.  Nur  bittten  wir  noch  beizuFdgen,  dass  KUgtner's  ßenierkung: 
..Clbetaldi  babo  das  Vorlahron  der  Alten  befolgt"  sich  nur  auf  den  Um* 
stand  bainrt,  d&ss  jader  aualytiscben  Li'isung  auch  sjrDthetiache  Beweise  folgen. 

Qhetaldi  hat  auch  die  Gleichungen  deo  IV.  Grades  nicht  gelOttt,  wie 
mancher  Hietoriker  behauptet.  Der  Fall,  welcher  Kiah  darauf  bezielit,  wird 
z»  deu  Aiifgabt^n  j^exSlilt  „(|nae  snb  Algebram  nun  cadimt.*'  Sehr  beachtetts- 
werth  »ch^int  una  der  Umst;Lml  :eu  sein,  iloaa  GholflJdi  dio  ArcbimtiditMihe 
Aufgabe,  wovon  Vilruviiis  Üb,  9.  Cap.  3  boriclitet,  so  wie  Aufgaben  aus 
der  Progrcäsionalehre  geometrisch  lust.  Die  letzten  Aufgraben  des  Ghetaldi, 
Worüber  er  sich  aiisdi'tlL-kt:  tjuae  Eub  algebram  non  cadunt,  caquae  roäolvaiu, 
et  coaiponam,  metbodo,  tjoa  Tet«res  in  resolvendig  et  comjHinendis  onmibos 
rroblematibus  utebantur,  würen  alle  sehr  leicht  durch  die  Trigonometrie 
KU  lögen  goweseii. 

Dnch  tichon  KlEstner  hat  den  Ghetaldi  biarllber  goreelitfei-ligh,  indem 
er  sagte,  dam  „zu  seiner  Zeit  waren  Vergleich unge»  zwiBohon  trigvnome- 
trischco  Linien  die  einem  Winkel  gehören  und  Seiten  de»  Dreiecks  nicht 
gewöhnlich,  wa»  skh  aUo  durch  solche  Verglelchiingen  atisdrUckcn  liess, 
fiel  nicht  unter  seine  Algebra.  Kach  der  strengen  Bedeutung  von  algebraisch 
hatte  er  recbt^  weil  trigonouietrische  Fonktiooen  zu  transcendenteu  Aus- 
drücken führen." 

VI. 

Da  uns  unsere  Leser  geduldig  bis  hierbor  gefolgt  sind,  wollen  wir 
noch  einige  Worte  dem  grossen  Matbematikor  Deacartet:  widmen. 

Wenn  Walliu  seinem  Landsmann  Harriot  Ubortriebcme  Vcrdicnsto  xxi- 
gestibrieben  hat,  so  ermangelte  anderseits  Moctucln  nicht,  ihm  —  wenn 
wir  uns  60  ausdrucken  dllrl'eu  —  die  Leviten  datlir  zu  leiten.  Hat  aber 
Wallis  Obertrieben,  so  wai-  Montiicla  seinen  Landsleuten  ViAie  und  Desüartea 
gegenüber,  jedenfalls  auch  niebt  wortkarg.  Uerk würdiger weiBc  macht  man 
dem  Dcäcartes  soviele  Vorwürfe,  dass  sieb  Monti  veranlasst  tjoh  von  ihm 
zu  sagen,  dem  bekannten  Spmch:  benignnm  est  et  plenum  ingonui  pudorts 
fatcri,  per  quo«  profccoriif,  niomaU  gefolgt  zu  sein.  So  sind  mehrere  Ge- 
lehrte aber  ihn  indignirt,  da  er  sieb  Entdeckungen  Über  den  Itegenbogen 
ruschreibt,  die  schon  vor  ihm  durch  den  dalmatiniscLen  Prima,  Erzbischof 
de  Douiinis  gemacht  wui-den.     Auch  der  äats  seiner  Optik  „Xempe  est  in 


tione:  iiL  einus  ajigiili  incüoatinnis  unus  ad  simim  angiili  inclmaüoBÜ 
mlterius,  ita  Bione  onguli  refracii  in  iina  incUnatione  od  giuum  nniialt  nfracti 
in  altera  —  scheint  nicht  ftein  Kigenthiiin  xa  sein.  JS'acb  mehreren  ge- 
schichtlichen That«acbeR  echänt  en  n&mlich,  daag  Willibrord  Sn«Ilitii,  ein 
hollSndiflchtir  Mathematiker,  welcher  15!^iO — 1&'2&  gelebt,  der  Entdeeker  dee 
ßrechungsgeeataes  aei.     Bnellius  soll  das  Öewtz  in   anderer  Form  ala   in 

^  oonstant,  in  einer  Optik  niedergeschriehen  haben,  welche  eetnes 

wejjen    nidit    heraucgegcben    werden    konnte.     Voasin«    nod 


jener 


sin  ß 
frohen   Todes 

Uujrghen»  versicliom,  dass  sie  den  Satz  deü  Snolliuy  mit  eigenen  Angvn 
gesehen  hatten.  Ai-ago  will  diese  Ehre  iinbeatrilten  suinom  gro$«en  littBdi- 
mann  Uberlaaaen.  Thateaohe  idt  eg,  daes  Hortensius,  ein  Freund  dea  SnelUiiK, 
daa  Brechungfigesetz  an  der  UniverbitSt  illTentlicU  lehrte.  Bosoartee  lebt« 
nun  viele  Jahre  in  Uolland  und  war  u.  A.  aacU  mit  Huygfaens  Vater  sdir 
gut  bekannt,  in  dessen  Haus  ei*  den  Gelehrten  Hollands  begegnete.*) 

Zur  Oeometrie  des  Descartea  zurückkehrend  mtlssen  wir  vor  AUon 
gestehen,  das»  dem  groutcn  frantOeischen  Matbemaüker  und  PhiIoB<^ben 
nnbestritten  die  grosso  ülbre  zukommt,  die  Coordinatengeometrio  der  Corren 
begründet,  entdeckt  and  in  sichere  Uahnen  geleitet  zu  haben.  Ob  er  Ovesme'f 
Leistungen  gekannt  habe  oder  nicht,  sind  wir  uioht  im  Stande  zu  b«ar- 
thoiten,  dass  an  der  Kölner  Universität  die  Vnrleeimgeu  de  latitndisibos 
echon  lange  vor  Deticarles  gehalten  wurden,  haben  wir  bereits  gesehen. 
Auch  haben  wir  auf  Curtzc's  Schrift  batsirt  hcrvürgehoben,  das«  nch  die 
Werke  Orcäme'a  bis  weit  in  dorn  XVI.  Jahrh.  verpflanzt  haben.  Ut  dai 
Frincip  de  latiludmibus  auch  in  Holland  und  Frankreich  zor  Vorlesung  ge- 
langt, und  bat  Hieb  dieee  Sitte  noch  im  XVI.  und  XVII.  Jahrb.  erhalten, 
dann  mnas  allerdings  vorausgeaetzt  werden,  dass  l'artesius  hiovon  Kunde 
hatte.  Jedenfallit  war  ihm  von  grossem  Nutzen  die  Vervollkommnung  der 
AnalysU,  vorzüglich  die  Kenntniss  der  mehrfachen  Wuneln,  der  Gleiohaogaa 
und  ihrer  priKitiven  und  nugnüven  Bedeutung,  Rh  hchmSlern  unsere  Aeusse- 
rungen  und  Vcrmutbungun  nicht  im  geringsten  die  gro&scn  Verdienste  da 
PrunoHU,  da  er  jodenfalle  die  Corven  som  ersten  Mal  den  GoaeUen  de[ 
Analysis  unterwarf,  sie  mit  dem  Coordinatenpnncip  in  Verbindung  brachte, 
wodurch  er  t>o  eigentlich  die  analytiüche  Geometrie  begründet  hat.  Er  int 
ausserdem  bei  diesem  ersten  Schritt  nicht  stehen  geblieben,  er  hat  aber  die 
Conren  untersucht,  ihre  Tangenten  construirt  ete.  etc. 

Weder  Descartes  noch  seine  VnrglSnger  ahnten  aber,  daas  dte  ersten 
BcigrOnder  der  analytischen  Geometrie  die  Araber  waren,  ila  es  gar  nicht 
mtlglich  ijit  vorauszusetzen,  daes  Descartes  Qber  die  Leistungen  der  Aiaber 
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1)  fimbns.     Astronomiscbe  SUahlenbrecbuDg. 
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KenntnisB  hatte.  Aus  diesem  Gründe  machten  wir  auch  keine  Erwähnung 
der  letzteren.  Zur  VervoUständigung  unserer  Arbeit  sei  nur  ganz  kurz  er- 
wähnt, dass  die  Araber  ihre  Aufgaben  über  die  Kegelschnitte  schon  um 
6  Jahrhunderte  vor  Descartes  durch  Anwendung  der  Coordinatengeometrie 
lösten. 

Wir  sind  zum^chluss  unseres  Elaborates  gelangt.  Uns  lag  durchaus 
nicht  die  Absicht  zu  Grande  die  Verdienste  des  Descartes  zu  schmälern. 
Wir  haben  nur  versucht,  jene  Entdeckungen  herrorzuheben,  welche  ihm  zu 
seiner  Leistung  behilflich  sein  konnten.  Was  unseren  Ghetaldi  aber  an- 
belangt, glauben  wir  nachgewiesen  zu  haben,  dass  er  schon  vor  Descartes 
die  Algebra  auf  die  Geometrie  in  systematisch  geordneter  Folge  anwendete, 
wodurch  der  I.  Theil  der  Descarte'scheu  Geometrie  eine  Errungen- 
schaft des  Bagus&er  Patriziers  war.  Das  Coordinatenprincip  scheint  dem 
Ghetaldi  ganz  fremd  gewesen  zu  sein.  Ghetaldi  verdient  immerhin  durch 
sein  Werk  besondere  Berücksichtigung  und  es  gebührt  ihm,  wie  wir  sagten, 
eine  ehrenvolle  Stelle,  in  der  Geschichte  der  Mathematik.  Wir  wollen 
Wiederholungen  vermeiden,  weshalb  wir  nicht  nochmals  die  Bedeutung  seines 
Werkes,  so  wie  wir  urtheilen  zu  können  glaubten,  anführen,  hoffen  aber, 
dass  die  zukünftige  mathematisch- historische  Literatur  den  bedeutenden  Mann 
aus  Kagusa  zum  mindesten  anführen  wird  —  anderseits  wünschen  wir  Jene 
Uebertreibungen,  wovon  wir  viele  Beispiele  geliefert  haben,  und  welche 
sich  bis  in  unsere   Tage  verschleppten,  eliminirt  zu  sehen. 


DESCARTES 


UND  DAS 


BRECHUNGSGESETZ  DES  LICHTES. 
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Oh  Deseartes  daa  Brechungsgasetx  A«i  Liclitee  selbetetündi^  gefunden 
Uub{4  (idor  niuht,  war  elao  Frage,  dio  seiner  Zeit  die  iieachlchtiitichi-eLliur 
dcf  Physik  lebhaft  bosclififtigt  hat,  die  aber  lieute,  wie  es  scheint,  für  elno 
erledigte  gilt.  Wnhin  man  sich  wendet,  bejfegnet  man  entweder  der  cin- 
fiKbcn  ÄngaW,  dass  dae  lierObinte  Qesetz  dem  HoUaudor  Willebrord  Snell 
veniankt  wird,  wiw  ja  auch  dem  Thatbestande  gewiss  entspricht,  oder  der 
voUstiLndigereu,  dass  i^nell  es  zwar  entdeckt,  Descartes  aber  zuerst  ver- 
J)S'entlicbt  habe.  So  erscheint  Deacaries  er«t  an  zweiter  Stelle.  Die  Idflto- 
risc]ie  Forschun)^  hat  sich  damit  ^Cf^en  ihn  aJs  selbststSndigen  Entdecker 
deK  für  die  Piii]>trik  gi-undlegend«ii  Oesetzeü  ont^hieden.  Inde&s  trilTt  man 
auch  immer  wieder  die  icehr  oder  weniger  offeu  ausgeHpnichene  Vennntbung, 
daes  er  «iob  wider  besseres  Wissen  fUr  den  Entdecker  jenes  Gesetzes  aus- 
gegeben lind  den  Xainen  des  hollfindiBcben  Gelehrten  absichtlich  verschwiegen 
liiibe.  Am  schKrfsten  spricht  sie  noch  laletzt  Poggendorff  in  seinen  Vor- 
lesongen  Ober  die  Lieechichte  der  Physik  aas  und  zwar  so  scharf,  dass  man 
nnntittelbar  dadurch  anf^eregt  wird,  aochmals  zu  den  Quellen  auCcusteigen, 
um  KU  prüfen,  wie  es  denn  mit  den  Äkt'ön  dieser  grossen  Streitfrage  eigent- 
lich büütellt  ist.  Tinden  sich  dabei  wichtige  Momente  bi»ber  ausser  Acht 
gelassen,  so  mag  darin  eine  Kechtfürligung  d&fllr  li^en,  dsss,  trutx  der 
scheinbaren  Ertedigimg  der  ganzen  Sache,  diese  im  Nachlblgouden  noch 
einmal  zum  Gegenstand  einer  Untersuchung  gemacht  worden  ist. 

Descartes  erscheint  bei  Poggendorff  in  keinem  gflnstigen  Lichte.  Rr 
wird  xwar  geschildert  als  ein  Mann  von  ausgeieicbneten  Oaben  und  grosser 
Bowoglichkeitdes  Geistes,  aber  „vall  brennenden  Ehrgeizes  in  der  Wissenschaft 
Ml  glftnzen '),  dabei  anch  von  sehr  reizbarem  GemUth  und  etwas  zweifel- 
haftem (.'harakter,  EignnKcIiaften,  die  ihn  in  mannigfai^he  Streitigkeiten  mit 
»einen  Keitgenossou  verwickclt^u."  Nach  einer  sulnhcn  allgHincinen  Cba- 
rnkleristik  wird  man  denn  auch  nicht  durch  dio  Darstellung  Uborraaoht, 
welche  Poggendm-if  seinem  Verhalten  in  Sachen  des  BroobnngsgeHebes  su 
Tbeil  werden  lilsst.  N'acbdcm  er  nRmlicb,  wie  Inllii;.  des  Descartes  Be- 
deatuitg  für  diu  Krkonntniss  des  Kegenbogens,  namentlich  der  Grösse  der 
KreisJJfTnung  desselben  hervorgehoben,  nfart  er  folgendermassen  fort: 

.Jjeider  ist  hier  aber  sein  Verdienst  mit  einem  Uakel  behaftet,  von 


iem~iiib  Mittel  samt  eifrtgtiUu  Vertheid%'ei-  niclit  haben  rein 
kjjnneti.  .Icimr  Tlicil  üur  Tlieorio  ist  näuilicli  uiclit  £ii  geben  obne  Kctaat- 
mas  dos  Gesetxes  Ton  der  Hrechung  des  LiuhteA,  da««  beim  üebeifpuig  det 
Lichtes  von  einem  Mittel  in  ein  andures  die  Siniiü  der  Wlnkol,  welche  die 
cinriillendeu  und  ^'ebrochencn  Stralilcn  mit  dem  I^oth  auf  der  TrunnoogS' 
llScbe  maohen,  in  eioom  constantea  Vcrhültmss  stoben.  Dioiies  Goectac  gi«bt 
nun  üescartfMi  in  «einer  Diopti'ik  und  zwar  als  sein  Eigenthum  ohne  xn 
en^bnou,  d&ea  der  bereits  1626  Terstarbene  l'rof.  tinell  in  Lejden  dAuelbe 

n  •=  -       -J    ■uf    in 

uinoiii  Werke,  da«  leider  niubl  das  Liebt  der  Welt  erblickU;,  witdnrch  er 
beinahe  um  die  Blire  dur  Rntdcckung  (fekommen  wäre,  detin  Bescart««,  der 
eü  kennen  lernte  und  eu  IG37  in  suiner  Diojilrik  verfifTenUiubte,  galt  lanj^ 
Zeit  als  Entdecker  dejüctbcn.  Allein  I^aak  Voss  (Vvitsiu»  geb.  1619  lo 
Leydcn  und  gest  lör^O  alti  Kanonikus  zu  Wlnddor),  der  ^lehrte  Kritiker, 
und  Clir.  Ilu^j^ens,  der  bcrUhmt«  Phy&ikoi-,  die  beide  da»  SneU'jsche  Werk 
im  Manu8cri{it  gesehen  haben,  spreclian  obne  RUclfbalt  den  Verdacht  aus, 
äüAi  Dos>:arte8  das  Werk  gekannt  habe,  was  schon  dadurch  sehr  vcahr^ 
tohein1i(.'h  wird,  dass  DesMirles  übet'  20  Jahre  in  Holland  lebte  und  unter 
den  Oelobrten  dieses  Lande«  riele  Freunde  nnd  Bekannte  xShlle.  Dun 
kommt,  daas  Deacartes  so  gut  wie  niemals  »eine  CJuellen  nennt  (eine  Sonde, 
diu  sich  biij  auf  den  heutigen  'Tag  unter  seinen  Laiidijlcut<-n  verorl>t  m 
haben  üc-beint)  und  unter  Anderm  in  seinen  jihüotiopbii<3b«n  Priniipien  räe 
Ansicht  vom  WeltgohSude  ansopricht,  die  fa»t  irKrtlicIi  bei  (lini-Ylano  Urono 
XU  finden  ist.  Es  unterließ  aoniit  kaum  einem  Zweifel,  da»s  Descarte«  du 
Ge&etx  gekannt  und  keinen  Antheil  an  der  Entdeckung  dessetben  baL  Er 
fahrt  auch  keinen  VurKueh  an,  wodurch  er  es  gefunden;  indess  bleibt  ihm 
doch  das  Verdientit,  dat>B  er  daBtwlbe  zuerst  in  der  einfarbeixn  Ptirtn  aus- 
sprach, in  der  es  gegenwärtig  gebraucht  wird.  Htatl  nüiulirh  xu  trageB, 
die  Cosccanten  stehen  in  einem  cottstanten  Verbältnisü,  wie  änoU  gtthan. 
sagte  er,  die  Sinus  dieser  Winkel  stoben  darin.    Es  ist  ja  auch  OOiee  £ 

•=  -. — ,  daher  n  ^    .       • 
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„Diese  Form  war  gereoktferligt  durch  eine  Rrklltrung,  du  er  vun  der 
Entstehung  dos  Brecliiingsgesetaes  ;^b,  eine  Erklärung,  dii-,  wenn  sie  auefa 
einwurfsHÜiig  ist,  doch  als  erster  Versuch  suni  tieferen  Eindringen  in  die 
Totgtogn  beim  Liebt,  alle  Anerk«niiiin^  verdient  und  sicher  den  «pSteroa 
voUkonuneneren  Theorien  vorgearbeitet  huL  ijio  hOngl  überdies  so  innig 
mit  seinen  Ideen  Über  das  Wesen  des  Lichtes  zusammen,  doss  seine  Gegner, 
glaube  ich,  ihm  Unrecht  thuu,  wenn  sie  bebaapten,  Deacartes  habe  diese 
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Erklärung  'hlas  oraonnon,  iiiii  sein  Plagiat  ku  bernftoteln."  (Pogg-  Vorles. 
S.  310—312.) 

Kij  niufls,  iina  gehen  wir  7,ii,  al»  eiiM^  fjatix  nattlrliche  ICrachoiaiin;^  aii- 
F-|(QSelien  wenicn,  'iaas  man  um  die  MiUo  und  den  8chluss  dm  siebzehiiU-ii 
.Iftbrh lindert»  Uoscartes  nur  fur  den  VerSftontlichcr  des  ¥on  Hnell  j^efiindenon 
Oesetzcä  hielt,  Ja  6i>}jar,  da.-it  .Manche  glauben  konnten,  or  habe  aus  ilbcr- 
grossem  Ehrgeiz  dio  Gelegenheit  benutzt,  bioIi  als  Entdecker  desselben  aus- 
zugehen. 

Willebrord  Snell,  einer  der  grü^xetou  Gelehrten,  welche  die  üniversiUlt 
lipyden  Jemal»  besessen  hnt,  siimeb  nach  zjihh-eii'hen  nillhevollen  Mt>8sungen 
«•ndlich  das  Brecht) ngsgeaet«  des  Lichtes  ans,  ahor  in  einer  Vorm,  die  noch 
diircliim»  nicht  die  spatere,  jetat  allgemein  jrobrSiichliche,  von  Descartes 
gefundene,  (Jcstalt  desselben  yerricth.  Er  legte  seine  groBsnrtige  Ent- 
deekun;,'.  deren  Tru^weite  er  nach  Uuygheue  Ausspruch  kaum  selbst  Hber- 
»ih,  in  einem  Werke  nieder,  Vi«i  dessen  VoUeudung  ihn  der  Tod  uberra^bto. 
Seine  Schiller  und  Verelu-er  lehren  den  weeentlicben  Inhalt  desselben,  doch 
dringt  die  Kunde  von  dem  ncmen  Gesetz  nur  wenig  tlbev  die  Cnfinzen  der 
BUidte,  in  welchen  sie  leben.  Da  erscheint  1G37  die  Dioptrik  des  Des- 
cai'tufl.  Detuirfa»  tlml  Ans  FIollIlitderK  Snell  keine  Krwllbnimg,  aber  nein 
Jlrechfm;,'Sgfset7  ist  mif  das  des  Snell  zurllckfOhrbar.  Sicher!  Kr  hat, 
dessen  Kntdccknng  gekannt,  da  er  doch  so  lange  bereits  tn  Holland  lebte. 
Wie  ifüre  es  möglich,  elf  Jahre  nach  dem  Tode  des  Entdeckers  dort  noch 
nicht  um  das  Gesetz  zu  \näsen?  Isaak  Vu^s,  ein  heftiger  Gegner  des  I>e8- 
cartes,  spricht  es,  nachdem  er  das  Manuscript  des  Snell  eingesehea  nnd 
darchblältoi-t  hat,  1(J69,  also  mehr  als  13  Jahre  luuih  des  Descartes  Tode 
zum  ersten  Male  als  setbstvärt<tilndtich  aus,  dasi)  er  die.»  ftir  die  Dioptrik 
gnmdlegende  Oeseix  mir  von  Sni-ll  entnommen  hulwn  krmne^).  Für  Ibt.s- 
cartes  tritt  merkwUrdigerweiKe  Niemand  ein,  nnd  BO  steht  es  denn  bald 
fest,  er  sei  ein  Falscher,  ein  unlauterer  Mensch,  ein  eigennütziger  Vorklei- 
nerer des  berühmten  frflbverstorbeaen  Wülebroi-d  Snellius. 

Man  miisA  en  wie  gesagt  zugehen,  es  war  nafurlicb,  dass  sich  diese 
flache  BO  entwickelte,  und  ebenso  nallUlich  gebt  sie  weiter  fort.  Chr. 
Huy^bens  M-ar  um  Ende  des  siolraehnten  Jabrbtmdoris  so  glücklich,  als 
letzter  niithentischer  Zeuge  SneU'a  Handschrift  »u  sehen.  Er  erföhrt  auf 
tragend  eins  Weise  von  irgend  ^Jemand,  denn  die  AngMi-  und  Ohrenzf^ugen 
Hind  Iflntrst  tndt,  dnss  auch  Dcücartes  die  Handschrift  go^ehen  habe.  Auch 
er  bestätigt  es  wie  alle  Welt,  dass  das  Oescarteescho  Gesetz  mit  dem 
Bneirscben  identisch  ii^t  und  vermag  sich  nnn  der  Uebenteugnng  nicht 
iünger  y.u  verseht ici«aen,  dass  hier  ein  direkter  Zusammenhang  zwischen  den 
Er^^bniiisen  beider  Mllnnor  obwaltet^).    Allerdings   Isast  er  die  Möglichkeit 


inifbblieiien,  dts^e^noh  aneh  anders  verhalten  ÜE 
viel   (lewictit  beütulegen. 

Die  ITrtlicil«  des  Voss  und  Hujgbons  eind  ddu  die  Fundiunoat«,  wormaf 
sicli  8i>ltt€'r  dio  hiälorisclie  DiireleUiuig  auFbaut,  welche  noch  gesttttzi  wird 
dnroh  ein  Zeu^mias  Leibnitzens  in  den  „acta  eniditonim**  vom  ilabro  16ti3*\ 
LeibniU  hatte  mit  Hülfe  der  Infinitesimal -licchnimg  dm»  ßrtxhangtgmab. 
neu  bewiesen  und  benutzte  gerade  wie  Descartes  dazu  die  TenehiedeMi 
üoäcbwiudigkLMten  des  l/icl)l«ä  in  den  Torschtedenen  oiiliscben  Medieo.  Br 
glaubte  nun,  Snelt  babe  etwa  auf  öin«m  ühnlichon  Wege,  wie  er  «elbst. 
»ein  ßetetx  gefunden  und  ivar  wie  ander»  vor  ilitu  Qbemsckt,  auf  die 
Form,  wie  De$caries  sie  gab,  zu  stoäaen.  Kr  s|u-iubt  nun  zwar  Bcibtrt  kein 
dii-ekto»  ürtheil  gegen  letzteren  aus,  citDtKt  sieb  aber  auf  äpleissiua''),  weither 
gaoT!  auf  deü  Voss  Seite  tritt. 

Ueberblickt  man  die  Gründe,  weli-he  für  die  Unredb'ubkeit  des  Des- 
cartea  von  Voss,  Uu>-£^eii8  und  Leibnits  angegeben  werden,  «o  wird  et 
ktiinent  entgehen,  daes  Foggendürtfs  AuKtUbrungen  ein  fast  wortgetnnw 
XocbklHng  dieser  aus  dem  siobsehnten  Jahrhundert  anf  uns  gekommenai 
ITrtlieilfl  sind  und  datui  alte  Unwahrsolieinlichkeiten,  welche  diesen  anhaften, 
in  jene  berflbergenoiunien  w-urdon.  Uiwb  nicht  Poggendorff  alloin  begieM 
sich  vollständig  unter  dio  unbedingte  AbbUngigkeit  von  diesen  alteroo  Antonn, 
8o  ihatcn  vielmehr  fast  alle,  welche  dieser  Angelegenheit  ihre  Anfmei 
keit  zuwandten,  so  dasg  ee  schwer  bSlt  zu  entscheiden,  wen  Poggcndorff 
im  8inne  hatte,  wenn  er  von  „eifrigsten  Vertbeidigeni"  de»  Descortee  spricht; 
denn  Antoren  wie  Uillet^),  der  zwar  sehr  entechiodeo  fUr  De«oarle8  Partei 
ergrnift,  al>er  seine  Ansicht  durch  atisfubrliche  Ortlnde  zu  statten  uicbl 
nntarniunit,  wird  er  kaum  gemeint  haben  können.  Die  bedeutenderen  ge* 
schichtlichen  Dartttel hingen  weichen  nicht  viel  von  einander  ab.  Man  bUttere 
in  Pricstloy's  Qeicbichta  der  Ojitik")  (l7""i)  und  man  wii-d  dort  die  heule 
allgemein  verbreitete  Meinung  vorfinden,  so  wie  in  der  Uebersctzui^  sehtH 
Werkes  von  KiUgel*).  J.  C.  Fischer*)  hklt  eich  in  seiner  Ge^chiclita  der 
Phykiib  zwar  sehr  objektiv,  aber  das  GesammtresoUat  seiner  Untersuchuagm 
ist  doch  auch  kein  anderes,  als  das»  DeMartes  sein  iiosetz  wohl  aus  Soetl'i 
Werk  gononunen  habe,  gerade  wie  es  auch  Wilde'")  in  gniner  GMchicht« 
der  Optik  ausspricht,  welcher  selbst  nicht  auf  die  Quellen  in  Dowaitea 
Sohriflen  xurQck gegangen  ist.  und  seinerseits  wieder  Poggeudorff  als  leüt« 
Quelle  geiUent  zu   haben  ecbeiul. 

Bei  weitem  selhst^tfUidiger  stehen  der  vortieigendcn  Streitfrage,  wie  es 
auch  Hchnii  die  ausführlichem  Mehamllung  de«  QegenKtondeN  bei  ihnen  v«r> 
mntben  tlUtst,  Delambre  und  Montiicla  gegenliber.  Delambre  widmet  der 
Sache  dw  Descartes  ein  bedeutendes  Interesse  nnd  führt  mit  SachkcsDi- 


Km  aiicn  nnr  mit  iinvollsUindigor  Verweri&ung  semfir  Sriiriflon  die 
dui'cii,  wie  er  sicli  ku  SnelJ's  KnUleckung  vorhlUt  Wj«  es  bei  gc> 
rechter  Beiuilieilung  nicht  anders  möfflich  ist  und  wie  es  der  holländisolie 
Oeacbichtsscbreiber  der  Univeraitilt  Leyden,  von  Kämpen"),  ebenfalU  tbut, 
i^priclit  er  es  aus,  daae  alle  .jene  von  Vobs  und  IlnyghenB  hervorgokubenen 
Momente  zwar  den  Schein  des  FUlechers  auf  Descartes  w&lnen,  das»  es  aber 
sehr  wohl  mljglivh  sei,  Deiicartes  habe  durch  eigene  Arbeit  das  inerknOr- 
dige  Gettetr.  gp.fnnden  im<l  hahi-  ein  Recht  eben^ngut  wie  Snell  /tlr  tlen 
Knlilecker  destielben  gehaltön  zu  werdt'n'*).  Hiomacb  gewinnt  es  sctieret 
den  Anficheitt,  aU  wollt«  Delambre  ftlr  Descartes  eintreten,  aber  im  wei- 
tereu Verlaufe  geiner  Darstellung  llis£t  er  es  bald  ttsbr  deutlich  dorch- 
Bchinimem,  dass  er  keine  Lanze  fUr  äeinf^n  Landsmann  ta  brechen  habe. 
Er  neigt  Kich  immer  m«br  der  Aneicht  der  Gegner  des  I)«scarte«  üu  und 
endigt  damit,  das»  er  sich  deu  Anklligem  desgelbeu,  wenn  auch  ungei-n«  an- 
soblies&cn  müsse.  Im  <ianzen  und  Grossen  ii^t  diese  Wondimg  tnttic  alledem 
nicht  zu  verwundern,  denn  Delamlire  nimmt  auf  ntirgfUltige  Zeitbeäliiiimiingen 
bei  lleurtheilnng  der  in  üede  titebend^n  AkUrnKtOcke  nur  geringe  Ktluksicbt 
und  benutzt  diu  vorhandenen  Dokumente  nur  zum  Tbeil.  Su  Iii^t  er  jenem 
merkwUrdigon  Uriefe  des  Dcscaiics  an  einen  UngcnannU-n,  Ep.  pai's  U.  ep. 
70,  in  welchem  ein  lutrumont  zur  Bestimmung  des  In-ücbungswinkels  be- 
euhrieben  wird,  eine  entscheidende  Bedeutung  bei,  um  dai'aus  SohlUsse  su 
UnguuBleii  dos  Doücai-tes  xu  ziehen,  w&br«ud  dieser  Brief  doch  gJtnzlicb 
xurQcktriLt  gegen  eine  ganze  Anzahl  anderer  Briefe  und  die  im  xehnten 
Kapitel  der  Dioptnk  erwfthnteu  Mittel  den  Brerhungsexponenten  zu  linstimmen, 
welche  beweisen,  dusü  Üfbcartcw  bereit»  vor  seiner  Uebersiedelung  mu^b 
Holland  das  Brecbungsgesclz  kannte.  Auch  dem  ümutande,  de&fieu  Uo- 
bunbre  Grwübnung  tbnt")  und  welcher  von  ihm  Terhältnissrntts^ig  stark 
betont  wird,  dass  nümUcb  dos  von  ihm  benutzte  Exemplar  der  Briefe  des 
Deseartes  die  verwutbliche  Mittelsperson  zwifichKn  Suvll  und  üescartee  auf- 
bewahrt habe,  kann  eine  Bedeutung  nieUt  beigcmetuten  werden.  Wenn  «ine 
Randbemerkung  dieses  Exemplai-8  zu  dem  oben  erwttbnten  70.  Briefe  des 
zweiten  TheiU  der  Briefe  aussagt,  dasa  ein  gewisser  QoliuB,  Profeetior  in 
Loyden,  der  ßmptitnger  dieses  im  Jahre  lt)32  geschriebenen  Briefes  ge< 
wescn  sei,  so  liegt  darchaus  kein  Gmod  vor  zu  vermuthea,  dass  GoUna 
Bm  Deficartes  das  Sn^ll'sche  Gesetz  mitgetheilt  und  dafUr  gewissermasBen 
LjQin  Uank  von  Descartes  die  Beschreibung  eines  zum  Ablesen  des  Brechungt- 
index  betjuemen  Insiniment»  erbalten  habe.  Es  Ist  gor  nicht  mehr  zu  be- 
äliminen,  aus  welcher  Zeit  und  von  wem  jene  liandbemerkimg  ht^rstammt'*). 
Aber  gesetzt  dun  Fall,  die  Marginulnotu  wllrc  binrcieliend  alt,  uo  würde 
es  kaum  wüglicb  sein,  daraus  etwas  anderes  zn  aohlie^aen,  als  dass  Dee- 


cartes  nnd  Goliua  sieh  Ober  oine  ihnen  beiden  bekiuiiil  ^^^^^ 
tialten  haben.  Wer  von  ibnen  Iieidcn  sie  zuentt  gewtiäst  flHpVBn  sieh 
ans  dem  Üriafe  selbst  nicht  im  entlerotesten  entscheiden.  Das  Jahr  1639. 
we1chß&  in  jener  Bandbemerkung  nlä  Abrwsuogsjahr  dieses  Brioree  erwflhat 
wiivdf,  mag  xudein  kanm  EutrofTen,  wio  sicti  mit  ziemlichor  Gnoauigkeit 
nacbweifien  liUst.  In  diesem  Briefe  wird  nSmlich  obeoso  wie  io  LMnf^m  noch 
Y.  Cousins  Angabe  aiis  dem  Jahre  lß37  etamincnden  Briefe  an  IMIUrt 
«in  Brennghu  f-rwllbni,  welches  mit  p^nz  lieäunderer  Sorgfalt  liergf'^tellt 
wurden  war").  Im  Jahr«  1637  wariin,  wie  aus  jenem  andern  Briefe 
unmittelbar  hervorgeht,  acht  Ckdor  neun  Jahre  nach  der  IIer«tellitng  de^eeltutn 
verflniiäeii ,  also  mag  es  um  16'2H  oder  1629  geschliffen  worden  aein.  Im 
70.  Briefe  ist  nun  erwHhnt,  das»  er  etwa  5  c»der  6  Jahre  nach  der  Her- 
stellung dieses  Olaees  geschrieben  äci,  er  wird  also  von  1633  oder  1634 
datirt  werden  müssen.  Der  in  jener  Uaiginalbemerkong  angegebene  Ter- 
min, Ana  Jahr  1G32,  ict  demnach  w<«hl  xii  frflh  und  »n  mag  auch  tiut  dem 
Niiinen  0»Hiis  »nc  kaum  hinreichend  begrflndote  VemiuUmng  zum  Ad«- 
druck  gvhracht  worden  sein.  Doss-  Oolius  *^)  aber  gar  dorn  Deecartee  du 
SneU'sche  Oesetz  mii^theüt  habe,  nuiss  als  durchaas  unhaltbar  von  dn- 
Hand  gewicaen  -  werden. 

So  wie  D«lamhre  behaitdelt  auch  Montiicia  den  Streitpunkt  mit  gt- 
wifi^enliafter  VcreiiTht.  Für  ihn  bleibt  er  iincntecbieden.  Neue  Moment« 
2o  <4einer  Lfitiung  bringt  er  nicht  bei  und  die  bis  zti  Keiner  Zeit  beacbtoUm 
lassen,  wie  oben  siift;;efuhii  wurde,  hCidiBtene  die  Vennuthung  anfkommen, 
dnsft  ein  mehr  oder  weniger  direkter  Ziisnmmenhang  Kwischon  Dewartes 
und  ^D'^ll  bestanden  habo.  Kr  beachtet  daher  zwar  diiwe  Vermutbiui|{«B, 
seUit  ihnen  iber  die,  wie  es  scheint,  aus  tieferem  Studium  der  Schriften  im 
Dwcartes  hervorgegangene  Cebericugitng  entgegen,  dass  er  die  in  den  An- 
liSngen  des  J^isoours  sur  la  mcthod«  niedergelegten  Kntdeckungeu  acboa 
Jahre  vor  der  VerölfeDtUchang  bes«s8en  habe'^).  Hier  spricbL  sieb  Htm- 
tnola  fast  in  demselben  Sinne  aus  wie  sjtftter  Millet,  und  es  ist  in  der  Tltot 
Kehr  HU  bedauern,  dass  weder  der  eine  noch  der  andere  die  (trOade, 
Welche  sie  7.u  der  von  der  gewühnlichen  Meinung  »i  vertiobiedenen  An- 
sicht gefQhtt  babt'n,  HuurDbrliub  dargelegt  hat.  Interense  (llr  den  fraaiO* 
sischen  Landsmann  allein  ist  es  weder  bei  Monlucla  noch  Millct  gewesen,  wv 
sie  veranlasst  haben  mag.  fUr  Descartes  einimtreten,  .•^pri'.-bt  sich  doc-h  sogar 
der  bereits  oben  erwähnte  von  Kampen")  nicht  anders  aus,  der  doch  ab 
Holländer  gewiss  keinen  Ürtmd  gehabt  haben  wird,  seinen  Landsmann  Snell 
gegen  Descartcs  zurUcktreten  zu  Lassen;  und  auch  Pfleidcrcr  in  seino'n  wenn 
auch  nbpraiitt  karten,  al>er  sehr  besonnenen  Tbei^eu  nimmt  ent^bi^den  Hlr 
Uejicartes  Partei ''j.    Man  kann  sich  auch  in  der  Tbat  der  Wahrheit  dessen 
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nicbt  Terscfaüessen,  was  Millet*^)  ausfahrt,  dass  es  sich  bei  sorgfBltigw 
PrOfung  der  Uriefe  des  Descartee  ala  rfiWif^  sicher  ergiebt,  Uescai-tea  sei 
längst  im  Besitze  seiner  opUecben  Entdeckungen  ^veeen,  als  er  nach 
Holland  UherKied^lt«.  Daes  die«e  Briefe,  sowie  die  SfeUiode  den  Brechuugs- 
index  zu  beBtimtnen,  wie  sie  im  X.  Buche  der  Dioptrik  angegeben  ist,  bis- 
her kaum  aiiKgenuUt  wurden,  ist  wenig  erklärlich.  Aber  nur  dadurch, 
da&s  dies  unterblieb,  lüssi  es  sich  begreifen,  doHH  sich  din  Kinmal  vnn 
Isaak  Voss  und  Huyghens  ausgesprochene  Meinung  so  allgemeio  rerbreiton 
konnte  nnd  nicht  in  Deutschland  allein  »ondern  ancli  in  England,  wie 
Wheweli  in.  seiner  Geschichte  der  indnktiven  Wigsenscli alten  beweist  "*). 
Bei  diesem  letzteren  tritt  sogar  die  Vermuthung,  dass  Descartes  des 
Snelliiis  >Ianuscript  gesehen  und  beaubtt  habe.,  mit  einer  so  naiven  Sioher- 
Ijeit  auf,  dai>s  jeder,  welcher  die  Darlegung  der  in  Rede  stehenden  Haohe 
tH!i  ibm  liest,  aucli  gar  nicht  einmal  zn  der  üeberKeugung  gelangt,  man 
habe  ea  hier  mit  einer  nur  hJtchxt  unaicher  Iwglaubigien  Wahrtichoinlichkoil 
zu  thuii.  Nur  in  Frankreich  ^)  sind  immer  und  immer  wieder  Bemühungen 
zu  veneiehnen,  den  nur  schwach  gestutzten  Beweisen  fUr  ein  Plagiat  ent- 
gegm  tu  treten,  allerdings  bis  jetzt  mit  geringem  Erfolge.  Wie  bereitn  bei 
Oelegenhcit  der  Erwähnung  von  Mület's  Schrift  ausgosprocheu  wurde,  liegt 
dieser  Misserfolg  in  der  kui-zeu  Art,  mit  welcher  hier,  ohne  da£s  die  Gründe 
ausführlich  an;;;egehBn  wurden,  die  Streitfrage  in  einem  anderen  Sinne  ge- 
löst wird,  als  die  in  diesen  Dingen  maasgehendsten  Stimmen  entschieden 
hatten. 

Brechen  wir  hier  die  geschieh tlii- he  Besprechung  ab  and  faseen  die 
ßinwOrfe,  welche  man  gegen  die  selbiUtlodige  Kctdeckang  des  Licht- 
hrechungsgeKelxes  durch  DescaTt«s  besonders  erhnben  hat,  nun  noch  einmal 
abechliessend  xosammen,  m>  sind  es,  so  viel  ich  selie,  folgende  ftlnf,  welche 
einer  Berlloksichligimg  unterwürfen  werden  niQssen: 

1)  Doscartef  tiat  Ober  20  Jallre  in  Holland  getobt  und  hesaft«  unter 
den  Uelehrton  dieses  Landes  viel  Freunde  und  Bekannte.  (Vors.  l'oggcadorfT.) 

2)  llortensius  bat.  litfenUicli  und  privatim  die  Kntdeekung  Snell's  in 
in  Holland  gelehrt.     (Voss.) 

3)  Descaries  nennt  so  gut  wie  niemals  seine  Qnellen.  (Leilmita- 
pfjggendorfi.) 

4)  Kr  fuhrt  Veinen  einzigen  Versuch  an,  woduroh  er  sein  Gesetz  gefunden 
haben  kunnte.      (PnggendnrfT.) 

!>)  Kr  hat  sich  beim  Beweise  seines  Breclinngegesetzes  arg  ver- 
wiokelt     (Leibnitx.) 

Wir  werden  am  besten  diesen  BinwUnden  begegnen,  wenn  wir  erstens 
ISO   weit  alti  nir>glicb  die  Zeit  festziisetcen  unternf^lnuen,  in  welcher  Deacarte» 
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zuerst  von  Boinem  Brecbungsgesetz  Gebrauch  machte;  wenn  wir  Bodann  ver- 
suchen darzulegen,  auf  welchem  Wege  Descartes  selbatständig  and  aus  den 
ihm  zugänglichen  Gedankenkreise  heraus  sein  Brechongsgesetz  gefonden 
haben  möchte,  und  wie  dies  ohne  Versuche  hat  geschehen  können;  wenn 
wir  endlich  drittens  prüfen,  in  wieweit  sich  Leibnitz  mit  seinem  Vorwurf 
gegen  den  Beweis  des  Brechungsgesetzes,  wie  er  im  zweiten  Kapitel  der 
Dioptrik  gegeben  ist,  im  Rechte  befindet 

1. 

Verfolgen  wir  des  Descartes  Leben,  so  begegnen  wir  ihm  in  Holland 
zum  ersten  Male  im  Mai  1617.  Er  hat  eich  dem  Heerl^er  des  Herzogs 
Moritz  von  Oranien  angeschlossen,  der  damals  während  des  Waffenstillstands 
zwischen  Spanien  und  Holland  in  der  Festung  Breda  Hof  hielt.  Descartes 
bleibt  bis  zum  Juli  1619  in  Breda  selbst,  wo  er  bei  dem  regen  Leben, 
welches  die  um  den  Herzog  versammelten  Ingenieure  und  Gelehrten  in  die 
Stadt  brachten,  seine  Neigungen  vollauf  befriedigt  fand.  Während  dieses 
Aufenthaltes  lernte  er  unter  Anderen  den  Mathematiker  Beckmann  kennen, 
mit  Snell  dagegen  kam  er,  soviel  bekannt,  nicht  in  Berührung,  da  er  Lejden 
nicht  aufsuchte,  wo  jener  lebte.  Es  wäre  aber  trotzdem,  wenn  Snell  vor 
dem  Juli  1619  das  Lichtbrechungsgesetz  gefunden  und  andern  davon  Kennt- 
niss  gegeben  hatte,  möglich  gewesen,  dass  Descartes  es  erfahren  haben 
könnte,  und  wir  dürfen  Über  diese  Möglichkeit  nicht  mit  Stillscliweiyen  hin- 
weggehen, wenn  es  iiuch  wahrscheinlich  iat,  dass  Snell  sein  Gesetz  erst 
später  entdeckt  hat. 

Nachdem  Descartes  den  Dienst  in  dem  lioUiindicichen  Heere  verlassen 
hatte,  folgte  er  dem  äas  Herzogs  von  Bayern  nach  Deutschland  und  Un- 
garn, gab  aber  H)21  das  militärische  Wandeilebon  auf  und  reiste  über 
Norddeutscbland  und  Holland  nach  Frankreich  zurück.  So  sehen  wir  ihn 
zum  zweiten  Male  Hollands  Boden  betreten.  Er  lieiss  sieh  Anfiiiig  De- 
zember 1021  im  Haag  nieder,  aber  schon  im  Februar  1(122  i(-t  er  auf  dein 
Wege  nach  Ronen,  um  nnn  eine  Reihe  von  Jahren  in  Frankreich  zu  hleibpn. 
Diesmal  ist  er  etwa  zwei  und  einen  halben  Monat  im  Haag  gewesen  und 
wird,  obwohl  wir  nichts  davon  wi-^sen,  mit  den  Gelehrten  der  nabegelegenen 
Universität  Leyden  in  Berülinmg  gekommen  sein.  Snell  hatte  damals,  1G21, 
aeinen  Cyclnmetricus  herausgegeben  und  arbeitete  vermutlilich  an  dem  im 
Jaliro  1624  eröchieneuen  Tipbys  Ratavus.  Beide  Schriften  behandeln  (regeu- 
stiinde,  die  mit  der  Optik  nichts  zu  snliaH'cn  haben,  und  so  lilsst  sich  ver- 
iniilhen,  dass  t-r  die  optischen  Studien  erst  in  seinen  letzten  Lebensjahren 
energisch  angegriffen  haben  wird,  denn  es  erscheint  nun  kein  Wert  mehr 
bis  zu   seinem   Todn,  während   sie  früher  sclmell  auf  einander  folgten. 
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Der  zwetto  Aufenthalt  des  Doscartea  ia  Holland  würde  die  zweiU  Go- 
)eg«nboil  ^'elioien  baben,  dng  SiioU'ttche  lite&etz  kennen  zu  lornon,  woon  Stiell 
es  bt'reits  Bodo  1G21  formiüirt  liatte.  P.  ßcis  betzt  nun  dessen  EuUIeckimg 
itu  Jahr  1620,")  jedoch  ohne  einen  bestimmten  Anhalt  dazti  sn  haben, 
vielmehr  nur  nach  MutLmassuog.  Whewell'^  hat  den  Termin  der  Enl- 
deckuug  itts  Jahr  Iti2l  {LtesoL^l,  aber  ebenfalU  anr  nnch  allj^enieiaer  SuhStziiug. 
Wir  können  büideD  Zßitniij;;nl<on  kein  Ciewiuht  beilegen,  da  eti  keine  Quellen 
dafür  giebt,  und  ebeniui  wenig  einer  anderen,  welche  die  Entdeckung  iiu 
Jahr  lfi2.'i  mitl"). 

Nnclidem  Deeicartes  eine  iSngere  Ileibe  von  Jahren  in  Frankreich  ge- 
lebt hatte,  siedelte  er  im  MSrz  1G29  vollständig  nach  Holland  über,  wo 
er  bis  in  die  zweite  Hülfte  des  Jahres  1649  blieb,  um  dann  nach  Schweden 
KU  gehen,  wo  er  1650  starb. 

Als  er  an  zum  dnticn  Male  1629  Kolland  auffiiichLu,  war  doa  Snell'ttcbe 
ßreohungsf^setz  gewiss  echun  mehrere  Jabro  hindureh  bekannt,  und  es  statul 
demnach  nichts  im  Wege,  daas  er  doswlbe  erfahren  konnte,  da  er  in  HoUanr] 
viele  ITelehi-te  x.ii  Freunden  hatte,  obwohl  er  mit  der  Uberwiegemlen  Melir- 
isahl  in  keinem  Verkehr  utand. 

Diesen  letzten  Anfcnthalt  haben  nun  oiTenbar  Vnss  sowohl  wie  Leib- 
nitz  und  Pog^endorff  im  Auge,  da  aIv  sagen,  Aam  er  über  Kwamig  Jabre 
oder  wenigsLtttts  sehr  lange  in  Holland  gelebt  habe.  Voks  spricht  es  tiogar 
ilentüch  genug  ans,  dass  er  nur  diesen  AiifenUialt  meint.  Er  sehreibt: 
,,Nachdeni  er  nach  Holtand  Oberge^edell  war^),  liabo  er  von  dem 
Bre«bimgs.ge«ofz  erfahren  mUsscn."  Hierin  lici^l  das  stillschweigende  Zugo- 
stlludnieB,  dass  die  frtthcren  kürzeren  Aufentbalte  in  Holland  von  Dcscartcs 
wohl  desshalb  nitht  blltten  benutzt  werden  kennen,  weil  Snell  wedftr  vor 
IGli^  noch  vor  1622  geiu  BrechuRgsgeBetz  ausges)ir(]clien  habe,  ein  2uge- 
Indnisa,  welches  wir  ana  ztmUcbst  auch  einraoh  aneignen  können. 

Ciehen  wir  aber  vim  lUt-xer  VoraiiHtietKimg  aus,  so  kann  man  darthun, 
dafifl  DenearteK  mit  d«r  vollen  Konntni^ä  de«  BrerhiingageeeLteK  niu*h  Holland 
kam,  und  es  fallen  damit  die  Anklagepunkte  1  und  2  volbtlUidig  hin,  Von 
besonderer  Wichtigkeit  sind  nSmtich  ttlr  unitcre  Frage  die  Jahre  1627  and 
1628.  In  diesen  Jahren  K'^cliEirUgt  sich  Descaries  sehr  eingehend  mit  der 
Herxtülhing  von  o|>tiM!hen  (rlllsem.  Ks  lag  überhaupt,  nachdem  durch  di« 
Krfindimg  der  Femgläser  und  Mikroskope  alle  Qaieter  mächtig  in  Bewegung 
gerathen  waren,  in  der  Zeit,  möglichst  vollkonmiene  [netnunento  /.ii  l)üsiU«n, 
qnd  ß*(  sehen  wir  vißle  Männer  theoretisch  und  praküdnh  thBtig,  um  wirk- 
110  ßrennglilser  xn  verfertigen,  vor  allen  solclie,  wekthe  sfimmtlitthe  auf- 
fallende Htrahlen  in  einen  uin/i^'en  Punkt  ziit>ammi>nhn»:ben,  was  bei  (illl- 
sem   mit  kiigL<lf<'irrnig  geschliffenen   Fljlchen  bekanailicb   nicht  der  l''ntl  Ui 
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Kepler  hutte  Hio  Abweirbutii»  wrgpji  der  Kui^el^srtaüt  iiere» 
auclit«  cbeiifalls  #cbon  oacli  der  besten  Form  der  ÜrenngL 
ucb  don  .inaklutUcben  Curven  für  solobe  (ilüser,  ohne  j«<locb  Krfo^  daru 
zn  halten.  De&cartes  sttidirie  nno  die  Bigenftchaften  der  EIIi|»ee  aixl  Hj- 
]iorl)nl  mit  lUlckNicbt  auf  die  Bfecbiin^  und  fand,  Aana  cä»  die  Strahlen, 
welche  mit  der  >n^ee«ii  Axo  partiUel  eiurullou,  nacli  Jtmi  rtm  ibnon  Atu- 
gangspankt  al>g8wendetcn  Brcan|mnkiu  hin  brechen,  sobald  die  OoschwlDtUg- 
keiten  des  Lichten  in  den  beiden  Median  diesseits  ond  jenEeiU  der  l'iimB 
ein  bestimmtes  Verhitltniss  haben.  Dieses  VerbSltms?  fand  er  daivh  di« 
grosse  Aie  nnd  Excentrlcität  jener  Kegelschnitte  Bsirt  Um  also  GISjht 
m  erhalten,  welche  die  gevrtlnschte  Eigenschaft  haben,  mnaate  er  diasos 
GW^sBenverliKltuistf  der  llauptaxe  znr  doppelten  Kxcentricität  der  Geschwta- 
di^keit  de-s   Lichtes  in   Luft  und  lilan  anpaüsen. 

Datis  dem  Del^cartefi  unter  HeihUlfe  des  Mechanikers  Kerrier  berata  ums 
Jahr  1028  ein  »ohiheB  Glas  ganz  vnnUglich  >;<-hinf{''^l,  ist  nicht  alleia 
durch  die  Briefe  de«  DesoarteB  beglaubigt,  aondern  {'oggendorff-*(  Mll»t 
nibri  es  in  seiaen  Vorleeiuigen  an.  Dm  ein  solchM  schleifen  ni  kAnneo. 
waren  aber  nicht  allein  Maschinen  und  V'orabimgen,  sondern  auch,  und  du 
ist  das  Wichtigst«,  Mittel  nfiihig,  um  die  Grösse  des  thearettsoh  nnd  all- 
gemein gefundenen  Drcchungsexpononlen  fUr  zwei  bestimiute  optische  Medien, 
Luft  und  iHas,  zu  be^timraen.  Dieß  glückte  ihm  mit  HQlfe  des  im  X.  Ka- 
pii(?l  der  Bioplrik  angegelvenon  Messlineals,  dessen  dort  gegebeDe  Besohrvi- 
bitng  fast  würtlich  mit  den  linf<nichen  Mittheilangen  darttber  ans  dvm  Jahre 
1029  Übereinstimmt^).  Um  so  zusammengeeetcte  Botrachtnngen.  wie  mä 
difises  MesainstrtuneDt  nüthig  machte,  durchzuführen,  mn»äte  aber  noUiwaO' 
digerweiäe  eine  angemessene  Zeit  vergehen,  und  se  vrerden  vir  nicht  imo, 
wenn  wir  annehmen,  da««  Diwcarte«  bereits  1627  oder  noch  frfihet  im  Be- 
sitz aller  zum  ächliff  brauchbarer  elliptischer  und  hyperbolischer  Glli«T 
nothwendigen  liUlfcimittel  gewesen  ist.  r>amit  kommen  wir  dem  Tndr»- 
jahre  Snell's  16ä6  uo  nahe,  daes  man  Tersuoht  ist,  die  Beuchltftigung  Iteider 
Ullnner,  SneU's  und  Deecartee',  mit  den  Breübungserscheimingen  de«  IJcbts 
fUr  nahe;cii  gleichzeitig  zu  halten,  währt-nd  beide  rSuuitich  weit  von  rinamlor 
getrennt  waren,  auch  einen  unniitlelbaren  oder  mittelbaren  brieflichen  Ver- 
kehr nicht  hatten. 

Aus  alle  dem  güht  hervor,  daas  DesttTtes  banöta  162A  im  vrill«n 
Beeits  des  Lichtbrochungugeyetze»  gewesett  iai,  obwelll  4m  Diüptrik  er>t 
lC3i  hrraus  kam,  dasa  er  alan  vnllknmmen  damit  Tertraat  war,  als  er 
lliilhuid  zum  dauernden  Aufenthalt  nahm,  und  da»  ihm  die  gniUEcn  20 
.(ahro,  die  er  dort  verlebte,  in  diesem  Punkte  nicht«  mehr  helfen  kunntun. 
Damit  ist  eigentlich    aooh   der  Punkt  3  erledigt,  da»is  Hoi-tcnsiu»  ihm  die 


Kenntoiss  in  BnfWvtshvn  HrcchnogsfrcseUiM  vermittelt  habe,  indem  wie 
laaak  Voss")  behauptet,  Dedcarlus  durch  dessen  VorLrS^'o  diu  Haufit^aohe, 
die  Verwendung  von  Htrecicen  bei  Aufstellung  des  LicbtbrochiingsgcbotiECK, 
erfahren  habo.  Dem  vrtderatreitet  vor  allein  des  llorteniiius  damals  micb 
jiijfendliühfa  Alter;  er  ist  eriit  im  Jaliro  lliOÄ  geboren,  war  also,  als  De»- 
Carlos  Kum  »weiten  Male  im  Wial«t'  lti'2 1  auf  1  ti2'2  Hollund  betrat,  1 0 
bis  17  Jaliro  alt,  und  knim  somit  wohl  kaum  damals  VortrSge  llber  J>ndU'H 
Dioptrik  ^fchalten  habon,  vorausgesetzt,  da;$s  Snell  zu  jener  Zeit  bereits  seinen 
ScbUloi-n  und  damit  weiteren  Kreiuen,  denn  Horten^iiis  war  kein  ächOIer 
Snell's,  das  Brechungsgeeetx  mittheilen  konnte.  Im  Jahre  1634  wird  er 
Lelircv  der  Mathematik  in  Amsterdam,  and  bienuit  l&äat  eich  wohl  ver- 
einigen, Am»  DeAcartos,  dar  sich  spfiter  häufig  in  Amsterdam  aiifliielt,  jetxt 
diii'ob  Hortensius  Kitude  von  Snell'ä  Kntdeckung  bekommen  haben  kann. 
Damals  aber  war,  wie  oben  auägclUlirt  ivorden  ist,  Des4»r(ea  längst  im 
J)4>«i1zß  süines  eij^enen  Brecbuugsgeaetzes,  und  »o  konnte  ihm  Hortentümi 
nichtd  Neues  bieten,  .ja  Det^vartes  miiBBte,  wenn  Ilortcngius  die  Snell'eche 
Faasnng  des  Gettetxeii  vortrug*,  sich  mit  voüem  Bechte  sagen,  daas  die  sei- 
nige  bei  weitem  die  bessera  sei. 

Fragt  man.  imd  dan  ist  an  dieser  Stelle  nothwendig,  nach  den  haupt- 
sächlichsten Quellen,  anf  welche  man  fllr  richtige  Bourtheilung  der  lle- 
aiehungen  Descartes'  zu  Snell  und  »einer  Entdeckung  Kiurtlokgreifea  mtiss, 
BT»  ifit  aiib'ser  dorn  70.  und  81.  Briefe  deti  i>weiten  BiikIigh  basonilevti 
der  uiemiich  volktändige  Briefwechsel  Kwi&ehcn  ÜCBcai'teti  und  Ferner  2U 
erwKhnen,  welcher  in  den  Briefen  XII,  79 — HS  vorliegt  Namentlich  durfte 
der  82,  Brief  eine  besondere  Bedeutung  beanspruchen.  Kr  iät  wie  die 
Übrigen  im  i>|>litjahr  1B29  geschrieben,  als  Descartes  )icreiti<  nneb  Uollamt 
Oberge^iedelt  war  und  Ferrier  in  Paris  in  gedruckter  Stinunmig  xorück- 
gelatiHen  hatte.  Perrier  hatte  nJUnlich  weitere  Auftrüge  bekommen,  Gläser, 
sei  c«  XU  Teleskopen,  sei  i^k  zu  andern  Zwock<m,  zu  Eobieifeu  und  vermochte 
es,  nachdem  Desc-artuK  Parts  verlaui^en  hatte,  nicht  melir  auszulUhrcii.  Gr 
war  gewiss  uuch  tbuoretiscb  gebildet  und  geeignet  Boäcaiies  Entwicklungen 
zn  verstehen,  war  aber  jetxt  dennoch  einer  vollständigen  Kathlosigkeit  »um 
Opfer  gefaUen,  woraus  hervorgeht,  dae^  er  nicht  die  nelbglstSnrligR  Bedeu- 
inng  gehabt  haben  n*ird,  dio  Kuno  Fischer  ihm  in  der  UaräU'llung  divaer 
Periode  des  I^ebentü  Descartea'  :&tis|iricht.  Kr  war  ullci'din^'ti  via  Freund 
des  let&teren  und  kann  schon  deüähalb  nicht  gaux  ohne  Kenntnisse  gewesen 
sein,  aber  gewida  wnrde  diese  Preundschufl  durch  seine  selten«  technische 
UctH:hicklit;hkeit  wesent.l!cb   befördert. 

Die  Briefe  üwitinhen  bcidKU  Mlinnem  liaodelu  iedigUob  von  der  Ein- 
riebtang der  Schleifmaschinen  fUr  gekrtloitntc  (iiS&er  und  den  Kntdcckiingfn 


SB,  nm  di^noHtiyii  GaeUiL  der  byperbolii 
Forricr  hatte  sich  fralier  NotUen  darüber  gemacht,  flHHHr  vitIoi 
wendet  sich  nun  brieflich  ru  Descartea,  dt  eioo  jicrKOnliche  ZusommtiBkuafl 
nicht  aus^'oftihrt  worden  kaniitf.  um  die  wivhtii^ren^  zur  Äu&Qlxing  seiner  Kunst 
Dothn^ndigen  Anleitungen  zu  erUingKii.  De»c»rt«K  antwurtirt  ihm  S(<hr  Bnt>nihr- 
lieh.  In  dicHun  Antwiirion  hc^'eguct  man  mm,  wie  oben  anj,'udeiit(!t  wnrde,  alleo 
den  (Eetlankon  und  Enidecknogeo,  wolchs  noch  so  langen  Jahren  erst  in  der 
Dioptrik  niedergelegt  nnd  ventlFchtlirht  wurden.  Da«a  er  hier  auch  Vrdoi|^ 
gegi^nilWer,  don  man  violleicht  aU  den  einzigen  Nehenbuhler  des  Dcscartus  in  op- 
tischen Dingen  bezeichnen  kann,  durchaus  aelbststüudig  tind  völlig  Oberlegt«  er- 
scheint, ist  namentlich  aue  einer  Wendung  ersichtlich,  welche  lt  liei  der 
Beechi-eibuag  der  hauptsnfThlichsten,  «nr  lleretelitiDg  der  Schleif maeoUnt 
nothwoodigen  Cnnstniktiun  gebraucht.  Da  heisat  es:  „Kin  aveit  gWlsHerw 
Geheimnis»  ist  e»,  mit  Htllfe  jent<r  drei  Ptmkt^!  .1,  li,  C  oder  D,  K,  F 
oder  fthnlich  liegender,  den  Ncignnguvrinkel  zw  tindcn,  den  Deine  Matchii» 
haben  muijs,  und  ich  glaiil>e  nicht,  da«a  irgend  jemand  Dir  ausser  mir  Au- 
kunfi  darüber  geben  ki^nnlB,  obwohl  die  AuefOhrung  nicht  besonders  «ohwie- 
rig  int."  Was  sich  Descartes  hier  aellwt  zuschreibt,  iniias  auch  uiibe«1ingt 
als  sein  geistiges  Eigenthuni  aogeseben  werden.  Aber  auch,  wa«  den 
Ubdgen  Inhalt  der  Briefe  und  die  ganze  Art,  die  hier  behandelten  Pro- 
bleme anfzufasücn,  bi-irifft,  mi  pi-ht  Descartes  im  Vergleich  lu  Sncll  tob  m 
Tvrsehicdt;nen  Ornndlagen  au»,  A&ss  es  kanm  mt^glicb  ist,  zu  verstehen,  wie 
er,  wenn  er  die  SncU'schen  LOntdcckungen  schon  kannte,  den  Umweg  durch 
die  Kegelschnitte  und  sein  Dioi>terinstrumcnl  bat  maohon  k'^innen. 

Aber  aach  abgobeben  von  diesen  inneren  iJrUnden,  welche  geg«  vam 
Abhängigkeit  von  Snell  sprechen,  mues  man  bedenken,  da&it  Descaiiee,  ak 
er  sich  daa  Brechimgsgesetz  klar  machte,  in  Paris  in  der  nUei^rtiwtsB 
ZurUckgezogonheit  lebU',  ko  dase  er  selhBt  Hlr  einen  Theil  seiner  pariser 
Preundu  fUr  verschollen  galt,  und  dase  er  mit  Holland  in  gar  keinem  V«r> 
kehre  stand.  Es  wird  somit  nahezu  iindeukbar,  das»  er  bei  den  danuüigeil 
Verkehrsmitteln  von  einem  nur  tm  Manu»criijie  vorhandenen  Werke  eines 
liO.vdcncr  Gelehrten,  wie  es  das  Werk  Snell's  über  Optik  wiirj  Konntui» 
bekommen  habe^  welches  in  Holland  selbst  fast  ri>llig  unbekannt  blieb. 
Daas  damals  wie  anch  später  nach  Frankreich  von  der  Snell'schen  Ent- 
deckung nichts  gedrungen  war,  ISsst  eich  vielleicht  am  bebten  aus  dem 
Verhaltvn  Fermafs  ersehen,  welcher  von  lß37  ab  mit  Descartea  in  einen 
heftiguu  wissenschaftlichen  Streit  tiber  das  Brechnngsgeseta  gerieth,  irnd 
da  er  dem  Descartc)^  und  seinen  SchUlem  eine  Zeitlang  Susserbl  fuindiflig 
gesinnt  war,  gewiss  kein  Mittel  von  der  Tragweite  de«  Vorwnrfs  einer 
FJllscfaung  anbenutzt  gohsscn   hatte,   am  Descartes   zo   bekämpfen.     Durch 


len  jartroU^^^Hreit  geht  mich  nivlit  die   letscato  Andeulun;*  dj^von  bin- 
durohf  tlft«^wB"mii  Anderer  eia  Üre«huog«getratz  foruiiilirt  Iiahe. 

So  kommen  ^ir  denn  zu  dem  Schluß,  dai«  De»!arte£,  wenn  ur  Ober- 
haupt von  de«  Snell  Ent«leckiing  Nutzen  gezogen  haben  »oll,  dieselbe  wKlirend 
seines  kui-zen  AurenÜialtti  in  Hf>lland  wlitirend  dutt  Winter»  1621  auf  '22 
erfahren  halben  cjUäSto,  dit.^ä  er  abüi'^  wenn  dies  nicbt  gescliohi:»  ist,  tliuf 
DrechnngsgeueU  selbststündig  aiifgofiiudon  bat.  Die  von  Voss  nnd  PuggendorlT 
iiits  (Iph  Zeittimstttoden  irnttiommenen  Grilnde  f(kr  die  ßnitvbniing  deeselbfiD 
v«m  8110II  reiclien  nicbt  inciir  hin,  und  niiui  tnElöStc  sieb  dabur  auf  andere 
sltlUen;  »olube  sind  aber  nicht  vorhanden. 

ileacbten  wir  min  noch  kurz  den  Anlklagepunkt  3,  „diud  er  ih>  gut 
wie  nienials  steine  C^iieUen  nernil."  ßotl  man  diesen  Vorvrurf  no  sufTasKtfo, 
dan»  er  gesucht  habe,  auch  wo  ur  die  Quellen  wiiKbtc,  den  initgßtheittvn 
Inhalt  dei'solbeu  ale  sein  Eigonthum  in  Ansiiriiub  isu  nehmen,  so  braucht 
dem  n4ir  t-ntgogengoh alten  ku  werden,  einmal,  da^n  es  in  unKi.'rm  Kalif  Wohl 
ein  hotTniiugsluse»  Untemebmen  gewe»en  wKre,  ein  ancrkanntt^nmjj^en  auf 
8neU  ziirtickgefubrtoa  (Jesetz  noch  nach  elf  Jahren  als  «ein  Eigenthujn  ku 
rckLaniii-en,  ohne  besonders  m  zu  betonen,  doss  nivbl  Snell,  sondem  er  der 
Entdecker  sei,  dann  aber  auch,  dan  Descartes  brieflich  eine  solche  Abniclit 
Uberbaitftt  weit  von  sich  weist.  PoggendcrtT  sipricht  den  schweren  Vorwurf 
der  Unredlichkeit  ganz  allgemein  ans,  i)>t  dabei  alier  blindlings  seinen  Üo- 
währsmllmiEtni  Lt'lbnitx  tmd  Wilde  gefulgt,  uhne  zu  prUfeu,  nh  es  den  vor- 
liegendeu  Aeuü&eningcu  des  I)e.>«carteii  selbbt  entsprechend  war,  eine  Kolcho 
Anklage  zu  erheben.  Woranf  Loibnitx  seinen  Zweifel  an  Doscarte«  Ehr- 
lidikeil  gründete,  wiiisen  wir  nicht,  denn  d:uts  .Spteissius  die  Wirbel  des 
DescjLrteti  bereite  bei  (Üord.  Bruno  und  K^ipler  gefiiadeii  haben  will,  kann 
doch  nicbt  geoQgen.  Üescartes  hatte,  die»e  UeberxQngang  dUrfen  wir  mcht 
so  leicht  preisgeben,  ein  viel  zu  r^^tes  Gewiii$en,  um  oioh  uine  bolobe 
wissonBcbalilicbo  Niedrigkeit,  wie  sie  in  dem  Vorwurfe  Poggendorfl'd  liegt, 
hier  zu  Schulden  kommen  zu  lassen.  Sind  wir  doch  in  der  La^'u,  sein 
Verballen  in  mehreren  gaox  Sbnltchen   Füllen  zu  hfobaebten. 

Man  hatte  ihm  den  Vorwurf  gemacht,  wie  er  litu-cb  Mersenue  erfuhr, 
dass  er,  uhne  Kepler  zu  nennen,  seine  Kenntniss  der  b^iperbolischcn  und 
olUptiscbon  UlKser  sowie  ihre  Benuixung  aus  Kepler's  Scbhftun  in  seine 
I)ioptrik  berlLbergenommen  bähe.  Auf  dienen  Vorwurf  antwortet  or  in 
einem  Sriet'e  an  Mereeune  in  imverblüiiiter  Weise,  so  dabs  wir  einen  ItOck' 
eohlu^s  auf  den  Fall  mit  dem  BrechiingsgoseU  ziehen  dUrfen. 

„Jener  Mann,  weluber  mir  vnrwirft,  ich  biittfl  aus  Kepler  die  Ellipsen 
und  Parabeln  mwiner  Uioptrik,  «eigt  entwwler  seine  Bosheil  oder  sein« 
Jgnoranz.     Was  diu  KUi)tte  betritl't,  so  besinne  ich  mich  nicht,  das«  Kepler 


T^eWzeugmif^  bildet«,  hier  äei   wirkUcli   das  richtif*e  Oe^etz  jnfhndeD, 
gewUs  »ehr   inllbt>amu  Voreucltv  dtizii    iritiij'irtva ,    um   es   la    d«r  xoti  SncU 
auiix^i>r<')clit!Dmi  Vitnu  «luruli  ßeobat^litutigen  2u  botlüLij^tiii. 

Dm-  8cbluitH  Jüavr  oben  uugofUlirLcu  AuxUutsuug  ^'egeuUber  Hdraeur 
dürr  woU)  dabin  inlcrprotiri  ncrdon,  daäs  [)esi:a.rte$  llberliaupL  nicbt  im 
eatftirnU-ülcn  doruD  gedacht  bal^  irfj'cnd  jemandem  Wi-diunät  zu  boeintrS«b- 
tJgOD,  und  da88  er  dor  Meinung  gewesen  ist,  da«3  vo  sehr  viel  vor  ihm  in 
der  Optik  uicbt  geleiülat  worden  iät,  womit  er  im  Uanzon  and  Gro«««n  aocb 
vGUtg  itu  Recbt  war. 

Im  Anhubluss  an  die  beiden  so  elwn  orw&linlen  üelegenhett«n ,  wo 
sieb  dum  DReüartr«  Anla&s  bot,  s^inc  ßenehiingen  »i  iltlerfln  Auti^nm  iumI 
seine  Anüicbu*»  Über  die  Benutzimg  der  von  ihnen  gennnnenen  Ucsullalo 
darzulogen,  kann  iuh  u«  niuhl  vortlbvr>rehen  laäBen,  auvb  noch  einea  dritten 
Falles  xa  erwttimon,  der  xwnr,  weil  eine  Uittelaiiersoa  wie  Mersenne  fehlt, 
einen  pi-ivateren  Charakter  träfet  als  jene  beiden  anderen,  dor  zugleich  ab«r 
auch  durch  die  augfülirlicheron  Miltheitimgen  des  DeBcmlea  für  dua  Vec- 
slJLndniiis  seiner  Per»6ulichkt<it  eine  nicht  zu  nnierschlUxendB  Bedeutung  er- 
lUÜt.  Descartee  war,  wie  ol>eli  erwühnt  wurde,  bei  meinem  oi-sicn  Aixfent- 
halt  in  Dretla  mit  dem  huUHndischen  Mathematiker  Beekmunn  nuter  üoi- 
ständen,  die  zwar  interessant  genug  sind,  hier  aber  unerwUbnt  gebusen 
«erden  sollen,  bekannt  geworden  und  hatte  äich,  trotxdem  Joner  bodoutnid 
mtor  war.  eng  mit  ihiu  befreundet  Kr  hatte  jenem  «eine  Abbatwllung 
Ober  MutJik  gewiduiei,  miisüte  aber  erfahreD,  das»  Beokjuann  »ich  ffegm 
dritte  PontoBQu  Äusserte,  Descartes  habe  das,  was  «r  in  dieeer  Abhandlaag 
niedergelt-i;!,  von  Üun  gelernt.  U(<ber  diesen  Punkt  ent«|ianD  sich  swiaohiO 
beidun  ein  nriefwccbüel,  der  zum  Tbeil  noch  erhalten  ist;  es  ^iml  nBmbuli 
no(dt  xwoi  Briefe  von  Desoartes  an  Beckmann  vorhanden.  Zwnr  fehlt  M 
beiden  die  XJeberschrift,  aber  der  Inlialt  iSsöt  gar  keinen  /«wetfel  darDbcr 
aiifkomuiun,  dana  sie  an  Beeknann  gerichtet  sind.  l>er  llngeru  von  ihnan, 
der  zwljirte  un  xweilen  Thoil,  Ui  Tom  17.  Oct  1630  datüt,  was  xur  rich- 
tigen Dentung  einer  beäonderä  wichtigen  Stall«  werthvoU  ist  In  diesem 
letzteren  Briefe  behandelt  Dettcartee  seinen  Freund  uiö  einen,  der  an  eiDvr 
psychischen  Krankheit  leidet  und  sucht  in  wahihuft  freundschaftlicher  Weim 
sein  auf  Irrw^e  gerathenes  OeniUlh  wiedei'  anf  den  richtigen  Pfiid  u 
hinken.  Beekniann  tnuso  von  krankhafter  Ruhmsucht  ergriffen  wnnien  wio, 
denn  Oeücarteä  legt  ihm  in  der*  ihm  eignen  klaren  und  einfachen  Wei» 
die  FlLllc  dar,  wie  Entdecker  wisäenschaniichcr  Wahrheiten  zu  ihren  Re- 
Boltaten  kommen  können.  Leider  verbietet  der  Charakter  unierer  dchrifl 
nlther  xlarauT  einzugehen,  l>eiuerkenswertb  aber  «cheint  mir  folgende  ISrti»: 
.Uast  I>u   etwa«  der   Erwähnung  Werthe^  allein  durch  die  Kruft   Ileinea 
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Eü  wirJ  dein  Dusuu-te»  ia  diojjom  Falle  aus  aciner  TormeinUichen  Ge- 
wobnlmit,  die  Naini^n  der  Atituren,  »u8  weluhon  er  tvclutpfU),  zu  versch ureigen, 
ein  YDrwui'f  nicht  gcaiacht  werden  kQnuon. 

Der  2weIlo  jener  ttbcn  crwilbnUn  Fsllu  TielrifTt  seine  HtcUung  xa 
Galiliii.  Ebenfalls  duruh  Muraenno  hatte  er  ci-fuhrvn,  man  Imbt-  ok  ihm 
verdauhl,  dass  er  bei  den  FernglKeora  niolit  tialiJoi  j^oniumb  habe.  Hierauf 
antwortet  or  in  oincui  auch  sonst  noch  vieles  auf  iintfere  Frage  bezUglidieü 
IntoreBi^aiite  entbaltendeii  Briefe:  V/aa  den  betrifft,  der  mli-  einen  Vorwurf 
daraus  macht,  daas  ich  Galilei  nicht  genannt  habe,  so  scheint  es  mir,  nin 
habe  er  es  darauf  angelegt,  etwiu  aiuuusetzen,  aber  einen  vrii-kltubuu  Grund 
hat  er  di>uh  niiiht  gftfiinilen.  Denn  Ualiloi  schroibt  siuh  ja  helhtit  die  Kr- 
limltiiig  iliir  Fernrohre  nicht  zu  —  und  ic)i  liraiichtu  nur  Qbur  iltren  Kr- 
finder  m  berichten.  Auch  hatte  ich  koineD  von  denen,  welche  vor  mir 
nber  Optik  schrieben,  zu  erwStmcn,  woÜ  ich  keine  Gewhiohte  der  Optik 
verfa$isen  wollte,  luid  ich  glaube,  damit  genug  gethaa  eu  haben,  da««  ich 
iui  AUgcmuiacn  auaeprach,  wie  Manche  vor  mir  neles  entdeckt  Uülten^ 
damit  ich  nicht,  beschuldigt  würde,  ich  hatte  mir  die  Entdeckungen 
andere  r  xuijchieibcn  wullen.  Hittle  ich  mir  damit  doch  selbst 
viel  grS&seres  Unrecht  gcLhan,  als  denjenigen,  deren  Naniou 
ich  foriliess.  Kb  Ifttiet  sich  dabei  äogar  denken,  da£se  jene  viel  mehr 
geihan  bStteo,  al«  man  ea  vielleicht  meinen  würde,  wenn  ich  gesagt  hKtle, 
wer  diese  gewesen  sind  ^). 

Diese  Aoueserung  widerlegt  auf  das  Bündigste  jede  Anschuldigung 
einer  abeicbtUchon  Aufnahme  fremder  Kntdeckimgcn  in  sein  Werk,  um  sich 
mit  dem  EigenUium  Anderi-r  m  bereicheru.  Freilich  wSi-e  es  fUr  unsere 
Frage  ron  der  grünsten  Wichtigkeit  ku  erfahren,  wen  Descartes  imter  den- 
jenigen,  welche  frtiher  Über  Optik  suhrieben,  gemeint  halran  wird.  Kepler 
ohne  Zweifel,  und  ausijer  den  Alten  Alhazen  n^bst  Vit«Uo,  auch  Antonius 
de  Domioi»,  Aguiluuiuri  und  Muurulycus.  Dh6S  nach  den  Worten  des  Ilriefe« 
luir  solche  gemeint  sein  kJJnnen,  doren  Schriften  gedruckt  vorliegen,  ist 
/war  nioht  durch  einen  zwingenden  Schluss  zu  entnehmen,  liegt  aber  doch 
seltr  nahe,  so  dags  wir  nicht  nothwendig  auf  die  Benutzung  unedirter 
Uanubcripte  gefiUirt  werden. 

Dieser  zweite  Fall  zeigt  aber  auch,  wie  genau  man  dem  Rchrirtsteller 

.liger  Zeit  nachrechnete,  wo  er  etwa  dies  oder  jeneä  hergenommen 
k'3nnte,  und  um  so  mehr  niuss  man  sich  heute  die  Ansicht  bilden, 
iam  des  Snoll  Manuscript  daniala,  selbst  noch  biit  1638,  Bo  gut  wie  un- 
bekannt war,  das»  aber  Oescartes  nicht  mehr  wie  jeder  andere  in  der  L«ge 
war  ca  zu  kennen.  Wenn  Hortcnsiut«  das  GebeU  nach  änell  lehrte,  so 
■  konnte  das  inuuerhin  schon  lange  geacheben  sein,  ehe  sich  die  allgemeine 
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schroibcD  würde.'*  Deekmaim  balte  nuu,  weil  er  üvn  Bewei»  aurgofnoden, 
cartes  gegenüber  geSnssertf   er  (Doscartesi  halte  Uim  diese  Eigena^aft 
danken.     Wie  nicht  and«»   zu   erwarten,   weist  Descartae   diesea  Anaim 
zurück   imd   hatte  da^u  aul>]i    voUkomuienea  Gniod. 

Dieser  Brief  an  Deeknioan  lUs&t  ausser  den  eben  beg|>roofaeiiea  VerhlU- 
nisBen,  die  «ich  atif  die  Rigensvhaft  der  Hyperbel  bexiefaen,  anch  noofa  eine  oii' 
geflthro  '/.eitbesUminnng  zu,  wann  ßei»carie8  lucb  damit  abgegeben  haben 
wird.  Wir  haben  oben  die  Briefe  von  Ferner  besonden  hcm>rgebobaL 
Dieser  im  Octobcr  1630  an  Becknuum  f;e8chric)>ene  Ühcf  ist  die-  Antwort  aof 
einen  Brief  des  letzteren,  der  noch  Unterbrechong  der  Corra«j>onde«»  wKhrend 
einee  vollen  Jahnnt  bei  Deec&rt«  eiuUef.  Die  Bospr^cbun^'en  über  die  Hy- 
perbel wordun  aUü  wohl  mindestens  ine  Jahr  102!)  fallou,  nUo  iu  eiao  Ztiit,  «n 
Descni-tce  gowisa  noch  in  Frankreich  war.  Wir  werden  aber  durah  des 
Brief  noch  weiter  gefllhrt.  Beckmann  hatte  in  seinem  letzten  Briefe  Del- 
carte«  aiitgct'ordei't,  zn  ibm  zu  kommen,  in  der  sonderbaren  Meinung,  er 
könne  bei  ihm  besonders  erfolgreich  arbuiten.  Deacartes  aniwort«t  ihn: 
„Erinnerst  du  dich  nicht,  da^s  du  mir  damals,  aU  ich  den  Studien  oblig, 
die  du  selbst  eingestandenenuaiisen  nicht  verstandeät,  äo  dau  da  änderet 
von  mir  zu  hßron  bi*gehi-tetit,  die  ich  alwr  iün^t  als  Jaf^endatudien  b« 
Seite  gelegt  habe,  so  sehr  hindfrrlich  warst'*  Wir  fi-af;en  billig,  waa  wartt 
das  fUr  Studien.  Es  will  mir  nicht  unwahrscheinlich  vorkoumvii,  als  wenn, 
nach  der  ^.'anzt^n  KasüTing  der  darauf  beaUxlirlien  ItriefstcHe-,  [tescartcc  ont 
Beekmann  mQndlich  Über  die  Hyperbel  verhandelt  habe,  and  das«  die  Kcf^ 
(iclLnitttitndicii  es  gewesen  »ind,  mit  welchen  Dcscartee  etieh  damala  161^ 
und  1610  in  Breda  besonders  al>gegcbon  haben  wird.  Ka  könnte  ja  frei- 
lich auch  die  analytische  Geomt'trie  gewesen  sein,  aber  auch  ia  üearr 
kommen  opÜMhe  Probleme  vor.  Sind  es  die  KegeUcbnitto  geweean,  h 
würde  nicht  nur,  wie  aus  den  Briefen  an  Ferner  hervorgeht,  sioh  1637 
ale  das  frühoBte  Jalir  dm*  Bckountecbaft  damit  ergeben,  was  aa<^  dnrch  dio 
itioberB  Berechnimg  aus  dem  Briefe  an  Beekmann  im  Allgemeintfn  beaiätigt 
wiril,  Hondem  et>  würde  bereits  1*118  oder  H'<\d  IlFHcaiies  im  Kests  der 
bau|(tfiUcbltclist«n  Kigenachaftea  der  Klllpse  nnd  Hyiierhul,  die  «iob  anf  fo 
Brechung  der  Lichtstrahlen  beziehen,  gcwetfen  ttoin.  Doch  will  ich  gern 
nngeatehen,  daei«  dieü  nur  ein  WahrscbeinlicbkeitHchlitSB  iül"),  wekher  am 
eiaer  Iuter]>retation  jener  Briefstelle  gefolgert  wurde  die  rreiliok  nuw- 
dM8  fQr  »ich  bat,  aber  der  ßefitsügung  durch  aader*  Honaant«  nod  bedarf- 

Es  ßndet  sieh  noch  ein  letzter  Fall  der  erwilbnten  Art,  »o  den 
Deccarte»  vorgeworfen  wird,  in  seiner  Dii^trik  dae  Kigenthum  Anderer  gt- 
mi»sbraucbt  zu  haben.  Gr  ist  am  Hchluus  eines  langen  Briefee  ao  Um* 
genne'")    erwähnt,    und   wird    von    Desoartes   mit  den   folgenden  wi 
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Worten  ab^madit:  „Ich  hin  Dir  selir  dankbar,  dasi  Da  meine  Sache  ver- 
iheifligiit ,  aiirli  Klaube  ich  wirklicli  niclit,  dass  jemand  mit  mir  eioiger- 
luosäea  gfiKimdoui  UriliäU  dei-  ^[einiinK  tteiu  bann,  ich  liäUc  meine  Dioptrik 
von  ßo^or  Baoo  enttehnl  und  noch  viel  weniger  von  Fioravaoti,  vrelcher 
ein  reiner  Marktschreier  ist"  Roger  Daco  hat  ja  miLnche  Venlienttte  um 
die  Optik,  aber  Debcartu»  hat'  vullkoßinien  Recht,  wenn  er  Jonen  Vorwurf, 
er  b»he  aus  demun  Hchriften  seine  Dioptrik  xnsamroen getragen,  kan  al>- 
fertigt. 

Ueberhlicken  wir  die  Iteibe  der  eben  erwühnten  F&Ue,  in  welchen 
J>e«iart«s  des  Pla^ata  beachitldigt  wird^  so  ist  es  Ins  Au^  fallend,  da88 
kaum  ein  bedeutender  Name  der  damaligen  Zeit  dabei  verfressen  isL  IJeber- 
&11  wittertftn  die  Gegner  des  Neuerers  lJnt-Mliahkeitc<n  und  wollten  eit  niulit 
gelten  laflfien,  dass  er  etwas  selbsi^iändig  gefunden  habe.  In  allen  drei 
Füllen  äelien  wir  Descartea,  der  davon  erfuhr  und  sich  rcchtferii^n  konnte, 
(ii»greiuh  iUr>  AnKchiiLdigun^o  ntrllckweisen.  Es  erscheint  uns  nun  aU  ciiiu 
einrache  Fortsetzung  dieser  Vorginge,  wenn  Utmk  Vossius  ron  Neuem  die 
Anklage  dea  Plagiats  erbebt  und  zwar  unter  beBondem  gQni<tigen  UnisiSnden, 
denn  Descartes  ii«t  bereits  langst  gestorben.  Natürlich  kann  er  sich  nun 
nioht  mehr  rechtfertigen.  Da««  aber  dinoe  Antichiihligiing  tio  Mihi-  Kpiit  auf- 
tritt, da6S  in  dem  ganzen,  bis  gegen  16ßU  lUn  sieh  fortsjiinnenden  Streit 
um  das  Brechungs^setz  zwiechen  Clerselior  und  Feriaat  niemals  ein  Zweifel 
Iklier  den  rechtnUlit^iigen  Anspruch  dos  Desoartee  auf  das  Ton  ihm  in  der 
Diofiirik  gegeben^.'  Br£<;himgsge6etz  geBossert  wird,  alles  das  fllhrt  darauf 
bin,  wie  unbekannt  des  Snell  Schiift  bis  xu  der  VerötTenUicbung  ihres 
wesentlichen  Inhalts  durch  Voss  geblieben  ist  und  wie  unwahrBcbeinlich  es 
eein  rouss,  dass  gerade  Deecartefl,  woldier  «elbst  liber  denselben  (iegenataiid 
lange  nachgedacht  hatte,  allmn  davon  KenntniKs  liekimiinen  haben  sollte. 
Die  bisher  angefuhrteu  /.ougiitutie,  wulube  zu  Deücartet^'  Gun^lt-n  r^prochon, 
sind  aber  nivht  die  einzigen,  die  zur  Hourtheilung  seiner  inneren  Stellung 
gegenüber  einer  so  venirUieilungswUrdigen  That,  wie  es  das  Kegehen  eines 
IMugiatN  immer  i«t,  wichtig  sind.  Es  ist  noch  ein  anderer  merkwürdiger 
Hriof  an  Hersenne  aus  dem  Jahre  1030  vorbanden  (Ep.  pars  li,  op.  103), 
in  welchem  er  über  seine  Dioptrik  und  allerhand  andere  l'lilne  spricht 
Merumne  &ch«inl  ihn,  wie  «chon  oft,  wieder  eramal  angetrieben  zu  haben, 
seine  Arbeiten  /.u  Kmle  itii  führHn  und  Descartee  weicht  von  neuem  ans, 
spricht  eich  aber  auf  das  zuvei-eichllichste  darDber  aus,  dose  ihm  Niemand 
«eine  Ernte  rauben  werdo^^)  und  dass  hrtohstens  da«,  was  er  in  den 
Uriefeu  an  D.  F.,  woninter  ohne  Zweifel  Dom.  Ferrier  su  Terbtoben  ist, 
ter^olegt  habe,  auch  von  Anderen  tnm  Qegensland  einer  Abhandlung 
taclit  werden  kAnnt«.  Der  wurtticbe  AuKdnick  in  der  Itctreffenden  älcUe  ^') 
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isL  ein  8o  cliarakteristisclier,  das»  loan  b«i  tmbefugcner  PrOriing^  de^äeltw» 
fa«t  otnoQ  direkten  Beweis  davon  vor  sich  hat,  daes  jNuand^  der  ihn  braucht, 
nicht  selbst  .^eine  äicliol  in  ein«  f'ninidK  Erale"  solilagt^n  kann.  Und 
wenn  Descartes  es  hier  voll  Zuvereicht  ansspriclit.  dass  Niomand  dtirewibr 
scbrüiben  kftnno,  was  er  »chrcibt.  so  musi  man  ihm  wohl  f^laulieD,  daas 
er  dies  zur  Zeit  der  AbfasBiiaj^  jenes  BriefeK  aiifricbtiK  gemeint  )iab«.  [i4 
die  ZoJtangabe  1030  ftlr  dieselbe  richtig,  so  konnte  Descartes  damals  aneli 
noch  nicht«  von  des  Hoitflnäius  Vortiügen,  falls  or  sie  wirklich  h/!rte  oder 
von  ihrem  Inhalt  Kenntniag  bekam,  gelernt  baben,  denn  Hort«nsiMfi  «rin) 
kanni  vor  1G30  /'•9'eDtücbc  Vortrüge  gehalten  haben,  ea  äind  auch  trohl 
(Iherhuiipt  darnnter  nur  Keiue  Vortrilge  nach  seiner  Anstellung  in  Ata8t«r- 
dam  KU  VHFBlL'btin.  TTcbor  das,  wa«  Doscai-tes  bauptsfichlioh  gemeint  hat 
mit  dem  „was  er  schreibe**,  giebt  uns  ein  anderer  Brief")  Analcnoft,  ia 
welchem  er  es  einfach  ausspricht,  dass  dar  erste  Theil  der  Üioptjik  nichts 
Anderes  enthalten  wjrd,  als  das  Öinns-VerhBUniss  des  Einfall«-  und  Breclianj;s- 
winkela-  Dieses  Verhältnis^  vrird  nun  in  der  Dioptrik  »elbsL  nivmuls  unter 
dieser  Dezeichnnng  erwähnt,  waa  gewies  auffallend  ist.  Erklfirlich  wird 
dieser  Umstand  nur  dadurch.  da«s  in  damaliger  Zeit  die  geometrische  InCer- 
pretation  die  bevorzugte  war,  die  trigonometrifiolie  daher  von  geringmr 
Rfnleutung  sein  musste.  In  einem  Briefe  dagegen  war  dio  letztere,  weil 
sie  eine  nngleich  kUntere  Art  und  Weise  des  Auiidrucks  zuliesa,  sehr  woU 
angebracht.  Kinen  positiven  Beweis,  dus  diese«  wohl  der  richtige  GvaA 
sein  wird,  finden  wir  in  einem  Briefe  an  Horsennc,  der,  wie  atu  miihb 
Anfange  zu  entnehmen  ist,  im  Jahre  1G41  geschiiaben  sein  winl.  IM 
wird  eines  bfk.tnuten  Verfalu-en«.  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  xq  prflfcn, 
gedacht,  und  Descartes  rechtfertigt  sich  darüber,  dass  er  es  in  »einer  Dio)i- 
trik  nicht  erwiüint  hahe.  Er  sagt,  „er  habe  das  imterlassen,  nicht  weil 
er  damit  unbekannt  gewesen  wBre,  sondern  weil  jene  Art  nnd  Wnise  wenigtr 
geometrisch  gewesen  cei."  So  finden  wir  denn  in  der  Uioptrik  QUerull  dio  geome- 
triücho  Meth(Hle  bevorzugt,  und  Vieles  ohne  direkten  BcweiiJ  mitiivtbeili,  m 
dasB  gewiastc  Partien  allerdings  nicht  nllgemoin  verständlich  sein  konntra 
Diesos  letzt«rc  scheint  er  auch  selbst  gefTIhlt  zu  haben,  er  spricht  «s  we 
nigstens  tu  einer  charakt«rietiiich«n  BrierKtetle^^),  die  vielleicht  auch  ali 
Beleg  dofUr,  dase  er  nur  Bignea  in  der  Dioptrik  vortrage,  genommen  werden 
kann,  hinlänglich  deutlich  aus. 

Beachtung  verdient  femer  ein  Brief")  an  f'inen  Ungenannten  (Mer- 
senueV),  wo  er  schreibt:  „Weil  Du  «Iwuh  von  meiner  Dinptrik  an  selten  wUn- 
Bcheat,  schicke  ich  Dir  den  ersten  Thoil  dorsetttcn,  wo  ich  nnter  Beiseit«- 
Botning  aller  Philosophie  die  Brechung  xu  •rktüren  versucht  hal«.  D« 
winii  aehen,  daaa  das  Werk  wenig  Bedeutung  hat  und  wirtft  nach  d«r  lüde- 


viel  weniger  Wesen  davon  miwihen  als  j^tzt.  Tcli  hCre  Obiigcns 
gerne  DotliR  Melntin^  durUlicr.  Schicke  mir  A&a  MuniiKcript  wiodpr  zurtlck, 
da  icU  kein  anderes  Exemplar  davon  babe  und  ich  nicht  will,  dasa  ein  An- 
derer ausser  Dir  es  eieht." 

Wir  finden  in  diesem  Tlriftfe  den  »nbefangenfln  Ansdrnck  eines  Manne», 
der  seine  Arbeit  einem  Freumle  ^i>g««n))liBr  (rharakterti^irt,  tind  erhalten  den 
Bindruck,  dass  der  Krkiliruuge vorsuch  der  ftreolmn^'  durchaus  Eigenliiiitn 
des  Brief 8ch reihen«  ist.  Alloi-dings  ist  es  ja  immer  m'iglich,  /wischen  der 
ErklRmng  imil  der  EutdeckoBg  des  BrecbxuigsgeBetzes  noch  tn  nnterscheiden. 
UescArtei  braucht,  sn  k5ante  man  schliessen,  nur  die  ErklKnmg  des  von  einem 
Anderen  gefundenen  (jeüstzes  als  sein  Eigentham  in  Anspruch  genommen 
zu  haben.  Indes«  hllngt  die  KrklSrungsveise  so  eng  mit  deiner  eignen 
Entwickhing  des  fieset^s  zusammen,  da«s  man  kaum  dw  eine  von  dem 
andi*m  trennen   kann. 

Vnn  allen  di»;  Itefraktion  direkt  betreffenden  Briertjl eilen  Biibeiut  mir 
cudHch  diejenige  die  wichtigste  zu  sein,  in  welcher  or  sich  Mer&enno  gcgou- 
nber  Ober  die  Ausstellungen  ausspricht.,  welche  ein  gewisser  Bonrdin  von 
der  (leselUchaft  Jesu,  ein  damals  bekannter  Mathematiker,  an  seiner  Diop- 
trik  gemacht  hatte  ^).  Bourdin  must«  die  Beweis nihrungeu  des  Deücarles 
in  sehr  gerin gnchUtüger  Weise  beuifheilt  und  sehr  verletzende  Au&drllckii 
dabei  gebraucht  haben,  so  dass  letzterer  i^Icb  dem  Freunde  gegenüber  weit* 
Iftnfiger  als  sonst  rechtfertigt.  Dann  führt  et  fort:  „Ich  wundere  mich  auch 
darttber,  das«  er  sa^'l,  ,.  „mein  sogouanuter  Beweis  könne  durch  ihm  liiag^t 
liekunnte  Mittet  geführt  werden,  von  denen  er  aber  in  meinen  ßchriften 
niübtä  bemerkt  habe,  die  ich  also,  als  wenn  sie  zur  Sache  nichts  IhSten, 
einfach  bei  Seile  gelassen  hätte.""  Wenn  ich  dies  mit  der  5.  und  6.  seiner 
(ipliscben  Thesen  Seite  9  vergleiche  und  mit  seinem  ganzen  Uulemehmon 
Überhaupt,  ^o  kann  ich  mir  gar  nichts  Anderes  denken,  als  dass  er  (tber 
die  Reflexion  itnd  Hefraktien  genau  das,  was  ich  lehre,  nnd  was  Nie- 
mand vor  mir  bewiesen  biit,  sutnun  SchUlern  mitgethellt  habe,  nur  mit 
verilnderten  und  cnlstolll^n  Werten,  so  dass  er  etwaa  Anderes  so  sagen 
scheint  und  dasa  er  mir  andere  Ansichton  unterstellt,  um  sie  nachher  ku 
verbessern."  Wie  soll  man  das  hier  dem  Merwjnne  gegentlber  gegeltene 
GesUndniss,  der  mindestens  ebenso  gut  wie  De^eartea  mit  allpn  literarischen 
£ncbeintingcn  bekannt  war,  anders  deuten,  als  dass  Descartes  in  gutem 
Olatiben  Hie  Beweise  fQr  die  optischen  liosctze  nicht  allein  als  sein  Eigen- 
thnm  beansprucht,  sondern  noch  besonders  hervorhebt,  dass  Niemand  sie 
frnher  gegeben  halio.  Es  betrllTt  dies  wesentlich  die  Befraktion,  gegen 
siehe  Bourdin  auftrat.  IlJItt«'  i-r  frtlhor  das  Snell'sche  Manuscript  ge- 
hen,  worin   nwh  V/iss   ein  Beweib  dcii  Brechnngsgeaetses  enthultun  wikr, 


ao  wQrde  ar  to  nidit  I^^^Bacbreilton  ktJan«n.  Il&Ue  er  ron  Bart«iid<u 
den  Deweis  K^lii^rt,  jw'^Äffiß  or  gleicbfalls  den  obigen  Ansdrnck  nur  mit 
Einschräakung  halten  l>raiiclieii  ktmn«n,  duan  Hortentias  konoLo  Bach  nur 
SiieU's  Beweis  mittheilen.  Efi  bleibt  freilich  aucb  hier  wieder  die  MSg* 
lii'bkcit.  unter  BerilckeiebUxiin^  natßrlich  <Ieg  oben  ans  der  hiitoriachn 
Liarlogung  Gewonnenen,  Descartes  habe  zwnr  dt^n  Ueweis  mit  ihm  ai^a- 
thUmlichen  Mitteln  ^geben.  aber  für  ein  Qesets,  d^sen  weBentHchen  Cha- 
rakter, nilmlicii  die  Bcnutxung  der  Strecken  statt  der  Winkel,  er  tou  An- 
deren tiberkommen  habe.  Unwahrschoinlich  bleibt  eben  bei  der  Krwttgnng, 
in  wie  frühe  Zeit  des  Descaries  Uekanutachart  mit  dem  Brechnj^g^eieti 
hinaufreicht,  diese  Muglichkeit  auf  jeden  Fall,  die  aogenihrte  BriefsiBlle 
jiCebtirt  abor  ^u  den  mm-kwUrdigsien  und  ist,  vie  die  Mehrzahl  der  ahm 
banutühni,  bisher  vüllig  unbeachtet  geblieben. 

Damit  verluBen  wir  die  Betrachtung  der  ZeitverhaltniBS«  und  der  Vo* 
roeote,  welche  ans  dem  Charakter  des  Descartee  ftlr  Beineu  Anspruch  auf  dte 
»elbstständige  Knt<I«K:kitng  de»  Brechungsgesebies  angeführt  werden  krinitem 
und  wenden  iin«  der  KWirterong  des  Weges  zu,  auf  welchem  oi*  aur  Attf- 
atellung  seines  Oesetzes  gelangen  konnte. 


2. 

VersQcben  wir  un«  den  Geilankengang,  den  I>escarfefi  Wi  der  Knt- 
duckung  des  Brechungsgesetxcä  verfolgt  haben  wird,  falls  er  aelbsttttSiadig 
zu  demselben  gelangt  ist,  zu  vorgegenwärtigen,  so  sind,  es  haupt^AuliÜrh 
seine  Studien  an  den  KegeUchoitttiii,  welche  dabei  txi  bertlcksi  oh  Ligen  sind. 
Ansior  diesen  dürfen  aber  die  Dostn^bungen,  welche,  wie  bereits  oben  «r- 
wähnt  wurde,  in  der  damaligen  Zeit  h^en,  möglichst  gute  BrennglSiwr 
zu  oonstruiren  und  die  BcschSfügimg  mit  den  iiptischHO  .Schriflen  soiner 
Vorgänger,  namentlich  Kepler'»,  nicht  unerwiUint  gelassen  werden.  Da/«h 
Kep!«r  'Vä.T  die  Optik  zuerst  in  wirklich  wissenaobaftl icher  Weise  l>ehandelt 
worden,  und  wenn  er  auch  das  Brechungsge^ietz  noch  nicht  auffand,  so 
waren  doch  namentlich  die  l^igenschaflen  der  LiuseuglSser,  so  wit»  die  (kr 
optischen  instrumeate,  auf  ganz  neue  Weise  von  ihm  behandelt  worden. 
Doch  mag  sein  Rinüuss  auch  besonders  durch  seine  kritischen  Bemerkung«»! 
nii^ht  unerheblich  gewesen  sein.  Im  ■!.  Kapitel  ßiünlich  der  rarali|M>uiena 
in  Vitellionem,  dem  Kupitel,  welches  von  der  Brechung  handelt,  beaprickt 
KfipliT  im  zweiten  Abschnitt  die  Meinungen  des  Aihawn  nqd  Vitello  and 
fahrt,  wie  das  Überhaupt  seine  Art  ist,  alles  Wesentliche  mit  peinlichster 
üenauigkeit  nnil  Ansfllhrlichkeit  auf^  Dalwi  orwShnt  er,  daas  letttemr  noch 
etwas  ganx  Itesonders  Subtiles  ersonnen  habe,  dem  er  alwr  doch  nicht  bei- 


fftiniineii  kSimB.  Die  Bewe^nj;  des  s«lirlEg  einfallenden  Lichtstrahles  B«i, 
so  lehre  jenor,  zusaaimen^i^Ketjit  aus  «inor  liewugong  tteokreclit  und  einer 
audem  parallel  unr  ObArflSch«  de«  dichteren  Mediame^).  Wir  lieffegnon 
Alna  hier  der  Anschauung,  wetKke  &uch  UescartoK  hei  ««mein  metliodiachen 
reise  des  Brecliungsf^eselMS  im  sweiteD  Ka|iitc)  der  Uioptrik  auHeiaiindor- 
zt  Kommt  so  diese  von  Kepler  wieder  aus  den  illteren  Schnftst«Ueni 
hervorgehobene  Anschauung,  die  übrigens  Bescortes  auch  unmittelbar  auB 
den  Originalwerken  der«elbra  entnommen  hüben  kimDte(AlhBzflii  worurftt  l/'>72 
durch  Pridericus  Risneriitt  auf  Antrieb  du»  Petrus  Rauiua  xu  Tta«el  heiiiuä- 
aben  und  die  Bchrift  dea  TitoUo  war  demselben  Bande  beigefOgt),  erat 
hei  dem  Beweise  xur  Oeltung,  ko  konnte  oino  Uemerknng  Kepler«  im 
Anschlns»  an  jene  Meinungen  Descartes  auf  seinen  Weg  der  Entdeckung 
dos  GcAetees  gelenkt  haben.  Kepler  OberschlSgt  alle  Unzutr&glichkoiten, 
welche  aua  des  Alhazen  und  Vitello  Ansicht  entspringen,  wooadi  der  Licht- 
strahl desshalb  vom  graden  We^o  &ligolenkt  werde,  damit  or  dasjenige, 
was  er  an  lutensitst  durch  das  Eintreten  in  ein  diohtoret>  Medium  verliert, 
durch  da»  NiLherheran treten  an  das  Einf&llsloth  wieder  gewinne,  indem  er 
dann  krKftig«r  den  Boden  de«  OeßisaeB  trifft.  Bei  dieser  KrwKgnng  kiimmt 
er  XU  der  Ueberztjugung,  d&sa  dann  die  Brechungen  mit  den  Sinus  gt'- 
wiseer  Winkel  wachücn  mUssten,  weil  ja  die  whrltg  einfaUenden  Strahlen 
in  diesem  Verlitiltnias  abgeachwKcht  werden.  Die  Erwlibnnng  des  Sinu« 
an  dieser  Stelle  hat  fdi-  uns  in  der  Tliat  etwas  Auffallundes,  da  das 
Breobuagagesetz  dun;b  otn  Siuus-VerhKltniss  autigediüokt  wird. 

Es  ist  niebl  unmöglich,  dai»  Descartes  hierdurch  auf  die  Sinusse  der 
Winkel  aufmerksam  geworden  ist,  gerade  wie  er  vermathlich  ebenfalls  durch 
Kepler»  Betrachtungen  ttber  die  KegeUchnitto,  die  allerdings  zu  einem 
Resultat  nicht  geehrt  hatten,  bewogen  worden  sein  wird^  eben  diese  Curren 
noch  einmal  verzunehman. 

Das  Studium  au  den  Kegelschnitten  war  für  Üescartea  entscheidend. 
Er  fand,  daes  das  VerhSltnisB  der  ExceotrioitUt  zur  hiUben  Aza  eine  merk- 
wDrdtge  Bedeutung  bei  den  opÜschen  EtgraiKhaften  der  Kegelschnitte  be- 
kommt, woran  sich  «eine  weiteren  Untersuchungen  anschlosaen,  welche  sieb 
in  der  Bioptrik  im  achten  Kapitel  niedergelegt  Knden^').  Indem  er  die- 
selben verfolgt«,  fand  er,  daas,  wenn  die  Ellipse  oder  Hyperbel  die  Eigen- 
schaft haben  soll,  die  mit  der  Axe  pai-allelen  Strahlen  in  einem  ihrer  Brenn- 
punkte zu  sainnielo,  sieb  die  ver8chiedenen  Lichtgescliwindigkeitea  in  der 
Lnft  und  im  Glase  vorhalten  müssen  wie  die  halbe  Axe  zur  Exoen- 
triciiAt"^).  Dofis  dieKea  VerliSltiuB^  unmittelbar  in  das  der  Sinusiie  dea 
Einfalls-  und  BrnchungHwinkel»  umgesetitt  werden  kann,  wird  ihm  nicht  ent' 
gangen  sein,  denn,  wenn  er  auch  bei  dieser  üclegenhuiL  die»«  Hinusse  nicht 
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genannt  winl.     (Fig.  1.)    Denn  das  Verhllltniss  ilieser  Wmfeel  mwlert 
nach  d«r  (.Jröese  i]erKlb«n,  dangen  tias  iler  Linien  AH  nnd  OJ  odftr 

entep rechender  ändert  «ich  nicht,  b« 
irgend  einer  Brechaog,  welche  Ton  de»-  ■ 
sMWn  KiVqier  herrtthrt.'"**)  Hiennit  und 
einit^en  wenigen  antlemn  gvlegnnllir-hi^ 
AndeuUmgen  ist  die  gante  Sach«  ab- 
gethan. 

Es  hut  hienmch  den  Anscbein,  ab 
mrenn  Descaries  gaax  und  gar  kein  Ge- 
vicht  anf  dies  nierkwtlnlige  Oeaets  legte, 

als  wenn   er  von   durchaiiD    Bekannten 

*^  '-  spTBoho,  welches  er  nur  noL-b  einmal  g«- 

lageDtUeh  gegen  einige  geltend  gemachte  IrrtliOmer  wahren  will.  Es  luadil 
allei«  4li«*s  durchaus  nicht  *)en  Eindruck,  als  wenn  Deaeartoe  das  Bewriuit- 
Hein  fanhe,  Btnraa  angew'Ihnlich  Bedeutende«  aoageeproohen  ica  haben,  wie 
»ich  denn  atieli  in  dem  ganzen  an  seine  BßweiKfOhrnng  anknApfenden  wissa»* 
aehaftlichon  Streit  init  Fermat,  Hohbnä  und  anderen  kL'in  Wort  davon  fiadc^ 
dati8  hier  ein  bisher  noch  iinbekannti;»  NatiirgeseU  ansgesproch««  «iL 
WOisten  wir  nicht  aus  brieflichen  MittbeilunKen^  von  Descartea  gitaam, 
daN  diese  Dnverftnderlichkeit  des  8inus-Verh)ütni«8ea  von  ihm  wirklieli  ah 
die  HauptäacLe  aof^eseben  vrordeu  ist.  die  0ioptrik  wOrde  nna  darOber 
vüUig  in  Zweifel  lassen,  ob  Descartes  wirklich  diesen  wesentliohea  Inhalt 
deH  nenen  Gesetze«  richtig  gewürdigt  hatte.  E«  findet  diee  eigentliOmlioke 
Verhalten  dadnn^h  viellficht  eine  Krktttning,  dase  es  DescarteB  in  der  Oiop- 
trik  auf  eine  meUindische  Entwicklung  der  CTrsachen  fOr  die  Brechung 
ankam,  denn  er  heweist  die  Refraktion  in  völlig  derselben  Weise,  wit  die 
Ho6exion.  Iteraerkenswerth  aber  bleibt  es  immerhin,  dass  der  Leser  aar 
wie  im  Vorflbergehen  auf  das  grosse  Gesetz  aufmerksam  gemacht  wird 
und  das»  nr  tticb  selbst  in  den  für  ein  und  dasselbe  Medium  unverlLndar- 
lichen  FiirtpQanzungogeschwindigkeiton  den  eigentlichen  Grund  fQr  die  (Jn- 
ferttndurlichkeit  des  Minus- V'erh&lLnidSc»  ttuchen   miiss. 

Gehen   wir  nun   nuf  den  Einwand   des  IieibaiU  ein,  dass  Deacartea 
bei  eeinem   Beweise  arg  verwickelt  habe**). 

Hei  diosom  Beweise  muss  man  bedenken,  daatt  er  concipirt  mirde  a 
einer  Zeit,  wu  die  Zerlegung  nnd  Zusammensetzung  der  Bewegungen  und 
Kraft«  noch  durchaus  nicht  ins  allgemeine  Bewusstsein  übergegangen  wv. 
Leiboiti  dagegen  war  in  diesen  neuen  Vonitellungea  schon  durchaus  hei- 
mificli.  So  mnsHte  ihm  denn  sine  Darstellung,  in  welcher  zwar  der  Be- 
fgciS  dar  t'amponuuten  vurweriliefc  war,   bei  dem  abt-r  der  der  BusulUutloB, 
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kreUes  den  ToUstandigeu  Sohloceel  für  d«n  Tnhalt  und  die  Form 
ihm  auegeä|iiocbenen  Liebtbrveliun^geitetee»  und  brauclien  iiichl  nach  frumdeu 
nullen  aiiBZHSchaiieiL  Descartea  solbet  deutet  anf  dio  Axt  und  Weise,  wie 
er  die  hiarhergehSrigo  Aufgabe  gelSst  hat,  Iiin,  wenn  er  in  einem  Briefe 
an  Mersenne*')  ausspricht,  dow  die  geometrische  Betrachtung  ihn  zum 
Urechungsgesetz  geiUhrl  habe. 

3. 

Ea  erübrigt  noch  ein  Wort  Ober  den  von  Leibnitz*)  erhobenen  Ein- 
wand, dotjtf  Descartes  vidi  bei  seinem  Beweise  arg  verwickelt  hnbe,  beizii- 
bringun.  8chon  Vi>t»tt  spricht  es  an  der  beretta  mchHach  angeführten  Stelle') 
seiner  „Antwort  u.  s.  w."  aa^i,  da»  l>e8cartes  wobt  den  van  Snell  gegebenen 
Beweis  fUr  das  Brechungsgeseti  nicht  gesehen  haben  könne,  er  hütte  sonst 
nicbl  seinen  «ignnii  u  mutend  lieberen  daÜlr  gegeben.  Dieue  Aeiisseriing  iet 
in  sofern  nicht  obtio  Bedeutung,  als  die  AuBsage  von  Ruyghenu^)  damit 
nicfat  rocht  iti  Einklang  xu  bringen  isL.  Letiderer  erwSlint  nämlich,  dass 
er  in  Erfalimng  gebracht  bähe,  üeecorte])  habe  die  Handschritt  des  änoU 
Ibet  gesehen.  I»t  dem  so,  so  wird  er  ja  auch  wohl  den  darin  enthaltenen 
iweis  du  Lieh tb reell ongsgesetzes  gesehen  haben.  Es  ergiebt  sich  hieraus, 
ilbet  zwischen  den  alten  newfthram&nnem  ffljt  das  Plagiat  des  Des- 
cartes  keine  Kinstimmigkeit  besteht,  was  indese  hier  nicht  weiter  verfolgt 
werden  soll. 

Der  von  Dascarles  im  zweiten  Ki^itel  der  Dioptrik  gegebent*  Beweis 
hat  schon  2n  seinen  Lebzeiten  mannigfache  Anteohtongen  erfahrHO,  wie  aus 
den  zahlreichen  diesen  Pimkt  betreffenden  Briefen  hervorgolit.  Kr  ist  auch 
splitcrhin  immer  wieder  befehdet  nnd  Poggcndorfl'  nennt  Um  mit  Uocht 
nw  einen  Versuch  zum  tieferen  Eindringen  in  die  Natur  des  Lichtes'^). 

Das  Merkwürdigiste,  was  dariin  aufiUlt,  ist  jedenfalls  dies,  das«  die 
Haujit^acho,  uümlicb  die  Unveränderlichkeit  des  duroh  die  Sinus  des  Ein- 
falls- und  Brechungä  Winkels  bestimmten  Verhätnissee  gar  molit,  wie  sich 's 
gebdhrt,  in  den  Vordergrund  gc^rUckt  ist.  Dem  Leser  wird  vielmehr  xnge- 
motbet,  den  Scbhuis,  der  zu  dieser  fundamentalen  Wahrheit  ITthrt^  «elbst 
«a  ziehen,  ohne  das»  Beijcartea  darauf  hinwoiiit,  dass  er  gezogen  werden  muss. 
Nachdem  er  nSmlich  in  sehr  ausftthrücher  Dai-legung  Beispiele  und  einzelne 
FftUe  besprochen  und  die  Neigung  des  gebrocheneu  Strahls  gegen  «lie  horizon- 
tale GrilnzflScbe  beider  Medien  durch  Construktion  gefunden  hat,  l^hrt 
er  fort:  „Es  mns»  dabei  betont  werden,  dafis  diese  Neigung  gemessen  werden 
ninstt  durch  fiie  firfieäe  der  Linien  CB  oder  All  und  J-JJi  nder  GJ  oder 
Uhnlioh  liegender,  njcht  durch  die  UrCsse  der  Winkel,  wie  ABU  oder  trJtJ 

I     lind  noch  viel  weniger  durch  die  von  DBJ^  welcher  der  Brechungswinkel 
■  17* 


racDi^ncB^^^^^^es  e1>en  anging ,  mit  seinen  nocb  QDToUki 
noechaniacbtin  Ajischauungen  Aber  die  Schwiengkcilun  des  ineLhoitiselMii 
wtnBes  hinwogzabringen.  Descartea  fasat  die  Aufgabe,  den  Punkt  m 
in  welcbem  der  Strahl  nub  seinem  Kintritt  in  ein  anderes  M«dmin  «ina 
Kreis  TOD  gegebener  Grösse  tnETt,  nicht  als  mechanische,  wie  sie  doch 
cägentlich  ist,  eondem  als  geomelrische,  und  behandelt  üe  darnach,  Indeu 
er  nach  Orten  (ür  dieuen  Punlti  frfigt,  für  deren  Bestimmung  dann  sllcr- 
dings  mctchaniäohu  Geuichtäpunkto,  aber  in  noh  tusammenhangaloac^  gsltod 
gemacht  werden. 

Was  der  EinwurT  des  I^ibnitz  eigentlich  bezwecken  soll,  n&mlich  nadi- 
suvrciäen,  dasä  Descartes  gewaltsam  gegen  seine  Principien  and  alle  Begelndei 
Scblusävor^hrem  in  seinem  Beweise  vorgegangen  sei,  um  zu  einem  Reenltat  ni 
gelangen,  das  er  selbst  niemaU  entdeckt,  sondern  vcin  einem  andern  entnommen 
hatte,  das  können  wir  naab  dem  Vorsbebenden  nicht  galten  lassen,  gtauben 
Tielmehr,  daäs  gerade  in  seinen  BewciBen  Descarte«  besooders  metbcdiach, 
venn  auch  niclit  beBonder»  glflcklich,  zu  Werke  gegangen  aei,  nnd  so  ksnt 
auch  der  letzte  Einwurf  gegen  die  Annahme,  daas  Deecartea  dait  Breefanngi- 
geseU  Belbststfindig  entdeckt  habe,  eine  wirkliche  Bedeutung  nidit  behaltaL 

4. 

Die  fBuf  HaupteinwUrfo  haben  wir  hienntt  auf  den  Werth  zir 
geflihrt,  den  sie  nach  iiuäerer  Meinimg  beantipnichRn  dürfen.  Wir  kahea 
nachgewiesen,  dass  der  lange  Aufenthalt  von  20  Jahren  in  UoUand  (1639 
— 1619)  Descartes  in  Bezug  anf  das  Urechnngsgesets  nichts  helfen  konata, 
da  er  schon  lt>27,  wenn  nicht  viel  früher,  dasselbe  kannte;  dass  Uortan- 
Biiis  ihm  nicht«  mitzutbeilen  vermochte,  da  dieser  nm  1i)37  ihm  mflndJiche 
Hittimilungen  zu  machen  nicht  im  Stande  war;  daaa  des  Deecartes  Charakter 
es  geglättet  anzunehmen,  das»  er  ein  Plagiat  mit  seinem  Ehrgefühl  für  no- 
Tereinbar  halten  mnsste;  dass  er  Versuche  nicbt  ni^thig  hatte,  nm  das 
Brechungsgesetz  za  finden;  endlich,  dass  er  in  seinem  Beweise  f&r  dasselbe 
stell  nicht  mit  seinen  eignen  Orundslitzen  in  Widerspruch  gesetxt,  anch 
Oberhaupt  sivh  nicbt  verwickelt  hat  Hiernach  «ind  die  ans  alter  und  neuer 
Zeit  Btammonden  QrOnde  dafflr,  dass  Descartcs  da»  Brechungsgvsetx  ent- 
lehnt habe,  wohl  nidit  mehr  als  voIlgOltig  anzusehen. 

Wie  ee  ntm  bei  historischen  Untersuchungen  gt«ts  der  Fall  loin  wird, 
so  ist  auch  in  unserer  spedellen  Frage  auf  die  Keihe  der  Zettbestimmnngen 
das  grCsate  Gewicht  zu  legen,  sobald  es  nicht  gelingt,  einen  beglaubigten 
Ausspruch  des  Deioart«8  zu  finden,  durch  welchen  seine  Abhängigkeit  tob 
Snell  direkt  «ideriegt  wird.  Nun  ist  es  zwar  möglioh  gewesen,  ans  den 
vorhandenen   Briefen   zahlreiche   Ausspruche  zn    entnehmen,   dorch    welche 


mindetlens  die  ünwahrechemlichksit  einer  eolchen  T^woMten  aber  TPr- 
schwiegenon  Äbhüugigkelt  sioli  crgiebi,  aber  sia  sind  ^{Imuitlicii  nicbt  dcraH, 
dat!8  sie  eine  weitere  liistoriscbe  Nacbforsohuo;;  Q^orfläflsig  machten.  Die 
Frage  steht  aUo  oieiaer  Anuißht  dhcIi  im:  Hat  man  die  hisherige  Meinung 
von  daui  Fli^fiat  de»  DuäuarteB  allein  dtu-mtl'  gBliaiit,  dtum  man  sich  sagte, 
Dt>sCArteH  mtlHtitc  nach  fteiner  Uettersiudntnng  nach  Hollnml  162^  iinhedingt, 
aber  aitcb  nur  unter  dieser  tJedingimg,  das  BneU'dche  Gesetz  erfahren  haben, 
80  hat  die  historische  Dntersuchuog  ergeben,  d&äa  dann  ein  I'lagiat  un- 
möglich ist,  weil  er  schon  1627  odi<r  1(^28  da«  Brecbuitgsgesetx  kannte, 
er  es  aleu  selbätstfindig  <,'efunden  haben  musste. 

Oiebt  man,  und  das  wHre  nun  diu  neue  Phase,  iu  welche  die  Streit- 
frage eintritt,  dem  Jahre  1629  eine  so  entecbcidende  Bedeuttiug  nicht,  bo 
kann  aich  Dcöcartes  entweder  1617 — 19  oder  1621 — 22  direkte  Rnade 
von  dem  Gesetz  verschafft  haben,  er  rauss  dann  alM^r  Snell  pers4Jnlich  b«- 
jnet  aein*^  Hier  lässt  ans  die  hietorischo  Untersuchung  xunSchst  tni 
i;  wir  wissen  nicht,  wann  Snell  Pein  Gesetz  Formulirt  hat,  doch  scheint 
OS,  nach  den  Werken,  die  er  herausgab,  xu  urtheilen,  erst  nach  1631  go- 
weHcn  iiu  sein.  lat  dieH  der  Fn]l,  ao  mQssen  wir  Descartes  als  selhsl- 
gtiludigeu  Entdecker  dei>  BrecbungsgeBetzee  ansehen,  da  er  nach  dem  FrUb- 

Ijabr  1622  bis  >n  seinen  optischen  Kntdeckungen  Holland  nicht  wieder  be- 
tritt. Ist  es  dagegen  nicbt  der  Fall,  so  bleibt  es  intiner  sehr  imwabr- 
schctnlich,  dass  Ton  allen  Gelehrten  damaliger  Zeit  nur  der  Junge  und  in 
Holland  nur  gelegentlich  sieb   aufhaltünJo  Descartes   oti  gewesen  sein  soll, 

I  der  von  dem  Gesetz  Runde  erhielt.  Godlich  aber  iat  es,  wenn  »onst  die 
Beutung  jenes  Briefes  an  ßcekuiami  siiilfissig  ist,  wie  wir  sie  oben  lUid  in 
Anmerkung  29  versucht  haben,  nicht  unmiiglich,  das«  Desoartes  bereitä 
wahrend  seines  ersten  AufenÜialte  in  Holland  1617 — 19  auf  die  optischen 
Bigenscbaften  der  Kegelschnitt«  gestossen  ist,  und  dann  würden  wir  Des- 
cartes bedingungslos  als  aelbststfindigen  Kntdeckor  des  betreffenden  Qe- 
setses  ansehen  mUssen,  xomal  er  auf  einem  durchaus  originellen  Wege  auch 
HpSter  die  damit  in  7.usanmienhtuig  stehenden  Unters iicbiingon  durchführt«. 
Jodeufalls  glauben  wir  berechtigt  zu  sein,   die  augenblicklich  geltende 

iMeinurig  vun  des  Descartes  Plagiat   fallen   tussou  xu   ktinuou  und  uns  eine 
»utond  günstigere  Ansiebt  von  seiner   aelbststttndigea  Entdeckung   des 
Irechungsgcscücg  bilden  iix  dürfen. 


Aiimerktmgen  luicl  Litteramrnmihweise. 

SK)  Die   Citete  aaa  deu  Bnefun  tltvi  Dtwcart«^!   Bind  nacb   der  Aoagmbe 
169S  und  1693,  die  auH  der  Oioptrik  nach  dor  Aiuigabo  von  1C6G  gemadiL 

1)  In  [{«troff  des  „breoQeodüD  Kbrgeizea  in  der  WUeeoschart  £U  gUnaBD**  be- 
achte man,  das»  Üescarte«  nur  nach  vielem  DrÜngeu  TOn  Soiten  ae'met  fnaaim 
eich  eDtachliewcD  konate,  sein  erstes  Uaaptwerk  Disooan  sur  la  metliode  «to. 
bHraussugubcrL  Attcli  war  er  bereit»  über  4U  Jahre  alt,  ala  es  endlich  eraclölii, 
obirohl  BT  huige  Jahre  vorher  alle  Hat^rialieu  dam  gManuielt  hatte,  ood  icblill 
lieh  erachim  a»  tmoujxo.  Nicht  vi«l  ander«  erging  es  ihiu  mit  »e'mvi 
IlikUptAchrift,  den  Priocititea  der  Philosophie,  die  er  eigentlich  gar  eicht  bc 
geben  wollte;  tlioihi  not  Fnrcht,  dadurch  in  Streitigkeiten  Terwickolt  tu  verdea, 
thcila  aoE  Scbca  ror  einer  abschlicütiendcn  Foscung  Reiner  tiednnkco.  Er  konnte 
nicht  gnt  foiÜg  wcrdoD  mit  ciaer  Aiuarbcitung  seiner  Ideecn.  Anch  kam  er.  Je 
linger  er  l<;bte,  um  at>  inobr  xo  der  üi-bontiagiiog,  dase  Of  bosaer  wäre,  QberJiaopl 
tn  whweigcri  und  rieh  im  Stillen  m  onterricbteo,  denn  er  wtiibr,  nicht  um  iMÖner 
herauftfordeniden  Kigtfiuchaften,  Bondem  um  der  neuen  und  bahnbrechenden  Gv> 
danken  in  seinen  Schriften  willen  rielcrlei  Angriffe,  so  oamentlich  in  lloUasd. 
wo  icine  Anh&ngcr  zDemt-  anfingen  sieh  diu  academisohen  Lehrstühle  m  erobtra. 
£8  var  ihm  nicht«  lieber  aU  das  xur(Ickg««ogenste  Leben;  □nbemorkt  cu  bldben, 
mr  seb  bOchstvr  Wunwh,  <jui  beue  latoit  bcDu  vixit  seine  Devise.  Ging  v 
doch  allein  duswugca  noch  Uollaud,  um  güaalich  fCr  sich  und  seine  Studiea  la 
leben,  durch  deren  Fortuchritt  er  glaubta  der  HuiiscJiheit  Dieaate  erwetMB  at 
kCluien.  Anch  vergleiche  man,  vas  er  in  den  Briefen  h&o6g  anupricht,  wie  s.  Et 
„Eb  liegt  mir  wenig  daran,  ob  ich  eiwoa  eher  schreibe  als  andere,  wenn  e«  aar 
wahr  ist,  wao  tob  sohreibe."  Aus  alledem  geht  hervor,  dasi  der  Ehrffeii  in  der 
WiasBDScbafl  Kn  gULasen,  ein  hervorstechender  Zog  in  eeinem  Cbaraktor  nicht  g»~ 
vaaen  sein  kann.  Und  so  wenig  wie  dieser  bei  I>«seartM  unangonchm  hervortrat, 
ist  es  mit  dmr  m  Streitigkeitea  führöndeu  Beisbaxkait  gewesen.  Es  ist  bekannt 
geiuig,  das«  die  Sbaitigkuten ,  in  weloha  er  nameatlich  in  Holland  verwickall 
vnrda,  von  ihm  nie  gesucht  wurdon,  dou  wie  sich  vielmehr  gani  vod  selbst  aas 
der  Neuheit  seiner  philosophischen  I'rincipien  «rgaben  und  daas  «r  so  lang«  wie 
möglich  xdgerte,  persönlich  in  di«««n  Streit  einzugreifen. 

8)  Hensnra  porro  CartesÜ  non  diffcrt  a  commniü  opticomm  mensura,  seil  de- 
moostrationiit  ratio  divema  est  Postquam  qatppe  In  Hollandtam  venit,  sati^  li<iDet 
et  ipstun  qnoqne  nonnibil  intellexisBti  de  Snellii  metbodo  ad  meDsaimadas  re- 
fractionos,  ntpote  quam  mnlti  satia  norant  qoamqnc  Hortcnsios  et  poblice  et  pri- 
vatim cxpOfiuerat.  tjnod  itaqno  (Cartesins)  habet,  rcfiractioaam  momenta  aon 
engeodu  pssb  ad  augnln«,  eed  ad  lineas,  i«tud  ijnellio  occoptum  ferr«  drhniTrl 
oqjos  nomen  more  MÜto  diasimulavil'.    Ipsun  tarnen  8nelUi  domonstratiODom  um 


lubenter  admlMrln*  atpote  com  omiwA  raciliori 
tectatus  «it     (Timmc  Vossios,  reapoosio  ad  obj,  Job.  de  Bruia  p.  33.) 

13]  Theila  um  ihrer  Wichtigkeit  {iberlianpt ,  theils  clbssbalb,  weil  darin  eine 
AadeutiiDg  der  SQdl'BGheii  Gedanken  eothalteji  iai,  JDOg  die  Angabe  des  Hujgbeos 
TollNt&cidig  hier  FluitK  Ündoa. 
Haec  luitem  rerractionum  oiensura,  non  Binoom  aod  angolorum  ipsorum  pro- 
pOTÜone,  ab  Albaxeno  Arab«  et  Vitellioiic  olini  deünita  foeriit  d  eipMpnentis  qui- 
buadaiii  Dtcuuqiic  coiifirinnta  S<.'d  cum  in  rnnjoribus  radiuruiii  inclimitiuiiibus  a 
vero  diacrepare  iiroportia  illa  rc)>orirotiir  ililigciiUuH  sibi  reuetitiore»  icvestiguuilutu 
ezistiiiiAninL  (□  quibuB  EcpleniB  pltinmia  fruBttu  lontatis  ipsaoi  quidem  rei  reri- 
latem  dOd  cet  utaecutiu,  conjucturis  tarnen  snia  variisqne  molitionibus  non  pamm 
Hqucntium  ütudia  adjuvit,  Post  ettm  vero  WUebrordus  SaelUna  cum  jam  ni^jna 
operae  pretimii  apiiaretet  qmppe  exorto  teleRCopii  iuvento,  mnlto  labore  muHJaquu 
experimeutia  uo  pervenit  ut  T«r%a  <iuidem  refractionuin  menaanu  teni'eret,  ucc 
tarnen  quod  iaTenerat,  Satin  intclUgeret.    Xam  poaita  exempli  ^ratift  aquae  aupor- 

Gciti  AB,  Ti«ibi)i  vero  lub  aqtia  iu  D,  quod  ooulo 
in  F  poflito  apporoat  quaai  in  recta  FC,  donec  in 
G  puncto  occarreret  rectae  ^i>  ad  oupcrficiem  aqnae 
perpendicalari ,  hisqne  itaque  descriptiB  atatuebat, 
imagincm  rei  visac  apparera  in  O,  rectaeqne  CD 
ad  CG  certam  osie  ntioaeiD,  Teluti  in  aqua  avs- 
quitcrtäam. 

Qaac  roctarum  intor  w  ratio  vera  est,  ac  con- 

vcint  proraus  cum  oa,  qoam  panio  ant«  explicuiniUB, 

^    refnictionw  lego,   qma  CJt  est  ad  CG  ox   doctrina 

inaugMlorum  ut  ainns  an^li  DGC  vvl  AOC  $en 

HCF  ad  ainum  angnli  CDG  lire  DCE.    Verum 

ad  hanc  sinuum  proportionem  neqaaqnam  nttnndit 

BnelliiM  et  mque  adeo  nb  appar^nte  imagine  rem  omnem  pendere  exialimavit,  ut 

etiam  in  radto  perpendicalari  qualJa  HC  effectum  refnwtionia  «ca  ut  falso  opina- 

tnr,  dcoartationom  radii  vitiorii  agnosueret  deccptus  es,  quod  etiam  ruota  dmnpcr 

in  va»  oqua^j  plcnum  inspicicnü  fundun  omni  parto  att«li  »idctor. 

Haec  autem  otnnia,  quae  de  rufractioniB  inquUitione  volumine  integro  Snellius 

expoauemt,  inndila  manBere,  qnaa  et  noH  Tiilimaa  aliqnanda   et  Carteatum  qnoqne 

TJdiaae  accepimuii,  nt  binc  fortasae  nienaiimm  illom,  quu  ainibui  conatitit,  olicae- 

rit,  qua  in  explicanda  irldo  ßt  vitrorum  tiKuria  ioveatigandie  relioisaime  oat  uHua. 

Chr.  Znitlicbemii  op.  reliqua  vol.  II,  dioptr.  p.  8. 

4)  Eodum  modo  ratiu  Einuuni  Dotoplcmcnti  ungulurum  rofractioDia  et  inoiden- 
tiae,  cum  nobia  sit  recijiroca  resistentiiu]  mcdiorom,  aemper  eadem  erifc:  quod  est 
tbeorema  Cartefiiannni,  ließt  de  resistentia  mediomm  divemn  uoatri»  imo  contraria 
■eoaerit  Cart«siua.  Quare  non  aba  re  cL  Spleiasiue,  vir  in  bia  quo4|Ui]  »tudii«  vonsa- 
tiMimu»,  aoimadvßrso  boc  coaaeuau  coucluBJonum,  dabltat  annon  Carteaiua,  cum 
in  Bataria  eaact,  riderit  theoroma  Suellianum;  notat  eniiu  Bolonos  ipei  fnisae 
prMt«riro  nomioa  autonun  et  exemplam  affert  Mundauonun  vorticnm,  ad  quoa 
JordaouH  Brunne  et  Jobiumea  Keplerua  ita  digitum  intenduriot,  ut  tantom  istnd 
vocabulum  ipaia  dofutSBc  videatnr.  Aocedit,  quod  Carteaius  thuorema  bac  euam 
proprio  miurtä  demonatratunu  in  waguaa  inoidit  aalebra«.  Acta  erud.  L6S2.  p.  187. 
6)  SpleiM  war  auob  ent  1706,  in  (lemwlben  Jahre  alao  wi«  Horlonaiua  ge- 
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1)orea,  beschlftigte  ricli  nber  frflbieitig  mit  optiBcben  Stadien.     So  fgaii  er  ITtK 
B«tne  dÜHrtatio  de  propagAtiooe  iiimhiM  heran«. 

t)  3.  Mitlet,  Do«carie9,  M  vie,  »es  traveaux,  sn  d^ooaTertet  arant  tSST.  Paht 
1867,  |i.  142. 

7)  J.  Pnetilej,  the  history  and  prcveot  »tat«  of  dütorerie«  relafcut^  4o  vinaB 
ligbt  and  colours  177S. 

8)  Trieflley,  Gcschichto  der  Optik  überaoUt  -von  Klög«L  177&,  p.  97. 

9)  J.  C.  Pücher,  Gencluchte  der  PUjiik,  il,  *i. 
lU)  Wüde,  Gescbicbto  der  Optik,  I,  itl—iSO. 

11}  von  KjUDpen,  Bekoopte  Geachidenin  vao  de  letteren  1S&* — 12$*: 
Het  b  desiiiett«iiiiii  mogelijk,  dat  Carbeaiiu  van  zijne  eiefce,  losder  ieb 

SnolUai  te  wvt«u,  tot  dczelfde  ootdekkiog  als  hij  i»  gekommen. 

18)  Delambre,  hirtoire  de  l'avtrotiotaie  moderne  [I,  SS4: 

Totti  cela  e<t  poHJble  et  nc  miuiqae  paa  de  Traiftemblaavc,  ttuiii  0  i'eo  bll, 
que  te  plagiat  «oit  pronvtS.     l>eK«:»rtes  peut  aroir   fut  1»  dilcouvcrU*   de  ton  eAttf 
et  Sans  ri«D  dcvoir  ä  Soellitu,  c'cst  le  aentjmcnt  do  Lcibnitz,   qiii  ne  bünaüt 
de  peacber  du  c^tö  de  ceox,  (itii  cetiment,  qu'il  uvait  pn  proGttrr  dw  lamiivM' 
aavant  bollaadais. 

13)  Delambre,  b.  de  l'astr.  mod.  IT,  Saft: 
Un  anonyme,  qui  a  cbargi5  de  notee  l'^tion  deB  lettrea,  qae  je  mit,  rt 

est  de  la  bibliotb^oe  de  I'inxtitnt,  conjectare,  que  la  lettra  a  (criUt  ä,  Onlim^ 
I6SS.  Ve  Goliua  (itait  profeaaeur  ii  Lejde,  il  n'ert  pas  ^tonuont  qn'i)  oonsi 
tb^or^me  de  ijuelliu».  Dcecartes  a  pn  lui  dire,  qu'il  savait  la  maaierv  de  diviisr 
la  r^le  d«  t'iuctrumetit,  ne  aerait.-oo  pas  co  Uolins,  qoi  l'anrait  appris  ä  Dw- 
oartci,  qni  OD  rOvonnaiBsance  Ini  indiqufl  an  moyen  |iOur  le  verifier.  V.  Cooiii 
tbellt  Nftbereii  über  das  von  Delambre  so  wie  aacb  von  ihm  benotate  Bx«aipUi 
der  Briefs  des  Descartes  mit  (oeuvree  de  Descaites  Bd.  VI  avaiit  propoa  pag.  ü), 
aber  «■  ergiebt  «ich  dsiAos  nicbta  über  den  Urbeber  der  Bandbemcrkungen  vai 
den  Wertk  der  letzteren. 

14)  Ep.  par»  tl,  ep.  LXX:  vitrum,  cajus  fignram  D.  Ujdo^as  ipte  deUac- 
averat 

Dan  in  beiden  Briefen,  diesem  70.  im  streiten  l'beil  nnd  dem  Sl.   in  dfloi- 
ii«lb«ii  Tbeile  d&tiselb«  Olaa  eraölmt   wird,  ergiebt  aich  daraus,  dass   beid«  Male 
Ujdorgo  gaos  ■peciell  ala  Zncbner  der  «um  Scbleifen  notbwendig«n  Ui 
erwUint  wird;  aucb  wird  büide  Mole  der  Umitand  ganz  besonders  berrorgi 
doH    das    Glas    die    LiohtstnkbleQ    genau    in    einem    rorber  bestimmten 
sammelte. 

1&]  Oolius  (i.  Ooliwi,  geb.  1606,  war  Professor  dor  orioatalischeD  Spraeli* 
IQ  Leiden  nod  wurde  1639  des  W.  Snell  Nachfolger)  wird  einmal  in  einem  BnA 
an  Meraeone  erwähnt  und  nicht  gerade  besondem  ebrenroll,  eo  dais  e«  faieroat^ 
Eweifelbaft  erHcheioon  kamt,  daas  Oeecartea  ihm  ein«  so  wichtige  Mittheilang  wie 
das  UrechuogHgesetz  so  verdanken  babeo  wird.  In  jenem  Bnefe  (Rp.  i>ar»  111  ep. 
XXXIII)  bandelt  es  sich  nm  die  Geometrie,  welche  obenMls  so  wie  die  DicqitrSi 
als  Anhang  dos  Discoars  erschien  und  Deecartes  Wassert  sich  darüber  folgender- 
nuaen:  E  profeaoribns  aotem  scbola^ticis  nemo  est  qoi  eam  intelligat,  aeqM 
OoHos  et  multo  minoB  Ilortflnsiai,  qui  saffictentibua  nd  eam  pmeoeptia  noo  Sit 
inbutns.    Dass  hier  noch  de«  Hortensius  und  zwar  in  xieroliob  gertngaohlliigv 


Io(leUligia|y 
rrorgebo^^^H 
iten   PQ&nF 
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goselneht,  ist  fflr  nna  nocb  b«soiideni  mtereaftant,  «eil  ea  seigt, 
ihm  hielt 

16)  Montncla,  histoire  äo«  MaUieituttiqueii^  11,  S46.  Havgens  bo  tir«  iwint 
abMlument  la  coDaeqnenct!  qa«  DcMcarieH  lonr  dul  na  diScoarert«;:  il  bc  cotit<>nl« 
do  la  Honp^onner  H  nous  ne  crojoiiB  pu,  qu''on  paigai;  aller  pln»  loin,  notis 
IsiweronB  donc  cetto  qiiestion  indnclR«,  comme  taut  d'aiitreB  impnssiblei  &  rAraudre, 
faute  de  faito  »nfßsiamment  conntat*'''!,  car  il  pAfait  <\\\'i]  vliüi  eo  pwaeagioo  de 
toutea  Ibh  d<<couTortea ,  qa'il  «Haie  datn  ea  gt^outetrie  oL  ha  dioplrüiue,  plusioura 
aon^eü  iivant  de  ten  publior,  ainttj  il  aurait  pii  aroir  fitit  lui-nil^mä  la  d^oavcrte 
de  la  loi  do  1u  iiTraution,  avant  d'avuir  vti  Iva  tuatiuacript«  dont  (ttaienl  t-ii  pos- 
Muion  Iva  hfJritier«  d'  H<irtf>t)BiuB. 

11)  C'lir.  Fr.  Pdeidenir,  Theeiuni  inaiignraliiim  pars  mathematic-o-phyBica. 
3793.    Tubittg. 

Th.  XXVlI.  Icique  aiitom  plugü  iltiaa  Carteitium  accusari,  varia  epistolatum 
illttiK  loca,  pracserlim  Pars  III,  op-  89,  90,  91,  Öä,  Pars  [I  cp.  ßl ,  74  cullaUa 
Dioptriccs  cap.  X  et  cap.  VIll,  %  X.  rvinuprc  videntur. 

'I'h.  XXVIIL  Nuquti  Uugcmua  (opiuc.  po«Ui.  Tom.  I,  Oioplr.  p.  3}  cerio  nbi 
conätare  aasorit  (Montticta,  I.  o.  p.  162;  Qohlcr,  I.  c.  §  417)  tantum  se  accHpUse 
commeniomt,  (|uae  de  refractionis  inquisitiooe  voliuuioe  integro  BiielliuB  exposoerat, 
Carlestum  ridisse. 

18)  Millet,  Deacarte«,  sa  vie,  eeii  travat»  etc.  p.  US.  Ea  coDMultaat  Itis  lettre«, 
qn'il  «krivit  d»  Uollaodo  ea  IC'J^  A  Terrier,  ouvrier,  qu'il  uvait  forui^  Iui-m«me 
duiB  l'art  de  la  taille  de«  Tcrrea.  et  ü  Menenne,  aon  ami,  on  TOit  qae  presque 
tonte»,  poiu-  ne  pa«  dire  touteti  sea  d<.\-ocrertea  cn  optiqu«  out  <-i6  &it«8  ä  l'aria 
et  qne  Leibnitz  et  Hnyghetu  oct  fut  une  aupposition  ausel  faasse  qae  malraülant« 
en  imoginant,  qa'il  avait  omprant^^  A  an  mamucript  de  8nolHaa  l'idi'e  d'exprimer 
la  loi  de  la  n^fractioii  par  la  comparaiBon  dca  einaa  de>  anglee  d'iacidüoee  et  de 
r^fniction. 

10)  Wlicwcll,  biatory  of  th«  iudnctiTe  «eiencea  rol.  II  p.  S79. 

Tbc  persnn,  wbo  did  discorer  tbe  law  nf  the  atne»,  wur  Willebrord  SnelHiia 
«boiit  1621*),  biit  the  law  wna  flnt  pnbliohed  bj  Descartea,  wbo  bad  «ecn  KnelU 
|>apera. 

SO)  In  der  Biographie  uiiiveraelle  aucionite  ot  moderne,  tome  4i,  p.  680  Soden 
■wir  ober  DMcarieH  Polgundcs: 

Hoa  diBcourH  eiir  la  diuptriqae  reofennf!  aoBsi  bcancoap  d'applicatiotiH  g^om^- 
triques  ingunienses;  mais  lu  dio|itriqDE:  i^tait  iinpoaüibte  ä  Faire,  quand  la  riifmn- 
gibilitt'-  int'^gala  dea  divera  piyonB  de  la  Inmijire  n't^tait  pa«  oonaoe.  Cepeadaot 
on  ;  troiive  oocor«  uro  noitvelle  preuve  du  g<^uie  de  Desearte«  dam«  la  d^coarerte 
qoHl  y  donne  de  la  vf^ritable  loi  de  In  r^fraction.  II  est  viai,  qn'apr^  ea  mort 
HujgeLB  lui  »  couteHt'^  cetl«  dt-uouyerte,  e»  allL^guant,  qa'cllc  euBtait  dana  lea 
insnaacnptB  de  8oelliua,  que  Desüartea  a  pa  voir  vn  Hollando,  niai«  cette  l^cla- 
lation  tardtvo,  faito  ä  unu  epoqne  oü  Deacartw  ne  poovait  pla«  ae  d^fendr«  ne 
«affit  pae  poiir  liii  fiter  utie  di^ccitverte,  qni  ne  Ini  fot  oooteet^  tant  qu^t  v^cnt; 
car  il  a'exiate  paa  daiis  lee  sciences  d'aaties  titre»  de  poaBeaaioD  que  la  pnblicit^. 
Wir  kOaneo  aelbatrerat&ndlicb  deu  in  der  angeführten  Stelle  entwickelten  Ureod- 
l&tseo  nur  aeht  bedingter  Weiae  xuaLimmeu.     Ea  bandelt  Mich  in  aiwercr  Streil- 


*)  Diese  Zeitangabe  iet  nar  oacb  allgemeiner  Schätzong  aogeeetzt 


Olan,  qaod  «MiMO<W  too  Beci  pOMit,  eomwniifMM.    PtCÜ  kotem  nk  mti 
Iw  aitifa   ^   «cttt   exActe  secw«    «itn.    AtUtror    haae    oftÖBBm 
aaqfl»  djftcfl«»  M  osomfc  tctiq«»,  aiii  UäaX  ipM  tEttfeH  da 
In*  iaif««l,  BUB  «d  prttMBM  ad  moai  modom  ianairi  bm  crafa. 
vQ^floA,  Bk  ■•■  cniit,  MÜi  uki  iigiaü  «m  ad  qvinJ 

MBBBdaM;  ^BOd  ^M  BM  pCBeMUt«   MIM  Hl    IAMI  Mt.      FBlMr  taBBJlBleui 

^■H   tia«B  ■"■"—■■  d«fc«t.   <mn   ociao  me   tfokqpiB  ilocBwit    taagter 

O^M  MB  dlUOL     (Ef.   Xd.  Pv»  HL) 

Arf  da  Büer  Fccneim  B^woctet  OeacBrte»  icfar  aariarfick,  b^  gML  i 
ÜBksafdfe Methode. den  Bnete^wxpoBCBtasBteteaUdti  and  Olw  sai 
«BiBBM.    Die  danaf  bcrtefiek*  GMIb  IbbM: 

»  BaeatBi  OBadfiMTw  A  J,  tm^BJBM  ijLubbi  ipflii  «Ibw  npwr FG  B,  vqm- 1 
eniae  ■■giitaüiii  e«e  fomit,  4am  Bmb  ^  <;ir  deeidat  ad  i^iJni  ndm 
««^«r  jlfi^  4BB  «2ii  fadia»  tiaaiitBi  p«r  föairiaa  /,  t«tla  fngi«CatBr  waa 
A  aalk  feeta  nftactiaa*  d^  ta  väraK  insrattar,  aal  «alMa  tu»  com  an- 


MB«a  ä  f— ih  2>.    Sata  igtet  >■■■■  Gl^J'  ^bb 
■as  litB;  n  fiu  äl  nfraetä»  oi  paactaBt  V,  m  ^aa  31a 
A  mSt  H.  pmintnm  J.  ia  f«»  afiat  Sal»/ Da  ateaeca 

a  ■rtiKnin  odK  paact»  IT  ci  £.  aiKärwa,  Jl    Ek  n  kafana  brfat  pvaeto  J'C^ 
liki  <^  iiniii>iiiiia  «na  «rt  Mv  laaa  AB  «fc  SC,  aftä  lOt  *>  dS- 
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Trtiet  eine  ftodei«  Briefttelle,  ep.  pari  II,  *fp.  LXXXIV,  wo  DMcartea  von  der 
Theorie  des  Sehens  ipriclit.  Non  miror,  quod  D.  Mydorgius  in  mnltis  qtiae  de 
Tiaione  «cripit,  a  me  dinentiat,  bnic  enitn  niaterin«  multum  ante  bac  Btndait  et 
ctna  clJT«r«a  a  me  prinoipU  fuerit  eecutiu,  dirersM  oÜam  opinione«  hanierit  ne- 
ceue  est.  8«d  ratiuncs  ntean  (luo  tnagb  perpeadat,  eo  laagiK  ilU  natu  facturaa 
•pwo;  ip'«e  Atit«m  oimia  pollet  in^nio,  quam  ot  Teritatem  aon  amplectatur. 

94)  fogrgi'Ddoi-ff,  Vorl.  S.  SIG:  „Kr  gab  auch  oinö  Maacbine  zum  Scbleifen 
solcher")  Linsen  an,  mit  «elcher  der  Kflnstler  Kerrier  16^8  in  Pari«  wirklich  eine 
convexB  die»or  Art  «u  Stande  brachte,  aber  keine  ooncave." 

Poggi'ndorfT  ürwUhnt  hier  aelhit  das  Jahr  ISSft  aU  Jahr  deo  Oelingeiu,  et 
muHnU;  also  wühl  ».nah  berflckfichtigen,  da»)  die  Muscbine  vorher  erfunden  war, 
und  sie  war  ziomlich  complicirt;  che  absr  die  Maachine  constniirt  werden  konnte, 
maiutc  Deacartcs  du»  HintiK-treaetz  erkannt  habt-n ,  denn  darauf  bnuht  sie  einzif; 
nnd  aileiö.  Auch  hattp  Oeacartee  Jon  Olasachicifer  Ferrier  aicb  selbst  heran- 
gebildet und  Aberhanpt  alle«  WüMntlichc,  wax  bei  diesen  Operationen  zu  tbuti 
;  Helhiit  an^-frelien  (vrI.  die  folgernde  Nr.  26).  So  la^  es  auch  für  Fuggeodorif 
dienen  TiTmiu  auf  Ü.  31G  mit  dum  zu  vtirgleiuhen,  waa  auf  S.  .^11  ent- 
wickelt vorliegt.     Kr  wilre  viidleicht  dann  zu  andern  Rrblücsen  gekommen. 

Ü&)  Deecarl^'ü  v/a,T  im  Octgber  Iti'i9  nucfa  ITulUnd  gegangen  nnd  hatte  Ferrier 
ia  Paris  xurückgelaeiicn ,     Dieter  bekam  Anftrilge  am  Gläser  von  dereelbeo  Wirk- 

keit  zu  ecbleifen  wie  frQlier.  und  da  Deecattes  ihm  nicht  mehr  zar  Seit«  stand, 
irar  er  rathlot.  In  einem  Briefe  datirt  vom  2ö.  Oet.  1C39  aehtittet  er  sein  Hera 
über  eine  Menge  Dbge  au«  und  ßlhrt  fort: 

Omnei  iatae  diOicultaleB  me  non  adeo  turbant,  op«  eoim  tua  spero  me  eoa 
eup<?ratuni[u,  et  ostenfturnm  postie  me  mcliua  faccre  «inaro  dicere.  Supereitt 
mibi  adbuc  nnom  dabium  nutuifeitlandum,  quantum  a<]  modum  requinitom  ad  in- 
veniendam  lineam  neceBsariam  per  triangnloe  et  meum  <juadrantem^,  nimimm, 
an  li  duo  triangali  vitrt  eJQsdem  Diapbani  sint  direrüi,  et  conseqoeuter  divetio« 
facianl  elfectas  iaper  linea  dima,  qoae  retinet  radiam  in  dicto  Qaadrante,  et 
formentur  dtio  modnli,  conforme«  diveni«  lineis  refractioai« .  nimirum,  inqnam, 
atnun  cffcctui  dnorom  ritroram  po^eit  e«8e  stmiliB  veluti  ad  urendum  in  puncto 
quodam  detenninato  tecundom  tuaa  regulai.  Doctiiiti  mo  triangnla  posse  con- 
strui  tnli  angulo,  qoo  placiierit;  non  p«f)enm  ejus  cspcrimentnm  facere;  triangiila 
enim,  quac  ad'pnu.'ecni9  hiibeo,  omnia  sont  similia;  rogutnm  t^;  vclim,  ut  buno 
mihi  articiiluin  reiolraji.  Novi  enim,  te  mihi  dixisse,  omnia  psirva  vitra  concava 
ponee  inservire  cuilibi-t  grandi  vitro.  Amisi  fruHtalum  cbarta«,  in  quo  mihi  deli- 
oeavera«  modam  describendi  Uneam  reqniutam  cum  ordinario  circiao,  quaerendo 
plnia  puncta  per  quae  va.  tranEirv  debet  D.  Mjdorgina  proponit  modmn  ({uo  titi- 
ior  delineandae  iineau  DecesKariae  ad  arendum  in  aliquo  ptincto  quod  dflteniiinabit 
cuilibet  vitro  dato,  diametro  ejos  nihil  imminuto,  neqne  densitate  ejna  in  medio 
deintegrata,  aitque  se  eum  lolum  inveniase;  Novi  iiecretum  illud  tibi  non  incogni- 
tani  esse,  proedictumijtie  D.  Mjdorglum  nihil  ejiu  rei  icire  aiai  quod  a  le  didi- 
oerit.    Si  cxistimaret  powe  me  eiim    capere,   gratiatimam  mihi  foceres  ri  mihi 

*)  Et  Ist  kurr  vorher  Ton  hjrperboliscbon  OlBeern  die  Rede. 
**)  Ks  ist  hier  das  von  IV'scartca  e^nstniirte  Breobnng»exponenten-Ue«BiDatra- 
neDt  gemeint,  bei  welchem  ein  Glaeprism«  and  ein  Quadtmt  die  Uaupttbeilo  aiw- 
tmacbtes- 


m    — 


Ulninf  qood  eomnodo  tao  fieri  poBÜt,  conununiDarea.    P«tit  aofem  nt  «Un  |ii  urnftt 
bat  ortifes   qni   «oi&t   exact«   «ecare    vitra.    Arbibror   haon   ultünam   eoncUtioasia 
aeque  dtflioUem  sc  omaU   rctiqna,  am   racul  ipo«  lurtlficc«  da  induaträ»  ot  lai- 
bu8  imperet,    boio  ad   praesens  ad  sunm   modutii   iDt-cuiri   aou  cn>do.     AdM  b4 
TÜipendil,   nt    non   credit,    bsüb   mihi  iogvuü  e«»0  ad  qaippiam   cAfpiuodi 
conandum;  qnod  ipse  me  prae««Dtc  osoerere  anatu  eat.    Fateor  leiiaiUtei» 
qaae    tamea    excosari  debet,    com    nemo   me    quicquau  docuerit    pneter   la  en 
omaU  luea  debeo.     (Kp.  XCl,  Pan  IH.) 

Auf  den  »rief  Ferrien  antwortet  Descarte«  sehr  aniifShrlioh,  nod  geht  naai«at- 
Heb  aiif  die  Methode,  deu  Ur«i^liiuig9i>xpouittitCR  twiscben  Licht  und  Glas  «i  fiadn, 
geoaa  ein.     Die  darauf  bvsQgliche  Stvllt;  laulet: 

Sit  linea  tui  Quadrantis  A  E,  triangulum  vitretnn  i^plicatum  niper  PQ  U,  nyot- 
cuDqite  miLj^itudiaia  vmc  |>OHHit,  duoi  linca  cjtix  frll  üecidat  ad  anKDlu  reotoi 
ioper  AB,  qno  sulis  radiua  traiisißns  per  piniiulam  /,  ructa  progredlatiir 
D,  auUiL  facta  refractione   dam  in  vilram  inf^editur,    aed   NÜtein  tarn  cm 


ditur,  nimirum  in  puncto  Ti.  Not^i  igitiir  lineam  ODP  quae  nrpneMBtal 
Dationcm  vitri,  in  qua  sit  refractio  et  pimetum  JJ,  in  quo  illa  iuterHMte  Cli 
radiom  solis  et  panctum  A,  io  quo  radiua  Soli«  J  DA  iatersecat  linaam  Uli  Q""^ 
drantis.  Babes  itaque  un^xilnn)  AD  F.  Postmodum  a  puncto  .-D  ducea  sltv» 
liacam  VC,  udco  ut  angoltu  FDC  aequalis  sit  angulo  ADF.  ei  uota  in  4^ 
puncto  haec  linea  DC  InterHecabit  tuum  Quodraotem  nimirum  in  puncto  C,  l** 
iarento  aunie  lineam  CK  aeqoalem  CD  et  lineam  AL  aequalem  AD.  ijaa«i* 
potitea  medium  inter  puncU  A'  et  L,  mmirnm  B.  Et  si  habeaa  tria  puacta  aBC, 
qoae  tibi  dant  proportionem  qijae  est  inter  liueu  AB  et  BC,  nihil  tibi  de  r*"' 
quo  opua  eat.  Proportlo  autem  tata  »emper  vcniot  aequalti  qnaleeuaqne  tnu* 
gulum  Titreum  gnma«,  dum  omnia  ^uwlem  «ini  diaphuu. 

0er  Brief  iat  der  Vi.  de»  dritten  TbeiU  der  Briefe  ond  Tom  13.  NoT.  fO* 
aui  Amsterdam  datiit.  Die  Constniktioo  de»  firechaugsTerhüJtoiiives  iit,  vi«  iK^ 
aoi  den  oachfolgeodeo  Anmerkungen  Xr.  41  ergiebt,  hier  eine  etwa«  and«». 

Wird  die  apälere,  xn  Anmerkung  41  gehörige  Figur  benutzt  und  uia  D  vöi 
DC  der  Kreie  H<>»chlagea,  welcher  DA  in  O  trifft,  (o  i«t  nach  dem  im  10.  Eb^ 
pit«l  der  Dioptrik  angogebeaen  Verfahren  CA  :  AO  ia»  Brachongevethiltii» 
I)iea  lätat  eich  auf  dae  hier  erwELhate  folgendemtUMn  turückführeo. 


CA-.AO  —  CAi  DA  —  DO^CA:DÄ~CD  —  CB-^BAiDA—CD 
^AL-'^^CK-^..AL-^-{cK-h^) 

^AL-^.CK-^  =  AB:Ba 

IbI  ;il8i>,  wie  nnl«  N,  11  naclijjewieaco  wonJfin  wird,  CA  :  .4  O  =  »üi  (jf  -f  ^: 
Btn  d,  BO  ist  auch  AB  :  BC  ^  am  (jf  ~\-  d)  :  aia  i  und  etellt  also  das  Brechon^- 
verbUltniM  svri»cbea  Luft  und  Glaa  dar. 

Wie  D«Hc&rt€8  auf  die  hier  angegebene  ConstniLtioii  gekommen  ist,  gieM  er 
eo  venig  an,  ola  bei  der  späteren.  Es  itit  aber  ein  Beweis  fär  daa  grosse  Interesse 
und   den  Werth,  den  er  gerade  auf  die&eu  BrecbucigBeipouenlen  legi,   das*  wir 

Iiwei  BO  verscbiedeoa  ConxtraktioQsweUeQ  dafür  von  ihm  mitgetbeilt  erhalten. 
Die  anrfiillende  Notiz  Perriera,  da«s  Mydo^e  sieb  fQr  den  Erfinder  des  Inittro- 
mpntß.i  ihm  gegenQbcr  ansgRgeben  habe,  «cbeint  Dtiacartes  keines  Wortes  der  &• 
wiKdcrung  ft'lr  werth  tu  bulten,  weniggiens  findet  sieb  tn  dem  ganzen  langen  Ant- 
vortsobreiben  niobta  dorilber.  Eh  ist  hier  ancb  kantn  die  l-iefahr  tn  bcfürchU'a, 
daas  man  dem  Dcscartee  den  Vorwarf  machen  wird,  er  habe  dies«  mm  .Scbteifen 
der  hyperbolischen  Gläoer  nuthwendigen  theoretischen  Kenntnisae  dem  Mydorge 
XU  rerdanken.  Ferriur  uoIbBt  fTihtt  deutlich  genug  an,  wie  M>darge  c»  selbst  xu- 
gegebeu  bube,  alles  von  Duacartea  erat  milgelfaeilt  bekommen  eu  hSilien. 

IKÖ)  Ell.  pani  111.  ep.  LXI: 
Vir  ille  qui  me  initimulat  hausisse  e  Keplero  elHpseti  et  pambolas  meae  Diop- 
tricea  aat  malitiain  «luani  aut  iguorauttaiu  aperit;  Quantum  eniui  nd  KHipiiiD,  noD 
mAmini  Keplerum  de  ea  agere,  ant  ui  munUoaem  ejus  faciat,  id  innuit,  non  esse 
iUani  anaclasticam,  (^uam  quaerit,  Et  «lunjituni  ad  Hvperboleu,  memini  cua  de- 
monstrare  conari,  neque  eam  mku,  quiunvis  dicat  ab  üIa  uon  multum  dilTerre. 
Cogitaitdum  itique  tibi  reliuriuo,  ntrum  rui  lUictijuB  veritatem  didicerim  a  l-iU  ho- 
micc,  qni  eam  falgam  ense  )irobar>?  eonatur.  Qnod  tameu  non  obtttat,  qooiuiauB 
fatear  Keplenira  fuisee  primum  doctorem  meum  in  Optica,  ipeamqu«  omnium  in 
ea  bactenas  TcrsatisBimum  fuisio. 
K  S7)  Ep.  pars  I,  ep.  CXIV:  Gratias  tibi  hubeo,   qaod   te  gaudere  testiticeris, 

^P^nod  in  cogitationam  mearum  promulgatioue  ab   alüe   praeverti  mo  non  fuoriui 
pasBUs:  sed  certc  id  nuntpiam  veritits  anm;  nam  practerqusm   qaod  mea  parum 
fert  ntrum  prior  aliquid  scribam,    au  posterior,    modo  taotum    vem  aint   qnac 
ibo,  oplnioaes  meae  outnes  ita  slmul  cohaerent,  nt  nemo  posfit  eamm  uUam 
libi  vindteare,  ntai  omnes  noverit. 

S8)  Kp.  pttrs  III,  ep.  XXXUI:  Quantuui  od  illum  quem  me  culpare  dicis,  qaod 
faUlautim  non  nominaverim,  npparet  ODm  qtiaetero  qnod  reprcbendat,  n«:  tarnen 
Ejus  inTcsir»  caiiHiun.  Neqne  enim  ipoe  Galilaeus  sibi  perspicillornm  inrentioneiu 
attrihuit,  mihi  anteni  non  ni»  de  oornm  ioTeotore  diccndam  fuit  Nequo  enim 
Hlkoroinandi  mihi  fiienmt,  qui  anto  me  de  Optica  sciipBOrunt,  n<.'que  enim  icribere 
^Ijietoriam  animas  erivt,  «atisquo  hiiliui  in  genere  aasemisae  ctiamnum  fuisse  qui 
pltirima  iuveaurint^  nc  poasem  argni  me  aHornm  inrimttonem  mihi  aitribuore  vo- 
Iniase,  lu  quu  plna  mihimet  ipsi  injariae  feci,  quam  illis  quurnm  nomina  omist. 
Ct^tari  qnippe  poteit  eoa  multo  ptum  fecisse,  quam  Fortauie    eus  fecisse  depre- 

t'      Inr,  81  dixii-Bem  quinam  illi  oeaent. 
Ep.  parti  il,  ep.  XII:  Uixi  (jLuandam  ejus  (der  Hyperbel)  proprietatem  od 
: 


radioa  infleoteiidoa,  oujiw  mihi  d«moiutr»Uo  memoria  exctderat,  atqae  at  fit  intor- 
dam  in  rebus  facillimii  ex  Uinpore  noQ  occorrebat ;  wd  ejiia  convenaua  in  Ellipu 
tibi  dcmoDstraTi,   explicniqae  ooDanlla   tlieoremata,  ex  qmbot  tarn  £acile  pot«rat 
dedoci;    Bt  iiecainem  <tiii   UDtillnm  attenderet,    iKtviet  cffi)g«te.     Quamobrem  t«l 
hortatus  mm,  at  in  illa  (|na«reada  iDgeninm  exercerca,  qaod  sane  noa  fnriaaniii.l 
com  te    conicia  plane  nihil   ecirc    fatererii,    nüi  fiacilHmam    o««»  jiidicaMem.  1^i] 
vero  qaaorivisti,  inreoiBti,  08t«iidi»ti  mihi,  la«tatua  nim,  dixiqae  me  illa  uaimiml 
deraoaBtrationp,  Ri  iinqimm  de  i^ta  rc  esaem  acriptonu. 

Ich  sprach  oben  dio  Ansicbt  aus,  dass  der  hier  gegebcDS  Bericht  der   doM] 
mfindlicb  svinchco  Beakmaoa  nnd  OeAcartc«  TCrliandslUrD  Vorgoogi  sei.    Das  mehr- ' 
focli  »-i^d«rboltn  ilixi  weiat  auf  ein  Gespr&cb  bin  nnd  kann  uch  wohl  nicht  recht 
oaf  ein«  in  Brieren  niedergelegte  AuHsage  beziehen,  das  ex  temiiore  bqu  ooeam- 
bat  scheint  danwf  hinzadeaten,  daas  znr  .Stimde  des  QBRpraehH  dt^r  von  Rae'kQiaiui ' 
erwartet«  Bewein  von  neocartas  nicht  gegeben  werden  konnte,  weit  er  ihn  augea- 
blioklich  vergestea  hatte.     Bei  Annabme  eines  blas  briefliobea  Verkehrt  gnviachM 
beiden   hat  dieae  Wendung    ßbarbauiit    keinen  Sinn,    da  ja  Deicartea    mit    einer i 
■Tuntaellen  Antwort  auf  die  Frage   de«  üeekinaiiu   nach   dem   Beweise  «o    lang« 
warten  konnte,   bi«  er  ihm  wieder  eingefallen  war.     Da«  cwtcndiiiti  weist  auf 
tbataüchliches   VorMiReu   de«   roa  Üeekiuann  schriftlich    niedergülegten  Beweis 
hin  nnd  hat  ebenEalb  bei  btos  brieflich  gedachter  Mittheilang  keine  recht«  Stelle. ' 

Es  acheint  mir  hiemach  nicht  gaoz  ohne  Onind  anznnebmen,  das*  wir  es  is 
dieser  Darstellung  mit  einem  Vorgang  aus  der  Zeit  des  ersten  Aufenthalte«  des 
Desearte«  in  Holland  xu  thun  haben,  wo  er  in  Breda  mit  DeekmaDu  rerkehrte. 
Beekmann  war  Bigentlich  in  Dordrecht  aageatollt,  rerweilte  aber  doxomal  am  Hof* 
lager  des  Ucrcogs  Moritt  Als  Descartes  xam  «weiten  Male  in  Holland  war,  De- 
Mmhei  1621  bis  Febr.  10^,  hat  er  schwerlich  mit  Beetmann  *o  langa  an  dem- 
selben Ort,  wenn  überhaupt,  zutammen  gelebt,  du«  er  obiges  Vorgang  mit  «r- 
lebt  hoben  wird,  AQch  war  er  1621  nnd  ICHS  goru  in  philosophische  Spckulattooen 
Tersunken  und  hatte  die  Mathematik  Jülich  bei  Seite  gelegt  Darf  mau  jeoeoj 
Bericht  10  deuten,  wie  ich  es  so  eben  gethun  habe,  so  bedarf  es  Icoinee  wcit«Tai 
Beweises,  das»  Dcscarteü  Hchon  mn  ir>19,  also  cn  einer  Zeit,  wo  Snell  vcrsinUi- 
lich  noch  nicht  aJi  ieine  optischen  Stndien  dachte,  wo  er  aber  Hicher  noch  nichts 
Kr  Descartes  ZogiLnglicbes  aufgeschrieben  hatte,  dus  Brechungagfaebt  kannte. 

30)  Ep.  pan  11.  ep.  XCII:  Tibi  gratiam  babeo  qnod    causam  menm  sustio^re  i 
labores;   verum   noo  mctuo  no  quisquam  aliqno  jndicio  praeditus  suspicetur  m« 
mutoatnm  faisse  Dioptricum   mearo  a   Rogero  Bocoue,  multoqne   minus  a  Fioi»- 
Tuiti,  n^i  mems  fuit  circulator. 

Dass  Descarios  sich  oefar  früh  mit  optiaohen  Dingen  beeehUtigi  hat,  geht  isu 
eineai  Briefe  her?or,  deascn  Datum  durch  Bore),  also  einen  unserer  suTorlftasigstai 
QewAbram&nner  ans  dem  siebzelinteD  Jahrhundert  auf  den  19.  Jaanar  1843  ttxiri 
worden  ist.     In  diesem  Briefe,   dem  lOA.   4^8  dritten  Theila,  der  in  der  Ansgabe 
von  Cousin  mcrkwOrdiger  Weise  als  der  114.  de«  dritten  Theils  aafjgeffllLK   wird,' 
schreibt  Descartci:  Invontio  puncti  roflexionis,  datis  speculo,  ooolo  et  ol^eeto,  islj 
probliuua  aohdum  qnod  Vitellio  resülrit  per  hyperbolen  qnaotum  ad  specola  eou- 1 
vfixa,  ni^ne  plus  difficultatii  habetur  quoad  coaoava,  adeo  ot  in  hoc  openu;  pr»- 
tium  non  sit  inquirere;  et  plus  Vicennio  excessit  ex  quo  id  inreoi,  »ed  memoria 
•lapflum  est. 

Hiermit  haben  wir  den  Beleg,  dass,  wenn  wir  der  ZeittMitimmaog  des  Dtt- 


CArtee,  dluwflMtfiSnfirBwcbiVftiKuof,'  mit  doa  gekrümmten  Kpit^f^lo  mrtir  ftli 
ewanxig  Jabrp,  rom  19.  ■Jan.  liU:^  nb  ^'recLuel,  vcrKangeii  Aiiid,  nach^'eheii .  er 
|B«liou  miiideHtenM  iu  Jabre  ItiBI  diust.^  optütcben,  wi«  er  ae1b»t  »agl,  na  Vitollio 
uiu)  d»h«r  auch  olioe  /weifvl  an  Kepler  lucb  auacblieMeadeD  Studiea  (leniacbt 
haben  wird.  Wirddiv  AotisM-ran^.daasea  „mi>hralazwaiuÜR  JabrO  ber  inod",in  ihrem 
gewöhnlichen  8inne  genoinin(!n,  bo  werden  wir  wohl  dii>  Möglichkeit  ervägen 
UQrfeii,  daaa  er  bereits  1G19,  ala  ei  noch  in  Drcda  mit  Ueekmanu  KUsammeD  ar- 
beitete, da»  Stodiuiii  der  Optik  betriebe»  habeu  wird.  Damit  sind  wir  aber,  bc[ 
eH,  daaii  wir  16S1  uder  1619  anoi^baien,  in  die  Zeit  binaufgt^rückt,  welche  vor  dem 
zweiiea  Beouch  UoUaadH  rum  Be%eniUer  1S31  bis  Febr.  ICäti  UagU  Wvnn  es  nan 
wohl  auch  angenommen  werden  kann,  da«B  Deacartes  während  diene«  Aufenthalt» 
'  in  Lejden  Snell  persöalich  gesproobte  bat,  eo  werden  wir  noch  dem  eben  Er- 
j  wiUiateD  doeh  geiwnagen,  die  errolgretche  Beaoböftigung  Ueecartea'  mit  optischen 
Problemen  vor  diese  Zeit  xo  »etxoo.  womit  ein  Grund  mehr  gewoauvu  irt^ 
seine  Studien   in  Betreff  der  Lichtbrecbaog  »ich  als    selbuttt^dige  vorzusteUen. 

31)  Ep.  pars  II,  ep.  CHI:  Ceterom,  quamvia  dioptiioAm  meara  abaolvere  non 
fefliioem  nuUuii  tAinon  timeo  ne  ()uii^  tstttitt  fairem  in  m«Mun  alienam,  quicquid 
enim  alii  scrihant,  ecrlos  anm  neminem  fore,  qoi  idcta  «cribat,  qnod  ego,  nid 
illud  ex  litteri",  qnfts  dcdi  ad  D.  F.  deoamut. 

32)  Kp.  pars  II,  ep.    LXXIII:   Qaod  ad  modam   menBarandarTim   rehactioanm 
llnminiü  institno  comparationem   inter   »iniiR  angiilomm   incidentia-?   et   angnlomm 

refrni^tonini ,  sed  noiletn  hoc  adbuc  propulAri .  quia  IHoptricou  meoe  prima  para 
niliil  »lind  eontin^^hit.  Kon  potent  racil«>  determinari  qiialem  figitmm  lin<>a  visa 
in  fundn  oqnae  itit  hubitnra,  rci^uc  enim   certii»  ent  Hliquix  loctis  imAginin  in  re- 

IÜextfl  mit  rofractii,  quemadmodtiTn  sibi  valgo  peniniMemnt  optici. 
Was  den  leUten  Theil  dieser  BriefHtcUc  anlangt,  so  mag  erwähnt  werden, 
idaBS  W.  Snell  in  aeinPin  hinterlasiteneo  Werke  auch  die  Linie,  antt*r  welcher  der 
gradlinige  Ueflluboden  eine«  mit  Wa«ter  angefGIIt*>n  Gefixtes  erscheint,  ah  eine 
CoQcboide  beolimmt  hat.  Hütte  Deacarkii  das  Werk  Siieir«  gesehen,  er  wilrde 
wohl  diese    merkwfirdige  Entdeckung  gvprSft    haben    und    nicht  nnr    von  der  ge- 

IwSbnUehen  Anschanang  der  PbyiJker  gcaprochen  haben.  Ea  scheint  ihm  nicht 
gelnngen  «u  aeto,  Aber  den  scheinbaren  Ort  der  Punkte  eioer  tuiter  Waaeer  be* 
Endlichen  graden  Linie  etwas  Sich«^re«  gefunden  xu  haben. 
3.1)  Ep,  par.i  II,  ep.  CHI:  Kxperinr  in  Diuptrica  an  poioim  cogitationea  meas 
pxprimerp  et  vfritatem,  qmun  mihi  ip«i  peninaBnm  habeo,  alits  perstiadert> ,  qnod 
4aidem  necinaquam  puto. 
34)  Ep.  jian  It,  ep.  LXJX :  Coeterum  qnia  scribis,  onpere  te  nonniUla  ex 
Diuptrica  muu  ridcre,  primam  illiuH  ad  te  partim  mitto,  in  qua  omirau  rcliqna 
PhüoBophia,  coaatuB  sani  explicare  lofmctioiium  niatcriam;  videbi«  band  magoi 
momonti  ßpuB,  et  forson  perlectuni  multu  minoris  lacit's,  qnam  nnnc.  Mihi  tamen 
votupe  erit  ut  illad  videofl,  nt  tuAm  dit  iUo  svntentiam  mihi,  si  pUcet,  aporiaH, 
wauiiscriptumque  ad  mo  remittafl,  L-xKoiplar  enitn  illiua  nailum  habeo,  et  proetcrea 
uoUem,  ut  ab  alio  ullo  praeter  te  \ridpretiir. 

36)  Ep.  pan  tll,  ep.  IX:  Miror  praetprea  qnod  oddab  „praotensam  meam  de* 
monttrationem  posse  accominodari  per  vias  sibi  eognitaa,  sod  quamm  nnlla  vidit 
Taitigia  in  mein  scriptl«,  iwo",  ul  ait,  „qnas  rejicio  tamqttam  ad  r<:m  non  focien- 
t«B."  Elaee  enim  confurendo  cum  tnintu.  et  Kextu  ex  ejus  thesibti«  oplicis,  pag-  H, 
cunque  integtii  ejus  wLitatiQ&e,  nihil  aliud  milii  posnum  pertuadere,  qnani  ill»m 
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de  reflexione  et  refraotione  eadem  qnae  ego  et  qnae  noUas  ante  me  demonstravit, 
discipnloB  snoa  docuiase,  rnntatis  tantttm  et  distortis  Terfais,  at  aliud  dicere  vide- 
retnr  atqne  (inaedam  alia  qaae  cnlparet  mihi  affinxisge  nt  ea  deinde  conigeiet. 

S6)  Kepler,  Paralipomena  in  Yitellionem,  cap.  IV,  2  (Ausgabe  von  Priscb, 
Bd.  II,  181). 

Lai,  inqninDt  {AlhoEen  nnd  Vitellio),  qnaerit  compeiuationem  damni  ex  obli- 
<|no  iDÜictu  accepti.  Quanto  enim  debÜitata  fiiit  a  densioris  occnren,  taoto  se  re- 
oolligit  acoedendo  ad  perpendiculum  nt  rectim«  ictn  feriat  fandom  medii  densioriii. 
lotuam  enim,  qui  sunt  recti,  fortissimoB  esse.  Et  addaot  aabtile  nescio  qntd:  mo- 
tum  Incis  oblique  inoidontia  compoui  ex  motu  perpendionlari  et  motu  parallelo 
ad  donsi  superSciem,  eamqne  motum  sie  oompoaÜam  non  aboleri  ab  occorsu 
pellucidi  densioris,  aed  tantnm  impediri.  Totum  ergo  motam,  ut  est  compoaitna 
sese  munire  itomm,  residere  acilicet  in  motu  per  denaam  Buperficiem  jam  alterato 
veetigia  pristinae  compoaitionia  ut  non  plane  fiat  perpendicnlaria  nee  plane  pa- 
rallelua.  Defleotere  autem  ad  pürpendicnlarem  potina  quam  ad  parallelnm,  quia 
fortior  sit  motua  perpendicularia. 

37)  Ep.  pars  II,  ep.  XXXIV:  Fanoa  enim  haboot  (}eometrae  veatri,  qitae  in 
Bvriptia  meis  reprchendant ,  quandoqnidem  demonatrationcm  meam  de  proprietate 
Kllipecoa  et  Hyperbolae,  quam  iu  Dioptrica  mea  posni,  vetlicare  conantar;  cum 
onim  haec  proprietaa  ab  alio  ante  me  nemine  uoquam  reperta  faerit,  aitqne  maximi 
prae  reliquia  quae  circa  haa  figuraa  cognoacuntur,  momenti,  mihi  certe  Tidentur  illi- 
boraliter  loqui  dam  dicnnt  eaae  hoc  aliquid  quod  tj'ronem  redoleat;  neqoe  enim 
inficiari  poaaunt  quin  iate  tyro  üloa  in  hoc  ipso  docucrit.  Vcrgl  auch  Chaalea  Oc- 
Bohichte  der  Geometrie.  Deutsch  von  Sohnke,  Seite  168,  Anmerkung. 
88)  Descartea,  Dioptrice  cap.  VIII,  2. 

88)  Die  entscheidenden  Entwickelungen  finden  sich  im  achten  Kapitel  der 
PioptriW.     §  2  imd   12.     (Kbenwo  aiu-h  in  Kp,  par«  II,  ep.  XXXlV.i 

Für  die  Kllipai;  setze  ich  sie  in  etwas  zusammengezogener  (lestalt  her. 
Zieht  man  von  einem  Punkte  B  der  Ellipse  die  (Jenide  HA  parallel  der 
grossen  Axe  J>K  naeh  aussen,  vorbindet  li  mit  dem  entfernteren  Brennpunkte  J, 
wie  uiioh  mit  dem  näheren  //  und  niiieht  HA  =  liJ;  eonstruirt  man  femer  die 
Normale  der  Ellipse  im  l'nnkte  B  und  fallt  die  Lothe  AI.  und  JG  auf  dieselbe, 
so  haben  AI,  und  JO  dasselbe  Verhältniss  zu  einander   wie   />A"  und  HJ. 

Beweis:  1)  A  ALB  r>^ 
A  XJd,  wobei  K  der  Dnrch- 
ächuittspunkt  der  Normale  mit 

^  der  grossen  Axe  ist. 

"^  -j;  A].:JG    ^  AB      \J 

'"•-^^  \  =  nj  :  yj  =  OJ:  HJ.  wo 

bei  ''  der  Durcheebnittspankt 
J  der  durch  H  zur  Normale  ge- 

zogenen   Parallele     mit     der 
Verlängerung  von  BJ  über  B 
■  ^_  ^  hinaus  ist. 

>iK  *-  3)  f>J  :  HJ  =  />A':  HJ 

4)  AL-  Ji!  ^  DK  :  HJ  ^  .sin  «  :  ain  ß. 

Wenn  daher  A  B  ein  Lie-htstrabl  ist  und  die  Ellipse  der  Schnitt  der  Ebene, 
im  welcher  der  Licbtstrah)  verläuft,  mit  der  Oberfl&che    der  Glaalinae,   so  wird. 


wenn  dio  GeKhirmdigkeiten  de*  Licihte*  nich  verbattcn  nie  DK:  HJ,  der  in  B 
die  Oberfläche  trpffendp  Ptrabl  nftch  der  Rrwhnng  durch  J  gehen.  Ut  li  oin 
wiltfailrtii-li  ßc<w:ihlt«r  Punkt,  «0  wird  «t/ii»  ftlr  diciolbe  Elliirae  ilaa  V^rbilltniHi 
(U't)  Siiiiiu  von  or  uiiA  ß  gleich  d'--m  ilei-  |rii>H8eu  Axl*  eut  dopiitrIU-n  EicuitrioitSt 
8eiu  itml  KÜ III 111  Hiebe  auf  die  Ellipite  falleuilo  uiul  der  HauplAxe  parallele  Strahlen 
«ordL-n  titircli  J  {{clieii,  iloit  ulso  la  cLuein  eiozigon  l'uiikt  fftmammeU  erscheinen. 
Ffir  die  Hr|iOrhel  gilt  diu  Hototprochcndc.  Da  nun  da»  Vorbriltniae  «wischen 
KFosaer  Ax«  nnd  doppelten  KxuatrieiUU  aJlee  Nüthigu  foUiiUt,  um  die  Kegel- 
»übnltte  auf  organiHcbo  Weise  zu  sflichRen,  ito  reicbf»  diene  Etement«  ans,  um 
die  e)li))ti«r.heti  oder  hyperboltnchen  OherfUlchen  von  DrenngliUiem  xn  findm. 

40)  Kepler,  Dioplriee.     IV. 

41)  Das  MeipinrtrDiueDt,  durch  welebeit  Deacarten  den  Brechunfcsexpenvottin 
awiMihsD  Olu  und  L.ufl  bestimuit.  ist,  ati*i!er  iu  dem  93.  Urivfe  des  dritten  TbcUa 
dar  Bnefe,  autffüLrlich  im  zoboteti  Kapitel  der  Diopirik  dart^estelH. 

ßelecto  iritro  atit  crystatio,  «jno  iiti  platet,  primo  uecBSMJrift  est  imiuiBiüo 
proportionifl  qoao  juxta  superios  tradit»,  rufractionum  ilUuB  metuuni  existat;  »t^iuo 
Ula  obvia  et  rxpMita  erit  Opera  huje*  ioatmmcatL  EFJ  e«t  asaerciilu«  aat  re* 
(fiila.maximQ  pliuic  et  recta,  «x  (lualibet  materia,  dumoiodo  doü  niotit  i>o1ita,  tcI 
pcUucid;i  nii,  iit  Inmco  in  iilam  effnsum  fncillime  ab  ambrn  dignoacittiir.  EÄ  et 
FL  »int  dmie  dioptrao  id  est  Utminat;  parrac  ciijuHeanfjac  matorine  dtmimodo 
DOQ  »it  tranepnrens,  ad  perpondiculiim  arc-vtae  in  KFJ,  et  fomtninp  exiguo  sin- 
gnloe  pcrtiuae  nt  H  et  J^.  Snntqne  haec  dun  foramina  tdm  dircct«  eibi  invicem 
opiMiMta  iit  nidiiiH  A  1.  illa  permeaau  imiullelua  feratur  lincae  A'F.  8olis  dno 
foramina  permeHno  per  uiedium  vitrum,  irrefractus  penctrat  ad  fi,  nhi  nun  niiii 
decliaon^  ad  »lifiuod  puiictuni  iimereuli  EF  v\^teA\  potout,  nt  exempH  gnitia  od  J. 
Ist  nun  BllP  du«  Bild  der  rriMim,  so  ist  der  Gebrauch  des  loatrUBBentea 
folffPlldcr : 

JUb  tribuH  punclia  B, 
P,  Jaocorate  itaco^iti« 
et  conaequenter  etiam 
triangulo  quml  de>cn- 
bont,  hoc  tri;in(^nluru  in 
cbsjrtam  autaliud  planum 

circinoesttraDaferendum. 

böindo  ex  centro  B,  per  \ 

{»unctum  I*  describenduB       \, 

cultia  NPT  et  annipto 
ircu  N  P,  aequali   arcui 

J»T,  dncenda   recta  PN 

twoana  7i'productam  in 

pwaeto  JH.     Uinc  denuo 


tr 


r 


VU.  h. 


ox  puncto  B,  per  JI  dwcribcndue  circnlu»  IfD,  woanB  BJ  in  puncto  O.  Et  habt!- 
bitiir  proportio  inter  Itneoa  IfJ  et  OJ  pro  nienHtim  coraoiiini  refractioomn  i|aan 
proditoi  posaunt  a  diDiireotttL  quae  est  inier  a«>rum  i^  vitniui  i|uod  oxamioatur. 

r>a    Deaoartefl  fflr  die    Ktchtigkeit  aeiner  Constraktion  keinen  Beweis  giebt, 
fal^  hier  ein  gonx  elementarer: 

Vor:  1)  BF  ±  HJ, 

i)  iFttP~=  g,  der  brechende  Winkel. 


3)  i  MBJ  —  i. 

4)  i  FJir  =  mN. 

Beweüt   I)  SJ  :  OJ  =  UJ  :  X>^  -=  «in   (ff  +  Ä> 


mo  p. 


S)« 


DBP-^PBS 


a)  HJ  i  OJ  ^  Hin  C«  +  ^  :  «in  !7- 
Du  letzte  VerbältnisR  isfc  aber  diuijenific,  welche»  boim  FriRina  den  Brccbanirt- 
»poncnU'n  niiKiebt.  DcuuiTt«»  bat  al^o  bereit«  itehr  Trüb  dnrcb  den  brecheoden 
Winkel  nnd  die  Ablenkun}^,  die««?  beiden  HaupU-lemetote  am  Prüttna,  den 
Brei-bungsexpoiieutcii  bestimmen  können.  Ueber  den  ZuttammeDbAn^  di^^aer  Figat 
mit  der  im  93.  ßhfvf  ic»  tltiÜMa  Tboils  gegebenen  siebe  Anmerkung  Sü. 

45)  In    dem    33,    Rrief   den  dritten    Bacbea,    welcher    an  Mereenne    gtrirbtel 
wurde  und  »cbon  oben  einmal  a»);{cf{]lirt  worden  Ut,    findet  sich   folgfjido  Steiler 
Scia«  me  Kefmctioneii  geometriee  denionHtraMC  et  il  priori  in  mea  Dioptrica,  nü- 
rorquc  tv  de  eo  etiamnum  dubitare.     Sed   vervaris  inter  boniines,  qui    i|Dant<im ' 
pOMUnt  in  mei  prarjudivium  declamaut.     Non  ignoro  eoK  qni  inir^uo  rrf^a  nie  »unt' 
aoimo  le  in  eum  fineiu  inviflere  et  ut  novi  qaippiam  de  nie  )iercuDctenliir.   Adoo- 
que  mirandam  mihi  potiun  «fit,  quod  iioD  obatantibn»  taoti«  eoruiii  machuiatinnibu*, 
non  debilitato  amote  me  prosequaria  et  in  partibas   mcis  pcraeTCreft;  qnatiropl«c ' 
tibi  sammopere  me  deviDctiun'  itrofiteor. 

AoB  dem  Anfangs  erwäbnU'n  gebt  mindeateoi  hervor,  da«s  Oetcartai  cicb 
t«iB«t  methodischen  Beweise«  den  RefraktioiugeMtzea  beviisst  war.  Kr  hatt»  e> 
am  aUgenoineD  PrüivipieQ  beraoB,  wemi  aacfa  für  un«ere  ^>it  nicht  itreng  genug, 
ZQ  erweisen  gesacht  uod  glaabte,  allen  AnfordemngeQ  genng  getbaa  ku  hatcii.| 
nnd  könnt«  den  Entgegnungen,  namentlich  Kermat«  nnd  desaen  Fround«b 
Paria  eine  Ucdcutaog  nicht  beimetscn. 

48)  Poggendortf.  Vorlea.  p,  Sl«. 

44)  Deuc.  Dioptricf,  cap.  U,  7, 

46)  LeibnitK  hat,  so  viel  mir  bekannt,  an  xwei  Stellen  sich  Ober  im 
Verbältni«  itn  Snell  aasgeiiprocheu.     Rjnmal,   wie  oben  bereits  erwUmt  (ABm.  4) 
im  Jahrgang    IC^S   det   Rcta   emditoram    und    dann    in    einem  Aufsjitx  ItMnarqntial 
inr  Tabri^«^'  de  la  Tic  de  Mon9.  do«  (.'artes,   abgedmckt  in  Qorhardt,    LeibaitjRnvl 
philoi»o[>hi»che  Hcbrifleu  Bd.  IV  p.  316—319. 

Diese    letjctori-    »ehr    aasgcdebnle   Darlegnng,    in    welcher   alle   die    aJt«a    Ao- 
lehuldigungun  gegen  Descartea  noh  wiederhoten,  lautet  folgcuderutaasen : 

U.  de  Fermal,  o'eetant  nnllement  satiRfait  de  l'ezplicatiou  de  M.  ilot  CartM 
m^tait  tonjotirB  quelqae  cbow  ponr  la  dioptriqae  et  aoima  U.  iVtil  di*  (mii^ 
d«a  expnrienoeB  U-desGOH.  Kt  oomme  H.  du  la  Cbambre  soogeait  de  pablier  m 
traitu  de  la  lnmij>r6.  H.  de  Keruat  lity  inanda,  qu'il  avait  one  panMw  i>ar  la- 
quelle  U  et]>vrait  de  trourer  la  reritable  raiaon  de  la  lo;  des  rvtractJou,  auti 
qa«  1«  caloyl  le  rtbotait.  Eafia  ü  s';  mit  et  d^oorrit,  qn'en  snppoiant  que  1< 
rayone  roat  d'on  point  donn^  ä  un  autre  point  dono^  par  la  voje  la  plni  aji 
il  vienl  justement  la  lojr  des  ünuB,  qn«  M.  des  Cari««  arait  vouln  proover  lAr 
autre  voye.  Et  ce  qu'il  j  a  de  plua  curienx  c'eet  qoe  H.  de  Fenuat  inppwa,  qi 
le  verre  retiste  auz  rnyons  plnii  que  l'air,  an  lioa  qnc  M.  des  Cartai  auppOM  toiil 


[e~cölirrämret  ae  tmn~as' U  oompanison  d'on  tapi,  qni  n'est  poim  jäA«~(iKDriA 
qtieäüoa  dont  il  B'agit.  Et  cependant  leun  conelostotu  dont  les  rn^nses.  Le  Pre- 
mier qni  a  d&ouvort  la  vöritablo  loy  des  t<!fmctionfl  ätsit  WUIobrord  SnelliiiB, 
HolUndais,  bd  des  plus  gntade  Q^oroötrea  de  soa  taispa,  H  l'avait  expliqu^e 
dans  DU  tr&it^  exprj^a,  doot  M.  laaac  Voseiaa  dou«  a  conservä  des  extraits.  Snellins 
renaeignait  i  ees  diBciples,  et  entre  atitres  ä,  HoHetiEiaa,  depitü  professeur  de 
Mkttematiqties ,  qui  l'eiueigiiait  aas«;  ainsi  toutes  Iqe  apparences  soot  que  M. 
den  Cartds.  qoi  ätait  si  carieox  de  cea  cboaes,  qui  avait  ^t^  ü  longtempa  en 
notlande  et  qni  pratiquait  lea  meülenni  Mathematicieoi  l'a  acue.  Cola  ae  eoo- 
flrms  atisn  en  ce  qu'U  n'ea  a  pai  icA  la  raisoc,  et  quo  TOalant  l'espliqaer  a  sa 
mode  par  la  componitioD  du  moavein^at  perpeDdlcolür«  arec  la  parallele,  qQ'il 
avait  apprise  par  Kepler,  il  a'^tait  embEirasier  ätraogement.  Äicäi  od  voit,  qa'U 
a  ^  Obligo  de  donncr  la  gSne  fi.  sei  principcs,  poor  y  ftjiuter  ce  qa'Q  avait 
appris  d'iUlleur«.  .le  n'ai  pas  rne  le  inanu«cript  de  Snelliua,  maie  je  aoit  per- 
suadä,  qac  la  roye,  pnx  laqneUc  il  a  ttooTti  cot  important  tfat:ordme  a  ^t^  la 
mfime,  qne  M.  Fermat  a  emplo^ife  dcpaii  et  qoi  l'a  meiid  i\  la  m^rne  loj,  eana 
s^T  attcndre  et  aans't'y  rien  icavoir  de  So&lUui.  Et  ce  qui  me  le  fait  croire, 
c'eiit  qne  Ich  ancicns  ae  sont  serrüi  de  lu  m^me  m^thods  poar  d^montrer  l'i^alit^ 
(loa  unglüä  d'incidence  et  de  ri^Sciion,  qne  Men.  SoeUiiu  et  Fermat  ont  poiim^  & 
la  n^froction.  La  postä-it^  a  depnifi  rendn  jnstioe  i^  oes  Uemieiira  et  renx  qni  oot 
approfondi  oes  choBes,  demenreot  d'accord  qne  M.  de*  Corteii  n'a  pai  ibS  ioTen- 
tenr  uy  de  la  Ic^  de  röhaotioo,  nj  de  en  raison.  Cepoodant  la  raiBon  des  on- 
ciens  tient  quetque  chose  de  la  considf^ratiou  des  Finales,  oo  qui  a  fait,  qa'oo  a 
cberchi^  encore  ime  raittau  ab  efScientl.  H.  Üobbes  seatait  aerri  de  la  cooiti- 
d^ration  d'uu  ra^-on  aolide.  M.  Barrow  Tavait  poosa^  plus  avaut.  Hais  i\  semble 
que  l'explication  de  M.  Huf^ns  par  les  oude«  est  la  plas  profonde  et  la  plus 
apparent«  quo  noua  ayona  jusqa'ic>'. 

46)  Kepler,  Paralipomena  in  Titellioneni,  Caput  I  prop.  XIV.  Lax  per  den- 
eorom  sQp«r£ciee  impedttiue  tranait,  qaateDus  densae.  Cum  enim  luci  competat 
motoa  (per  prop.  1),  proprietatea  qaoqne  motaa  recti  ei  compet^nt.  Quare  et 
napedimentam  a  densiori  medio.  Kon  Tero  quateuiu  solii^am  per  10*),  ergo 
quatenns  aaperficie  deusa  t«rmiiiatar.  Ciariaa:  tucia  uotoa  fit  oataraliter  com 
extenaione  per  G,  qoia  semper  ab  ono  foate  in  omnea  regiones.  Sicut  ergo  sopex- 
iicie«  ob  infinita  pnncta  reaiatit  motni,  qtn  est  in  lineia,  »ir-  anperficiea  densa  re- 
siatit  motui  extenaanti  cum  denattaa  et  extenuatlo  «int  sub  eodem  genere. 

•17)  Epiitolar.  pars  II,  cp,  XL  Qaod  autetn  illc  ait,  denaitatem  medii  efttoere 
rcfractionem,  potesl  manifeste  falai  convinci,  quia  refhtctio  radii  InminJa  aquam 
perradontifl  6t  Terfiita  piTpendtcuIarem,  pilae  vero  tit  a  perpeadicolan;  ita  ut  tuia 
eadcmqne  detiaitas  babitura  eaaet  hoc  paeto  daoe  effeetas  plane  contmrios. 

48)  Dioptrice,  oap.  II.  G. 


*}  Prop.  X.  Lu  non  impeditur  eoliditate  corpomm  quateaaa  aoUdat  quo  minus 
per  ea  tranaire  poscitL  Quicquid  enim  impeditur,  ab  eo  impeditur  ant  expellitur, 
<luod  eat  ex  oodsm  geoerc  ut  corpoa  a  corpore.  SoUda  babent  tres  dimenatones, 
quatenuH  solida.  Lnci  per  6  et  7  tantum  dnoo  competunt  dimeuBionea.  Ergo  lax 
tel  ejoa  radii  nihil  patiuntar  a  aoUdta  qnatenus  aoüda,  nee  ae  mutoo  afficiunt 
qDOod  Boliditatem. 

Abk.  rar  OfMk.  dir  UkUMiii.    IV.  IB** 


19)  Päsfi  Deteute«  irgend  waim  «miual  SceU  peniSnUd]  begegne  bti, 
loch  nicht  festatellan,  auch  dio  Bek»riut*ohaft  mit  Saell'a  Schriften  iät  nicht  me^ 
soweiseD.  'Sai  übet  die  mit  eiöer  Schrift  d.ea  älteren  Snell,  de*  Yatan  tu 
Wiilebrord  Snell  ffiebt  eine  Bde&teUe  Aaskirnft.  Im  ^&,  Brief«  des  dritMa 
Baches  apricht  nämlich  Deacartes  Toa  den  Varzügea  deiner  eigenen  Geom^tne 
ühä  «rwäliiit  &uiQtn&riBclL,  w%a  luiher  in  diesem  Fucbe  geleiHtet  vonlen  i«L  Hiec- 
b&i  yriti  auch  liea  ApaUoain«  Bttt^Ti»  gedacht;  diaMr  ist  ein  Werk  too  Bndolf 
aell  deiD  Vat^r  niid  ist  1&9T  htmaagekommen. 
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